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“..e o Tieté deu a Sdo Paulo quanto possuia: o ouro das areias, a forca das dguas, a
fertilidade das terras, a madeira das matas, os mitos do sertdo. Despiu-se de todo encanto e
de todo mistério; despoetizou-se e empobreceu por Sdo Paulo e pelo Brasil.".

Alcantara Machado



Resumo

Esta dissertacdo visa utilizar a Modelagem Mateméatica como um recurso de ensino-
aprendizagem no Ensino Médio para o estudo da da problematica de recuperacio do
Rio Tieté e seus afluentes (Projeto Tieté) na regido do Alto Tieté. O estudo consiste
na modelagem matematica com a utilizacdo de proporcionalidade , nocdes de limite,
recorréncia e método Ford-Walford para estabilidade em trés tipos de poluicdo hidrica
no Alto Tieté: industrial, doméstica e difusa urbana.

Palavras-chaves: Modelagem Matematica, Rio Tieté, Alto Tieté, ensino-aprendizagem
no Ensino Médio.



Abstract

This thesis aims to use mathematical modeling as a resource to teaching and learning in
high school for the study of dynamics and the problem of recovering the Tiete River and
its affluents (Tiete Project) in the Upper Tiete. The study consisted of mathematical
modeling with the use of proportionality, notions of limit, recurrence e and Ford-Walford

method on three types of water pollution in the Upper Tiete: industrial, domestic and
diffuse.

Keywords:Mathematical Modeling, Tiete River, Upper Tiete, teaching and learning in
high school.
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Introducao

Dentre os diversos papéis das instituicGes de ensino, o estudo e as solucdes de proble-
mas que afligem a sociedade contemporadnea tanto na esfera global quanto na particular se
fazem necessarios, para aprendermos a regular nossas acdes na busca e na obtencdo de quali-
dade de vida. Os problemas ambientais relacionados a escassez, ao saneamento, a distribuicdo
e ao uso de agua sugerem uma necessidade de conscientizacao profunda de nossa sociedade

para enfrenta-los.

Dentre as diversas fontes de poluicdo hidrica, destacam-se as cargas pontuais de origem

industrial e doméstica e as cargas difusas de origem urbana e agricola.

A bacia do Alto Tieté apresenta grande preocupacdo na poluicao hidrica. Esta bacia
abriga o maior contingente populacional e o maior polo de geracdo de renda e emprego do
Brasil, sendo entdo uma regido de conflitos pelo uso da 4gua. E também lamentavel que pelo
desprovimento de conhecimento muitas pessoas encarem alguns elementos da natureza com
desprezo. Na capital de S3o Paulo, por exemplo, o Rio Tieté é visto por muitas pessoas como
um invasor do espaco. Ja houve até projeto com a intencdo de “envelopé-lo”, isto é, escondé-lo

com concreto como foi feito com o rio Anhangabal entre tantos outros.

Este cenario complexo possibilita a aprendizagem da Matematica conforme destacam
os PCNEM(2002) e PCN-+(2002) que recomendam o estudo da modelagem matematica em
diversas areas do conhecimento(interdisciplinaridade), construcdo de graficos a partir de dados

de uma tabela, proporcionalidade ,compreensao e comportamento de funcdes etc.

Ademais, ha a necessidade ainda que de modo intuitivo a introducao no Ensino Basico
do estudo de limite e do Método de Ford-Walford para estabilidade (PAULY,1984).

O desenvolvimento deste trabalho consiste no estudo da poluicdo industrial e doméstica
do rio Tieté e seus afluentes inseridos na bacia do alto Tieté relacionando-as com o Projeto

Tieté e da poluicio difusa urbana influenciada pelo Programa Cérrego Limpo.

A modelagem matematica da poluicdo doméstica e poluicdo industrial mediante ao
Projeto Tieté fornece o modelo de funcdo exponencial, enquanto a modelagem matematica
da poluicdo difusa apresenta a aplicacdo da funcdo trigonométrica e exponencial. Os dados
de poluentes de origem industrial e doméstica do rio Tieté e seus afluentes foram obtidos a
partir de relatérios da CETESB enquanto os dados da poluicdo de carga difusa urbana sdo

provenientes de relatérios da EMAE.

A utilizacdo da modelagem matematica nas questoes da poluicao do rio Tieté pode
motivar o estudante ao aprendizado de algumas ferramentas mateméticas bem como a efe-

tivacdo dos propdsitos presentes nos Parametros Curriculares Nacionais (SEMT-PCN-,2002)
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que destaca a formacao do aluno critico, reflexivo, capaz de resolver problemas reforcando que

o ensino de Matematica deve estar a favor da cidadania.

Este trabalho também prima pelo processo de transposicao didatica interna do professor

fazendo com que este possua um recurso complementar a elaboracao de suas aulas.
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1 Rio Tiete
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Figura 1 — Rio Tieté: foto da autora.

O antigo nome do rio Tieté era Anhembi. Segundo (MELLO,1975), Anhembi é cor-
ruptela de i-em-bi, vocabulo referente a “ndo liso, altos e baixos, obstaculos” indicando um

rio de leito acidentado com cachoeiras, corredeiras e gargantas.

Durante muitos anos, o rio também ficou conhecido como Rio Grande do Anhembi, o
que levou ao surgimento do nome Tieté que quer dizer “grande rio”, onde ti significa agua,
e eté exprime o superlativo grande. Com o decorrer do tempo, a expressdo Tieté passou a

predominar.

O Rio Tieté é considerado o elemento central das mais importantes transformacdes
ocorridas no Estado de Sao Paulo. Nasce limpo em Salesépolis, Sdo Paulo, a 22 quilémetros
do Oceano Atlantico. Ao contrario da maioria dos rios, o Rio Tieté com extensdo de aproxi-
madamente 1100 quildmetros nasce nas proximidades do mar, e corre para o interior de S3o

Paulo.

O rio Tieté tem sofrido com a poluicdo na Bacia Alto Tieté, que é destaque devido a
sua intensa industrializacao e urbanizacdo que contribuem para uma carga de poluentes acima

de sua capacidade de assimilacdo. A Bacia Alto Tieté abrange parte superior do rio Tieté,
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Fonte: Mapa Rodovirio de S50 Pauk
DER - Departament de Estradas = Rodagem

Figura 2 — Mapa do rio Tieté. Fonte: DER.

desde a sua cabeceira até a barragem do Reservatério de Pirapora, numa extensdo de 133 km
compreendendo 34 municipios: Aruja, Barueri, Biritiba-Mirim, Caieiras, Cajamar, Carapicuiba,
Cotia, Diadema, Embu; Embu-Guacu, Ferraz de Vasconcelos, Francisco Morato, Franco da
Rocha, Guarulhos, Itapecerica da Serra, ltapevi, ltaquaquecetuba, Jandira, Mairipord, Maua,
Mogi das Cruzes, Osasco, Pirapora do Bom Jesus, Pod, Ribeirdo Pires, Rio Grande da Serra,
Salesépolis, Santana de Parnaiba, Santo André, S3o Bernardo do Campo, Sdo Caetano do

Sul, S3o Paulo, Suzano e Tabo3o da Serra.

Bacia do Alto Ti

Represa
Bilings

Figura 3 — Bacia do Alto Tieté. Fonte: Sabesp.

Inicialmente o rio Tieté contribuiu para a atividade mineradora nas expedicdes a Cuiaba
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e, posteriormente para o desenvolvimento das indlstrias e expansao do comércio na cidade de
S3o Paulo, levando a necessidade do incremento de energia elétrica. Diante deste quadro, a
empresa canadense Light recebeu a concessao pioneira em 1899 para utilizar as aguas dos rios
Tieté e Pinheiros (afluente do rio Tieté) para a producdo e distribuicdo de energia elétrica.
Ainda que, no inicio do século XX, o patrono da engenharia sanitaria nacional Francisco Ro-
drigues Saturnino de Brito tivesse apresentado relatério indicando os rios Tieté e Guarapiranga
como futuros mananciais destinados ao abastecimento publico, bem como a regularizacdo de
enchentes e a navegacdo, assim como nos rios europeus, Sena, Tamisa, Danibio e outros, a
concessionaria Light optou apenas pela geracao de energia elétrica, represando o rio Guara-
piranga, afluente do rio Pinheiros e apresentando o Projeto Serra. Este projeto propiciou a
construcdo das represas de Billings e Rio das Pedras, e a instalacao da Usina Henry Borden |,
em Cubat3o. Posteriormente, houve a construcdo das Usinas Elevatérias de Traicao e Pedreira,
ambas localizadas no Rio Pinheiros na capital de S3o Paulo, que viabilizaram o aumento de
producdo de energia elétrica, bem como o controle das enchentes através do bombeamento

das aguas do Rio Tieté para a Represa de Billings.

A Bacia do Alto Tieté tem sido visto por todo o Brasil como uma referéncia para
o gerenciamento dos recursos hidricos, bem como uma fonte de experiéncia na adocdo de
solucdes que venham resolver esses conflitos relacionados ao gerenciamento de dgua. Uma das
principais iniciativas que abrange os aspectos citados acima, e que pode ser empregada em
outras regidoes do Brasil é o Projeto Tieté .

O Projeto Tieté tem como meta a ampliacdo da coleta de esgoto doméstico e industrial
da Regido Metropolitana de S3o Paulo, de forma a reduzir o lancamento de poluentes nos rios
e corregos e melhorar de forma gradativa a qualidade da agua do Rio Tieté ,seus afluentes
e Represa Billings. A questdo relativa a despoluicdo dos efluentes de origem industrial esta

inserida dentro desse projeto e é uma atribuicdo da CETESB.

Durante a primeira etapa (Fase | -1992 a 1998) do Projeto Tieté, a CETESB ficou
responsavel pelo levantamento das principais indlstrias poluidoras da capital. Além disso,
houve a construcdo de trés Estacdes de tratamento de Esgoto (ETE), S3o Miguel, Parque
Novo Mundo e ABC e ampliacdo da ETE Barueri.

Para o desenvolvimento da Fase Il (2000 a 2008), as atividades da CETESB foram
direcionadas a consolidacdo dos resultados j& obtidos na Fase | com a inclusdo de novas
inddstrias que, mesmo nao possuindo o mesmo potencial poluidor daquelas selecionadas na

Fase |, deveriam ter seus lancamentos enquadrados nos padrdes da legislacao.

As empresas cujos efluentes passaram a atender aos padrdes legais de emissdo perma-
neceram sob controle da CETESB, e com a implementacio do Plano Diretor de Esgoto pela
SABESP, as indUstrias localizadas em areas que drenam para o sistema publico de esgotos
foram acionadas para efetuar seus descartes na sua rede de esgoto. A entrada em operacdo dos

sistemas publicos de tratamento de esgoto produziu uma maior reducdo nas cargas poluidoras
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que afluem aos corpos d’agua da Bacia do Alto Tieté.

Nessa fase também foram investidos recursos no Rio Pinheiros, no entorno da represa
Billings, para a execucao de redes coletoras, de coletores-troncos e interceptores para o enca-
minhamento de esgoto a ETE de Barueri. A terceira fase tera vigéncia até 2015 tendo como
objetivo o aumento do indice de coleta e tratamento de esgoto na capital S3o Paulo e 33

municipios da regido do Alto Tieté.

Através do decreto federal 15969 de 04/07/58 houve a autorizagdo para a captagdo
da de agua da Represa Billings para o abastecimento publico. Com o crescimento da cidade
de S3o Paulo e a auséncia de coleta e tratamento de esgoto, intensificou-se a poluicdo do
Rio Tieté, seus afluentes e da Represa Billings. No ano de 1989 houve a insercdo do artigo
46 das Disposicoes Transitérias na Constituicao do Estado de Sdo Paulo de 1989. Tal artigo
proibia, a partir de 1992, o bombeamento de aguas poluidas dos rios Tieté e Pinheiros para o
reservatério Billings, restringindo a operacdo da Usina Henry Borden para menos de 15% de

sua capacidade.
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2 Modelagem matematica e alguns conceitos

matematicos

2.1 Modelagem Matematica

Varias circunstancias do mundo real podem apresentar situacoes-problemas que requei-
ram solucoes e decisoes. Tais problemas podem ser abordados com a utilizacdao de conceitos
matematicos do curriculo regular do Ensino Basico bem como conceitos ndo pertencentes a
aquele curriculo, mas que podem ser abordados no Ensino Médio de modo intuitivo. A intera-
cdo entre a Matematica e o mundo real pode ser feita através da modelagem matematica. Esta
é o processo que envolve a obtencao de um modelo. Mesmo que o termo “modelo” tenha a sua
origem do latim modellum, do diminutivo modus, que significa ‘medidas em geral’, parece ser
mais vidvel a caracterizagdo apresentada no dicionario de (CUNHA,1989) como “representacdo
de alguma coisa”. Podemos dizer que modelo matematico é um sistema conceitual, descritivo
ou explicativo, expresso por meio de uma linguagem ou uma estrutura matematica que tem
por finalidade a descricdo ou explicacdo do comportamento de outro sistema, podendo mesmo
permitir a realizacdo de previsdes sobre este sistema. Os procedimentos para a elaboracao de

um modelo matematico s3o:

1. Interacdo com o tema que se pretende estudar a partir da pesquisa por meio de expe-
riéncia em campo, livros, revistas especializadas, sites de instituicdes especializadas no

assunto pretendido entre outros;

2. Matematizacdo, que consiste na utilizacdo da linguagem matematica para a descricao

da situacdo problema;

3. Modelo matemético é a etapa da obtencao do modelo com a verificacdo do nivel que
ele se aproxima da situacdo — o problema apresentado. Caso o modelo n3o atenda as

necessidades que o geraram, teremos que retornar a matematizacao;

4. Validacdo consiste no processo de aceitacdo ou ndo do modelo proposto. Caso o modelo

proposto seja refutado,entdo é apresentado a etapa de modificacao;

5. Modificacao nesta etapa ha a necessidade de revisao das etapas anteriores a identificacdo

de elementos que devem ser mudados a melhora do modelo.

Nas secOes a seguir ha a apresentacao de alguns conceitos matematicos aplicados no desen-

volvimento deste trabalho.
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2.2 Proporcionalidade

Muitas situacdes problemas existentes em nossa sociedade estdo relacionadas ao con-
ceito de proporcionalidade. O estudante deve identificar a natureza da variacdo entre duas
grandezas x ey, verificando a existéncia da proporcionalidade . Na elaboracdo de mapas, por
exemplo, observa-se a presenca da proporcionalidade quando utiliza-se a escala que correla-
ciona a unidade de distancia do mapa a distancia real. Na escala 1:1000000 (lé-se um por
um milhdo) com denominador 1000000 significa que 1 cm equivale a 1000000 cm , ou seja,
10000m ou 10km.

Para cada tipo de estudo hd a necessidade da escolha de escala maior ou escala

pequena.

As escalas maiores sao aquelas que permitem o maior detalhamento dos elementos
estudados e por isso o seu denominador é menor. J& as escalas menores s3o utilizadas na

elaboracdo de mapas com superficie muito extensa possuem denominador maior.

A escala 1:500 cujo denominador € 500 é maior que a escala 1:50000 cujo denominador
é 50000.

60

AL

Figura 4 — Mapa da bacia do Alto Tieté, escala 1:100000. Fonte: CEM/CEBRAP.

2.3 Sequéncia

Definicao 2.3.1. Uma sequéncia infinita de nimeros reais é uma funcdo =z : N* — R.

O primeiro termo da sequéncia é x;, uma vez que foi escolhido N*. Deste modo, temos

T = (xi)iEN* = (I’l,ZL‘Q, ey Ty )

As sequéncias mais frequentes no Ensino Médio sdo as progressdes aritmética e geo-

métrica.
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A compreensao do método utilizado durante a modelagem matematica deste trabalho,
é necessario avaliar, ainda que , de modo intuitivo o que ocorre com o termo x, de uma
sequéncia quando o valor de n é muito grande, ou seja,infinito.

1 11 1 1
Exemplo 1. Considere a progressao geométrica x,, em que x,, = —, ou ainda,

271’ 5,?,§7...,2n,...

x, aproxima-se de algum valor numérico quando n assume valor muito grande?

1
Neste exemplo, conclui-se de modo intuitivo que a sequéncia z,, = on tendera a zero

para valores muito grandes de n. Este tipo de sequéncia é chamada de sequéncia convergente
Definicao 2.3.2. Uma sequéncia (x,),en é dita convergente se existir o € R de maneira
que Ve >03ng e Ntal quen >nyg= |z, —x0| <&

Ou ainda, dada uma sequéncia real x,,, diz-se que o nimero real x( é o limite de x,,.

Simbolicamente, lim x,, = .
n—oo

De modo intuitivo, uma sequéncia (z,)n,en € convergente para um nidmero real L

quando seus termos aproximam-se de zy quando n cresce.

1
Exemplo 2. Considere a sequéncia x,, = —, dado ¢ > 0, a fim de que |x,, — x¢| < € tomamos
n

1
n > — e fixando ng tal que ng > —, temos |z, — 0| < € para n > ny.
€ €
Exemplo 3. A progress3o aritmética x,, definida por x,, = 2n representada por: (2,4,6,...,2n,...
ndo é convergente, ou seja , € divergente. Intuitivamente, para valores muito grandes de n, os

termos de x,, nao se aproximam de determinado valor real.

Definicao 2.3.3. Uma sequéncia (z,,),en é limitada se existirem ndmeros reais a e b tais que
a<zx<b.

7

Uma sequéncia (x,,)nen € limitada inferiormente se existir um nGimero real a tal que z,, > a.

Uma sequéncia (x,,),en é limitada superiormente se existir um ndmero real b tal que x,, < b.
Definicdo 2.3.4. Uma sequéncia (Z,),en € crescente se 21 < ... < Zp < Tpyp < ...
Definicdo 2.3.5. Uma sequéncia (z,),en € decrescente se x1 > ... &, > Tppq > ...
Definicdo 2.3.6. Uma sequéncia (z,,)nen é ndo-decrescente se 21 < ... <z, <z, < ...
Definicao 2.3.7. Uma sequéncia (z,),en € ndo-crescente se xq > ... > Xy > Tpypq > ...

Definicao 2.3.8. Uma sequéncia (z,).en € € mondtona se ela for crescente, decrescente,

nao-decrescente ou n3o-crescente.

Teorema 2.3.1. Toda sequéncia convergente é limitada.
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Prova. Seja nh_}rgo x, =t comt € R. Tome e =1, existe ng € N tal que n > ny =z, € (t —
1,t41). Sejam u o menor e v 0 maior elemento do conjunto finito {x1, T2, ..., zp,,t—1,t+1},
segue que todos os termos x, da sequéncia sdo pertencentes ao intervalo [u;v]. Logo tal

sequéncia é limitada.
Teorema 2.3.2 (Bolzano-Weiestrass). Toda sequencia mondtona e limitada é convergente.

Prova. suponha que (z,).en Seja uma sequéncia mondtona n3o decrescente e limitada, ou
seja 1 < w9 < ... < L para algum L>0 (os demais casos sdo analogos), segue quel é uma
cota superior para o conjunto X = {xy,25,...} . Para todo ¢ > 0 temos L —¢ < L e,

consequentemente L — ¢ ndo é cota superior de X.

Portanto, existe um indice ng € N tal que L — ¢ < x, < L . A partir da utilizacao da

monotonicidade da sequéncia, se n > ng , entdo z,, <z, < L < L +e¢.

Logo para todo € > 0, existe ng € Ntalquen >ny =L —-—c <2, <2, <L <L+ec=
L—e<z,<L+es |z, — L| <e, como desejado.

Definicdao 2.3.9. Se f : X — R com (a, +00) C X (resp. (—00,b) C X) e 1_131 f(x)=1L
(resp. lim f(z) = L), dizemos que a reta y = L é uma assintota horizontal do gréfico de

£l

T

1
Exemplo 4. Seja f(x) = 3 + 3 ,temos: Para todo € > 0, existe xy dependendo de ¢ tal
1" 1\" 1
que = > n, entdo |f(x) — 3| = | 5 +3-3|=| 5 | < e << [2%| > — = ¢ Logo para
€

todo ¢ > 0 tomando zo = logy’ de maneira que |z > x|, entdo |f(x) — 3] < e. Portanto a
€T

reta y = 3 é uma assintota horizontal ao gréfico de f(z) = 3 +3

Um dos métodos usado neste trabalho é o Método de Ford-Walford para o calculo do
valor de estabilidade (PAULY,1984) que permite a obtencdo do ponto de estabilidade de uma
colecdo de dados a partir de certas condicGes descritas a seguir sem que se conheca a funcao
que descreva o comportamento dos dados de determinada situacdo problema. Suponha que se
tenha a tabela de censo demografico de uma determinada regidao do periodo de 1950 a 2010
de certa populacdo. Existe um valor limite para o valor da populacao a medida que o tempo
avanca. Neste cenario podemos construir uma sequéncia e estimar o ponto de estabilidade
desta populacdo com a aplicacdo do Médoto Ford-Walford para célculo de valor de estabilidade,

mencionado acima.

Este método (PAULY,1984) consiste em uma coleta de dados e, posteriormente, a
obtenc3do do conjunto {(x1,41), (x2,¥2), -+ , (Tn, yn)} € considerando a sequéncia y,, = f(x,)
relacionada ao seu crescimento assintético e sabendo antecipadamente que a sequéncia (y,,)

converge quando z,, cresce. Isto ocorre se (y,) for mondtona e limitada pelas caracteristicas
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do fendomeno estudado. Nestas condicoes temos de determinar o valor limite y* de modo que

O método Ford-Walford para estabilidade (PAULY,1984) consiste na determinacdo de
uma funcdo g que ajusta os pares (¥, Yn+1), OU S€ja, Ynt1 = g(yn) que gera a curva ajustada.

A seguir temos de encontrar o seu ponto fixo:
A 9(n) = M g =l g
A partir do célculo anterior concluimos que a sequéncia de pontos (Y, y,11) converge para o
ponto (y*,y*) se yx é um ponto fixo de g: y* = g(y*) .
Logo yx é tal que y 11 = Yn.
Em resumo, y* é o valor limite da sequéncia (y,) quando

Yn+1 = Yn =Y &y, = g(yn) & Yn é um ponto fixo de g

Ynt1 = 9(Yn)

Agora, considerando o conjunto de pares ordenados (z,,z,y1) € considerando que

f(z,) se estabilize a medida que n cresce, temos:

. L o
38, f(#n) = [ Tnn = limg @

Logo o conjunto de pares ordenados (z,,z,.1) converge para um ponto (z*,z*) , isto é,
= f(x*) = Tpy = T
Faca agora um ajuste linear f(z) = ax 4+ b, onde a e b sdo coeficientes reais.

b

1—a

Como z* = f(z*) = ax*™ + b, segue que z* =

A determinacao dos coeficientes a e b se dd por um ajuste exponencial entre x; e

z* — x;, sendo k& nimero natural. Deste modo, temos:

2.4 Recorréncia

A evolucdo de varios sistemas fisicos, bioldgicos, quimicos, sociais, econémicos e com-
putacionais pode ser modelada com o tempo medido em intervalos regulares, com a utilizacao
de variavel discreta, isto é, por recorréncia. Esta consiste na obtencdo de uma regra cujo ob-
jetivo é o calculo de qualquer termo em func3o dos termos antecessores imediatos. A seguir

citemos alguns exemplos de recorréncia

Exemplo 5. Progressdo Aritmética (PA).
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Uma progressao aritmética é um tipo especial de sequéncia recorrente, em que a relacdo
entre dois termos consecutivos é dada por: a,, = a,_1+7 com n > 1, ou seja, qualquer termo
de uma Progressao Aritmética é obtido como sendo o valor do termo anterior somado de uma

constante r denominada razdo.

Exemplo 6. Progressdo Geométrica (PG)

Uma progressao geométrica é um tipo especial de sequéncia recorrente, em que a
relacdo entre dois termos consecutivos é dada por: a, = qa,_1 , isto é, qualquer termo de
uma PG é obtido multiplicando o valor do termo anterior por uma constante ¢ denominada

razao.

Exemplo 7. No Ensino Basico, as expressoes decimais aproximadas de nimeros irracionais
sao frequentemente apresentadas de modo direto, sem quaisquer justificativas tedricas. A
abordagem de nimeros irracionais nao pode ser estudada somente a partir de argumentos
algébricos, necessitando da ideia de convergéncia, tornando a sua formulacdo tedrica de dificil
compreensdo. Ainda que haja este obstaculo podemos tratar o assunto de forma intuitiva para
que os estudantes do Ensino Basico compreendam a localizacao de nlimeros irracionais na reta

real.

Podemos também recorrer ao uso de recorréncia e planilhas no estudo de alguns niime-
ros irracionais quando se cria uma sequéncia de nimeros reais que convergem para o nimero

citado anteriormente.

Digitando, por exemplo, o nimero 3 na célula A1 de uma planilha eletronica e, posteri-
ormente = (A1+3/A1)/2 na célula A2 e arrastando a célula ao longo da coluna A, obtém-se

uma sequéncia de niimeros reais que tende a /3, conforme tabela a seguir:

AZ - Je | =(A1+3/A1)/2

A B C D
3
2
1.75
1,73214285714286
1,73205081001473
1,73205080756585
1,73205080756585
1,73205080756585
1,73205080756585
1,73205080756585

Figura 5 — Recorréncia e Limite: ndmero irracional

Os valores presentes na coluna A correspondem aos termos da sequéncia (z,) de
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nimeros reais definida recursivamente V n > 1 por:

T = 3

Tn + 3/,
Lnt1 = 9
Como os valores da coluna tendem a se aproximar de /3, buscaremos justificativa matematica
com o emprego de operacdes aritméticas com limite, caso o limite da sequéncia (x,,) definida

em exista, teremos:

_ . Ty +3/z,  Hmoa, +3/ lim a,
Jim Zn41 = Hm 9 = 9 -
r+3/x

2
Utilizando o Principio de Inducdo Finita teremos a garantia que ao comecarmos com

Como lim z,.; = lim z, temos x = que é equivalente a 22 = 3.
n—oo n—oo

um termo inicial z; > 0, segue que todos os termos seguintes da sequéncia (z,,) serdo todos

positivos e, consequentemente li_>m T, = /3.
€T oo

A demonstracdo da existéncia do limite é realizada, considerando a funcdo real f(z) =
s+3/x

2
minimo absoluto no ponto (v/3,1/3), ou seja, f(x) > /3 para todo niimero real positivo z.

. A andlise dos sinais da derivada primeira de f nos informa que a funcao possui um

Como 2,41 = f(x,) e como x,, > 0 para todo niimero natural n, entdo z,41 > v/3.

Para todo nimero natural n, tal que n > 1, isto é, x,, > V3 para todo nimero natural

n > 2. Como z; = 3 > /3, segue que para todo niimero natural n > 1

De um modo geral, dado um nimero € > 0, é possivel encontrar um ndimero. Portanto

a sequéncia (z,,) é limitada inferiormente por /3.

3
Além disso, =, > /3 = 22 >3 = x, > —
n
Ty + 3/, Tyt Th
<
7z 7 2 " . 7 . . - -
e, consequentemente (xn) é mondtona decrescente e , portanto a sequéncia é limitada inferi-

= x, para todo namero natural n tal que n > 1

LOgO Tpt+1 =
ormente e mondtona decrescente garantindo a convergéncia da sequéncia e por conseguinte a
existéncia do limite.

Exemplo 8. Modelo Discreto de Malthus

Considerando que

1. a proporcao de individuos reprodutores permanece constante durante o crescimento da

populacao;

2. as taxas de natalidade n e de mortalidade m sejam constantes., entao estas hipoteses

representam a realidade de uma populacao grande em que todos os fatores inibidores
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ao seu crescimento estdo ausentes. Isto é, a espécie em questdo tem recursos ilimitados
e nao interage com competidores ou predadores. Admitindo que a taxa de crescimento

especifico de uma populacdo P(t) é constante e dada por & = n — m, temos:

P(t+1)— P(t)

P(t)
em cada periodo de tempo.

= @, ou seja, a variacdo da populacdo é proporcional a prépria populacao

O modelo discreto (tempo discreto) de Malthus é dado por: P(t+ 1) — P(t) = aP(t).
Considerando dada a populacgo inicial P(0) = Py, a solucdo da equacdo anterior é obtida por

recorréncia de:
P =1+a)R

P(0) = Py
O processo recursivo fornece:
P1 = (1 —+ Oé)PO
PQZ (1+OC)P1:<1+OC>2PQ
Pa=(14a)P=(1+a)’h

Pt:(l—FOé)Pt_lz(l—i—Ol)tPO

Sendo P, = (1 + )Py, temos:

B, 'y
l1+a)f=—==>a=4—5—1

Por exemplo: de acordo com Censo do IBGE de 2000 e 2010, a populacdo de Santo
André era 648.443 e 673.914, respectivamente. Assim, a taxa de crescimento populacional

d . s e 4 3 10/

2.5 Variacoes

Seja uma varidvel dependendo quantitativamente de outra varidvel independente x.
Muitas vezes é possivel a construcao de um modelo matematico ou estudar esta dependéncia

a partir de caracteristicas variacionais destas variaveis.

Definicao 2.5.1. Variacdo simples: consiste na diferenca da varidvel dependente em dois

estagios da variavel independente.

Exemplo 9. Variacio da Posicio: AS. E a diferenca da variavel dependente da posicio S em

dois estagios da variavel independente tempo ¢, isto é .AS = S(t3) — S(t;)
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Definicdo 2.5.2. Variacdo Média (taxa de variagdo média): é a proporcdo entre as variacdes

da variavel dependente e da variavel independente.

Exemplo 10. Velocidade escalar média v,,. E a proporcdo entre a variacio da variavel posicio
AS  S(ty) — S(ty
At -t

dependente e da variavel tempo independente ¢, ou seja, v, =

Definicao 2.5.3. Variacdo Instantanea ou derivada de uma funcdo definida no intervalo aberto
contido no conjunto dos ndimeros reais em um ponto z, é dada por:
f(zo + Az) — f(xo) df

Alifgo AL = f'(wo) = %(l’o)

Exemplo 11. Velocidade instantanea v. O valor observado em um velocimetro é a velocidade

do veiculo no instante da observacao denominada velocidade instantanea, dada por: v =
. AS

im —
Axz—0 At
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3 Modelagem matematica da poluicao hi-

drica do rio Tieté na bacia do Alto Tiete

A poluicido que atinge os corpos hidricos pode ser classificada em poluicdo por fontes
pontuais e por fontes difusas. As cargas pontuais estdo relacionadas a efluentes industriais,
esgoto domeéstico e pluvial, podem ser coletadas e o seu tratamento geralmente é feito através
de estaces de tratamento de esgotos e outros métodos usuais. J& as cargas difusas estdo
relacionadas ao escoamento de residuos por acdo das aguas de chuvas, oriundas do ambiente
rural (agrotéxicos, fertilizantes, entre outras) ou urbano (bitucas de cigarros, pd, lixo orgénico,
graxas e 6leos de freio de automdveis e outros compostos presentes nas vias, ruas e calcadas),
cujas fontes ndo sao possiveis de identificar. Além disso, as cargas poluidoras s3o classificadas
em matéria organica e matéria inorganica. A matéria organica é constituida principalmente

por:

Compostos de proteinas (40% a 60%);

Carboidratos (25% a 50%);

Gorduras e 6leos (10%);

Uréia, surfactantes, fendis, pesticidas (tipicos de despejos industriais), entre outras.

As proteinas sdo produtoras de nitrogénio e contém carbono, hidrogénio, nitrogénio,
oxigénio, algumas vezes fésforo, enxofre e ferro. O gas sulfidrico (cheiro de ovo podre) é
proveniente do enxofre fornecido pelas proteinas. Os carboidratos contém carbono, hidrogénio
e oxigénio. Os principais exemplos s3o aclicares, amido, celulose e a fibra da madeira. A
gordura refere-se a matéria graxa, 6leos e substancias semelhantes provenientes de manteigas
e 6leos vegetais em cozinhas e 6leos minerais derivados do petréleo. A matéria inorganica é
formada principalmente por areia e em uma quantidade menor por metais, derivados cianetos

e fluoretos, entre outras.

Definicdao 3.0.4 (DBO - Demanda Bioquimica de Oxigénio). A Demanda Bioquimica de
Oxigénio consiste no consumo de oxigénio dissolvido em agua por organismos, bactérias, por
exemplo, para a realizacdo do processo de respiracido. A DBO é diretamente proporcional a

concentracdo de matérias organica (esgotos domésticos) assimilaveis por bactérias aerdbias.

Os esgotos municipais (domésticos) possuem uma DBO da ordem de 200 miligramas
por litro, isto é, para cada litro de esgoto lancado em um rio hd o consumo de 200 mg de

oxigénio .
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Para efeito de comparacao, toma-se o tempo como periodo de cinco dias e uma tem-
peratura padrdo de 20°C cuja notacdo é DBOj 5. No caso de esgotos sanitérios, é tradicional

no Brasil a adogdo de uma contribuicdo per capita de DBOj oy de 54g/hab.dia.

3.1 Poluicao Industrial

Para o controle da poluicao de origem industrial foi realizado um processo de selecao, a
partir do cadastro de empreendimentos da CETESB e de informacGes cadastrais fornecidas pela
SABESP e pela EMPLASA, somando-se 40000 indistrias instaladas na Regido Metropolitana
de S3o Paulo em 1991. Deste universo de inddstrias, a CETESB elencou 1250 industrias
responsaveis por 90% da carga inorganica bem como carga organica (dejetos humanos e
matéria vegetal) lancadas na Bacia Alto Tieté objetivando ajustd-las aos padrdes estabelecidos
no Regulamento da Lei n 997/76 aprovado pelo Decreto n 8468/76 para o lancamento de
seus efluentes liquidos na rede publica de esgotos. A partir de pesquisa no acervo da biblioteca
da CETESB, obteve-se tabela a seguir. A carga total consiste na soma das cargas inorganica

e organica. Todas as cargas est3o expressas em 1000kgDBO /dia:

data carga carga carga
inorganica orgénica total

dez/91 4746 3692 51152
dez/92 4015 3687 43837
dez/93 2784 311.7 30957
dez/94 1412 2313 16433
dez/95 1152 138,6 12906
dez/96 1166 146,9 13129
dez/97 1103 156,3 12593
dez/98 1070 1446 12146

jun/02 501 134.8 6358
dez/02 501 84,7 5857
jun/03 565 78,1 641,1
dez/03 574 52,5 626,5
jun/04 458 46,8 5028
dez/04 445 47 492

jun/05 433 48,7 4797
dez/05 437 424 4794
jun/086 444 421 486,1
dez/06 440 42,5 4825
jun/08 307 26,4 3334

Tabela 1 — Carga Poluidora Industrial Orgénica e Inorganica do Rio Tieté

A partir dos dados da Tabela 1 foi utilizada proporcionalidade direta para uma escolha
conveniente de unidade da variavel tempo n, ou seja, em semestre. Assim, n indica o tempo em

semestre e x,, expressa a soma da matéria organica e inorganica na unidade 1000kg DBO//dia.
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N Xn

0 5115,2

2 4383,7

4 30957

6 1643,3

8 1290,6
10 13129
12 1259,3
14 1214,6
21 635,8
22 5857
23 641,1
24 626,5
25 502,8
26 492
27 4797
28 4794
29 486,1
30 4825
33 3334

Tabela 2 — Varidveis Carga Poluidora Industrial Organica e Inorganica do Rio Tieté

A partir dos dados da Tabela 2 construimos a curva de tendéncia a seguir:

carga DBO total

6000 -
5000 4
4000 -
3000
2000 -+

1000 -

y

POLUICAO INDUSTRIAL RIO TIETE (ALTO TIETE)

* * o

*e%%,440000

5 10 15 20 25 30 35

semestres

Figura 6 — Curva Tendéncia Poluicio Industrial Rio Tieté

A partir da tabela e da curva de tendéncia citados acima, observamos que a carga DBO
total tende a um ponto de estabilidade. Tal fato permite a aplicacao Método Ford-Walford
para estabilidade (PAULY,1984).
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Xn Xn+1
51152 43837
43837 30957
30957 16433
16433 1290,6
12906 13129
1312,9 1259,3
1259,3 12146

12148 635,8
635,8 585,7
585,7 6411
641,1 626,5
626,5 502,8
502,8 492

492 4797
479,7 4794
479,4 486,1
486,1 4825
482,5 3334
3334

Tabela 3 — Sequéncia (z,, Zn41), cOM x,: carga poluidora industrial Rio Tieté

A partir da sequéncia da Tabela 3 faz-se a construcdo da curva de estabilidade a

obtencdo do ponto de estabilidade x*.

CURVA DE ESTABILIDADE

y=0,7324x+ 101,97
R*=0,9382

Xn+1
N
[4)]
o
o
1

0 2000 4000

Xn

6000

Figura 7 — Gréafico Curva de Estabilidade

A funcdo f(x) = 0,7324x + 101,97 presente na curva de estabilidade é a que mais

aproxima a disposicao dos pontos no grafico gerado pela curva tendéncia. Tomando a funcao

identidade g(z) = z , o ponto de estabilidade z* consiste no ponto de intersecdo das retas
das funcdes f e g. A obtencdo de z* , fazemos: x = 0, 7324« + 101,97 < x = 381,05. Logo
o valor do ponto estabilidade é z* = 381,05 (1000kg DBO/dia), ou seja, ponto de equilibrio

depoluicdo industrial do Rio Tieté no Alto Tieté.
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A seguir, faz-se a tabela 5 com os dados da sequéncia (n, z,, — z*).

Tabela 4 — Sequéncia (n,x, —x*) e com z* ponto estabilidade

N Xn-X*

0 4734,15
2 4002,65
4 2714,65
6 1262,25
8 909,55
10 931,85
12 878,25
14 833,55
21 25475
22 20465
23 260,05
24 24545
25 121,75
28 110,95
27 98,65

28 98,35

28 105,05
30 10145

A seguir faz-se a construcao da curva de auxiliar a partir dos dados da Tabela 4 ,
obtendo-se a funcdo y = 3959, 4 exp —0, 129.

CURVA AUXILIAR

y = 3959,4e0.12%«

R?=0,9695

10 15 20

semestres

Figura 8 — Curva Auxiliar
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Para finalizar, cria-se o MODELO cuja funcdo f é dada por f(n) = 381,05 +
3959, 4 exp —0, 129

N modelo
0 434045
2 3437,006
4 2739,707
6 2201516
8 1786,128
10 1465521
12 1218,07
14 1027,081
21 642,0049
22 610,3079
23 582,461
24 557,9966
25 536,5037
26 5176214
27 501,0327
28 486,459
29 473,6554
30 462,4071

Tabela 5 — Dados do Modelo de Polui¢do Industrial do Rio Tieté (Bacia Alto Tieté)

Durante a modelagem da poluicdo industrial no rio Tieté na regido do Alto Tietg,
observa-se o decaimento exponencial da poluicdo, pois grande parte das empresas adaptaram-
se a legislacdo ambiental enquanto outras encerraram suas atividades na regido estudada. O
ponto de equilibrio 2* = 381,05 (1000kg DBO/dia) refere-se as empresas que insistem no

lancamento de carga poluidora no rio Tieté a partir de manobras na legislacdo ambiental.

3.2 Poluicao Difusa Urbana

Poluicao difusa é basicamente o tipo de poluicdo da qual ndo é possivel identificar a
fonte. Este tipo de poluicdo estd diretamente ligada as dguas da chuva e ao escoamento que

dela resulta, pois a dgua que escoa pelas ruas carrega varios poluentes para os rios.

Os dados abaixo representam o volume de lixo em metros clbicos retidos nas usinas de
Traicdo e Pedreira instaladas na capital de Sdo Paulo provenientes da poluicdo difusa urbana

obtidos a partir de relatérios anuais do site EMAE .
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ANO VOLUME (m?)
1088 83121
1089 97675
1990 96000

1991 99922
1992 56764
1993 12096
1994 21304
1995 29711
1996 22926
1997 13629

1998 21777
1999 16258
2000 11547

2001 10735
2002 7401
2003 9799
2004 5376
2005 3021
2006 3960
2007 2955
2008 2190
2009 2835
2010 3780
2011 5124
2012 2604

Tabela 6 — Volume de residuo sélido das Usinas Traicdo e Pedreira. Fonte: EMAE

7

Posteriormente, construimos a tabela 7, onde: n é a variavel do tempo em ano, e z,, é
a variavel da poluicdo difusa cuja unidade de medida adotada é 10% m? para facilitar o esboco
da curva de tendéncia bem como os calculos realizados neste estudo. A Poluicdo difusaurbana
é constituida por lixo da construcao civil, restos de animais, folhas, latas, plasticos, pneus,

entre outras.

N Xn (10°m?)
0 83,121
1 97,675
2 96

3 99,922
4 56,764
5 12,096
6 21,304
7 29711
3 22,926
9 13,629
10 21,777
11 16,258
12 11,547
13 10,735
14 7,401
15 9,799
16 5,376
17 3,021
18 3,96
19 2,955
20 2,19
21 2,835
21 378
22 5,124
23 2,604

Tabela 7 - Volume utilizando poténcia de dez residuo sélido Usinas Traicao e Pedreira
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A Curva de Tendéncia dos dados da tabela 7 é dada por:

120
CURVA TENDENCIA POLUICAO DIFUSA URBANA

100 - *

y = 85,708 0163
80 ¢ R? = 0,8932

60 -

Figura 9 — Grafico Curva Tendéncia Poluicdo Difusa

E interessante perceber que o grafico anterior apresenta um comportamento de osci-

lacao que é caracteristico de funcdo trigonométrica bem como um decaimento exponencial.

A tabela a seguir apresenta os valores da varidvel n que é o tempo e os valores da

varidvel y cuja funcio tendéncia é y = 85, 708¢~0-163"
n y
0 85,708
1 7281676
2 6186448
3 5255052
4 44 8541
5 3793773
6 3223156
7 | 2738365
8 2326491
9 1976566
10 1679273
11 1426696
12 1212108
13 10,29796
14 8749059
15 7433124
16 6315116
17 5365267
18 4558284
19 3872678
20 3290193
21 2795319
21 2795319
22 2374878
23 2017676

Tabela 8 — Varidveis n e valores funcdo tendénciaolume utilizando poténcia de dez residuo sélido
Usinas Traicao e Pedreira
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Na tabela seguinte, temos os valores da variavel n e os valores de y acrescidos de 2 unidades

n y+2

0 87,708

1 74,81676
2 53,86448
3 54 55952
4 46,6541

5 39,93773
6 34,23156
7 29,38365
8 25,26491
9 21,76566
10 18,79273
11 16,26696
12 14,12108
13 12,29796
14 10,74906
15 9,433124
16 8,315116
17 7,365267
18 6,558284
19 5872678
20 5,290193
21 4795319
21 4,795319
22 4 374878
23 4017676

Tabela 9 — Valores varidveis n e y com acréscimo 2 unidades

Analisando o comportamento da curva de tendéncia que tem decaimento exponencial

[ON

e oscilatério , teremos de encontrar uma funcdo f tal que f(z) = g(z) - h(z), onde g(z)
uma func3o exponencial relacionada ao decaimento dos valores da curva estudada e h(z) é
uma funcdo trigonométrica responsavel pela oscilacdo de valores da mesma curva. A obtencao

de g é imediata, pois é a funcao tendéncia, isto é,
g(x) = 85,708¢ 0163 (3.1)

De acordo com a disposicdo dos pontos da curva de tendéncia, conclui-se que a funcdo que
mais de aproxima do comportamento oscilatério dos pontos da figura 9 pela é uma funcao
sendide com valores absolutos, amplitude 0,5, periodo de aproximadamente 6 unidades e

deslocada para cima de 2 unidades , ou seja,
T
h(z) =10, 5sen 5 + 2| (3.2)

Lembrando que a funcdo que se aproxima do dados é f(z) = g(z) - h(z) e de (3.1) e (3.2)

temos

TT
F(x) = 85, 708¢~%16% . |0 5sen < + 2| (3.3)

Logo a funcao que mais se aproxima da descricdo, ou seja, funcdo que gera os valores do

MODELO no estudo da poluicao difusa urbana das Usinas Traicdo e Pedreira em funcao do
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tempo em anos (n) , é dada por:

T
f(n) = 85,708¢ 01" 0, 5sen | | +2| (3.4)

Na Tabela 11, temos alguns valores gerados pela funcdo (3.4)

n Modelo
0 87,708
1 107,7805
2 9427081
3 58,58093
4 28,16691
5 19,88533
5 2922343
7 39,49155
8 38,35281
9 26,46236
10 13,43965
11 1,749682
12 10,15378
13 15,0035
14 16,32439
15 12,64501
16 7,061647
17 3,657691
18 3,979462
19 6,333539
20 7,818995
21 6,896013
21 6,896013
22 4354603
23 2237524

Tabela 10 — Variaveis n;x,, valores funcdo tendéncia com acréscimo 2 e modelo

O grafico da figura 10 mostra a comparacdo entre os dados reais representados pela
série 1 e os dados provenientes do modelo matematico com alguns valores apresentados na

Tabela 11 pela série 2.

DADOS REAIS X MODELO

120 4

100 - L 4 4 Sériel M Série2

80

60 m,

40 - Eg

20 | -l:”:”
=

Rt ™

0 5 10 15 20 25

Figura 10 — Grafico Curva de Tendéncia e Modelo Matematico Poluicdo Difusa

Na Figura 10, podemos comparar o grafico cujos pontos sdo provenientes dos dados

da Tabela 7 (série 1) Curva Tendéncia Poluicdo Difusa e o grafico do Modelo Matematico da
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Poluicdo Difusa cujos pontos tem origem da Tabela (série2) . No estudo deste tipo de poluicao,
constatamos que houve um decréscimo exponencial da carga poluidora difusa nas Usinas de
Traicdo e Pedreira devido a melhora na limpeza das vias publicas bem como a manutencao do
Projeto Cérrego Limpo que consiste em uma parceria da Prefeitura de S3o Paulo e a Sabesp

a limpeza e a manutencdo dos cérregos na capital de Sao Paulo.

Além disso, a evolucdo deste tipo de poluicao é oscilatéria tendendo ao valor 2, pois
muitas pessoas ndo possuem educa¢do ambiental e descartam diversos tipos de lixos(material

construcdo civil, pets, latinhas, bitucas de cigarros, entre outros) nas vias pdblicas.

3.3 Poluicao Doméstica

A poluicdo doméstica representa cerca de — da carga poluidora do rio Tieté no Alto
Tieté. O estudo deste tipo de poluicdo foi feito a partir da consulta de relatérios de aguas
interiores do ano de 2004 até 2012 no site de CETESB.

O valor da carga poluidora de cada municipio é obtida multiplicando 0,054 ( valor
DBO per capita em kg adotado no Brasil) pela quantidade da populacdo urbana do municipio

estudado.

A carga poluidora remanescente consiste na diferenca entre carga organica gerada
pela populacdo urbana menos a carga organica tratada levando se em conta a eficiéncia do

Processo.

Na tabela 12, a carga poluidora remanescente do municipio de Aruja em 2012 foi 2123
(kgDBO por dia), pois o potencial da carga poluidora deste municipio foi 4006(kgDBO por dia)
e como a porcentagem de coleta, tratamento e eficiéncia foram respectivamente,51%, 97% e
95%, o valor da carga orgénica tratada é dado pelo seguinte célculo: 4006-0,51-0,97-0,95 ~
1883 (kg DBO por dia) Logo o valor aproximado de carga poluidora remanescente é dado por:
4006 — 1883 = 2123 (kg DBO por dia), valor apresentado na Tabela 13
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Tabela 11 — Relatério Saneamento Basico 2011 Alto Tieté. Fonte: CETESB
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Tabela 12 — Relatério Saneamento Basico 2011 Alto Tieté. Fonte: CETESB
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A tabela 13 foi obtida a partir de relatérios similares ao apresentado anteriormente.

Para tanto realizou-se a soma da quantidade de DBO lancada pelos 34 municipios no rio Tieté.

Inicialmente, escolhe-se devidamente as variadveis para o estudo em questdo, ou seja,

n indica o tempo em anos e z,, indica a quantidade DBO diaria em 10° kg.

n n

2005 a 9.747TN

2008 1 8.88288
2007 2 9,96870
2008 3 10,072032
2009 4 10,18211
2010 5 10, 41874
2011 L] 10,42822
2012 T 10,58800

Tabela 13 — Varidveis n e x,,.

Na etapa seguinte, faz-se a curva de tendéncia associada a Tabela 13 :

CURVA TENDENCIA DBO DOMESTICA
10,7

10,6 -
10,5 - L 4
10,4 - *

10,3 -
10,2 -

A 4

# Sériel

10,1 - *
10 -
9,9 -
9,8 -

Figura 11 — Grafico Curva de Tendéncia Poluicdo Doméstica

Observemos que existe uma tendéncia na estabilizacdo do valor da DBO do esgoto
doméstico, pois o mesmo estad relacionado a populacdo que por diversos fatores tende a
estabilizar-se. Deste modo, deve-se aplicar o Modelo Exponencial Assintético utilizando o
Método Ford-Walford para estabilidade (PAULY,1984).
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A seguir faz se uma tabela a sequéncia (z,, z,+1) para a procura do ponto de estabi-

lidade, isto é, z* =z, = ©,41

Xn Xn+1

9,74731 9,86295
9,86295 9,95679
9,95679 10,07903
10,07903 10,16211
10,16211 10,41674
10,41674 10,49562
10,49562 10,566

10,566

Tabela 14 — Sequéncia (xy,, z,+1) DBO doméstica.

Em posse da sequéncia anterior, faz-se a contrucdo da curva de Estabilidade (Figura 12).

célculo x*
vy =0,9653x + 0,4675

106 RZ=0,9478 ¢

* Sériel

Linear (Sériel)

Xn

9,6 9,8 10 10,2 10,4 10,6

Figura 12 — Grafico Célculo z*a

Como o coeficiente angular da funcao linear no quadro anterior é menor que 1, e obser-
vando que y = x,,,1 obteremos z*. Para isso facamos z* = x,, = x,, 11 e, consequentemente,
x* = 10,9653z + 0,4675 & z* ~ 13,473.

Logo a producdo de DBO diaria (1000kg/dia) tende a 13,473 - 10° conforme modelo

matematico realizado neste trabalho.

Como a maioria dos softwares presentes nas instituicdes de ensino ndo possuem a
opcao Curva exponencial assintética, utilizamos uma curva auxiliar exponencial a partir dos
dados da tabela a seguir calculando x* — x,, a obtencao de um ajuste exponencial entre n e

*

- x,.
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X*-Xn
10,55904
10,52948
10,39993
10,41455
10,22747

9,96944
9,19339
9,345

~N o R WN= O3

Tabela 15 — Sequéncia n por x* — x,

DBO doméstica.

0,5 -

i}

n CURVA AUXILIAR

y = 3,76190.037
R2=0,979

Figura 13 — Grafico Curva Auxiliar

Na tabela 16 , é possivel comparar os dados reais e 0 modelo matematico proposto a

producdo DBO diaria doméstica na Bacia do Alto Tieté é dado por:

~N OO0 WN =2 O3S5

Xn MODELO
9,74731 9,711
9,86205 9,847747
9,95679 9,97943

10,07903 | 10,10633
10,16211 10,22862
10,41674 | 10,34647
10,49562  10,46004

10,566 10,56948

Tabela 16 — Modelos DBO doméstica.

A funcio que descrve este modelo é: f(n) = 13,773 — 3,7619e%%3™ Para o estudo

de evolucdo do tratamento de esgoto doméstico na Bacia do Alto Tieté ( Projeto Tieté )

utilizando a Modelagem Matematica , coletou-se dados dos relatérios de Saneamento Basico

de 2005 a 2012 do Alto Tieté (CETESB) .
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Em seguida, foi feita uma escolha devida de variaveis para o estudo de tal situacao:

sejam n e x,, as varidveis que indicam o tempo em anos e a DBO 10° kg diério.

ANO n Xn
2005 0 2,91396
2006 1 2,94352
2007 2 3,07307
2008 3 3,05845
2009 4 3,24553
2010 5 3,50356
2011 6 427961
2012 7 4,128

Tabela 17 — Tratamento esgoto doméstico.

A Curva de Tendéncia do Tratamento De Esgoto do Alto Tieté é representado na Figura 14

X, TENDENCIA TRATAMENTO ESGOTO ALTO TIETE
4 * o

3,5 1 ¢
S
394 & ¢ o

2 4 & Sériel

Figura 14 — Grafico Curva Tendéncia Tratamento Esgoto

A partir da Tabela 17 e da curva de tendéncia Figura 14 citados acima, observamos
que o tratamento de esgoto vinculado ao Projeto Tieté cujo estudo é feito pela carga DBO
total tende a um ponto de estabilidade. Tal fato permite a aplicacio Método Ford-Walford

para estabilidade.

A seguir foi construida a Tabela 18

Xn Xn=1
2,91396 294352
2,94352 | 307307
3,07307 | 3,05845
3,05845 | 324553
3,24553 | 350356
3,50356 @ 4,27961
427961 4,128
4,128

Tabela 18 — sequencia (x,, T,+1) tratamento esgoto.
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A figura 15 a seguir retrata a a curva de estabilidade com dados provenientes da tabela 22

5 -
4,5 -
4 - ¢ *
3,5 -
3 -
2,5 —
2 -
1,5 - y=0,9354x+ 0,386
R?*=10,697
l -
0,5 -
0 T T T T 1
0 1 2 3 4 5

Figura 15 — Curva estabilidade no tratamento esgoto

Como o coeficiente angular da funcao linear no quadro anterior é menor que 1, e obser-
vando que y = x,, ;1 obteremos x* . Para isso, facamos ©* = z,, = =, €, consequentemente
x* =0,9354z* + 0,386 < xx ~ 5,98. Logo xx ~ 5,98.

X*-Xn
3,06604
3,03648
290693
292155
273447
247644
1,70039

O bk W RN = O3

Tabela 19 — Sequéncia (zy,, T,+1) tratamento esgoto.

A Figura 16 construida a seguir é a curva auxiliar relacionada a funcio y = 3,3641e~%%n

x*-xn
4 y =3,3641e 008
R%=0,6869
& x*xn

1,5 - * —— Exponencial (x*-xn)

1 |
0,5 -

0] T T T 1

0 2 4 6 g N

Figura 16 — Grafico Curva Auxiliar Tratamento Esgoto



Capitulo 3. Modelagem matematica da poluicio hidrica do rio Tieté na bacia do Alto Tieté 45

Logo o Modelo Matematico que descreve a evolucao do tratamento de esgoto do-
méstico(Projeto Tieté) é dada pela funcdo : f(n) = 5,98 + 3,3641e%%" com os valores

apresentados na tabela 20.

MODELO
2,616
2,874637
3,113388
3,333784
3,5637235
3,725043
3,898413

Tabela 20 - Modelo de Tratamento de Esgoto.

Quando se compara os modelos matematicos da DBO doméstica produzida pela po-
pulacdo urbana da bacia do Alto Tieté e o tratamento de esgoto doméstico (Projeto Tieté)
, constata-se a meta do Projeto Tieté que consiste na despoluicdo do rio Tieté nos préoximos
12anos (2025) estara longe de acontecer, pois o ponto de estabilidade da producdo de esgoto
doméstico (DBO) diario pela populaco urbana na Bacia do Alto Tieté é de 13,473 - 10° Kg,
enquanto o ponto de estabilidade do tratamento do mesmo com as politicas vigentes é de

apenas 5,98 - 10° kg diariamente.

3.4 Sugestdo de Atividade Didatica em sala de aula

1. Escolha 5 municipios no Relatério de Saneamento Basico 2012 ,avalie se existe pro-
porcionalidade entre as grandezas Popula¢do Urbana e Carga Poluidora (kg DBO/dia).

Existe alguma relacdo com o valor da DBO g/hab dia adotada no Brasil?

2. Pesquise o Censo IBGE de 2000 e 2010 e calcule a taxa de crescimento populacional do

seu municipio utilizando o modelo discreto de Malthus.

3. Desde 2000, os pontos de amostragem da CETESB vém sendo georeferenciados com
a utilizacdo de aparelhos GPS. Estes aparelhos registram as coordenadas geograficas,
latitude e longitude, necessarias para localizar um ponto na superficie, e também a
altitude. A partir deste trabalho, estes dados foram transpostos para as nossas cartas
topograficas em escalas 1:50.000, 1:250.000 e 1:1.000.000. Qual destas escalas tem
como a finalidade apenas a representacao de estruturas bdasicas sem o interesse do

detalhamento das mesmas?

4. Consulte os Relatério de Saneamento Basico do Alto Tieté no site da CETESB desde

2006, faca uma tabela onde n é o tempo anual e x,, é a Populacdo Urbana e:
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a) Faca um modelo matematico da populacdo Urbana do Alto Tieté

b) Pesquise o consumo per capita de dgua adotado na bacia Alto doTieté e faca um

modelo matematico de demanda de agua nesta bacia
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Conclusao

A insercio da Modelagem Matematica no Ensino Basico visa melhorar a formacdo
geral do estudante, pois pode ser um caminho eficiente na obtencdo do conhecimento mate-
matico na resolucdo de situacdo-problema, na modelagem de fendmenos em outras areas do
conhecimento bem como o interesse pelo processo investigativo para o auxilio da apropriacao
de conhecimento. Vale ressaltar que, de acordo com o PCN+, a modelagem matematica pode
ser encarada como uma estratégia de ensino ante a uma situacao-problema mobilizando o es-
tudante a rol variado de competéncias como: estratégia de busca e utilizacdo recursos a coleta
de dados a modelagem matematica de um determinado tema, investigacao do comportamento
de uma colecao de dados com recursos matematicos e formulacdo de hipéteses que expliquem

o fendbmeno estudado.

Ademais , a modelagem matematica pode permitir o desenvolvimento de projetos
para o favorecimento de criacdo de estratégia de organizacdo dos conhecimentos escolares
bem como a articulacdo de diferentes saberes disciplinares. A adocdo da metodologia de
trabalho com projetos pode fazer com que a aula tenha um carater investigativo, permitindo
ao estudante o rompimento do estudo baseado em um curriculo linear, de memorizacdo e
desarticulacdo de disciplinas(PCN+).

Além disso , a adocdao da Modelagem Matematica propicia ao estudante o ato de
aprender a fazer modelos e a adquirir conceitos matematicos. Vale ressaltar que alguns concei-
tos matematicos abordados durante a modelagem matematica podem nao constar no curriculo
regular, como por exemplo, nocGes de limite, variacdo instantaneas, recorréncia, entre outras
abordagens. Cabe ao professor a disposicdo para relembrar e aprimorar tais conceitos estuda-
dos no curso superior e ensina-los ao estudante do Ensino Médio. Outro aspecto importante
durante a modelagem é o uso do computador, que sem duividas é uma ferramenta importante
no processo, mas por si sé ndo garante uma efetiva aprendizagem matematica. Deste modo, o
professor devera ensinar aos estudantes a interpretacdo de resultados oriundos de softwares a
partir de argumentos matematicos. Outra finalidade deste trabalho consiste na transformacao
de estudantes em cidad3os conscientes, que tenham compromisso e respeito ao meio ambiente,

levando-os a repudiar atitudes como:
1. Descarte de lixo (bitucas de cigarro, latas, pets, méveis, entulhos da construcdo civil
entre outras) nas vias publicas;
2. Ligacoes clandestinas de esgoto doméstico em redes pluviais;

3. Valorizacao da cooperacao da sociedade civil em programas direcionados a preservacao

do meio ambiente, como o Cérrego Limpo, que consiste em um convénio assinado Sabesp
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e a PMSP, para a realizacdo de acdes de parceria com vistas a limpeza e despoluicio de

cérregos urbanos, dentro das respectivas atribuicdes das duas instituicoes.

Além disso, os modelos matematicos realizados neste trabalho demonstram que embora
grande parte das empresas colaborem na legislacdo ambiental para a nao degradacao do rio
Tieté, o valor estabilidade 381,05 - 10 kg DBO/dia poluicdo nos leva a concluir que muitas
empresas insistem na degradac3o do rio. Diante disto, é necessaria uma fiscalizacao mais eficaz

na punicdo de empresas desrespeitadoras do meio ambiente.

No estudo da poluicdo difusa, observa-se um decaimento exponencial com aspecto
oscilatério da carga poluidora difusa com ponto de estabilidade de aproximadamente 2000m?
diarios pela falta de educacao ambiental na maioria das pessoas. Cabe as instituicGes de ensino
a insercdo de habilidades e competéncias do estudante no tratamento do meio ambiente. Neste
quesito, a Modelagem Matematica serd de grande valia para tal objetivo. J&4 o estudo do
esgoto doméstico nos mostra uma distancia gigantesca entre a evolucdo da DBO populacional

e tratamento de esgoto.
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