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RESUMO

Podemos considerar que as dificuldades dos professores desenvolverem aulas que atraiam
os alunos, impactam de certa maneira na aprendizagem, mas nao devemos atribuir toda a
causa aos professores, visto que, com a velocidade em que a evolugao de novas tecnologias e
softwares estao sofrendo, outras dificuldades sao geradas, tais como o aperfeicoamento e a
capacitagdo da maioria dos professores para o uso dessas tecnologias digitais da informagao
e comunicagao, colocando assim, o ensino e a aprendizagem significativa de matematica
como foco de varias pesquisas. E mais, ao se pesquisar na literatura pertinente e em paginas
de internet, verificou-se que havia uma certa vacuidade de materiais voltados ao Ensino
Médio que auxiliassem aos professores de Matematica em alguns contetdos aplicados
em novas tecnologias. Sendo mais especifico, materiais que discorressem didaticamente
sobre o uso da planilha e de outras ferramentas do software GeoGebra aplicados no
conteudo de Matematica no Ensino Médio. A fim de contribuir para que se minimize parte
dessa vacuidade, desenvolvemos um material que tem o objetivo de apoiar e instigar aos
professores a utilizacdo deste software em aulas de matematica, no pressuposto de gerar
aulas mais atrativas e com aprendizado significativo. Entretando, o material gerado nao é de
uso restrito dos professores de Matematica do Ensino Médio, mas sim para qualquer pessoa
interessada no tema. Os objetos matematicos abordados neste trabalho sao: Matrizes,
Determinantes e Sistemas Lineares. Pretende-se apresentar uma abordagem relativamente
simples com o apoio do software GeoGebra, na qual utilizou-se uma abordagem qualitativa
com procedimentos da pesquisa participante. Também foi realizado um minicurso de forma
remota, o qual foi apresentada uma ideia geral do material criado, fornecendo feedbacks
que destacaram a importancia do desenvolvimento desta dissertacdo para professores,

estudantes e interessados no tema.

Palavras-chave: Matrizes; Determinantes; Sistemas Lineares; Tecnologias Digitais da

Informacgao e Comunicagao; GeoGebra.



ABSTRACT

We can consider that the difficulty of teachers to develop classes that attract students,
impacts in a certain way on learning, but we must not attribute the whole cause to the
teachers, since, with the speed at which the evolution of new technologies and software
are suffering, other difficulties are generated, such as the improvement and training
of the majority of teachers in the use of these digital information and communication
technologies, putting so, the teaching and meaningful learning of mathematics as focus
of various research. And more, when searching the relevant literature and on internet
pages, it was found that there was a certain emptiness of materials aimed at high school,
which would help teachers of Mathematics in some contents applied in new technologies.
Being more specific, materials that spoke didactically about the use of the GeoGebra
software spreadsheet applied in the content of Mathematics in High School. In order to
help minimize part of this emptiness, we have developed material that is objective to
support and instigate teachers the use of GeoGebra software in math classes, with the
assumption of generating classes more attractive and with meaningful learning. However,
the material generated is not from restricted use of high school mathematics teachers, but
for any person interested in the topic. The knowledge objects covered in this work are:
Matrices, Determinants and Linear Systems.It is intended to present a relatively simple
approach with the support of the software GeoGebra, in which a qualitative approach was
used with participatory research procedures. A mini-course was also held remotely, which
was presented a general idea of the material created, providing feedback that highlighted
the importance of the development of this dissertation for teachers, students and those

interested in the subject.

Key-words: Matrices; Determinants; Linear Systems; Digital Information and Communi-

cation Technologies; GeoGebra.
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INTRODUCAO

Analisando desde que estava no Ensino Médio e durante a graduagao, pude notar que
o uso de softwares matematicos eram bem especificos e muito pouco utilizados. Entretanto,
os professores sempre exaltavam a importancia do uso de novas tecnologias no ensino, mas
criticavam que a falta de suporte e a falta de material eram elementos que dificultavam a

realizacao de mais aulas com o uso de tecnologias digitais de informacao e comunicagao.

Algumas pesquisas tém mostrado que a utilizagdo das novas tecnologias por parte
dos professores de Matemética no Brasil tem sido artificial, longe do ideal, se restringindo
na maiorias dos casos, a utilizagdo de planilhas como o Fzcel e editores de texto (BITTAR,
2000). Com isso, busquei fazer cursos bésicos de alguns softwares para que minhas aulas
de Matematica chamassem mais a atencao dos alunos, até porque a maioria dos estudantes

j& nasce imerso no mundo da tecnologia.

No momento de preparagao das aulas, quando buscava algo além do que eu tinha
aprendido com os cursos relacionados ao uso de softwares, me deparava com problemas de
falta de material. Porém, no decorrer do mestrado e ja pensando em um possivel tema
para a dissertacao, realizei algumas pesquisas em paginas de internet e livros didéaticos do
Ensino Médio e constatei que a quantidade de material que pudesse apoiar o professor
em utilizar o software GeoGebra em aulas de Matematica de forma simples e pratica era
pouca, e quando se analisou a utilizagdo de sua planilha, os resultados foram mais escassos.
Por esse motivo, pensamos em desenvolver um texto que sirva como apoio e complemento

para professores de matematica do Ensino Médio.

Nota-se que tecnologia estd presente em praticamente em tudo, no cotidiano de
todas as pessoas, mas boa parte dessas pessoas a utiliza sem ter consciéncia disso, e para
outras pessoas ¢ ser algo indispensavel. Tendo em vista isso, questiona-se por qual motivo o
uso dessa tecnologia em aulas de Matematica é tao pouco aproveitada? Uma das possiveis
respostas é que das muitas vezes falta-se material adequado, fazendo que professores sigam

metodologias mais tradicionais.

Para (NASCIMENTO, |2012), as tecnologias se mostram dominantes no ambito
educacional. Constitui em fortalecer os recursos tecnologicos no ensino, no qual a escola
tem que se adaptar a usar computadores nas aulas, a fim de trabalhar algo diferente,
possibilitar a contextualizagao dos assuntos vistos em sala de aula e fazer com que os
alunos busquem um interesse maior pela busca do conhecimento. O uso das tecnologias
contribui para a construcao de conhecimentos. No entanto, o publico alvo no avancgo
tecnologico hoje sao os professores, alunos e os demais membros do corpo escolar, no

qual o uso de recursos vem sendo cada vez mais trabalhado nas aulas de Matematica.
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Porém, nem sempre os professores estao preparados para um avanco tao repentino de

novas tecnologias.

E (MORAN] 2013), destaca que existem novos desafios para os educadores e que a
internet e as tecnologias digitais sao meios facilitadores, podendo auxiliar na descoberta de
formas de assimilagdo, como também disponibilizar inimeros recursos acessiveis. Sendo um
desses os softwares gratuitos, que podem e devem ser explorados como material didatico,
proporcionando uma metodologia de ensino. Considerando os objetivos propostos nas
diretrizes de (PARANA7 2008) no que diz a respeito ao ensino da matemaética, é notavel
que recursos como a internet, software, jogos e entre outros, contribui efetivamente no

ensino.

Tendo em vista que a tecnologia estd presente em quase tudo e que a sociedade
esta se reformulando com ela, espera-se que a educacao também se aproprie das vantagens
do meio. Neste caso se pergunta, o uso do GeoGebra esta sendo aplicado em aulas de
Matematica? Ha material de apoio para professores que queiram trabalhar com esse

software, entre outros materiais inovadores?

Adentrando neste contexto, pretende-se com este trabalho desenvolver um material
didatico que possa auxiliar e instigar os professores que lecionam para alunos do Ensino
Médio a iniciarem o uso do software GeoGebra em suas aulas de Matematica e assim
torna-las mais atrativas e significativas aos olhos dos alunos. Além disso, um outro objetivo
deste trabalho é a elaboracao e aplicacao de um minicurso na forma remota, indicado para
professores, estudantes e outras pessoas interessadas nos temas Matrizes, Determinantes e
Sistemas Lineares aplicados no GeoGebra. A escolha pelo GeoGebra foi incentivada pelas
suas caracteristicas e por se tratar de um software gratuito e que esta em ascendéncia.

Possui versoes para varios sistemas operacionais e versoes para celulares.

No Capitulo 1 é feita uma apresentagao do software GeoGebra, detalhando os
menus, ferramentas, icones, janelas de visualizagdo, como a janela de visualizacao normal e
a 3D. Também é apresentado a Planilha de Calculo e a janela CAS, com figuras ilustrando

os comandos e ferramentas, seguidas de algumas orientacoes de como podem ser utilizadas.

No segundo capitulo, abordamos alguns conceitos de Matrizes e Determinantes
aplicados no GeoGebra, seguidos de exemplos e comandos para os leitores utilizarem. Sao
abordados a adigao, subtragao e multiplicacao de matrizes. Na multiplicacao de matrizes
é apresentada uma programacao de células da planilha de calculo para realizar o calculo
da multiplicacdo de matrizes. Também ¢é abordado matriz transposta, matriz inversa e

matriz na forma escalonada.

Em matrizes escalonadas, é feito o uso da planilha de célculo do GeoGebra para
programar o processo de escalonamento de matrizes do tipo n x m, com n = 1,2,3,4

em = 1,2,3,4,5, utilizando o processo de Gauss-Jordan. Em relagao ao estudo de
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determinantes, foi feita uma apresentacao da Regra de Sarrus e uma aplicagdo com o apoio
do GeoGebra.

No Capitulo 3 é apresentada uma sequéncia didatica pautada em sugestoes aos
usudrios/professores, com o objetivo de utilizar o GeoGebra na resolu¢ao de sistemas
lineares. Sao apresentadas resolucoes utilizando o escalonamento pelo método de Gauss-
Jordan da matriz associada a um sistema linear de até quatro equagoes e quatro incégnitas,
apresentadas no Capitulo 2. Também ¢ feita uma interpretagdo geométrica de sistemas

lineares utilizando as janelas de visualizacao e uma forma de resolver sistemas lineares na

janela CAS.

No Capitulo 4 apresentamos a metodologia aplicada na pesquisa, citando as visoes
de alguns autores e suas caracteristicas. E apresentado juntamente a pesquisa participante,

tipo de pesquisa que se classificou este trabalho e as formas de coleta de dados utilizadas.

Também foi apresentada a aplicacdo da ideia. Esse subcapitulo descreve o desenvol-
vimento de um minicurso realizado para professores e pessoas interessadas no tema, com
um roteiro detalhado do que foi trabalhado no minicurso em cada dia de sua aplicagao.
O Capitulo 4 mostra que a ideia do uso do GeoGebra nas aulas de Mateméatica pode ser

mais explorada.

Fechando o Capitulo 4, o pesquisador disponibiliza dados desta pesquisa, coletados
a partir dos participantes do minicurso realizado. Apresenta uma analise dos dados obtidos
nas respostas de um questionario (APENDICE A) e de um formulério (APENDICE
B), excluindo as perguntas e respostas que relacionam dados pessoais dos participantes.
O objetivo da andlise foi obter o perfil dos participantes do minicurso em relagdo ao
conhecimento do software GeoGebra e o seu uso, e também de coletar informagoes para

aprimorar a ideia geral do trabalho e melhorar os conhecimentos em relacao ao tema.
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1 O GEOGEBRA

O projeto de criacao do GeoGebra teve inicio em 2001 por Markus Hohenwarter da
Universidade de Salzburg, localizada na cidade austriaca de Salzburgo, o GeoGebra é um
software de matematica dinamica para todos os niveis de ensino que reline as geometrias
plana, espacial e analitica. Para além das abordagens geométricas, o software também
conta com uma Planilha de célculo, graficos de fung¢oes que podem ser visualizados em
duas e trés dimensoes, probabilidade, estatistica, calculos simbdlicos e até realiza o calculo

de integrais e derivadas, tudo em um tnico pacote.

O grupo de pesquisa Tecnologias e Meios de Expressao em Matematica (TECMEM|
2019) salienta que o software possui uma comunidade de milhées de usuérios em pratica-
mente todos os paises, os quais podem realizar altera¢des nas configuragoes conforme a

necessidade, pois o0 GeoGebra trabalha com codigo aberto para usuérios nao comerciais.

Este software também pode ser usado para explorar conceitos de dlgebra linear,
tais como, o estudo de matrizes, determinantes e sistemas lineares. Estes objetos de
conhecimento sdo temas centrais deste trabalho. O GeoGebra é um software gratuito e esta
disponivel para computadores, tabletes, smartphones e celulares, se adaptando aos sistemas
operacionais Android, Linux, 10S e Windows. Atualmente, o GeoGebra disponibiliza
em seu site oficial https : //www.geogebra.org duas versoes, a mais atual durante esta

pesquisa é o "GeoGebra Classico 6". Neste trabalho sera utilizada a versao "GeoGebra
Classico 5",

Além das duas versoes, o site do GeoGebra disponibiliza outros aplicativos, como
calculadora CAS (Sistema de Computacao Algébrica), calculadora 3D e calculadora Gréafica.
Ainda no site, os usuarios podem contar com uma variedade de materiais criados por
outros usuarios disponiveis para download. Nas se¢oes subsequentes serao descritas algumas

informagoes necessarias para o entendimento do trabalho e do préprio uso do software
GeoGebra.

1.1 INTERFACE DO GEOGEBRA

A versao utilizada neste trabalho é a GeoGebra Classico 5, para o sistema operaci-
onal Windows. Tendo como interface padrao do GeoGebra instalado em um computador,

ao ser carregado, apresenta a configuracao apresentada na Figura [I}

1 Esta versao GeoGebra Classico 5 foi utilizada pelos cursistas e pelo autor deste trabalho no desenvolvi-

mento do curso intitulado Nome do Curso
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Figura 1 — Interface padrao ao abrir o GeoGebra
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Fonte: (]DANTASI7 |2018[).

A Figura (1| ilustra a interface do GeoGebra ao ser carregado, além disso, pode-se
observar alguns itens que foram colocados em destaque e explicados separadamente. Estes

itens sao informagoes base para os usuarios do software.

1 Barra de Menus

A barra de menus disponibiliza opgoes para salvar o projeto em arquivo (.ggb)ﬂ
editar construcgoes, exibir novas janelas de visualizacao, ajuda e outras opg¢oes para
controlar configuragoes gerais;

2 Barra de Ferramentas
A Barra de ferramentas concentra todas as ferramentas teis para construir pontos,
retas, figuras geométricas, obter medidas de objetos construidos, entre outros. Cada
icone dessa barra esconde outros icones que podem ser acessados clicando com o
mouse em seu canto inferior direito;

3 Janela de Algebra
Local em que ¢ exibida as coordenadas, equacoes, medidas e outros atributos dos
objetos construidos;

4 Entrada

Campo de texto para digitagdo de comandos;

2 Extensdo de arquivo gerado pelo GeoGebra

16



5 Janela de Visualizacao

Area de visualizagao grafica de objetos que possuem representacao geométrica e que
podem ser desenhados com o mouse, apos clicar nos icones da barra de ferramentas.
As construgoes exibidas na janela de visualizacao também podem ser realizadas via

comandos digitados na entrada;

6 Lista de Comandos

Listagem de comandos predefinidos. Entre eles, ha comandos relacionados aos icones

da barra de ferramentas.

1.2 BARRA DE FERRAMENTAS

A barra de ferramentas (Figura [2]) é composta de doze conjuntos de icones com as
ferramentas necessarias para que os usuarios construam, movimentem, obtenham medidas

e modifiquem atributos de objetos construidos.

Figura 2 — Barra de Ferramentas

Pontos - Angulos e medidas
Linhas retas ] TransformagBes
Posiclies relativas Especials
- - - - - -

A - . . “w ) » N e -

N |1 y ~ ollll (e g & ' | ABC _a=2
% | U AUl & UL N L e /1 o dll® N\ L L 1

* . . L] - -
ManipulagBo Chnicas . Exibicdo
Formas circulares ) Controles
Poligonos

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

E valido ressaltar que dentre esses doze icones da barra de ferramentas, os usuarios
contam com intmeras outras ferramentas que sao ocultadas pelo GeoGebra. A fim de
esclarecer ao leitor, foram feitas explanacoes de cada icone da barra de ferramentas,

iniciando com os icones de ‘Mover’ e ‘Ponto’, conforme mostrado na Figura
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Figura 3 — Manipulagao e Ponto
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

A opcao ‘Mover’ deve estar sempre selecionada quando os usuarios desejam mo-
vimentar o mouse ou selecionar algum objeto construido. Uma maneira de selecionar
a opc¢ao ‘Mover’ é clicando na tecla Fsc. A opc¢ao ‘Rotagao em Torno de um Ponto’ é
utilizada para rotacionar construcoes como figuras geométricas, retas, pontos, vetores em

torno de um ponto qualquer criado anteriormente.

As ferramentas ‘Fun¢ao a Mao Livre’ e ‘Caneta’ tém fungoes similares, em ambas
os usuarios podem desenhar ou escrever func¢oes na janela de visualizacao utilizando o
mouse. As opcoes ‘Ponto’ e ‘Ponto em Objeto’ servem para criar pontos na janela de
visualizacao clicando com o botao esquerdo do mouse no local desejado, mas a diferenca
entre as duas ferramentas é que quando selecionado ‘Ponto em Objeto’ o ponto criado
sobre o objeto estard limitado ao objeto em questao, ou seja, os usuarios nao conseguirao

movimentar o ponto criado antes de realizar a desvinculacao do ponto ao objeto.

A ferramenta ‘Vincular/Desvincular Ponto’ como o nome jé diz, serve para vincular
ou desvincular um ponto de um objeto, seja esse objeto uma figura, uma reta ou uma
funcao. Outra ferramenta disponivel dentro do icone ‘Ponto’ é ‘Intersecao de Dois Objetos’.
Esta ferramenta tem como func¢do encontrar, se houver, a interse¢ao desses dois objetos
(que podem ser retas, conicas, planos, fungoes, entre outros objetos criados) na janela de

visualizagao. Vale destacar que a intersecao pode ser uma reta, um ponto ou até mesmo
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uma conica e, nestes casos, o GeoGebra exibe na janela de Algebra a equacao do objeto

encontrado na intersecao.

‘Ponto Médio ou Centro’ auxilia no encontro do ponto médio de dois pontos, um
segmento ou no encontro do centro de uma circunferéncia, uma figura ou até mesmo de
uma conica. A ferramenta ‘Numero Complexo’ é util para representar as coordenadas
de um ponto qualquer da janela de visualizacdo 2D na forma de ntiimero complexo (por
exemplo, o ponto P = (3,2) serd representado na ’Janela de algebra’ por 3 + 2i). Por
ultimo, ‘Otimizacao’ e ‘Raizes’ sdo ferramentas utilizadas em fungoes, o GeoGebra realiza

a otimizacdo ou encontra as raizes reais da funcao selecionada.

Na Figura [, os icones ‘Poligonos’ e ‘Conicas’ estdo revelando as ferramentas

disponiveis.

Figura 4 — Poligonos e Conicas

"
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- g g -

f:} Poligono Semideformavel C: Cdnica por Cinco Pontos

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Na ferramenta ‘Poligono’ os usuarios devem selecionar todos os vértices e, por
ultimo, selecionar o primeiro vértice novamente para cria-lo. Note que o GeoGebra exibird
a drea deste poligono na janela de Algebra, inclusive, as coordenadas dos vértices e os
comprimentos dos segmentos que representam esses lados. Na opc¢ao ‘Poligono Regular’,
os usuarios s6 precisam selecionar os dois primeiros pontos, determinando a medida dos
lados do poligono e, em seguida, sera exibida uma janela perguntando o niimero de lados

deste poligono.

Com a ferramenta ‘Poligono Rigido’ os usudrios criam um poligono em que os
vértices nao poderao ser movimentados separadamente, ou seja, caso queira movimentar
algum vértice, o poligono inteiro movimentara junto, preservando assim o poligono. Nesta
ferramenta também ha a opcao de criar um poligono rigido a partir de um outro poligono
ja existente, basta selecionar a ferramenta ‘Poligono Rigido’ e clicar sobre o poligono

existente que o GeoGebra ird criar um novo poligono "ao lado" (que pode ser transladado),

19



sO que agora rigido. A ferramenta ‘Poligono Semideformével’ cria um poligono, em que
apenas o vértice inicial é rigido, isto que dizer que se vocé mudar de posicao este vértice,
o poligono serd movimentado junto, preservando-o. Por outro lado, os demais vértices

poderao ser movimentados, alterando assim as caracteristicas do poligono.

No icone ‘Conicas’, sao ocultadas quatro ferramentas, sendo elas ‘Elipse’, ‘Hipérbole’,
‘Parabola’ e ‘Conica por Cinco Pontos’. Todas essas ferramentas sao para os usuarios
criar as conicas. Nas opcoes ‘Elipse’ e ‘Hipérbole’ o GeoGebra pede para que os usuarios
selecionem dois pontos, que serao os focos e, em seguida, um terceiro ponto que iréa
fazer parte da conica. Dessa forma, o software exibird o grafico da conica na janela de

visualizacdo e, a equacdo correspondente, na janela de Algebra.

Em relacao a ‘Parabola’; os usuérios precisam selecionar um ponto e uma reta
diretriz (uma parabola é caracterizada por um ponto denominado "foco da pardbola'e
uma reta denominada diretriz). Note que dado um ponto qualquer da pardbola, sua
distancia ao foco é igual a sua distancia em relacao a reta diretriz, isso é o que determina
a parabola. Na ultima ferramenta desse icone, ‘Conica por Cinco Pontos’, os usuarios
deverao selecionar quatro pontos distintos na janela de visualizacao e, ao selecionar o
quinto ponto, o GeoGebra exibira uma prévia do grafico da conica a ser criada, facilitando

de certa forma a escolha do modelo da cOnica para os usudrios.

Outros dois icones que auxiliam aos usuarios nas construgoes de segmentos de retas,
retas e algumas retas com uma certa posicao, sao os icones ‘Linhas Retas’ e ‘Posigoes

Relativas’, conforme apresentado na Figura [f
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Figura 5 — Linhas retas e Posi¢oes relativas
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

No icone ‘Linhas Retas’, os usuarios tém as opcoes de criar retas ou segmentos de
reta a partir de dois pontos, também podem criar segmentos de reta com um comprimento
fixo, semirretas e até mesmo caminhos poligonais. Além dessas ferramentas, ainda hé a
opcao de criar um vetor. Nas ferramentas ‘Reta’ e ‘Segmento’, sao necessarios dois pontos
para a criacao de retas ou segmentos de reta. Na ferramenta ‘Semirreta’, primeiramente
dever ser selecionado o ponto de origem e outro ponto para concluir a construcao da
semirreta. Na opg¢ao ‘Segmento com Comprimento Fixo’, deve ser selecionado um ponto
e, apos a selecao deste ponto, o GeoGebra abrira uma janela para que o usuério digite o

comprimento do segmento.

Para criar caminhos poligonais com a ferramenta do GeoGebra, os usuarios devem
selecionar todos os pontos que serao os vértices do caminho poligonal e por ultimo selecionar
o vértice inicial para concluir o caminho poligonal. E com a ferramenta ‘Vetor’, pode-se
criar vetores selecionando dois pontos, onde o primeiro ponto é a origem do vetor e o
segundo a outra extremidade. J& a opcao ‘Vetor a Partir de um Ponto’, cria vetores
a partir de um ponto que serd a origem e de um outro vetor ja criado, desta forma o
GeoGebra copiara o vetor existente com uma nova origem. Esta ferramenta ¢é interessante,
pois a partir de um ponto, soma-se um vetor, obtendo-se assim, outro ponto que representa

a extremidade da copia deste vetor que agora estara representado com uma nova origem.
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A Figura 5| também mostra as ferramentas ocultadas no icone ‘Posi¢oes Relativas’,
no qual os usuarios podem criar retas com caracteristicas especificas como reta perpendi-
cular, reta paralela, mediatriz, bissetriz, reta tangente, reta polar ou diametral, reta de
Regressao Linear ou criar um lugar geométrico. Em todos os casos, os usuarios deverao
ja ter a disposicao, pontos ou objetos criados na janela de visualizagao para realizar o
processo de construcao das retas. Por exemplo, para a criar uma reta de Regressao Linear,
deve-se ter criado anteriormente uma lista de pontos ou pontos aleatorios na janela de

visualizacao.

Os usudrios do GeoGebra tém a opcao de criar circulos/circunferéncias, entre
outros objetos relacionados ao tema circunferéncia, tais como, semicirculo, arco circular e
setor circular no icone ‘Formas Circulares’ e realizar calculos de angulos, comprimento
de segmento, calculo de perimetro, area de um poligono, inclinacdo de retas, verificar
a relagdo entre dois objetos, criar listas selecionando células da planilha de calculo do

GeoGebra e até inspecionar fungoes (Figura @

Figura 6 — Formas circulares e Angulos
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

A Figura[7] exibe os icones ‘Transformagoes’ e ‘Controles’. As ferramentas ocultadas
no icone de ‘Transformagoes’ possibilitam aos usuarios do GeoGebra realizarem reflexoes

de objetos em relagao a uma reta ou a um ponto, a inversao de objetos a um circulo,
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rotacdo em torno de um ponto com angulo pré-definido e sentido de rotagao (sentido

horario ou anti-horario), translacdo de objetos por vetor e homotetia.

Com as ferramentas do icone ‘Controles’ (Figura (7)), pode-se criar controles desli-
zantes, que é uma ferramenta interessante, pois com essa ferramenta os usudrios podem
controlar valores, angulos e realizar animagoes. Para criar um controle deslizante, deve-se
selecionar a ferramenta ‘Controle Deslizante’ e clicar em qualquer lugar na janela de
visualizacao, dessa forma, o GeoGebra pedird para que os usuérios escolham o tipo de
controle a ser criado (nimero, dngulo ou inteiro) e, em seguida, selecionar os valores
minimos e méximos do controle deslizantes juntamente com o valor do incrementd] Tam-
bém fornecera a opgao de se apresentar na forma horizontal ou vertical e a velocidade da

animacao.

O icone ‘Controles’ disponibiliza ainda as ferramentas ‘Texto’” a fim de criar textos
na janela de visualizacao, 'inserir imagem’, criar botoes para realizar interacoes, criar
caixas para esconder/exibir objetos e abrir um campo de entrada na janela de visualizagdo

para exibir legendas a objetos.

Figura 7 — Transformacoes e Controles
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Por fim, o icone ‘Exibi¢ao’ (Figura |8)) possui algumas ferramentas importantes
como "Mover Janela de Visualizacao’, ampliar e reduzir o zoom da janela de visualizacao,
esconder ou exibir objetos criados, esconder ou exibir os rétulos dos objetos, copiar o estilo

visual dos objetos e apagar qualquer criacao.

3 Valor no qual o controle deslizante aumentara ou diminuiré
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Figura 8 — Exibicao
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

1.3 PLANILHA DE CALCULO

A planilha de calculo do GeoGebra é uma planilha semelhante a planilha da
Microsoft Fxcel, entretanto algumas caracteristicas tornar a planilha do GeoGebra mais
especifica, uma dessas caracteristicas é a interacao das células com o restante do software,
ou seja, pode-se criar matrizes, func¢oes, analises estatisticas e plotar pontos de forma que
essas operacoes possam ser aproveitadas na janela de visualizacdo, janela de Algebra e
janela de visualizagao 3D. Como material de estudo nesse trabalho, esta secdo explanara
a planilha de calculo do GeoGebra para que os usuarios estejam familiarizados com a

ferramenta.

Ao carregar a planilha de calculo do GeoGebra, os usuarios podem escolher em
selecionar o icone Ezibir da barra de menus e a opcao ‘planilha’ ou podem acessar utilizando
as teclas de atalho (ctrl + shift + s). Deste modo o software apresentara a interface

apresentada na Figura [9]
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Figura 9 — Planilha de Calculo
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Fonte: Dantas (2018).

Quando a planilha de calculo é exibida e selecionada, novos icones especificos
do menu da planilha também sao exibidos e outras ferramentas podem ser acessadas
selecionando a seta no canto inferior direito. Os icones da barra de ferramentas da planilha
(Figura apresentam analises univariadas, criacao de listas e matrizes, encontrar niimeros

e realizar calculo de média aritmética como opgoes aos usuarios.

Figura 10 — Barra de Ferramentas da Planilha
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

O primeiro icone da barra de ferramentas da planilha do GeoGebra é o icone
‘Mover’, usado para arrastar e selecionar objetos. O segundo icone trata-se da parte
estatistica, o qual os usuarios podem realizar ‘Andalise Univariada’, ‘Anélise Bivariada’,
‘Anélise Multivariada’ e contam com a ‘Calculadora de Probabilidade’ (Figuras [11]).

No terceiro icone, o GeoGebra disponibiliza a criagdo de listas de nimeros, listas

de pontos, matrizes, tabelas e caminho poligonal (Figuras .
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Figura 11 — Analises e Listas
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Para a criagao de listas de ntimeros, os usudrios do software GeoGebra devem
digitar os nimeros nas células seguindo uma ordem, sem pular células, em seguida devem
selecionar o icone ‘Lista’ e selecionar as células na ordem em que os nimeros vao ficar na
lista criada de preferéncia. Ao selecionar as células com o icone ‘Lista’ ativo, o GeoGebra
abrird uma janela de configuracao da lista (Figura , onde pode-se escolher se os nimeros
da lista serdao dependentes das células da planilha ou serao livres e ainda podem escolher

se a ordem dos ntiimeros seguem as colunas ou as linhas da planilha.

Figura 12 — Janela de Configuracao de Lista de Ntmeros
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra

Ja na criacao de lista de pontos, células de duas colunas sequenciadas devem ser
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preenchidas com valores das coordenadas dos pontos, em seguida selecione todas as células
e seleciona o icone ‘Lista’ e ‘Lista de Pontos’, da mesma forma que a lista de nimeros,
uma janela de configuracao de lista de pontos abrird com a opg¢ao de alterar a ordem das
entradas dos pontos, isto é, se um ponto da lista for da forma (z,y) pode ser modificado
para (y,z). Além disso, pode fixar a lista selecionando opgao ‘Objetos Livres’, assim se
alterar os valores nas células selecionadas, os valores na lista de pontos nao se altera, mas,
se escolher a opcao ‘Objetos Dependentes’, os valores podem ser alterados apds a criagao.
Apoés a criagao da lista de pontos na planilha, o GeoGebra exibira a lista na janela de

algebra e plotara os pontos na janela de visualizagao.

Os icones ‘Matriz’ e ‘Tabela’ sdo parecidos, a forma de criar ambos sdo iguais. Os
usuarios devem selecionar as células na ordem que cada entrada da matriz ou tabela quer
que fique e, em seguida, devem nomear e escolher se vai ser da forma selecionada das
células ou transposta. A diferenca entre matriz e tabela no GeoGebra é que a matriz a ser

criada é exibida na janela de Algebra e a tabela na janela de visualizaco.

A 1ltima ferramenta do icone ‘Analise’ e ‘Caminho Poligonal’, que é criado selecio-
nando células de duas colunas da forma que se cria-se uma lista de pontos e em seguida o
GeoGebra plotard o caminho poligonal na janela de visualizacao e exibird os pontos e o

comprimento do caminho poligonal na janela de Algebra.

O dltimo {cone da barra de ferramentas da planilha ¢ ‘Soma’ (Figura [13)), disponi-

biliza aos usuarios as ferramentas ‘Soma’, ‘Média’, ‘Ntumero’, ‘Maximo’ e ‘Minimo’.

Figura 13 — Soma

Arquivo Editar Exibir Dpl;ﬁes Ferramentas Janela Ajuda

[% :Hl:d]l { 2} Mover
Arraste ou selecione objeto
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7 v
A | % Média C
1
- W Mumero
3
¢ 12|3| Maxima
5
]
7 1123 Minimo
—

Fonte:elaborado pelo autor no software GeoGebra.
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As ferramentas ‘Maximo’ e ‘Minimo’ sao uteis para que os usuarios encontrem o
valor maximo e o minimo das células selecionadas, enquanto a ferramenta ‘Soma’ realiza
a soma dos valores das células selecionadas e a ferramenta ‘Numero’ conta o nimero de
células selecionadas. Na opcao ‘Média’, o GeoGebra realizara o calculo de média aritmética

das células selecionadas.

1.4 JANELA CAS

O termo CAS ¢é a abreviagdo de Computer Algebra System que em portugués
significa Sistema de Computagao Algébrica. Nesta janela os usuarios podem realizar
calculos de expressoes numéricas, fatoragao, resolver equagoes, sistemas lineares, derivar e

integrar fungoes e realizar calculos de probabilidade.

No GeoGebra a janela CAS pode ser acessada por meio do menu ‘Exibir’ e clicando
nesta janela ou usando as teclas de atalho (Ctrl + Shift + K). Desta forma, o GeoGebra
exibird a janela CAS entre a janela de Algebra e a janela de Visualizacdo e apresentard o
seguinte layout (Figura [14)).

Figura 14 — Layout da janela CAS

f°F GeoGebra Classic

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
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1

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Da mesma forma quando ativa-se a Planilha, acontece ao ativar a janela CAS, um
novo menu de ferramentas fica disponivel para os usuérios (Figura . E, para auxiliar os
leitores, foi feito uma legenda de cada icone da barra de ferramenta da janela CAS que

sera reutilizada no Capitulo 3.
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Figura 15 — Barra de Ferramentas da janela CAS
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

1- Avaliar Simbolicamente;
2- Valor Numérico;

3- Manter entrada;

4- Fatorar;

5- Expandir;

6- Substituir;

7- Resolver;

8- Resolver Numericamente;
9- Derivar/ Integrar;

10- Calculadora de probabilidade;
11- Apagar.

A janela CAS trabalha com linhas de processamento e cada ferramenta da janela
funciona quando os usudrios selecionam a linha e, em seguida, a ferramenta. Por exemplo,
é possivel fatorar expressoes numéricas e algébricas, caso os usuarios digitem na linha 1- 62
e na linha 2- (z*> — z — 6) com o {cone ‘Avaliar Simbolicamente’ ativo e em seguida clicar
em uma das linhas e no icone ‘Fatorar’. Nas mesmas linhas selecionadas, o GeoGebra
exibird abaixo a frase ‘Fatorar: 2-31’ na linha 1 e ‘Fatorar: (z — 3)(z +2)’ na linha 2, que

representam a fatoracao do ntimero 62 e da expressao z2 — z — 6.

1.5 JANELA DE VISUALIZACAO 3D

Nesta secao apresentaremos a janela de Visualizacao 3D e os novos icones da barra
de ferramentas que sao exibidos quando os usuarios abrem essa janela. Para isso, os
usuarios podem acessar utilizando o menu ‘Exibir’ e clicando em Janela de Visualizacao

3D ou também podem utilizar o atalho teclando conjuntamente as teclas (Ctrl + Shift +

29



3). Dessa forma, o GeoGebra carregard a janela de visualizacao 3D (Figura ao lado

das janelas ja abertas anteriormente.

Figura 16 — Janela de Visualizagdo 3D

[T oeonenn —

hrquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . -

A P OO L N e

b Janela de Algebra | » Janela de Visualizagéo X | » Janela de Visualizagdo 3D X

Entrada: =

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Selecionando a janela de visualizagdo 3D, uma nova barra de ferramentas sera
exibida como mostra a Figura [I7) e novos icones e novas ferramentas ficam a disposigao

dos usuérios do software.

Figura 17 — Barra de Ferramentas da janela de visualizagao 3D
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.
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No caso da janela de visualizacao 3D, os icones da barra de ferramentas ganham
novas operagoes, como no icone ‘Circunferéncias’, as ferramentas ‘Circulo dados Eixos e
Um de seus Pontos’ e ‘Circulo (Centro-Raio + Diregao)’ (Figura [18]).
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Figura 18 — Circunferéncias na janela 3D

Circulo dados Eixo e Um de seus Pontos
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Cdnica por Cinco Pontos

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

A operagao ‘Circulo dados Eixos e Um de seus Pontos’ exige dos usudrios criarem
um ponto no espaco da janela de visualizacao 3D e, em seguida, com a opcao selecionada
os usuarios escolhem o eixo, no qual o centro da circunferéncia pertencera e o um ponto
que ird fazer parte da circunferéncia, imediatamente o GeoGebra exibird o circulo na janela
de visualizacao 3D e a equacdo na janela de Algebra. E na opcio ‘Circulo (Centro- Raio
+ Diregao)’ os usudrios devem escolher um ponto do espago para ser o centro do circulo,
para a direcao em que a circunferéncia ficara, os usuarios podem escolher algum dos eixos,
por exemplo, se selecionar o eixo z como a direcao, a circunferéncia pertencera a um plano
paralelo ao plano zOy e por ultimo o GeoGebra abrird uma caixa de didlogo perguntando

o comprimento do raio do circulo.

‘Planos’, é um novo icone que também ¢ exibido quando a janela de visualizacao
3D ¢ acessada, auxilia os usuarios do GeoGebra na criacao de planos com as ferramentas

‘Plano por trés pontos’ e ‘Plano’, além disso, proporciona a criagdo de planos paralelos e
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perpendiculares com as ferramentas ‘Plano Paralelo’ e ‘Plano Perpendicular ’(Figura .

Figura 19 — Planos

»] 4 @) 4

e ® Plano portrés pontos

Planao

\': Plano Perpendicular

+*  Plano Paralelo

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

A construcao de um plano qualquer da-se pela escolha de trés pontos nao colineares
(trés pontos distintos que nao pertencem a uma mesma reta). E isso que a ferramenta
‘Plano por trés pontos’ da janela de visualizacdo 3D utiliza. Com a opgao "Plano por
trés pontos'selecionada, os usuarios precisam selecionar trés pontos nao colineares e o
GeoGebra realizara a criacdo do plano na janela de visualizagao 3D, além de exibir sua

equacdo na janela de Algebra.

Com a ferramenta ‘Plano’, o GeoGebra disponibiliza a criacdo de planos utilizando
outros objetos, além de pontos. Esta ferramenta sugere a opc¢ao de criagdo de planos a
partir de uma reta e um ponto fora dela, duas retas concorrentes ou um poligono. Na
opcao ‘Plano Perpendicular’, o GeoGebra pede para os usuarios selecionarem um ponto e
uma reta na qual o novo plano a ser criado vai ser perpendicular, ja em ‘Plano Paralelo’,
sao necessarios um ponto e um plano, pois o GeoGebra cria planos paralelos a partir de

planos ja existentes.

Quando se trabalha com a janela de visualizacao 3D, um icone que chama a atencao
¢ o ‘Prisma e PirAmide’ (Figura [20)). Este icone oculta dez ferramentas, onde os usuérios do
GeoGebra possam criar prismas, piramides, cones, cilindros, tetraedros, cubos e superficies
de revolucao, também podem fazer extrusdo para prismas e pirdmides e até realizar a

planificacao dos sélidos criados com animacao.
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Figura 20 — Prisma e Piramide
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Para a criagao de prismas e piramides, os usuarios devem selecionar a opcao desejada
e, em seguida, selecionar um poligono para a ser a base e um ponto para determinar o topo
da piramide ou onde a outra base do prisma vai ficar. Caso nao haja poligono construido
na janela de visualizagao 3D, os usudrios podem cria-lo no momento da criagao do prisma
ou da piramide, selecionando os pontos que representam os vértices do poligono e, em
seguida, o ponto do topo. Ao finalizar a operacao, o GeoGebra exibira o objeto na janela

de visualizacdo 3D, os pontos dos vértices e o volume dos sélidos na janela de Algebra.

Com as ferramentas ‘Cone’ e ‘Cilindro’, os usuarios podem gerar cones e cilindros
selecionando dois pontos e escolhendo o comprimento do raio da base do cone e das bases
do cilindro. Os dois pontos a ser selecionados servirao para delimitar os soélidos em questao,
no caso do cone, o primeiro ponto serd o centro da base e o segundo o topo do cone, no
cilindro, os pontos serao os centros das bases e a distancia entre eles o comprimento do

cilindro.

As ferramentas ‘Tetraedro’ e ‘Cubo’ servem para a criagdo de tetraedros regulares
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e cubos utilizando dois pontos da janela de visualizagao 3D. Estes pontos servirao como
comprimento das arestas dos sélidos escolhidos, ou seja, ao escolher a opcao ‘Cubo’ o
GeoGebra sugere que os usuarios escolham dois pontos distintos e, imediatamente, o sélido

é construido.

As extrusoes de piramides e primas sdo mais duas ferramentas ocultadas no icone
‘Prisma e Piramide’ Para a utilizacdo dessas ferramentas, os usuarios do GeoGebra
necessitarao de um poligono, que sera de certa forma a base do objeto, e deverao escolher a
altura da extrusao. Com isso, o software realizara a extrusao na janela de visualizacao 3D.
Ja para utilizar a ferramenta ‘Superficie de Revolugao’, os usuarios devem ter uma curva
construida anteriormente, dessa maneira, com a ferramenta acionada, basta selecionar a

curva e arrastar em torno de um eixo qualquer com o mouse.

Por fim, a ferramenta ‘Planificacao’, usada para planificar poliedros criados na janela
de visualizacao 3D na janela de visualizacao basica. Ativando a ferramenta ‘Planificagdo’ e
selecionando o poliedro, o GeoGebra criara a planificacdo na janela de visualizagdo basica
juntamente com um controle deslizante para que os usuarios possam observar frame a
frame a planificacao na janela de visualizacdo 3D, ou seja, quando os usuarios movimentam
o controle deslizante na janela de visualizacao basica, a planificagdo se movimenta na

janela de visualizagao 3D.
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2 MATRIZES NO GEOGEBRA

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos de Matrizes e Determinantes
por meio do uso do GeoGebra, tais como, adi¢ao e subtracdo de matrizes, multiplicacao
de matrizes, matriz transposta, matriz inversa, escalonamento de matrizes e calculo de
determinante. Aplicaremos o conceito de Matrizes e Determinantes no software GeoGebra

e serao utilizados exemplos numéricos para auxiliar na compreensao das aplicagoes.

Para as aplicagoes desses conceitos, utilizaremos a planilha de calculo, a janela
de Algebra e o campo de entrada do GeoGebra, que foram apresentados no Capitulo .
Sendo assim, serao descritos procedimentos para que os professores possam utilizar como
material de apoio na preparacao das suas aulas. Iniciaremos com a criagdo de matrizes na

planilha de calculo.

Exemplificamos o processo de criacdo de matriz com a criagdo da matriz A.

A:

N =
o N W
co © Ot

Com a planilha de calculo aberta no GeoGebra, os usuarios podem utilizar nove
células seguidas, de forma que estejam em um bloco de 3 x 3, por exemplo as células ‘Al,
B1, C1, A2, B2, C2, A3, B3 e C3’. Nas células separadas, os usuarios devem digitar os
valores das entradas da matriz A na mesma sequéncia. A Figura [21]ilustra a forma correta

a inser¢ao das entradas (coeficientes) da matriz.

Figura 21 — Posigao dos Valores nas Células da Planilha

¥ Planilha
ALNIEEEIEER
Al B | c | b |

B o B

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Apoés a insercao dos dados, a criagdo da matriz pode ser feita selecionando todas as
células com os valores das entradas. Para isso, mantenha pressionado o botao esquerdo do
mouse na célula ‘A1’ e arraste até a célula ‘C3’. Em seguida, clique com o botao direito do

mouse sobre as células selecionadas, depois no icone ‘Criar’ e, por fim, no item ‘Matriz’.
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A criacdo da matriz também pode ser feita de outra maneira. Apods a selecao
das células, basta clicar com o botao esquerdo do mouse na seta localizada junto ao
icone l‘ que se encontra na barra de ferramentas e, em seguida, no comando ‘Matriz’.
Automaticamente o software GeoGebra plotard a matriz na janela de Algebra. Os usudrios
podem renomear a matriz criada clicando com o botao direito do mouse sobre a matriz na
janela de Algebra e, em seguida, no comando ‘Renomear’. Uma janela se abrird (Figura

, mostrando a opcao de renomeacao.

Figura 22 — Janela de Renomeacao da Matriz

T
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Novo nome para Lista m1

[ OK H Cancelar

=

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

2.1 OPERACOES COM MATRIZES

As operagdo com matrizes sao normalmente ensinadas utilizando valores racionais
nas entradas. Seguindo esse pensamento, foram descritos alguns exemplos, mas cabe
salientar que as entradas das matrizes podem ser valores irracionais. As operagoes podem
ser feitas utilizando o campo ‘Entrada’ ou uma célula livre da planilha do GeoGebra.

Vejamos entao como é realizar certas operagoes com matrizes no GeoGebra.

2.1.1 Adicao e Subtracao de Matrizes

Quando se trabalha com matrizes de entradas reais, deve-se apresentar as proprie-
dades e as situagoes em que se pode realizar com matrizes, ou seja, ao realizar a Adicao ou
a Subtracao de matrizes, deve-se notar que ambas devem ser do mesmo tipo, e isso também
se aplica no software GeoGebra. Mas se tem que seguir as “regras”, por que usa-las? A

exemplificacao de maneira pratica pode trazer ao aluno uma melhor compreensao.

Dessa forma, foi realizado a adi¢do entre duas matrizes no GeoGebra, detalhando
o procedimento. Com as duas matrizes ja criadas no GeoGebra, e caso o professor ache
necessario renomear, foi visto anteriormente na Sec¢do [2| como realizar o processo. Assim,
clicando em alguma célula livre da planilha, digita-se o nome de uma das matrizes criadas,

em seguida adicionamos o sinal da operagao desejada, no caso da Adicao o sinal ( + ), no
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caso da Subtragao ( - ), e clica-se na tecla Enter. Imediatamente o GeoGebra mostrara na

propria célula a matriz resultante da operacao realizada.

Exemplificando o processo de Adicao de matrizes, a Figura [23| apresenta a criacao
de duas matrizes de ordem 3. A matriz A utilizando as células ‘A1’ a ‘C3’ com valores
aleatérios e a matriz B nas células ‘E1” a ‘G3’. Na célula ‘D6’, digitado ‘A+B’, aguardando

o clique na tecla Enter para a realizagdo da operacao de Adicao.

Figura 23 — Exemplo de Adi¢ao de Matrizes na Planilha

» Janela de Algebra X [~ Planilha
- Lista FN/BEE |- B~
: 135 D6 7 v |A+B
@ A= 279
4 6 8 AlBlc D
2 9 § 1 S 5)
® B = 7 5 4 2 2 7
6 1 1 3 4 3] 8
4
5
6 [A+B |
7

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Na Figura [24] o resultado da adigio das matrizes A e B estd exibido na célula ‘D6,
na qual foi digitado a operacao de adi¢ao. Caso o professor escolha outra célula livre para

realizar a adi¢do de matrizes, o resultado é sempre exibido na célula escolhida.

Figura 24 — Resultado da Soma de Matrizes
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

A operacao de subtracdo de matrizes pode ser realizada de forma analoga.

Para realizar a Adicao ou a Subtracao de matrizes pelo campo de entrada, os

usuarios devem criar as matrizes anteriormente e renomear, se necessario, e entao, deve-se
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digitar o nome da primeira matriz no campo ‘Entrada’, o sinal da operacao desejada e o
nome da segunda matriz e, por ultimo, a tecla Enter. O software GeoGebra gerara uma
matriz na janela de Algebra, no qual é a matriz resultado da operacdo escolhida. Este
processo estd exemplificado na Figura 25, que ilustra duas matrizes A e B ja criadas e a

digitacao da operagao no campo ‘Entrada’ e na Figura [26] o resultado da operagéo.

Figura 25 — Exemplo de Adi¢ao de Matrizes Usando o Campo de Entrada

» Janela de Algebra
Lista

e B (

Entrada: A+B

e S~ W
- 2 @O
—

[ I S - S

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Figura 26 — Resultado da Adic¢ao de Matrizes Usando o Campo de Entrada

¥ Janela de Algebra = X
Lista
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----- eB=|(7 5 4
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Quando se realiza uma operacao com matrizes no campo ‘Entrada’, a matriz gerada
recebe um nome genérico escolhido pelo GeoGebra, no caso da adi¢ao realizada na Figura
25] a matriz resultado recebeu o nome ‘m1’ (Figura [26]).
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2.1.2 Multiplicacao de Matrizes

A Multiplicacdo de matrizes é um processo extenso e cansativo quando se trata
de matrizes de ordem maiores que 3. Entretanto, o GeoGebra realiza esse cédlculo de
maneira relativamente rapida no contexto do ensino. Em uma aula, em que os alunos
ja passaram pelo processo de como realizar a multiplicagao de matrizes, assim como as
propriedades, as “regras” de quando pode-se realizar a multiplicagdo entre duas matrizes,
pode ser interessante instiga-los a usar o software GeoGebra para exemplificar quando
se altera o valor de uma entrada de uma das matrizes (o que contribui na investigagao),
verificar se pode multiplicar uma matriz de ordem 3 x 1 por uma matriz de ordem 2, ou

até mesmo verificar que as propriedades sao validas.

Para realizar a multiplicagao entre duas matrizes, pode-se usar uma célula livre da
planilha ou o campo ‘Entrada’ Utilizando uma célula livre da planilha, a matriz resultado
da multiplicacao sera exibida na célula escolhida e, para isso, deve-se primeiramente criar
essas matrizes, observando se a multiplica¢ao entre elas estd bem definida (o nimero de
colunas da primeira matriz tem que ser igual ao nimero de linhas da segunda). Apds
ter criado as matrizes que serao multiplicadas, o produto entre elas pode ser realizado
clicando em uma célula livre da planilha e digitando o nome da primeira matriz, depois o

caractere (*) e, em seguida, o nome da segunda. Desta forma, o resultado serd exibido.

A Figura [27] exemplifica o processo de multiplicacdo entre duas matriz na célula da

planilha.

Figura 27 — Multiplicagao entre Matrizes na Célula da Planilha

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda
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0 2 3 A | B | c D E | F 2
B = 4 51 1 1 3 0 2 3
702 2 2 2 4 4 5 1
3 8_ . 0.5 2 7 0.25 2
4 If—\ I I B I
12 17 6 *
5 (43 30 19) A™B
16 19 285
]

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

No campo ‘Entrada’, pouco se altera, o comando continua o mesmo, nome da

primeira matriz, caractere (*) e segunda matriz. A alteragdo é o local onde a matriz
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resultado da multiplicacio é exibida. Neste caso, é exibida na janela de Algebra, conforme
apresentado na Figura [28

Figura 28 — Multiplicagdo entre Matriz no Campo de Entrada

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Outra maneira de realizar a multiplicacdo de matrizes é programar as células. Esta
maneira pode parecer mais complicada mas, por outro lado, é interessante, pois o estudante

podera ver o algoritmo da multiplicacao funcionando.

Neste momento, sera exemplificado o processo de programacao das células da
planilha para a multiplicacao de matrizes de ordem até 4, isto inclui multiplicacao entre
matrizes de tipos 3 x 4,4 x 1,4 x 2, 4 x 3 e 4 X 4, entre outras compreendidas entre as

matrizes de ordem 1 a 4.

2.1.2.1 Processo de Programacao de Células da Planilha

Inicia-se deixando livres as células ‘A1’ até ‘D4’ para inserir os valores das entradas
da matriz A e deixando livres as células ‘F1’ até ‘14’ para o valores da matriz B da

multiplicagao.

As células que serao programadas sao as da matriz C' (resultado da multiplicacao),
pois desta forma, quando alterar qualquer entrada da matriz A ou da matriz B, o resultado
da alteracao sera visto, o que ¢ util quando o aluno tem que entender como certa entrada
da matriz C' chegou aquele resultado, ou no caso em que o aluno precisa de apenas uma

entrada da matriz C.

Deixando as células ‘A6’ a ‘D9’ da planilha para a matriz C', digita-se nas células

correspondentes os consecutivos comandos, como ilustra a Figura [29,
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Figura 29 — Células da Matriz C' Programadas

A B C D
SA1*F1+ B1*F2+ C1*F3+ D1*F4|=A1*G1+ B1*G2+ C1*G3+ D1*G4]= A1*H1+ B1*H2+ C1*H3+ D1*HA = A1*11+ B1*12+ C1*13+ D1*14
S A2¥F1+ B2¥F2+ C2%F3+ D2*FA| =A2*G1+ B2¥G2+ C2*G3+ D2*GA = A2*H1+ B2*H2+ C2*H3+ D2*HA] = A2*I1+ B2*12+ C2*13+ D2%14
=A3*FL+ B3*F2+ C3*F3+ D3*F4A|=A3*G1+ B3*G2+ C3*G3+ D3*G4= A3*H1+ B3*H2+ C3*H3+ D3*H4[= A3*I1+ B3*I12+ C3*13+ D3*14
= AQ*F1+ BA*F2+ CA*F3+ DA*FA|=ALA*G1+ BA*G2+ CA*G3+ DA*GA= AA*H1+ BA*H2+ CA*H3+ DA*HA| = A4* |1+ B4*12+ C4™13+ D4*I14

W |~

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Assim, tem-se células da planilha programadas para realizar a multiplicagdo entre
duas matrizes. Claramente, os valores das entradas da matriz produto podem ser alterados

a medida que sdo alteradas as entradas da matriz A e/ou B.

Nota: como na programacao da matriz C foi feita utilizando todas as células, isso
faz com que as células citadas estejam ocupadas de alguma forma, isto é, as células que

nao vao valores, devem ser preenchidas com o niimero zero.

Para exemplificar, a Figura [30| apresenta uma multiplicacao entre uma matriz tipo
3 x 2 e outra 2 x 4. Os valores das matrizes A e B foram escolhidos aleatoriamente e foi
criado a matriz C' na janela de Algebra apés a programacio para ser ilustrado a forma da

matriz resultado da multiplicacao entre matrizes.

Figura 30 — Exemplo da Multiplicacdo de Matrizes com as Células Programadas

rquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
A . il (iFen H{IF e N Mover
bt ‘ /‘ r*“"-.“’.___.H Jr‘ I\:/I.___. o/} é. * N ABC.___. ‘%' Arraste ou selecione objeto
» Janela de Algebra ) | * Planilna
‘17 6 20 22\ IREEEEIEEIL A= B
c— | 29 11 34 39 X
=121 25 22 &1 4. v
00 0 0/ Al B[ c] oD E Fl ol u]
1 0 1 3 0 0 2 3 2| 7
A 2 5 0 0 5 1 6 5
3 | s 1 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 00
5
& 17 6 20 22 -
- =1 1 =l = entradas preenchidas
3 21 25 22 &1 com zero para configurar
g 0o 0o 0 0 o produto entre matrizes
10

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

2.1.3 Matriz Transposta

Dentre as operagoes entre matrizes, a Matriz Transposta é a que realiza a transfor-

macao da matriz A, de ordem m X n, na matriz A’ que tem por colunas as linhas de A,
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consequentemente, A' é uma matriz de ordem n x m.

No software GeoGebra, esta operagao pode ser realizada utilizando o comando
‘MatrizTransposta(<Matriz>)" no campo ‘Entrada’ ou dentro de uma célula livre da
planilha. Com o comando digitado, dentre parentes digite o nome da matriz que deseje

realizar a operacao de transposicao e o GeoGebra realizara o processo.

2.1.4 Matriz Inversa

Como citado na Subsecao [2.1.2] as propriedades das matrizes sdo aplicadas no
GeoGebra e a operagao Matriz Inversa s6 pode ser executada se a matriz em questao for

invertivel, caso contrario, o software GeoGebra nao executa o comando.

Vale dizer que a versao classico 5 do GeoGebra nao tem o comando ‘Matrizln-
versa(<Matriz>)’, mas isso ndo o impede de realizar essa operacao. A operacao de Matriz
Inversa pode ser feita digitando no campo ‘Entrada’ o comando ‘nome da matriz, acento
circunflexo e (-1)’, por exemplo ‘A A (-1)’, o GeoGebra exibira uma matriz inversa da

matriz desejada, caso a matriz seja invertivel (determinante diferente de zero).

2.1.5 Matriz Escalonada

Um comando interessante do GeoGebra é o ‘MatrizEscalonada(<Matriz>)’, como
o nome ja diz, este comando escalona qualquer matriz criada no software, independente
da ordem e tipo da matriz. O GeoGebra realizara o escalonamento completo da matriz
selecionada, mas a desvantagem é nao mostrar o processo de escalonamento e no ponto de
vista didatico, o algoritmo do processo de escalonamento é interessante e a importancia
se dé& pelo processo de eliminacao por linhas de Gauss-Jordan, um método que pode ser
programado na planilha de cdlculo do GeoGebra, fornecendo ao aluno em uma possivel
aula o esclarecimento do processo de escalonamento de uma matriz que, por consequéncia,

¢ 1til na resolucao de sistemas lineares.

Neste momento, sera descrita a programacao do processo de escalonamento da
parte inferior de matrizes de tipos iguais ou inferiores a 4 x 5, assim, pode-se realizar
a conexao entre as quatro primeiras linhas matrizes com as quatro equacoes lineares e
as quatro primeiras colunas da matriz posicionando os coeficientes das incognitas das
equagoes lineares, e a quinta coluna realizando a referéncia com os termos independentes.
Esse processo de escalonamento de matrizes programado servird para matrizes e para

resolucao de Sistemas Lineares.
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2.1.5.1 Programacao da Planilha de Calculo para Escalonar Matrizes

Para melhor organizacao do processo de programacao das células da planilha de
calculo do GeoGebra, foram separados em etapas os passo a serem seguidos pelos usuérios

ou professores.

e Etapa I

N

Inicia-se reservando as células ‘A1’ a ‘E4’ para digitar as entradas da matriz a ser
escalonada como ilustra a Figura [3I] Foram digitados os elementos genéricos de uma,
matriz e os termos independentes para que fique claro a forma que devem ser inseridos os

valores nas células da planilha.

Figura 31 — Matriz Inicial

H Mover
L % J dﬂlH {1’2}:_._” 2‘ Arraste ou selecione objeto
AN |BEE v [
G1 g
A | B | C D E
1 | an a1z ais a4 by
2 | axn am a3 ax b,
3 | am a2 azs am by
4 | an Ay ag3 Ay by
':l

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

N

As células de ‘A1’ a ‘E4’ estao preenchidas genericamente para ilustrar a posigao
dos elementos da matriz a ser escalonada, no qual o aluno vai substituir pelos valores dos
elementos das matrizes. Caso a matriz a ser inserida seja de tipo diferente de 4 x 5, o
aluno devera preencher as células correspondentes com o valor zero, por exemplo, se a
matriz a ser escalonada ¢ do tipo 3 x 3, nas células, depois de programadas, os alunos
inserem os valores da matriz 3 x 3 e nas células A4, B4, C4, D1, D2, D3, D4 E1, E2, E3 e
E4 inserem o valor zero. Além disso, para esse processo funcionar, o elemento a;; # 0,
caso o elemento a;; = 0, basta orientar os alunos a permutar duas linhas da matriz, pois

essa operacao elementar entre linhas preserva o conjunto solucao do sistema linear.

e Etapa II

Com a primeira etapa concluida, a segunda é programar as células ‘A6” a ‘K9’
utilizando o algoritmo de Gauss-Jordan. Neste algoritmo, a primeira linha da matriz
nao altera, neste caso, digita-se A1, B1, C1, D1 e E1 nas células A6, B6, C6, D6 e E6,
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respectivamente. E nas demais células a Figura |32 descreve o que deve ser digitado em

cada célula.

Figura 32 — Programagao das Células A7 a E9

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Com essa parte programada, o aluno percebera que os elementos da primeira coluna

da matriz exceto ai; serao zerados, isto €, as; = a3y = as; = 0.

e Etapa III

A terceira etapa é programar as células ‘A1l a ‘E14’ para organizar a nova matriz
para a continuacao do escalonamento, que é zerar os elementos da matriz que estao nas
posicoes ago € aygo. Para isso, o algoritmo do processo de Gauss-Jordan orienta que o pivo
da segunda linha, que é o elemento ags, também seja diferente de zero. Neste caso, nao
vai ser necessario alterar a primeira linha matriz encontrada na etapa II, mas verificar
nas demais linhas da matriz da etapa II quais delas podem ser realocadas para a segunda
linha de maneira que satisfaga a condic¢ao do algoritmo de Gauss-Jordan. Caso nao haja
uma linha da matriz da etapa II que o satisfaca, o que matematicamente significa que a
variavel associada a segunda coluna da matriz ¢ uma variavel livre, a programacao mantera
a matriz apresentada na etapa II e estara pronta para avancar para a etapa III.

N

A programacao das células ‘A11’ a ‘E14’ inicia-se digitando nas células A11, B11,
C11, D11 e E11 os comando A6, B6, C6, D6 e E6, respectivamente. E como os elementos
da matriz que ocupam as posigdes asi, az; € ay; sdo nulos e nao serao alterados, digita-se
nas células A12, A13 e A14 os comandos A7, A8 e A9 respectivamente. Isto copiard a

primeira linha e os demais elementos da primeira coluna da matriz da etapa II.

J& nas células B12 a E14 utilizard o comando ‘Se( <Condigao>, <Entdo>, <Senao>
)’ do GeoGebra em sequéncia, que possibilitd aos usudrios impor condigdes para que cada,
coisa aconteca ou nao. Por exemplo, caso ao desenvolver o escalonamento de uma matriz
pelo processo de escalonamento de Gauss-Jordan, esta matriz se encontra na segunda
etapa com o elemento as; = 0, 0 comando ‘Se’” auxiliard encontrar uma linha da matriz
diferente da primeira que contém um elemento da segunda coluna nao nulo, caso nenhum

elemento seja diferente de zero, mantera a matriz da mesma forma.
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Foram separados célula por célula os comados a ser seguidos com uma explicagao

do que o GeoGebra estard realizando com os comandos digitados, a fim de auxiliar os

usudrios/professores na compreensiao da programagao e do entendimento de o por que do

uso do comando ‘Se’.

B12-

B13-

B14-

C12-

= Se(B7 # 0, BT, Se(BS8 # 0, B8, Se(B9 # 0, B9, BT)))

Foi utilizado o comando ‘Se( <Condigao>, <Entao>, <Senao> )’ trés vezes, a
primeira impoe a condicao de que o valor na célula B7 seja diferente de zero, se
caso for, mantém o valor da célula B7 da forma que esta, para o caso contrario,
aplicou-se pela segunda vez o comando ‘Se( <Condi¢ao>, <Entao>, <Senao> )’,
impondo que se o valor da célula B7 for igual a zero, verificara se o valor da célula
B8 ¢ diferente de zero, caso seja, entdo trocard o valor da célula B7 pelo valor da B8
(neste caso, trocam-se estas linhas de posi¢ao), se o valor da célula B8 for igual a
zero, aplicou-se pela terceira vez o comando ‘Se( <Condigao>, <Entao>, <Senao>
)’, agora tomando como ltimo caso possivel, se os valores das células B7 e B8 forem
iguais a zero e de B9 diferente de zero, trocard o valor da célula B7 pelo valor da
célula B9, mas se o valor da célula B9 também for igual a zero, mantém o valor da
célula B7.

— Se(B7 # 0, B8, Se(BS # 0, B7, BS))

Foi utilizado o comando ‘Se( <Condi¢ao>, <Entao>, <Senao> )’ duas vezes, a
primeira condigao é que se o valor da célula B7 for diferente de zero, mantém o valor
da célula B8, se nao, aplicou-se o comando ‘Se( <Condi¢ado>, <Entao>, <Sendo> )’
novamente, impondo que se o valor da célula B7 for igual a zero e da célula B8 for
diferente de zero, troque o valor da célula B8 pelo da célula B7, caso contrario nao

altere o valor da célula BRS.

— Se(B7 # 0, B9, Se(B8 # 0, B9, Se(B9 # 0, B7, B9)))

O comando ‘Se( <Condi¢ao>, <Entdo>, <Senao> )’ foi utilizado com o mesmo
conceito que foi utilizado na célula B13. Realizar a troca ou nao do valor da célula
B9 pelo valor da célula B7. Caso os valores das células B7 e B8 forem iguais a zero
e da célula B9 nao, realizara a troca do valor da célula B7 para B9, caso o valor de

B9 também seja zero, entdo nao altera nenhum.

= Se(B7 # 0, C7, Se(B8 # 0, C8, Se(B9 # 0, C9, C7)))

O comado de programacao utilizado na células C12 ¢ idéntico ao comando utilizado
na célula B12, exceto pelo fato de que os valores das células a serem trocadas sao as
das células C7, C8 ou C9. As condi¢des impostas nos comandos ‘Se’ do GeoGebra
na célula C12 sdo as mesmas impostas na célula B12. Lembrando que condicao ¢ o

primeiro termo do comando ‘Se’.
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C13- = Se(B7 # 0, C8, Se(B8 # 0, C7, C8))

Programacao da célula C13 é parecida com a da célula B13, difere-se apenas pelas
células que estdo no termo <Entdao> do comando ‘Se( <Condigdo>, <Entao>,
<Sendao> )’ e da célula que estd no ultimo termo <Sendao> do comando ‘Se’. J&
a intencao com esse comando na programacao ¢ a mesma, verificagdo de quando

realizar a troca dos valores das células envolvidas.

Cl4- = Se(B7 #£ 0, C9, Se(B8 # 0, C9, Se(B9 # 0, C7, C9)))

Também com fim de organizar a matriz para a quarta etapa, o comando de progra-
macao utilizado na célula C14 segue a mesma ideia aplicadas na programacao da
célula B14.

D12- = Se(B7 # 0, D7, Se(B8 # 0, D8, Se(D9 # 0, D9, D7)))
Os comandos de programagao utilizados nas células D12, D13, D14, E12, E13 e

E14 tem os mesmos principios aplicados na programacao das células B12, B13 e
B14 respectivamente, diferenciados pelas células a serem aplicadas as condigoes e

conclusoes.
D13- = Se(B7 # 0, D8, Se(B8 # 0, D7, D8))
D14- = Se(B7 # 0, D9, Se(B8 # 0, D9, Se(D9 # 0, D7, D9)))
E12- = Se(B7 # 0, E7, Se(B8 # 0, E8, Se(E9 # 0, E9, E7)))
E13- = Se(B7 # 0, E8, Se(B8 # 0, E7, ES))
E14- = Se(B7 # 0, E9, Se(B8 # 0, E9, Se(E9 # 0, E7, E9)))
Com estéa etapa concluida, os usudrios/professores podem verificar que os elementos

as1, a3y € aygy serao nulos e a matriz estara pronta para realizar o préximo passo do processo

de escalonamento de Gauss-Jordan.
e Etapa IV

Para essa etapa, usaras as células ‘A16” a ‘E19’ para representar a nova matriz, na
qual o objetivo é zerar os elementos azs € aso da matriz gerada na etapa III, caso necessério,
e, para isso, as duas primeiras linhas da matriz da etapa III nao sofrerao alteragoes. Os
valores exibidos nas células ‘Al11’ a ‘E12’ serao repetidos na matriz da etapa IV, para isso
nas células A16, B16, C16, D16, E16 digita-se A11, B11, C11, D11 e E11, e, nas células
A17, B17, C17, D17 e E17 digita-se A12, B12, C12, D12 e E12 respectivamente. Além das

duas primeiras linhas nao sofrerem alteracoes, os elementos as; ay4; da matriz da etapa III
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que ja foram zerados, também nao serao alterados na etapa IV, desta forma, na célula
A18 digita-se A13 e na célula A19, Al4.

Agora restam as células B18 a E19 para serem programadas. Seguindo o processo

de escalonamento de Gauss-Jordan, foram separadas as células e as programacoes uma por

uma para que os usudrios/professores entendessem de maneira clara os comandos, pois

entender os comandos para explicar aos alunos ¢ interessante, isto ¢ algo que podera auxiliar

os alunos a compreensao do funcionamento do algoritmo do processo de escalonamento.

B18-

C18-

= Se(B12 # 0, B13 - (B13 / B12) * B12, B13)

Na célula B18, foi usado o comando do GeoGebra ‘Se( <Condi¢ao>, <Entao>,

<Sendo> )’, com a condi¢do do valor na célula B12 diferente de zero, realizar a

B13
operagao B13 — 513/ B12. Caso contrario, se o valor da célula B12 for igual a

zero, manter o valor da célula B13. Esta condicao foi posta pelo motivo de que, em
alguns casos os elementos ags, ass € aso podem ser iguais a zero quando realizarem a
etapa II e III.

= Se(B12 # 0, C13 - (B13 / B12) * C12, C13)

Aplicado o comando ‘Se( <Condi¢ao>, <Entdo>, <Sendo> )’ apenas uma vez, para

orientar a programacao a nao alterar o valor da célula C13 caso o valor da célula B12

B13
for igual a zero, se nao, pode-se realizar o célculo C'13 — 512/ C12. O motivo

dessa condigao ‘B12 # 0’ estar presente nos comandos das células dessa etapa é que
esta célula representa o elemento chamado de pivo no processo de escalonamento de

Gauss-Jordan, o que lhe tornar o termo principal nas etapas do escalonamento.

Nas células D18, E18, C19, D19 e E19 os comandos descritos tém os mesmos

significados do comando posto na célula C18.

D18-

E18-

B19-

C19-

D19-

E19-

= Se(B12 # 0, D13 - (B13 / B12) * D12, D13)
= Se(B12 # 0, E13 - (B13 / B12) * E12, E13)

= Se(B12 # 0, B14 - (B14 / B12) * B12, B14)

O comando representa a mesma ideia posta na célula B18, com o algoritmo do
processo de escalonamento feito para zerar o valor do elemento a42 da matriz gerada

na etapa IV caso o mesmo seja diferente de zero na matriz da etapa III.
= Se(B12 # 0, C14 - (B14 / B12) * C12, C14)
= Se(B12 # 0, D14 - (B14 / B12) * D12, D14)
= Se(B12 # 0, E14 - (B14 / B12) * E12, E14)
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Com estes comandos digitados encerra-se a etapa IV e pode-se seguir para etapa
V, que é organizar a matriz gerada na etapa IV para o tltimo passo do escalonamento na
etapa VI.

e Etapa V

Nesta etapa utilizaras as células A21 a E24 para programar a organizacao da matriz
gerada na etapa IV. Os usudrios/professores devem notar que nesta etapa apenas as células
representantes dos elementos ass, asq, as3 € agy € dos termos independentes bz e by que

serao organizados, as demais se manterao nas posi¢oes originais da matriz gerada na etapa

IV.

Dado o fato de que a maioria dos elementos da matriz da etapa IV vao se manter
na mesma posicao, a Figura apresenta os comandos a serem digitados nas células

correspondentes.

Figura 33 — Comandos das Células da Matriz da Etapa V

A B c D E

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Na célula C23 deve ficar o elemento que representara o pivo na etapa VI, entao
deve-se verificar se o valor na célula C18 ou da célula C19 ¢é diferente de zero para escolher
0 pivo, caso ambos sejam iguais a zero, temos o caso que a variavel da terceira coluna é

livre.

O comando ‘= Se(C18 # 0, C18, Se(C19 # 0, C19, C18))’ deve ser digitado na
célula C23. E aplicado o comando ‘Se( <Condigao>, <Entao>, <Senao> )’ do GeoGebra
duas vezes seguidas, na primeira tem como condicao inicial verificar se o valor da célula
C18 ¢ diferente de zero, entao copia o valor da célula C18 pra célula C23, se o valor de
C18 for igual a zero, aplica-se o comando ‘Se’ novamente com condi¢ao de verificar se o
valor da célula C19 é diferente de zero, caso seja entao o valor da célula C19 é escolhido

para célula C23, caso contrario, mantém o valor da célula C18 na C23.

Na célula C24 digita-se o comando ‘= Se(C18 # 0, C19, Se(C19 # 0, C18, C19)),
que irad realizar o mesmo processo da célula C23, mas agora vai verificar se o valor da

célula C18 ou C19 vai para a célula C24.
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Os comandos das células D23, D24, E23 e E24 dependem dos comandos das células
C23 e C24, pois estas duas células indicam se o restante das linha irao trocar de lugar
uma com a outra ou se mantém da forma que estdo na matriz da etapa IV.
D23- = Se(C18 # 0, D18, Se(C19 # 0, D19, D18))
D24- = Se(C18 # 0, D19, Se(C19 # 0, D18, D19))
E23- = Se(C18 # 0, E18, Se(C19 # 0, E19, E18))
E24- = Se(C18 # 0, E19, Se(C19 # 0, E18, E19))

Com os comandos digitados nas células A21 a E24, conclui-se a etapa V e se obtém

uma nova matriz organizada.
e Ftapa VI

Nesta etapa, conclui-se o escalonamento dos elementos da parte inferior da diagonal
principal, para tanto usards as células A26 a E29 da planilha do GeoGebra. Nas trés
primeiras linhas e nas duas primeiras colunas da matriz gerada na etapa V, nada sera
alterado como mostra a Figura [34] FEsta figura também mostra os comandos que os

usuarios/professores devem realizar nas células em destaque.

Figura 34 — Comando das células da Matriz da Etapa VI

A B C D E
26 A B21 c21 D21 E21
27 | A2 B22 c22 D22 E22
28 | A3 B23 C23 D23 E23
29 | A24 B24

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Na célula C29 digita-se o seguinte comando ‘= Se(C23 # 0, C24 - (C24 / C23) *
C23, C24)’, este comando verifica se o pivd azz da matriz da etapa V é diferente de zero e,
caso seja, realiza a o algoritmo do processo de escalonamento de Gauss-Jordan descrito
na parte ‘<Entdo>’ do comando ‘Se(<Condi¢ao>, <Entao>, <Sendao>)’, caso o valor
da célula C23 for igual a zero, mantera o valor da célula C24 que, pela programacao da

matriz da etapa IV e V, também é zero.

E na célula D29 digita-se o comando ‘= Se(C23 # 0, D24 - (C24 / C23) * D23,
D24)’, que faz a verificacdo do valor do pivo, desenvolve o algoritmo do processo de

escalonamento, se a condicao for valida, caso contrario, mantém o valor da célula D24.
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Por fim, na célula E29, o comando ‘= Se(C23 # 0,E24 - (C24 / C23) * E23 ,
E24) verifica se o pivd nao é nulo, aplica o algoritmo do processo de escalonamento de

Gauss-Jordan ou repete o valor da célula E24.

Desta maneira o GeoGebra exibird a matriz escalonada nas células A26 a E29, caso

o valor da célula D29 seja nulo, indica-se que a variavel da coluna quatro ¢ livre.

Fica a critério dos usudrios/professores criarem matrizes para cada etapa do
processo de escalonamento, desta forma os alunos conseguirao ver as matrizes equivalentes
na janela de Algebra, além das células da planilha, podendo restringir apenas as células
correspondentes a matriz trabalhada. Caso queira selecionar todas a células de cada etapa,
um detalhe que pode atrapalhar é: as matrizes a serem criadas estao relacionadas a todas
as células separadamente por etapas, isto é, as matrizes sempre serdo da forma 4 x 5, vai
ser de responsabilidade do professor orientar quando se trabalhar com matrizes menores,
em que as linhas e colunas nulas nao fazem parte da matriz escalonada. Isto é, se tiverem
trabalhando com uma matriz de ordem 3, a quarta linha, e a quarta e quinta colunas da

matriz nao fardao parte da matriz escalonada.

Com intuito de exemplificar o funcionamento do processo programado do escalona-

mento nas células do GeoGebra, foi realizado a aplicagdo em uma matriz com valores reais

quaisquer.
1 3 5 1 =2
A matriz A= |2 3/4 —1 : 1/2| para aplicagao é uma matriz tipo 3 x 4 que
0 -3 —4 : —7

pode ser associada a um sistema linear de trés equacoes e trés variaveis, mas lembrando

que a ideia aqui é apenas realizar o escalonamento da parte inferior da matriz A.

A Figura [35| mostra como deve ser posto os valores das entradas da matriz A nas

células reservadas na etapa I.
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Figura 35 — Matriz Exemplo do Escalonamento

Os valores das entradas Valores dos termos
da matriz A sem 0s termos independentes
independentes.

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Note que nas células que nao representam entradas, foram inseridos o valor zero,

como orientado na etapa I do processo de escalonamento.

A Figura [36] mostra a matriz A ap6s passar pela etapa II, com os elementos ag; e

a3y zerados pelo processo de escalonamento.

Figura 36 — Matriz na Etapa II

| B c D

Elementos da matriz A Termos independentes
com a etapa Il concluida com a etapa ll concluida

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

A etapa III é uma etapa de organizagdo da matriz, no caso desse exemplo a matriz
nao sofreu alteragoes da etapa II para III, pois o valor do elemento asy na célula B7 é

diferente de zero, entao seguiu-se direto para a etapa IV.

Na etapa IV, o elemento a3, foi zerado com o algoritmo do processo de escalonamento

de Gauss-Jordan e, desta forma, ja se obteve a matriz escalonada procurada, como mostra
a Figura [37]
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Figura 37 — Matriz escalonada na Etapa IV

Elementos inferiores a
diagonal principal zerados

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Como pode-se notar, nem sempre sera preciso de todas as etapas para concluir
o escalonamento, tudo depende do tipo das matrizes e de suas entradas. Cabe aos
usudrios/professores aproveitar estas diferentes matrizes para mostrar propriedades como

multiplicidade entre linhas ou colunas.

2.2 DETERMINANTE

O célculo do determinante de uma matriz de ordem n pode ser utilizado na
resolucao de sistemas lineares, verificacao de matrizes inversiveis, cdlculo de area, entre
outras fung¢oes na Matematica. Nesta secao foi descrito procedimentos para realizar o
calculo do determinante de matrizes de ordem n, com n € N, utilizando um comando do
GeoGebra e o célculo do determinante de matrizes de ordem 3, programando células da

planilha de calculo com a Regra de Sarru{l

O processo para calcular o determinante de uma matriz nao é inico, mas quando se
trata do software GeoGebra, ha um comando que realiza o calculo de determinante de uma
matriz criada no GeoGebra. Com uma matriz quadrada criada no GeoGebra, digita-se no
campo de entrada ‘Determinante(<Matriz>)’, e no local de (<Matriz>) substitua pelo
nome da matriz quadrada na qual quer que seja calculado o determinante e o GeoGebra

exibiré na janela de Algebra o seu valor.

Outra maneira de calcular o determinante de uma matriz quadrada de ordem 3
utilizando a planilha de calculo do GeoGebra é programando as células para realizarem a

Regra de Sarrus.

1 Pierre Frédéric Sarrus (1798 — 1861), matematico frances.
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A Regra de Sarrus para calcular o determinante de matrizes quadradas de ordem
3, segundo (DANTE, 2017) é

Dada matriz genérica A de ordem 3.

ailz a2 a3

A= a21 A2z A23

a31 32 Q33
Define-se o determinante da matriz de ordem 3 ao niimero:

@11 a2 13
det A = Qo1 Q22 Qo3| = 11022033+ @A12G23031+G13021032 — Q13022031 — Q12021033 — 411023032

g1 Qg2 a33
que pode ser obtido pela Regra de Sarrus, ilustrado na Figura

Figura 38 — Regra de Sarrus

@@@ SISIS)

—(a,a,a,) (@,a,a,,)
aaa) NN ety

[a]_g_]g y (ﬂ” 2 i

Fonte: Dante (2017).

Agora, para programar o algoritmo de Sarrus na planilha do GeoGebra, inicia-se
separando as células Al a C3 para inserir os elementos da matriz, cujo determinante sera

calculado.

Na célula A5 digita-se ‘= Al x B2x (C3’ e, em B5, ‘= Bl x C2 % A3’, e em C)H
= C1 % A2 x B3’, o que gerard os trés primeiros termos da soma da Regra de Sarrus.
Seguindo, digita-se na célula A6 ‘= —(C1 % B2 x A3)’, em B6 ‘= —(B1 x A2+ (C3) e

¢

¢

= —(Al % C2 % B3)’ na célula C6 para concluir os trés ultimos termos da soma.

Para finalizar, na célula B8 digita-se ‘= A5+ B5+ C5+ A6+ B6+ C6. Ao digitar
os valores das entradas da matriz nas células Al a C3, as células da planilha irdo calcular

o determinante da matriz e exibir o valor na célula BS.

A Figura 39| mostra um exemplo do célculo do determinante de uma matriz qualquer

de ordem 3, utilizando o comando ‘Determinante(<Matriz>).
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Figura 39 — Exemplo do calculo do determinante com o comando

» Janela de Algebra @
( 3 -5 T7°
A= 0.5 1 41 )
—b 0o 2
Det=1283

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

A Figura [40] apresenta o célculo do determinante utilizando as células da planilha

de calculo do GeoGebra programadas, podendo comparar a igualdade nos resultados.

Figura 40 — Exemplo do calculo do determinante com a planilha

A B A

1 3 -5 ¥
2 05 1 41
3 -G a 2
4
5 om0 0
6 50
7
8 . 128

S

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.



3 SISTEMAS LINEARES NO GEOGEBRA

Neste capitulo apresentaremos uma sequéncia didatica pautada em sugestoes aos
usudrios/professores, com o objetivo de utilizar o software GeoGebra na resolucao de
sistemas lineares. Serdao apresentadas resolugoes utilizando o escalonamento pelo método
de Gauss-Jordan da matriz associada a um sistema linear de até quatro equacgoes e quatro
incégnitas apresentado no Capitulo [2] a resolugao com a ajuda da visualizagdo geométrica,
de retas e planos na janela de visualizacao simples e 3D e a resolugao com o auxilio da
Janela CAS.

Em relagao as solugdes de um sistema linear, no Ensino Basico é comum classifica-lo
por sistema impossivel, possivel e indeterminado ou possivel e determinado. Um sistema
linear é dito impossivel, quando nao tem solucao, quando tem mais de uma solucao, o
sistema linear é possivel e indeterminado e quando a solugao ¢é tnica, diz-se que o sistema

é possivel e determinado.

Pede-se a consideracao do leitor a entender sistema(s) linear(es) quando se ler
sistema(s), na intengao de simplificar o texto. Partes do texto da segao foi baseado nos

estudos realizados por (SANTOS, [2016)), (OLIVEIRA| 2019) e (SANTANA| 2015).

3.1 RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

Quando se trata de resolucao de sistemas lineares, nao se afirma uma tinica maneira
de discutir/resolver o sistema, mas quando direcionamos este conteido para o Ensino
Médio, geralmente os métodos encontrados nos livros didaticos sao o da adicao, que
consiste em realizarmos a soma dos respectivos termos de cada uma das equagoes, a fim
de obter uma equacao com apenas uma incégnita, permitindo-se a utilizar o artificio de
multiplicar todos os termos de uma equagao por um valor diferente de zero, que permita
obter uma equagao equivalente com uma tnica incégnita. Método que pode ser extenso e

complicado quando se trabalha sistemas de equac¢oes com quatro ou mais incognitas.

O método da substituicao, que consiste em escolher de forma arbitraria uma das
equacoes e, nesta, isolar uma das incégnitas. Feito isto, substitui-se na outra equacao a
variavel isolada na primeira pela expressao. Repete-se esse processo até que a equagao

resultante resulte em uma equacao de grau 1.

Um método bastante conhecido e utilizado, principalmente no Ensino Médio é a
Regra de Cramer. Este método, criado pelo matemético suigo Gabriel Cramer (1704-1752),

por volta do século XVIII, com o intuito de solucionar sistemas com um numero arbitrario
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de incognitas, consiste em resolver com o auxilio do calculo do determinante das matrizes
associadas aos sistemas, mas nao ¢ aplicado quando o determinante da matriz associada
aos coeficientes da varidveis do sistema é igual a zero. Este niimero arbitrario de incégnitas
geralmente restringe-se a 3 ou 4, visto que a Regra de Cramer é usada praticamente para
fins didaticos, visto que exige um niimero muito grande de operagoes quando lidamos com
problemas reais, em que o nimero de variaveis geralmente é muito grande. A saber, se
considerarmos 20 variaveis, o tempo gasto pelo computador mais veloz do mundo ¢ maior

do que o tempo de existéncia da humanidade.

Por outro lado, podemos nortear nosso estudo com base no escalonamento de
matrizes, que consiste realizar operagoes elementares entre linhas de uma matriz (equi-
valentemente, realizar operagoes elementares nas equagoes do sistema) até se obter uma
matriz escalonada (isto é, um sistema equivalente escalonado). Uma das formas de realizar
o escalonamento esta baseado em um algoritmo, conhecido por método de Gauss-Jordan,

o qual apresentaremos no decorrer deste trabalho.

3.1.1 Escalonamento pelo Método de Gauss-Jordan

Quando se trata de Sistemas Lineares de n equagoes e m incognitas, um método
pratico de resolugcao é o método desenvolvido por Gauss-Jordan, que descreve opera-
¢Oes elementares entre as equacoes do sistemas. Vejamos como funciona este método

genericamente.
Considere o sistema de equacoes lineares
a11T1 + 129 + @133 + *** + ATy = b1

a21T1 + 992 + 233 + ot a9, = bg

S = a31T1 + Q3279 + a33x3 + - - - + a3nly — b3

An1T1 + ApaTs + A3,z + - -+ + App Ty = by,

O método de eliminacao de Gauss consiste em transformar convenientemente
o sistema linear original para obter um sistema linear equivalente com a matriz dos
coeficientes sendo triangular superior. Para modificar convenientemente um sistema linear
num equivalente, fazemos uso das seguintes operagoes elementares que nao modificam a

solugao do sistema original:

e Trocar duas equagoes ou duas colunas;
e Multiplicar uma equagao por uma constante nao-nula;

e Adicionar um multiplo de uma equagao a outra equacao.
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Para triangularizar o sistema de equagoes lineares Az = b pelo método de Gauss

segue-se o seguinte procedimento:
e Eliminacao da primeira coluna

Supondo ay; # 0 (pivo), eliminamos a incognita x; das tltimas n — 1 equagdes fazendo:

ail

L2<_Lz_ 'Ll 7;:2,"'771

a1

com L; é a i-ésima linha do sistema de equagoes. Em termos dos coeficientes para

cada i = 2,--- ,n temos,
a.
2 11 .
Qi = Q5 — A1j, J=2,-0,1m
an
Q1
bf =b, — - by
aii

onde o indice superior 2 indica o valor atualizado de a;; e b; neste passo.

Ao realizar essa etapa o novo sistema linear fica da forma

a11T1 + AT+ 4 apT, = b

0  + alhro+--+adz, =0b
0 + dihao+--+a2,x, =02
e Eliminacao da segunda coluna

Supondo a3, # 0 (pivd) eliminamos a incognita x5 das tltimas n — 2 equagoes

fazendo: )
a’
12 .
L’L<_Lz_ 'LQ, Z:3,~--,n
22
Em termos dos coeficientes para cada ¢ = 3, -+ ,n temos,
2
as:
3 2 72 2 S
Aj; = Qi — —5 * Qgjs J=3,-,n
a2z
2
Qs
3 _ 12 12 2
by =b; — = - b3
b,

onde o indice 3 indica o valor atualizado de a;; e b; neste passo.

Apbs esse passo, obtemos um novo sistema linear equivalente da forma:
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a1

+

+

CL12$2+ (l131’3+ +a1nZL’n =
2 2 2 _
3 3 _
0 + ajwst +az, T,
3 3
0 +a, Tt -0 Fa,, Ty

e Eliminacao da k-ésima coluna

Supondo af, # 0 (pivd) eliminamos a incognita x;, das

fazendo:

k

ak
LlFLl_a%kal

Em termos dos coeficientes para cada i =k + 1, - --

CL,LJ

g

k

kk

k
ik

k
Ag

k+1
bi

k
’ akfljv

—pF

(2

k
ik

k
Qg

altimas n — k equagoes

i=k+1,-,n

j:]{;_|_17...

k
) bk—l

Com esse passo obtemos o sistema linear escalonado

alrl xrl +a1r2xr2

0 +ag, T,
g 0 +0
0 +0
0 +0

Dai, obtemos

e depois

+(117«3£U7«3 + -

+a27’3x7’3 +- -

+CL37«3I7«3 +

+0
+0

+an—1n—1xn—1
+0

, . temos,

,n

+a1n Ty = bn
+aon Ty, = b2

+az, T, = b3

FOn—1nTn = bn—l

F ATy = bn



Para exemplificar o método de Gauss-Jordan, foi resolvido o seguinte sistema de
equacao linear de trés equagoes e trés incognitas.

r—3y+2z2=1
3r+2y—2=0

2e+y+z=2

Pivo a;; = 1, para a eliminacao da primeira coluna, realizamos as operacoes
;1

- Ly com 7 =2 e 3. Em termos de valores dos coeficientes.
ai1

an =3—-3-1=0
=2-3.(=3)=11
L2 <— 422 1 ( )

=1-2.(=3)=7
3 L3« 52 1 (59)
CL23:—].—T’2:—7

&31:2—%'120

CL33:1—%'21—3
Gerando o novo sistema linear equivalente.
r—3y+2z2=1
O0+1ly —72= -3
0+7y—32=0
No segundo passo, realizaremos o célculo para anular o elemento az; = 7 do
sistema. Para isso, tomamos o pivo da segunda linha asy = 11 e realizamos as operacoes
&32

L3+ L3 — 5 Lo. Em termos de valores dos coeficientes
a2

az =0—:5-0=0

=7-=L-11=0

Ly e 711 16
&33:—3—ﬁ'(—7):ﬁ
by=0—L-(=3)=2

11

Concluindo o escalonamento triangular inferior como pode ser visto no sistema
escalonado

r—3y+2z2=1
O0+1ly—72= -3

16, _ 21
Por fim, temos do sistema escalonado que

219 1
i=1p¥= ex

16 16
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3.1.1.1 Sistemas Lineares, Matrizes e GeoGebra

Sabe-se que todo sistema de equagoes lineares pode ser representado matricialmente,

isto é

a1, + a19x9 + 1373 + AT, = b1
211 + A92T9 + G233 + -+ + Ao Ty, = b2

S =< as1x1 + azeTy + agzT3 + -+ A3 T = b3

An1 %1 + Aoy + Ap3T3 + -+ + Q@ = by,

que pode ser representado da forma

11 a2 @13 - Qim T by
a21 Q22 Q23 -+ QA2m X2 by
S=las azg asz - azn|-| 23| =] b3
Ap1 Gp2 Ap3 - Onpm Tm bm

Com a representagdo matricial dos sistemas lineares, adaptar o método de Gauss-
Jordan para o escalonamento de matrizes associadas aos sistemas lineares pode ser visto
como uma aplicacao de Matrizes em Sistemas Lineares, e ensinar esse método aos alunos
do Ensino Médio apresenta uma explicagao significativa do porque estudar Matriz. Com
isto em vista, no Capitulo [2] na Secao [2.1.5.1], foi apresentada a programagao das células
da planilha do GeoGebra para o escalonamento de matrizes utilizando o método de

Gauss-Jordan.

Com a programacao, os professores poderao ensinar o escalonamento de sistemas
lineares e aproveitar para solucionar sistemas lineares de até quatro equagoes e quatro

incégnitas.

3.1.2 Interpretacao Geométrica de Sistemas Lineares 2 x 2 Uti-

lizando a Janela de Visualizacao do GeoGebra

Além da planilha de calculo do GeoGebra, outras ferramentas podem ser utilizadas
para o ensino de resolucao de sistemas lineares tipo 2 x 2 em especifico. A resolucao de
sistemas lineares 2 X 2 por analise de retas podem ser método que aumente a curiosidade
dos alunos, e quando esse ensino pode ser feito com o auxilio de um software como o
GeoGebra, onde se pode ter a visualizacao das equacoes lineares como retas no plano, a

aprendizagem pode ser significativa.
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Levando em consideragao esse pensamento, nesta subse¢ao, mostraremos como os
usudrios/professores podem estar apresentando a ideia de resolugao de sistemas lineares
2 x 2 por meio de retas no plano com o auxilio do GeoGebra, separando quando o sistema
é possivel e determinado, possivel e indeterminado, e por tltimo quando o sistema é

impossivel.

3.1.2.1 Representacao Geométrica de Sistemas Possiveis e Determinados

Utilizaremos um exemplo numérico para exemplificar um sistema possivel e deter-

minado, neste caso o sistema é da forma:

3r —2y==6
x4+ 3y =10

Para ter uma representacao geométrica deste sistema, inserimos as equagoes no
GeoGebra e analisaremos as retas na janela de visualizagdo. Inicia-se com o software
GeoGebra carregado, digitando a equacao 1- 3z — 2y = 6 do sistema linear no campo
‘Entrada’. Desta forma o GeoGebra plotara o grafico da equacao 1 na janela de visualizagao

e exibird a equacao na janela de algebra, como mostra a Figura |41}

Figura 41 — Insercao da Equacao 1 no GeoGebra

'\ @ Maover
/'/./ H ] H H ABC 4_:“ Arraste ou selecione objeto
» Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagio
® eql:3x-2y=6 [:] -
5
4]
eql
3
5
1]
2 4 o 1 2 3 a 5 M
-1
_2 4

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Em seguida, também no campo ‘Entrada’; digita-se a equacao 2 do sistema x+ 3y =

10. O GeoGebra exibira o grafico na janela de visualizacao e a equacao na janela de algebra
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(Figura . Neste ponto, o professor pode estar clicando com o botao esquerdo sobre uma
das retas e alterando a cor, para facilitar o entendimento de qual reta representa qual

equacao, pois o GeoGebra também altera a cor da equagao na janela de algebra.

Figura 42 — Insercao da Equacao 2 no GeoGebra

[ Tr—
| I A * . @ é x Mover
[:%_ L /‘ --—“"H ‘,3' @ o,_.,. b ABC:_.,. ‘_:H Arraste ou selecione objeto
b Janela de Algebra [X] | * Janela de Visualizagio
® egl:3x-2y=6 B e o0 |D

® eqg2x+3y=10 /
5

eq2 eql

altera a cor da reta 3
e da equacéo

o

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Com as duas equacgoes plotadas no GeoGebra, o professor utilizara a ferramenta
‘Intersecao de Dois Objetos’, localizada no icone ‘Ponto’, como apresentado no Capitulo
1. Selecionando a ferramenta, basta clicar com o botao esquerdo do mouse sobre as duas
retas plotadas na janela de visualizacao, que o GeoGebra e exibird o ponto de intersecao na
janela de visualizagdo e as coordenadas desse ponto na janela de dlgebra (Figura . Note
que esse ponto de intersecao é a solugao do sistemas, a primeira coordenada representa o

valor da incégnita = e a segunda coordenada do ponto representa o valor da incognita y.
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Figura 43 — Intersecao entre as Retas

S IS W ENE

Mover
Arraste ou selecione objeto

» Janela de Algebra * Janela de Visualizagdo
® eqi:3x-2y=6 H~ e~ »~~ |
® eqg2:x+3y=10

= (3.45,2.18)

-2 -1

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Caso o professor queira estar realizando a resolucao do sistema anteriormente
manualmente, para que possa comparar os resultados, é algo interessante a se fazer, pois
o GeoGebra mostra o ponto de interse¢ao, que é a solugao do sistema, com valores da

forma decimais, que muitas das vezes é diferente da qual o aluno encontra quando faz
38
11
Yy = 11, que sao uma maneira diferente de apresentar os mesmos valores do GeoGebra.

em seu caderno. Neste caso, ao fazer manualmente encontra-se como resultado x = = e

Aqui o GeoGebra esta configurado para apresenta apenas duas casas decimais, desta forma

apresenta uma aproximacao do valor exato.

Além disso com a visualizagdo das retas no GeoGebra, os alunos poderao perceber
que se ha intersecao entre as retas e essa intersecao é Unica, isto significa que o sistema

linear é um sistema possivel e determinado.

3.1.2.2 Interpretacao Geométrica de Sistemas Possiveis e Indeterminaveis

A interpretacao geométrica de um sistema linear de duas equagoes e duas incégnitas
que é possivel e indeterminado, nos mostra que as duas retas sao paralelas coincidentes,

isto indica que existem infinitos pares ordenados que sao solucoes do sistema.
Tomemos como exemplo o sistema linear

20+ 6y =8
3z + 9y =12
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Note que o conjunto solugao do sistema 7' é {r = 4 — 2y} com y € R ou seja,

equagao de uma reta.

No GeoGebra apés ter inserido as duas equagdes do sistema T, pode-se observar

que as retas estdo postas uma sobre a outra, justificando as infinitas solu¢ao (Figura [44)).

Figura 44 — Interpretacao Geométrica do Sistema Possivel e Indeterminado

DEEEEE RN
4]

» Janela de Algebra w Janela de Visualizagiao

® eqlix+3y=4 D -
® eg2:x+3y=4

$ Mover
Arraste ou selecione objeto

a=2

22

2 4o 1 2 a 5\

Fonte: elabora pelo autor no software GeoGebra.

3.1.2.3 Interpretacao Geométrica de Sistemas impossiveis

Por 1ltimo, resolucao de sistemas impossiveis, na verdade nao é uma resolugao pois
nao ha solugoes, mas saber a interpretacao geométrica de quando o sistema é impossivel

também é importante.

Quando se tem um sistema impossivel, isto significa que as retas que representam
as equacoes lineares sao retas distintas paralelas entre si. A Figura [45] ilustra duas retas
paralelas no plano e suas equagoes plotadas no GeoGebra, nas quais representam o sistema
linear
—r+3y=4
—3r+9y =1
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Figura 45 — Interpretacao Geométrica do Sistema Impossivel

Uefel<N=]] ==
>’\/‘ /‘ --‘"H Jrj'H ‘ IS RN ‘%' Arraste ou selecione objeto
» Janela de Algebra [%] | * Janela de Visualizagio
® eql:x+3y=4 [:] -
® eq2: 3x+9y=1 -
4l
a2l
5
eql
1
] .
2 0 1 2 3 4 5 8
eq2 1

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

3.1.3 Interpretacao Geométrica de Sistemas Lineares 3 x 3 Uti-

lizando a Janela de Visualizacao 3D do GeoGebra

A janela de visualizacao 3D pode ser util para auxiliar na resolugdo e na interpre-
tagao geométrica de sistemas lineares de trés equagoes e trés incognitas. Nesta segao é
apresentado uma maneira de ilustrar o que o aluno esta realizando quando esta resolvendo

um sistema linear 3 x 3.

Separamos em sub-secoes as interpretacoes geométricas de sistemas possiveis e de-
termindveis, sistemas possiveis indeterminados e sistemas impossiveis, utilizando exemplos

numeéricos para exemplificar.

3.1.3.1 Interpretacao Geométrica de sistemas possiveis e determinados

Quando se fala que um certo sistema é possivel e determinado, isto significa que ha
uma Unica solugdo, na interpretacao geométrica, significa que exite um tinico ponto em

que os trés planos se intersectam.

r+3y+2=0
Tomemos o sistema A = 3r — 3y +2z=8 como exemplo. Ao se resolver o
204+ 2=10
sistema A encontra-se como solu¢ao r =1,y = —1 e z = 2, e como fica isto no GeoGebra?
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Com a janela de visualizagdo 3D e a janela de algebra abertos no GeoGebra,

inseri-se as equagoOes, uma a uma no campo de ‘Entrada’ e obteras a seguinte imagem
(Figura [46).

Figura 46 — Representacao Geométrica das Equagoes do Sistema A

¥ Janela de Algebra [x] | * Janela de Visualizagéo 3D

@ eqlx+3y+z=0 [E] ACY Hv I~ v [w
@ eq2:3x-3y+1=8

® eq3:2y+z=0

Vis&o superior dos
planos

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Utilizando a ferramenta ‘Intersecao de duas superficies’, seleciona-se dois a dois os
planos, gerando assim trés retas, em seguida, com a ferramenta ‘Intersecao de Dois Objetos’,
seleciona-se duas retas que foram criadas com a interse¢ao dos planos. O GeoGebra exibird
na janela de algebra e na janela de visualizacdo 3D um ponto, onde as coordenadas

representam os valores das incognitas do sistemas na ordem (z,y, z) (Figura [47).

Figura 47 — Ponto de Intersecao dos Planos

Janela de Algebra [X] | » Janela de Visualizagdo 30

»
® eql:x+3y+z=0

® eq2:3x-3y+1-=8

® eqi2y+z=0

@® fX=(1.71,-0.57,1.14) + A (-5, -
@ g:X=(217,-0.61,-0.35) + A (6,
® n:X=(0,0,0)+A(1,1,2)
® A=(1,-1,2)

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.
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3.1.3.2 Interpretagao Geométrica de Sistemas Lineares Possiveis e indeter-

minados

Quando se tem um sistema linear que é possivel e indeterminado, isto significa que

tem infinitas solugoes, geometricamente, os trés planos podem ser coincidentes, ou ter dois

planos coincidentes e o terceiro os intersecta gerando uma reta, ou quando a intersecao

entre os trés planos for uma reta.

Vejamos um exemplo de quando os trés planos sao coincidentes, seja o sistema

r+2y+4z=1
= 20+4y+82=2
3x+6y+ 122 =3

tem como conjunto solugao do sistema A = {(z,y,z = ;11 — 41— %2,y € R}

Inserindo no GeoGebra as equagoes do sistema, o software exibira na janela de

visualizagao 3D, trés planos coincidentes, e na janela de dlgebra as respectivas equagoes

dos planos (Figura [48]).

Figura 48 — Trés Planos Coincidentes

¥ Janela de Algebra [

v Janela de Visualizagao 3D

® eqlix+2y+dzr=1
® eq2ix+2y+dzr=1
® eqihx+2y+dzr=1

O

ACY v g~

- -

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

A outra opgao de sistemas lineares possiveis e indeterminados é quando tem-se

dois planos coincidentes e o terceiro intersectando-os e gerando uma reta. Tomemos como

exemplo o sistema

r+2y+3z=1
20 +4y + 62 =2
—r+2y—2=0

B—
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Ao se resolver o sistema B tem-se que o conjunto solucao ¢ da forma {(1 +
dy,y, —2y);y € R}, isto é, para cada valor real de y temos um ponto que é solu¢ao do

sistema B.

Para obter essa visualizacao no GeoGebra, deve-se inserir as equagoes do sistema
B, e em seguida utilizar a ferramenta ‘Intersecao de Duas Superficies’, selecionando os
dois planos que foram plotados quando se inseriu as equagoes. Imediatamente o GeoGebra
exibird a reta na janela de visualizacao 3D, que representa a intersecao entre os planos e a

equagao cartesiana da reta na janela de dlgebra (Figura .

Figura 49 — Intersecao Entre Dois Planos

ane| e ebra ¥ Jancla ae UISII&IIH{,‘&O a0

® eql:x+2y+32=1 B hCv DY Tv v O~
@ eq2:ix+2y+31=1

@ eq3: x+2y-z=0

@ £ X=(0.83,0.33, 0.17) + A (2,2, 4)
@ textol="x+2y+3z=1"

@ texto2="yx+2y-z=0"

reta de intersec&o entre
os planos

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

O ultimo caso de sistemas possiveis e indeterminados é o qual se tém trés planos

distintos se intersectando e gerando uma reta.

Seja o sistema
r—y+z=1
C=3 3z—y+4z=5
6r —4y + 72 =38

Como ja se sabe que o sistema ¢é possivel e indeterminado, o conjunto solugao é da

forma {(45%2, 252, 2); z € R}.

A visualizagao do sistema C' no GeoGebra pode ser elaborado inserindo as equagoes
do sistema C' e utilizando a ferramenta ‘Intersecao de Duas Superficies’, selecionando
dois planos da janela de visualizacao 3D, o GeoGebra ja plotara a reta de intersecao e

apresentara sua equacao cartesiana na janela de adlgebra como ilustra a Figura
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Figura 50 — Interpretagdo Geométrica do Sistema C'

¥ Janela de Algebra I~ Janela de Visuahzagao 30 [
® eqlix-y+rz=1 [E] ACYy Dy I~ v [T+

® eq2:3x-y+dz=5
® eq3:6x-dy+7z=8
® £X=(1.36,0.79,0.43) + A (-3,-1,2)

Plano da eq2

Plano da eq1
Plano da eqg3

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

3.1.3.3 Representacao Geométrica de um Sistema Linear Impossivel

Quando trabalha-se com sistema impossivel, tem-se que nao ha solugao, mas
geometricamente, isto mostra para os alunos que os trés planos podem ser paralelos entre
si dois a dois, ou dois planos serem coincidentes e o terceiro ser paralelo a esses dois, dois
planos serem paralelos e o terceiro intersecta os dois planos gerando duas retas e um outro
caso que é quando os trés planos sao distintos e se intersectam, dois a dois, gerando trés

retas paralelas uma as outras.

Iniciamos com o caso em que se tem trés planos distintos que se intersectam dois
a dois, gerando trés retas paralelas uma as outras. Tomemos como exemplo o seguinte

sistema

r+yt+z=4
D=¢{2r+y—2=10
20 —y—"T72=0

Note que ao escalonar o sistema D, depara-se com uma igualdade falsa que é

0 = —14 o que significa que o sistema é impossivel.

Para ilustrar esse resultado no GeoGebra, deve-se inserir as equagoes do sistema
D e com a ferramenta ‘Intersecao de Duas Superficies’ selecionar dois a dois os planos,
desta maneira o GeoGebra exibird as trés retas na janela de visualiza¢ao 3D, como pode

ser visto na Figura [51]
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Figura 51 — Interpretagio Geométrica do Sistema D

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

O outro caso que iremos mostrar agora, € o caso em que se tém trés planos paralelos
entre si, dois a dois, neste caso como os planos sao todos paralelos, ndo hé intersecao
entre nenhum dos planos, ou seja, nao ha pontos em comuns, desta forma o sistema é

classificado como impossivel. Vejamos um exemplo numérico, consideremos o sistema

r—y+z=1
E=4q 32—-3y+32=38
6x — 6y + 62 =11

A Figura[52]ilustra a interpretacdo geométrica do sistema linear E, onde foi inserido

as trés equacgoes do sistema no GeoGebra e alterado as cores dos planos para melhorar a
visibilidade.
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Figura 52 — Interpretacao Geométrica do Sistema E

+ Janela de Algebra | * Janela de Visualizagao 3D

| ~ fiv [:] - - - - -
® eqlix-y+z=1
® eq2:6x-6y+6z=11
|. eqd:3x-3y+3z=28

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Um caso bem parecido com o que acabamos de apresentar é o caso onde se tém

dois planos coincidentes e um terceiro plano paralelo a esse dois planos coincidentes.

O sistema ¢ dito impossivel, pois ao escalonar o sistema se obterd uma linha nula,

e uma igualdade nao valida, por exemplo, dado o sistema

r—y+z=1
F=4 32—-3y+32=3
6x — 6y + 62 =11

Ao escalonar o sistema nota-se que a segunda equacao serda anulada e na tltima
equacao teremos a igualdade 0 = 5 que é um absurdo, mostrando assim que o sistema é
impossivel. A interpretacao Geométrica é analoga com o caso dos trés planos paralelos,

sendo assim, nao sera exibir a imagem desse exemplo feito no GeoGebra.

O ultimo caso ¢ quando o sistema gerara dois planos paralelos entre si e um terceiro
intersectando os dois planos gerando duas retas paralelas entre si, tornando-o o sistema

impossivel, pois nao havera pontos que resolverao as trés equacoes ao mesmo tempo.

Por exemplo, tomemos com exemplo numérico o sistema

r—y+z=1
G=1 2x—2y+2z=5
6 — 6y + 2 =11
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Plotando as equagoes do sistema GG no GeoGebra, pode-se notar que dois planos
sao paralelos e um outro intersecta os dois planos, para visualizar as retas que representam
as intersegao, deve utilizar a ferramenta ‘Intersecao de Duas Superficies’ e selecionar dois
a dois os planos que se intersectam. Desta maneira o GeoGebra exibira as retas como

mostra a Figura

Figura 53 — Interpretacao Geométrica do Sistema G

eql:x-y+1=1

eq2:2x -2y+21=5
eqd:Bx-By+z=11

f: X=(1.77,0.07,0.8) + A (10,10, 0)
0: X=(1.92,-0.08, -1} + A (5, 5,0)

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

3.1.4 Resolucao de Sistemas Lineares na Janela CAS

A janela CAS é um ambiente que os usuérios/professores podem trabalhar a
resolucao de sistemas lineares com numero de equagoes ilimitado, e no ponto de vista
didatico, os resultados quando se tem sistemas possiveis e determinados, sao expressados
na forma fracionaria quando necessario, aproximando assim do habitual trabalhado em

sala de aula.

Outro ponto positivo do uso da janela CAS é a interacao que pode ser feita com a
janela de visualizacao basica e a janela de visualizacao 3D ou seja, ao resolver um sistema
linear de trés equacoes e trés incognitas por exemplo, pode-se utilizar a visualizagao dos

planos na janela 3D para a realizacao da interpretacao grafica.

Vejamos como pode ser resolvido um sistema linear 2 x 2 utilizando a janela CAS

com um exemplos numéricos.
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. ) . 20 — 3y =13
Seja o sistema linear .
3x + 5y =10
Primeiramente, deve-se inserir na linha 1 da janela CAS a equacao 1 do sistema
linear, para isto, com o icone ‘Avaliar Simbolicamente’ selecionado, digita-se na linha 1-
2z — 3y = 13 e depois clique na tecla Enter. Em seguida na linha 2, digita-se a segunda

equacao 3z + 5y = 10, concluindo a inser¢ao das equagoes do sistema linear (Figura .

Figura 54 — Equacoes do Sistema Linear na Janela CAS

2 ¢ GeoGebra Classi

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A v | x a=2 Mover
® /'/ M’H &—) @ @ '/\{E ® NG T ‘_:H‘ Arraste ou sel
» Janela de Algebra & | » célculo Simbdlico (CAS)

2x-3y=13

+ 2x—3y=13

1

3x+5y=10

+ 3x+5y=10

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Para se obter a representacao grafica das equagoes, deve-se selecionar o botao que
esta logo a baixo do niimero que marca a linha da equagao, assim a “bolinha” ficard
selecionada, a equacdo serd exibida na janela de Algebra e neste caso como se trata de
retas, a representacao grafica pode ser vista na janela de visualizagao basica e/ou na janela
de visualizagao 3D. A Figura [55] ilustra a representacao grafica das retas na janela de
visualizacdo bésica, as equacoes na janela de Algebra e as equacoes nas linhas 1 e 2 da
janela CAS.
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Figura 55 — Representacao Grafica do Sistema Linear

» Janela de Algebra B¢ [ » Calculo Simbdlico (CAS) X[ = Janela de Visualizagdo
® eq2:3x4+by =10
® eql:2x—-3y =13 1
® + eql:2x—3y=13

2 eq2 = 3x + 5y =10 \
) el
L

+ eq2:3x+hy=10

eql =2x-3y=13 [:] -

0 1 2 3 \é & 7
-1

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Com a visualizagao da representacao grafica do sistema linear, pode-se classificar o
sistema, mas como a ideia é resolver o usuario pode utilizar da janela de visualizacao e
com a ferramenta ‘Intersecdo d Dois Objetos’ selecionar as duas retas que o GeoGebra

exibird o ponto de intersecao, caso haja, que ¢ a solugao do sistema.

Mas na janela CAS tem-se também uma ferramenta que resolve sistemas lineares,
chamada ‘Resolver’. Para utiliza-la deve-se primeiro selecionar a linha 1 e a linha 2, que
para isso o usuario tera que clicar com o botao esquerdo do mouse na linha 1 e em seguida
com a tecla Ctrl selecionada clicar na segunda linha que contém a segunda equagao do
sistema linear. Com as duas linhas selecionas, clique na ferramenta ‘Resolver’ que o

GeoGebra exibird na linha 3 a solugao do sistema, como podemos observar na Figura [56]

Figura 56 — Solucao do Sistema Linear na Janela CAS

¥ Janela de Algebra A | » Calculo Simbolico (CAS)
eql: 3x+5y =10 ; eq2 == 2x - 3y = 13
eq2: 2x—3y = 13

+ eq2:2x—3y=13

5 | eql=3x+5y=10

-+ eql: 3x+hy=10

3 | 1eg2.eql}
Resolver {{x =5,y =—1}}

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Nas linhas de comando da janela CAS, também podem ser digitados alguns coman-
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dos, como por exemplo o comando ‘Resolver(<Lista de Equagoes>, <Lista de Varidveis>)’,
que também pode ser utilizado para resolver sistemas lineares. No exemplo da Figura
temos que a equacao da linha 1 foi nomeada automaticamente para ‘eql’ e a equacao da
linha 2 para ‘eq2’. Utilizando esses nomes pode-se resolver o sistema linear, na linha 3 com
o comando ‘Resolver(<Lista de Equagoes>, <Lista de Varidveis>)’ digitado, substitua
<Lista de Equagoes> por ‘{eql, eq2}’ e <Lista de Varidveis> por ‘{x,y}’, que o GeoGebra

resolverd o sistema linear (Figura |57)).

Figura 57 — Resolugdo com o Comando Resolver

» Janela de Algebra [ | » Calculo Simbélico (CAS)
:eq2:3x+5y:1[| 1 eql = 2x- 3y = 13

eql: 2x—3y = 13
[ ] + eql:2x—3y =13

eq2 =3+ 5y =10

]

® + eq2:3Ix+5y=10

Resolver({eq1.eq2}, iy}
-+ {{1 =5y= _1}}

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra
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4 METODOLOGIA

Neste capitulo apresentaremos os conceitos metodologicos que nortearam a pesquisa
e o comportamento do pesquisador na elaboragao de um minicurso, na coleta e analise
dos dados para elaborar um material que possa auxiliar na resolucao da problematizacao

apresentada anteriormente no presente trabalho.

Utiliza-se neste trabalho a Pesquisa Qualitativa como base nas orientagoes para
todo o desenvolvimento, bem como a utilizagao do Questionario e de Formulario como
meio de adquirir informagoes para a complementacao do trabalho final. A seguir, seréd
apresentada a Pesquisa Qualitativa e suas caracteristicas, as quais serao obedecidas pelo

pesquisador no presente trabalho.

4.1 METODOLOGIA QUALITATIVA

Sobre a pesquisa qualitativa, (POUPART JEAN E DESLAURIERS, 2008) afirma
que o cientista é ao mesmo tempo o sujeito e o objeto de suas pesquisas, alegando que
o desenvolvimento da pesquisa é imprevisivel e que o conhecimento do pesquisador é
parcial e limitado, deixando claro que em nenhum momento o pesquisador tem o dever de
saber quais resultados esperar em sua pesquisa, até porque a Pesquisa Qualitativa busca

resultados nao quantitativos.

Para efeito deste trabalho, a pesquisa de campo foi realizada em um tinico ambiente,
sendo na forma on-line, com graduandos e professores de Matematica de praticamente
todo os estados brasileiros, e alguns de outros paises. O pesquisador teve participacao
direta com a pesquisa, gerenciando os acontecimentos, coletando e analisando os dados

para o desenvolvimento e aprimoramento.

Para (LUDKE; ANDRE, 2011) uma das caracteristicas da Pesquisa Qualitativa é
que todos os seus dados coletados geram um material rico em descrigoes e considerados
importantes, fazendo com que o pesquisador fique atento para qualquer possivel elemento

essencial para a melhor compreensao do problema estudado.

A coleta de dados para a realizacao deste trabalho foi feita por meio de questionario
para conhecer os fornecedores das informagcoes para o aprimoramento do trabalho, por
meio de formulario para a coleta de dados do tipo feedback ao final do minicurso e a troca
de informacoes por meio de didlogos. As informagdes obtidas foram analisadas e colocadas

em pratica no trabalho, na tentativa de aprimorar o estudo.

A analise dos dados utilizada foi o formulario, onde sua leitura foi uma interpretacao
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das informacoes adquiridas que contribuiram diretamente para o desfecho do trabalho.

4.1.1 Pesquisa Participante

Este trabalho adotou a pesquisa participante, que se caracteriza pelo envolvimento
e identificagao do pesquisador com as pessoas investigadas. Supostamente criada por
Bronislaw Malinowski na tentativa de conhecer os nativos das ilhas Trobriand, ele se
tornou um nativo, rompendo com a sociedade ocidental, mondando tenda nas aldeias que
desejava estudar, aprendendo suas linguas e observando a vida cotidiana (FONSECA|
2002).

A autora (FAERMANN| 2014) E], em um dos seus trabalhos ressalta que a pesquisa
participante é ancorada na abordagem qualitativa, direcionada para a realidade social dos
sujeitos, suas experiéncias, suas culturas e seus modos de vida, prevendo uma aproximagao

do sujeito e o objeto de estudo.

Fica claro que neste trabalho a participacdo do pesquisador na pesquisa e o seu
envolvimento com o objeto de pesquisa, e isto vai mais além, o interesse por realizar a
pesquisa esta vinculada na caminhada do pesquisador desde o Ensino Médio até o presente

momento de professor, demostrando que sua identificacao ao objeto de estudo.

Mas em muitos pontos pode-se assimilar algumas caracteristicas da pesquisa
participante e pesquisa ac¢ado, e na tentativa de esclarecer, destacamos a diferenciacao
feita por (BRANDAO; THIOLLENT] |1984), em que a pesquisa-agao tem como objetivo
contribuir para o desenvolvimento de uma agao nao rotineira e a pesquisa participante
nao é necessariamente, pesquisa-acao, dado que, em alguns casos, refere-se as experiéncias
de observadores participantes ou quando a participagao dos pesquisadores consiste em
aparente identificagdo com os valores e os comportamentos que sao necessarios para sua

aceitacao pelo grupo considerado.

4.1.2 Questionario

Segundo (GERHARDT; SILVEIRA, 2009) o questionéario é um instrumento de
coleta de dados constituidos por uma série ordenada de perguntas, que devem ser respon-
didas por escrito e sem a presenca do entrevistador. No contexto do momento em que a
pesquisa foi desenvolvida, a aplicacao de questionario ¢ uma forma pratica para alcancar

maiores resultados mais pessoas entrevistadas num curto tempo.

Algumas vantagens fazem o questionario um bom instrumento de coleta de dados,

tais vantagens descritas por GERHARDT: economiza tempo e viagens e obtém grande

I Assistente social, doutora pela PUC-SP
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numero de dados, atinge maior nimero de pessoas simultaneamente, abrange uma area
geografica mais ampla, economiza pessoal, tanto em treinamento quanto em trabalho
de campo, obtém respostas mais rapidas e mais precisas, propicia maior liberdade nas
respostas, em razao do anonimato, d4 mais segurancga, pelo fato de suas respostas nao
serem identificadas, expoe a menos riscos de distorgoes, pela nao influéncia do pesquisador,
da mais tempo para responder, e em hora mais favoravel, permite mais uniformidade
na avaliacao, em virtude da natureza impessoal do instrumento, obtém respostas que

materialmente seriam inacessiveis.

Mas também deixa claro algumas desvantagens como: a pequena percentagem dos
questiondrios que voltam e os que retornam deixam grande nimero de perguntas sem
respostas, nao pode ser aplicado a pessoas analfabetas, nao é possivel ajudar o informante
em questoes mal compreendidas, leva a uma uniformidade aparente devido a dificuldade
de compreensao por parte dos informantes, uma questao pode influenciar outra quando
é feita a leitura de todas as perguntas antes do inicio das respostas, a devolucao tardia
prejudica o calendério ou sua utilizacao, o desconhecimento das circunstancias em que
foram preenchidos torna dificil o controle e a verificagao, nem sempre é o escolhido quem
responde ao questionario, invalidando, portanto, as respostas, exige um universo mais

homogéneo.

(GERHARDT; SILVEIRA [2009) também deixa claro os trés tipos de perguntas

que pode estar presentes no questionario sendo elas:

Perguntas abertas: Sao aquelas que o informante responde livremente, expondo
sua opiniao e o entrevistador anota tudo o que for declarado no caso de entrevistas, caso

seja digital o entrevistador aceita a resposta por completo sem cortes e mudanca de opiniao.

Perguntas fechadas: Sao aquelas que o informante deve escolher uma resposta
entre as opgoes posta em uma lista predeterminada, indicando aquela que mais se aproxima

a sua opiniao.

Perguntas mistas: Sao aquelas em que, contém uma lista de respostas predeter-
minadas e mais um campo aberto, onde o informante pode expressar sua opinido, caso

nao tenha encontrado nenhuma que assimile com a sua.

Neste trabalho foram utilizados utilizados questionarios de perguntas abertas e
fechadas, para obter informagoes sociais como, qual cidade reside, grau de escolaridade e
informagoes sobre o conhecimento do software GeoGebra, se ja utilizardao o GeoGebra, na

tentativa de ter um maior conhecimento dos participantes da pesquisa.

O questionario (APENDICE A) foi o tinico utilizado, e esse questiondrio foi utilizado
para que os participantes se inscreve-sem no minicurso, no qual foi fonte da coleta de

dados desta pesquisa.
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4.1.3 Formulario

No caso do formulario, (GERHARDT; SILVEIRA]| 2009)) informa que é uma cole¢ao
de questoes formuladas e anotadas por um entrevistador, geralmente utilizadas face a
face com o entrevistado. As perguntas devem estar ordenadas, das mais simples para as
mais complexas de modo que possibilita uma tnica interpretacao. Gerhardt diferencia
questionario e formulario pelo método de preenchimento, onde o questionario é preenchido

pelo entrevistado, e o formulario pelo entrevistador.

No caso deste trabalho, o formulario também foi preenchido pelo entrevistado, pois a
pesquisa se desenvolveu durante a pandemia da COVID-19. E o formulario (APENDICE B),
foi utilizado para coletar um feedback dos participantes, no qual as perguntas estavam
interessadas em saber a satisfacao dos participantes no minicurso, as consideracoes e
opinides para o aprimoramento do minicurso e os aspectos que o minicurso foi mais 1teis

ou valiosos.

As vantagens de se utilizar formulario citados por (GERHARDT; SILVEIRA| 2009)
sao: Utilizados para quase todos os segmentos da populacao, alfabetizados, analfabetos
e populacgao heterogéneas; Presenca do pesquisador; Flexibilidade para adaptar-se as
necessidades de cada situagao; Obtencao de dados mais complexos e uteis; Uniformidade

dos simbolos.

Ja nas desvantagens, indica a falta de liberdade nas respostas, quando o entrevis-
tador esté presente; Risco de distorgoes, devido a influéncia do aplicador; Menor prazo
para responder as perguntas; Mais demorado, por ser aplicado a uma pessoa de cada
vez; inseguranca nas respostas e nao conseguir atingir pessoas distantes. No caso desde
trabalho, muitas das desvantagens citadas nao se aplicou, pois o formulario foi preenchido
pelos entrevistados e com um periodo para responder de sete dias, via formulario Google
forms. Entretando, o niimero de formulérios e questionérios retornados foi menor do que

o numero de entrevistados.

4.2 APLICACAO DA IDEIA

Nesta secao sera apresentada a aplicagao da ideia. A segao descreve a aplicagao
de um minicurso realizado na forma remota para um publico cursista constituido por
professores e pessoas interessadas no tema, detalhando o que foi trabalhado no minicurso
em cada dia de sua aplicagdo. O presente subcapitulo mostra de que modo a ideia do uso
do GeoGebra nas aulas de Matemética pode ser explorada, nao sé na drea da Algebra,
mas também nas demais areas como Célculo, Geometria, Estatisticas, estudos de fungoes

e outras.
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Sao feitas ligagoes das ideias aplicadas no minicurso com partes deste trabalho,
citando ferramentas, comandos e métodos de construcao. Também apresenta exemplos

utilizados no minicurso e como foi disponibilizado as informacgoes para os cursistas.

4.2.1 A Dinamica do Minicurso

Na tentativa de compartilhar a ideia que levou a essa pesquisa, pensou-se na criacao
de um minicurso intitulado "O uso da planilha de célculo do software GeoGebra no ensino
de Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares'. Entretanto, para que esse minicurso se
concretizasse, foi necessaria a elaboragao de uma estratégia para que o mesmo acontecesse
durante a pandemia da COVID-19 (tomando todos os cuidados necessarios). Visto que isso
seria um grande problema, a solucao foi realizar o minicurso de forma online, utilizando a
plataforma do Google Meef?]|

O minicurso foi realizado em parceria com a Universidade do Estado de Mato
Grosso (UNEMAT) e apoiado pelo Projeto de Apoio ao Ensino de Matematica (PAEM),
no qual auxiliaram na certificacdo dos participantes e dos organizadores com a carga

horaria de 8 horas.

De inicio foi-se pensado em aplicacao para 40 participantes, mas visto que a procura
foi de forma satisfatoria, acabou-se disponibilizando 150 vagas, no quais foram esgotadas
em um periodo de 72 horas. As inscri¢oes foram realizadas via questionario criado no
Google Forms (Apéndice A), no qual conseguimos algumas informagoes dos participantes

em relacao ao uso do GeoGebra, nacionalidade, naturalidade e formacao académica.

A proposta do minicurso consistiu-se na instrumentalizagdo do ensino do conceito
de Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares utilizando o GeoGebra, servindo como
apoio e incentivo aos professores de Matematica e a todos os interessados em atuar na

adrea de Matemaética.

Ministrado pelo pesquisador, o minicurso foi desenvolvido no formato online e
contou com participantes de praticamente todos os estados brasileiros e com participantes
de Angola e Chile. O publico cursista era composto por professores mestres e doutores e
graduandos em Matematica, por professores de Fisica e pessoas interessadas no tema do

minicurso.

O Minicurso foi dividido em dois médulos. No primeiro moédulo, realizado em
6 de fevereiro foi ensinada a instalacao do software GeoGebra e também foi feita uma

apresentacgao do software como descrito no Capitulo [I}

No primeiro encontro, contamos com a participagao de 87 inscritos e como para

alguns seria a primeira interacao com o GeoGebra, foi deixado um total de 3 horas para

2 Programa de videoconferéncias do Google.
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essa primeira parte. Além disso a apresentacao foi gravada e disponibilizada para os
participantes e para o publico em geral no Youtube, para que pudessem rever os passos

decorrido no minicursos.

Apresentamos o segundo médulo No dia 13/02/2021. Este médulo ficou reservado
para o desenvolvimento do tema principal Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares.
Iniciamos com a construcao de matrizes na planilha de calculo do GeoGebra. Em seguida,
foi mostrado como ¢ feita a renomeacao das matrizes e realizamos algumas operagoes,
como adi¢ao e subtragao de matrizes, multiplicacao entre duas matrizes utilizando o campo
‘Entrada’. Também foi feita a multiplicacdo de matrizes utilizando uma célula livre da
planilha, desta forma comparamos onde cada matriz produto fica localizada. Foi mostrado
na sequéncia, a utilizagdo do comando ‘MatrizTrasposta(<Matriz>)’, para que pudessem

encontrar a matriz transposta de uma matriz qualquer criada no GeoGebra.

O préximo ponto do minicurso foi calcular o determinante de uma matriz quadrada,
primeiramente utilizamos o comando ‘Determinante(<Matriz>)’ e depois foi mostrado a
programagcao das células da planilha do GeoGebra para realizar o calculo do determinante
de matrizes de ordem 3, utilizando a regra de Sarrus, como pode ser visto no Capitulo 2
na secao [2.2]

Para mostrar uma aplicagdo de matrizes utilizando o GeoGebra, foi trabalhado a
translacdo, reflexao e rotacao de figuras. Neste momento, foi pedido que os participantes
criassem um poligono qualquer na janela de visualizagao, depois transcrever as coordenadas
dos vértices do poligono nas células da planilha do GeoGebra, de forma que a coordenada
x ficasse em uma célula e a coordenada y ficasse na célula logo a baixo (Figura . O
exemplo utilizado no dia do minicurso foi um poligono de cinco vértices localizados nas
seguintes coordenadas, ponto A = (1,4), B = (0,1), C = (4,1), D = (3,2), e o ponto
E = (4,4), gerando o poligono da Figura [59|

Figura 58 — Posicao das Coordenadas dos Pontos nas Células

-~ Planina
Eiv /[ BEEISY EH>
513 7
A | B | T D E
1 0 4 4
2 a 1 1 2 a
:

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.
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Figura 59 — Poligono Exemplo

A E
a4
3
D
2]
E [
1

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Apés terem colocados os pontos na planilha do GeoGebra, foi pedido para que

criassem uma matriz
1 0 4 3 4

41 1 2 4

Pl=

com todos os pontos colocados na forma de coluna, dando a entender que a matriz fazia

referencia ao poligono criado.

Iniciamos trasladando o poligono da Figura 4.2 duas unidades para a direita no eixo
x e uma unidade para cima no eixo y. Para isso, foi pedido que os participantes criassem
uma matriz 7' de mesma ordem que a matriz P1, mas que os elementos a;; = a2 = a13 =
(14 = Q15 = 2 € 0S A9 — G99 = Q93 = A34 = A9; = 1, € em seguida eles deveriam realizar a
operacao de adicao entre a matriz P1 e a matriz 7" em uma célula livre da planilha do

GeoGebra, gerando a matriz que translada os vértices do poligono.

Para finalizar a translacao, com a ferramenta ‘Poligono’ selecionada, os participantes
foram selecionando os vértices obtidos com a adicao das duas matrizes, lembrando que os

vértices estavam na forma de coluna, gerando assim, a Figura
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Figura 60 — Poligono Transladado

5
Poligong transladado
&4
| /
2

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Na continuacao do minicurso, foi feita a reflexdo do mesmo poligono em relacao

a0 eixo y e ao eixo x. Para a reflexdo em relacdo ao eixo y, o participantes criaram uma

-1 0
matriz R de ordem 2 da forma ( 0 1) , pois quando realizassem a multiplicagao com a

-1 -4 -3 —
v _ 0 -4 -3 —4
4 1 1 2 4

que é a reflexdao dos vértices do poligono P1 em relacao ao eixo y, lembrando que os pontos

matriz P1, geraria a matriz

estao na forma de colunas nas matrizes.

Para a reflexao em relacao ao eixo x, o que os participantes tiveram que alterar foi

a matriz R. Para realizarem a reflexao em relagdo ao eixo x, a matriz R tinha que ser da

10
forma (O 1), que ao realizar a multiplicagdo com a matriz P1, resultava na matriz

1 0 4 3 4
X = )
-4 -1 -1 -2 —4
A Figura ilustra as reflexdes em relagdo ao eixo y e z quando os participantes

realizaram a plotagem dos vértices das matrizes Y e X na janela de visualizagao.
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Figura 61 — Reflexao do Poligono

reflexfo em relac&o ao sixo y
il K A E

reflexfo em relacéo ao eixo x

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra;

Uma outra aplicagdo das matrizes mostrado no minicurso foi a rotacao de um
poligono qualquer por um angulo fixo em relacao ao ponto de origem do plano cartesiano.
Neste momento do minicurso os participantes ja tinham uma certa autonomia, entao
foi pedido que eles criassem um novo poligono com os vértices nos pontos A = (1, 1),
B=(4,3),C=(4,2), D=(5,1) e E=(1,1). Note que o ponto A é igual ao ponto E,

isto foi necessario para que o poligono fechasse.

Em seguida os participantes deveriam criar uma matriz P com os pontos do poligono
colocados nas colunas da matriz, iniciando com o ponto A e terminando com o ponto F.
Depois deveriam criar um controle deslizante «, onde seria controlado o valor do angulo

de rotacao.
Por ultimo deveriam criar a matriz de rotagao da seguinte forma

R cos(a) —sen(a)
sen(a  cos(a)

na planilha do GeoGebra.

Com a matriz de rotagdo e a matriz dos pontos que representam os vértices do
poligono prontas, os participantes deveriam escolher um angulo qualquer no controle
deslizante que os valores das entradas da matriz de rotacao iam se alterando automatica-
mente. Para realizar a rotacao do poligono de um angulo a em relagao a origem do plano
cartesiano, os participantes realizaram a multiplicagdo da matriz R (rota¢do) e a matriz P,
a matriz resultado era as coordenadas dos pontos que representam os vértices do poligono

rotacionados.
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Para a visualizacao ficar completa, restava eles selecionar a ferramenta ‘Poligonos’ e
selecionar os pontos obtidos na matriz resultante do produto R- P na janela de visualizacao.
A Figura [62] ilustra a rotacdo do poligono P em 180 graus em relagdo ao ponto de origem

do plano cartesiano.

Figura 62 — Rotagao em Torno do Ponto (0,0)

Fonte: elaborado pelo autor no software GeoGebra.

Mais um ponto apresentado no minicurso, foi a programacao das células da planilha
de calculo do GeoGebra para a realizacdo de escalonamento de matrizes de ordem 3. A
programacao realizada no minicurso é a mesma utilizada no Capitulo 2 na segao [2.1.5.1}
mostrando para os participantes que pode-se resolver sistemas lineares com auxilio de

matrizes.

Na tultima parte do minicurso, apresentamos a janela de visualizagao 3D e a janela

CAS na representacao geométrica dos sistemas lineares e na resolugdo como ja descrito no
Capitulo 3 nas segoes el3.1.4

Da mesma forma que no primeiro encontro com os participantes, a apresentagao
do minicurso foi gravada e disponibilizada na plataforma YouTube, para que os mesmos

pudessem rever os passos desenvolvidos durante o decorrer do minicurso.

Ao final do minicurso foi enviado por e-mail aos participantes um formulario de
feedback do minicurso (Apéndice B), que nos possibilitou realizar algumas corregoes para

a escrita deste trabalho e nos incentivou ainda mais escrever sobre o tema.
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4.3 ANALISE E DISCUSSAO DE DADOS

Esta secao possui dados da pesquisa realizada com os participantes do minicurso
realizado pelo pesquisador, onde sera apresentada a seguir uma anélise dos dados obtidos
nas respostas do questionario e do formulario, excluindo as perguntas e respostas que
relacionam dados pessoais dos participantes. O objetivo desse trabalho é analisar o perfil
dos participantes do minicurso em relagao ao conhecimento do software GeoGebra e o
uso do mesmo, também adquirir informacoes para aprimorar a ideia geral do trabalho e

melhorar os conhecimentos em relagao ao tema.

4.3.1 Dados da Pesquisa

A coleta de dados utilizada neste trabalho foi realizada por meio de questionario e
formulario elaborados na plataforma do Google Forms, com questoes abertas e fechadas. O
questionario de inscri¢do do minicurso foi disponibilizado por meios de grupos de WhatsApp
e na pagina da Universidade Estadual de Mato Grosso no dia 26/01/2021, com fechamento
das inscri¢oes quando atingisse 150 inscritos, no qual aconteceu no dia 28/01/2021. J& o
formulario de feedback foi encaminhado para os participantes do minicurso via e-mail no
dia 15/02/2021, onde poderia receber respostas até o dia 22/02/2021.

4.3.1.1 Questionario de Inscricao
A analise foi realizada utilizando os gréaficos e tabelas fornecidos pelo Google Forms,
cabendo ao pesquisador interpretar as respostas e criar graficos quando se fosse necessario.

A primeira questao a ser analisada é :
4- Grau de Fscolaridade

Conforme os resultados demostrados (Gréafico 1), a escolaridade dos participantes
do minicurso variava de graduados e cursistas de cursos superiores e doutores, onde 58,67%
eram graduados ou cursava algum curso superior, 23,33% cursava ou ja tinha concluido
alguma especializacao, 16,67% eram mestres ou estava mestrandos e 1,33% eram doutores

ou doutorandos.
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Grafico 1: Grau de Escolaridade

Quantidade por Grau de Escolaridade

CURSANDO GRADUACAO/ CURSANDO MESTRANDO, MESTRE DOUTORANDOS/
GRADUADOS ESPECIALIZACAO/ DOUTORES
ESPECIALISTA

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

A segunda questao a ser analisada é uma questao fechada, onde se perguntava:

5- Conhece o software GeoGebra?

Obteve-se as seguintes respostas:

Grafico 2: Conhecimento do Software GeoGebra

Relacdao ao Conhecimento do
Software

m Sim, mas ndo utilizo

m Sim, ja utilizo em minhas
aulas

M M3o conhego

Fonte: elaborado pelo autor (2021).
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O Gréfico 2 demostra que 34% dos participantes do minicurso ja tinham conhe-
cimento do software GeoGebra e ainda utilizavam em suas aulas, ja 49% conheciam o
software mas nao utilizavam-o em aulas e também demostra que 17% dos participantes

nao conheciam o GeoGebra.

Ao analisar esta questao, e perceber que um numero consideravel de participantes
nao tinham nenhum conhecimento do software, fez com que o autor desenvolvesse um
minicurso mais detalhado, no primeiro médulo para servir como base para essa porcentagem

de participantes.

A 1ltima questdo a ser analisada do questionério de inscricio (APENDICE A), foi

a seguinte:
6- Possui smartphone ou computador? Qual?

E as resposta que obteve-se foram as seguintes:

Grafico 3: Meios de Acesso dos Participantes

Disponibilidade de Smartphones ou
m Computador

E

B S5im, 50 smartphone

B 5im, s6 computador

Sim, ambos

o1

Fonte: elaborado pelo autor (2021)

Como se tratava de um minicurso na forma online, saber a disponibilidade de
acesso dos participantes era de alta necessidade, e como demostra o (Grafico 3) 91% dos
participantes possuiam computadores e smartphones, 5% somente computador, 3% sé
smartphone e 1% dos participantes nao possufam nenhum dos dois, mas participaram com

algum meio emprestado.

O questionario de inscri¢ao foi analisado apds o pesquisador ter criado a progra-

macao do minicurso, o que poderia ser feito da forma ao contraria, pois poderia mostrar
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outros pontos nao pensados pelo pesquisador no momento da elaboragao dos temas e da

mecanica do minicurso.

4.3.1.2 Formulario de Feedback

As questoes do formulario utilizadas sd@o do tipo abertas e fechadas, e as analises
foram feitas utilizando graficos e quadros. As questoes abertas utilizou-se um enquadra-

mentos de respostas, aproximando respostas com contextos paralelos.

No caso do formulario de Feedback, como o preenchimento nao fez obrigatorio a todos
os participantes, foram contabilizados 55 formularios respondidos nos quais apresentaram

as seguintes respostas paras as questoes que nao envolviam dados pessoais.

Questdo 3- “Quais dias do minicurso vocé participou?”

Obteve-se as respostas:

Grafico 4: Numero de Participantes por dia de Minicurso

Numero de Participantes por dia

4

06/02/2021 06 E 13 /02/2021

Fonte: elaborado pelo autor (2021)

Conforme os resultados demostrados (Grafico 4), cinquenta e um participante
participaram dos dois dias do minicurso, o que representa 92,73% dos participantes que
preencheram o formulario e quatro participantes responderam que participaram apenas
no primeiro dia de minicurso e representam 7,27% dos participantes que preencheram o

formulério.

O ntmero menor de formularios preenchidos esta coerente como uma das desvanta-

gens de aplicar coleta de dados via online, citadas por GERHARDT (2009). Pela gravacao
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do minicurso, pode notar a presenca de 81 participantes no primeiro dia de minicurso
(06/02/2021) e 67 participantes no segundo dia (13/02/2021).

Questao 4- “O que achou da escolha do tema do minicurso?”

Obteve-se as seguintes porcentagens nas respostas predeterminadas:

Grafico 5: Opiniao Sobre o Tema do Minicurso

Nivel de Satisfacdao na Escolha do

m Tema

M Excelente
B Muito Bom

Satisfatdrio

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

O (Gréfico 5), demonstra que 65% dos participantes que preencheram o formuldrio
acham a escolha do tema excelente, o que representa 36 participantes, 31% ou 17 partici-
pantes determinaram que o tema escolhido para o minicurso foi muito bom e 4% acharam
satisfatoria a escolha do tema, que representa 2 participantes, as opg¢oes de respostas

moderado e ruim, nao obtiveram nenhuma escolha e por esse motivo nao apareceu no
Grafico 5.

Uma outra coisa avaliada foi a satisfagdo em relagdo ao modelo do minicurso, no

caso a forma que o mesmo foi aplicado, forma online.
Questao 5- “O que achou do modelo do minicurso (aula online)?”

Apresentado no (Grafico 6), os dados revelam que 53% dos participantes que
preencheram o formulario de feedback acharam excelente a forma digital em que o minicurso
ocorreu, 42% escolheram a op¢ao ‘muito bom’, isto é 23 participantes tiveram estd satisfacao
e 5%, que representa 3 participantes acharam satisfatério a forma online do minicurso. Por

se tratar de um periodo onde o encontro com os participantes nao poderia acontecer, por
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motivos maiores, a ideia de realizar na forma remota foi vista como a principal maneira
entre o autor e o orientador do trabalho, e pelo indice satisfatorio das respostas dos
participantes, consideramos que foi uma escolha boa. As respostas ‘Ruim’ e ‘Moderado’

nao receberam nenhum voto, por esse motivo nao foi apresentado junto ao Gréfico 6.

Grafico 6: Opiniao em Relagao ao Modelo Aplicado do Minicurso

Satisfacao em Relagdo ao Modelo do
Minicurso

M Excelente
B Muito Bom

W Satisfatdrio

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Questao 6- “Sobre o conteudo apresentado no minicurso, diga o nivel de satisfacio?”

Conforme demostrado (Grafico 7), 28 participantes que correspondem a 51% das
respostas, acharam o tema do minicurso (Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares)
excelente, 44% ou 24 participantes acharam o tema muito bom e 5% satisfatério. Nenhum

participante achou o tema ruim ou moderado.
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Grafico 7: Nivel de Satisfacdo em Relacao ao Tema Apresentado no Minicurso

Satisfacdo em Relacdo ao Tema do
Minicurso

M Excelente
Muito Bom

W Satisfatorio

Fonte: elaborado pelo autor (2021)

Questdo 7- “Cite 3 ou mais pontos negativos do minicurso”

Para apresentacao das respostas obtidas, foi criado um quadro com as principais res-
postas, e respostas com a mesma interpretacao foi adicionadas nas que mais se adequavam.

E as respostas foram:

Quadro 1: Respostas mais Frequentes na Questao 7

Respostas mais Frequentes Numero de vezes Citadas
Carga horéaria curta 28
Falta de continuidade do Minicurso 15
Falta de atividades para os cursistas 10
Falta de material para os cursistas 6
Nenhum ponto negativo 24

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Dentre as respostas apresentadas no Quadro 1, conclui-se que o minicurso poderia
ter uma carga horaria maior ou até uma sequéncia detalhando mais o tema e podendo
estender para outros temas. Poderia ter sido disponibilizado um material de apoio para os
participantes antes de o minicurso acontecer ou apés o fim, mas que fique claro que este

trabalho sera disponibilizado apds a aprovacao.

Um outro ponto que poderia se visto, era a indicagao de atividades aos cursistas
durante o minicurso. Um ponto positivo entre os negativos é que para 24 participantes

nao teve nenhum ponto negativo.
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Questao 8- “Clite 3 ou mais pontos positivos do minicurso”

Obteve-se as seguintes respostas mais frequentes:

Quadro 2: Respostas mais Frequentes na Questao 8

Respostas mais Frequentes Numero de vezes Citadas
O tema escolhido/ apresentado 30
Didatica do palestrantes/ paciéncia 36
Organizac¢ao do minicurso 31
Horario e dias acessiveis 10

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Analisando o Quadro 2, destaca-se a didatica do palestrante, a paciéncia com os
cursistas iniciantes com o GeoGebra, a organizacao do curso que esta relacionada a escolha
da forma remota, a escolha da plataforma em que o minicurso foi apresentado e do software
em que foi aplicado o tema, que por sua vez, foi bem aceito pelos cursistas, sendo citado

omo ponto positivo 30 vezes.
Questao 9- “Quais aspectos deste minicurso foram mais iteis ou valiosos?”
As respostas mais frequentes obtidas sao:

Quadro 3: Respostas mais Frequentes na Questao 9

Respostas mais Frequentes Numero de vezes Citadas
Capacitacao dos professores para trabalhar

com o software GeoGebra 27

A maneira abordado o tema 11

Incentivo ao uso do software nas aulas 17

Todos os aspectos 13

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Considera-se aspectos do minicurso, o tema e a forma que foi abordado, a utilizacao
do minicurso, incentivo aos professores a comegarem a utilizar nas aulas, a forma (online)
em que o minicurso foi trabalhado, duragdo do minicurso. Dentre esses, o que achado mais
valioso foi a capacitacao dos professores, o que pode levar a pensar que foi um dos motivos

que levaram a grande busca pelo minicurso.

Como um dos objetivos do trabalho, incentivar os professores a utilizarem o
GeoGebra nas aulas de Matematica ou em areas afins foi a segunda mais indicada como

valiosa.
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Questao 10- “Como vocé melhoraria este minicurso?”

Arrecadou-se as seguintes respostas:

Quadro 4: Respostas mais Frequentes na Questao 10

Respostas mais Frequentes Numero de vezes Citadas

Diminui¢ao da carga horaria por dia e

aumentando o numero de dias 26

Disponibilizacao de material

Aplicacao de atividades

Trabalhar sequéncias didaticas e

outros conteudos 8

Nao mudaria nada 12

Fonte: elaborado pelo autor (2021).

Notavelmente, a op¢ao de aumentar os dias de curso com a carga horaria menor
foi a mais citada, seguida da opcao de nao alterar nada. Destaca-se também que o
numero de citagoes em relagao a aplicagdo de atividades durante o minicurso e trabalhar
outros conteidos além do tema em destaque. Uma cobranga durante o minicurso foi
da disponibilidade de algum material para os cursistas, para auxiliar nas construcoes e

algumas fungoes que necessitam de mais atencao ou mais tempo.

Questao 11- “De seu feedback geral do minicurso”

Foi destacado 3 respostas que representam de forma geral as demais respostas

recebidas.

feedback 1:

“O profissionais da drea da educagdo precisa estar atentos das inovacoes tecnologicas.
Dessa forma, o presente minicurso foi essencial para a capacita¢ao de professores de
matemdtica e dreas afins, onde, contribuiu de forma ampla fortalecendo os saberes
docentes. O uso das Tecnologias de Informagoes e Comunicagoes (TICs) estio presente no
curriculo de ensino de matemdtica nos diferentes niveis do ensino basico e superior.
Assim sendo, este minicurso foi de extrema importancia para o cotidiano do professor de

matemdtica, onde o mesmo levard para o ambito escolar novas agoes metodologicas.”
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feedback 2:

“Curso muito bom, principalmente para quem nao conhecia o App, meu caso. Fiquei
muito interessada pelo App e, em assim que possivel, utilizdi-lo na prdatica docente. A
linguagem utilizada e a forma que a utilizou facilitou a compreensao até de leigos.

Parabéns pelo mini curso, espero ter a possibilidade de participar de mais destes!”
feedback 3:

“O software GeoGebra na disciplina da Matemdtica é excelente tem muitos mais ainda
para se aprender. Com relacao do curso muito organizado o professor explicou com
paciéncia e tirou todas as duvidas que ia surgindo dos alunos. se tiver outro me avise que

quero.”

Os feedbacks mostraram a importancia que o minicurso teve, tocando em um assunto
que apresenta estar em destaque que sao as Tecnologias de Informacdes e Comunicagoes
(TICs), contribuindo para a capacitagdo dos professores. Destaca-se também como o

GeoGebra pode ser versatil em relacao aos conteudos que pode ser abordados.

Questao 12- O minicurso lhe instigou a utilizacio do GeoGebra em suas aulas?

Na tentativa de descobrir com o minicurso, se a ideia deste trabalho cumpriria um

dos objetivos, a questao 12 apresentou as seguintes respostas:

Grafico 8: Verificacao se o Minicurso Instigou os Participantes a Utilizarem o GeoGebra
nas aulas

O Minicurso Instigou os Cursistas
a0

50
40
30
20

10

1

Sim Nio

Fonte: claborado pelo autor (2021).
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Demonstrado no Gréfico 8, 54 participantes que preencheram o formulario indicaram
que o minicurso instigou os cursistas a utilizarem o GeoGebra no ensino de Matematica
nas aulas de aulas. Um participante nao se sentiu instigado a trabalhar o software nas

aulas.

Com a anélise das questoes do questionario e do formulario pode adaptar alguns
pontos neste trabalho na tentativa de alcangar o maior nimero de pessoas, deixando o

mais claro possivel e atingir os objetivos projetados.
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CONSIDERACOES FINAIS

Tendo em vista que a tecnologia esta presente em quase tudo, e que a sociedade
se reorganiza com ela, espera-se que a educagao, em particular, o ensino de matematica,
acompanhe as mudancas sociais e culturais advindas destas. Entretanto, o ensino de
matematica estd acompanhando essas mudancas? a tecnologia esta sendo usada no ensino
de matematica? os professores estdao qualificados para trabalhar com softwares que possam
auxiliar no ensino de Matematica? Sao tantas perguntas, mas serd que o problema nao
estd nas respostas, ou na busca delas? Pensa-se em introduzir tecnologias no ensino, mas
pouco se pensa em como introduzir, em como qualificar e preparar os professores para

nova realidade.

Com esse problema em mente que o atual trabalho foi estruturado e desenvolvido,
baseando-se em dissertagoes sobre as tecnologias no ensino, dissertacao do programa
PROFMAT, artigos e livros, sempre na busca de informagoes para alcangar os objetivos

colocados inicialmente.

Relembrando o objetivo principal deste trabalho, que é instrumentalizar o ensino de
Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares, de maneira que os professores de Matematica
pudessem ter acesso a um material que os auxiliem e ao mesmo tempo estimulem o uso do

GeoGebra, considera-se que objetivo foi alcancado diante das informagoes coletadas.

Mas a caminhada até aqui foi ardua, a escolha do software GeoGebra deu-se por
se tratar de um software gratuito, de facil manuseio e por conter muitas ferramentas que
podem ser exploradas em varias areas, como Geometria, Calculo, Estatistica, estudo de

funcoes, entre outras.

E quanto a realizagdo do minicurso, como aplica-lo em periodo de pandemia? Quais
pontos selecionar para apresentar em um curso de 8 horas? Qual o grau de conhecimento
em relacio a este software os participantes do minicurso trazem de casa? Todas essas
perguntas nortearam a constru¢ao do minicurso aplicado. Contudo, as expectativas foram
superadas, come¢ando com o nimero de inscritos, que inicialmente foi pensado em oferecer
40 vagas, foi ampliado na tentativa de atender mais pessoas, visto que a procura, em
certo momento, ja havia ultrapassado 4 vezes o niimero inicial de vagas. A presenca e
participacdo dos cursistas foi algo a se destacar, ajudando na moldagem do trabalho,
de modo que deixasse o material em uma linguagem acessivel para todos os niveis de

professores, graduados, mestre e doutores.

Com a analise do questionario e do formulario, alguns pontos foram pautados em
relacao aos "olhares"dos cursistas, como a dificuldade de encontrar material para aperfeico-

amento do ensino com auxilio de tecnologias e a grande busca por capacitagao/qualificagao.
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Ainda sobre o minicurso, do ponto de vista dos cursistas, concluiram que ha muitas
recursos didaticos voltados ao uso de tecnologias, mas eles sentiram que faltam materiais

de apoio, como, por exemplo, manuais de instrugao.

Com a realizacao desta dissertacao, tive a percep¢ao que o ensino de Matematica
com o auxilio de ferramentas tecnoldgicas, neste caso o GeoGebra, pode levar a um ensino
significativo, de modo a ilustrar para os estudantes coisas que poderiam nao ser vistas
em um ensino sem tais ferramentas, visto que elas também contribuem para que alunos
e professores possam fazer conjecturas por meio da investigacao. Em outras palavras,
se o professor inserir em sua pratica docente o uso de uma ferramenta tecnolégica como
o GeoGebra, o ensino podera ser mais significativo e, assim, maiores possibilidades de

ocorrer também a aprendizagem do aluno.

Por fim, o presente trabalho faz o convite ao professores de matematica inserir o
uso de tecnologias digitais de informacao e comunicagao em sua docéncia, em especial, o

software GeoGebra.
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APENDICE A

Inscricao Para o Minicurso
“O uso da planilha de calculo do software GeoGebra no ensino de Matrizes, Determinantes

e Sistemas Lineares.”

Minicurso: O uso da planilha de calculo do software GeoGebra no ensino de Matri-
zes, Determinantes e Sistemas Lineares (via plataforma Google Meet).
Coordenador: Prof. Dr. Rogério dos Reis Gongalves.
Membros:
Prof*. Dra. Luciana Mafalda Elias de Assis,
Prof. Welington Ferreira da Silva.

Cronograma:

Dia: 06/02/21- 13:30 a 16:30
Instalacao do software GeoGebra versao 5 Classico;
Introducao ao software, conhecendo menus e ferramentas;
Conhecendo as janelas de visualizagao e visualiza¢ao 3D, janela CAS e Planilha de Célculo;

Realizacao de algumas construgoes.

Dia 13/02/21- 13:30 & 16:30
Criagao de matrizes na Planilha de Célculo;
Operagoes com Matrizes utilizando as células da Planilha e o Campo de entrada;
Sistemas Lineares na Janela CAS;

Discussao de Sistemas Lineares relacionando Matrizes e visualizagdo de retas e planos.

Carga Horéria: 8 horas.
Total de Participantes: 40.

Duvidas: welington.silva@unemat.br
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1- Nome completo:

2- E-mail:

3- CPF:

4- Grau de Escolaridade:

5- Conhece o software GeoGebra?

()Sim, mas nao utilizo. ( )Sim, ja utilizo em minhas aulas () Nao conhego.
6- Possui smartphone ou computador? Qual?

( )Sim, 86 smartphone  ( )Sim, s6 computador () Sim, ambos () Nao

7-Reside em qual cidade/estado?
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APENDICE B

Feedback do Minicurso!

Ol4 a todos, esse feedback do minicurso intitulado "O uso da planilha de calculo do
software GeoGebra no ensino de Matrizes, Determinante e Sistemas Lineares'. A execucgao
dessa atividade é fundamental para o Professor Welington Ferreira da Silva, pois suas

respostas serao usadas na dissertagao de mestrado, por favor serem sinceros.

A certificacao serd encaminhada apos a resposta do feedback, caso nao responda,
a certificacdo nao serd disponibilizada. Agradecemos pela participacao de todos e pela

colaboracao.
1- Nome completo:
2- E-mail:
3- CPF:

4- Quais dia do minicurso vocé participou?
() Apenas no 1° dia (06/02/2021) () Apenas no 2° dia (13/02/2021) () Nos dois
dias (06 e 13/02/2021)

5- O que achou da escolha do tema do minicurso?(Marque apenas uma op¢ao)
() Ruim () Moderado () Satisfatério () Muito Bom () Excelente

6- O que achou do modelo do minicurso (aula online)?(Marque apenas uma op¢ao)
() Ruim () Moderado () Satisfatério () Muito Bom () Excelente

7- Sobre o contetido apresentado no minicurso, diga o nivel de satisfacao?Marque
apenas uma opgao)
() Ruim () Moderado () Satisfatério () Muito Bom () Excelente

8- Cite 3 ou mais pontos negativos do minicurso.

9- Cite 3 ou mais pontos positivos do minicurso.

10- Quais aspectos deste minicurso foram mais 1teis ou valiosos?

11-Como vocé melhoraria este minicurso?
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12- De seu feedback geral do minicurso.

13- O minicurso lhe instigou a utilizagado do GeoGebra em suas aulas?

()Sim () Nao
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