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RESUMO

MORAES, P.C.P. A utilizacdo do Peer Instruction para analise do aprendizado e desen-
volvimento do discente no ensino remoto: uma aplicacdo com alunos do sexto ano sobre o
conceito de recorréncia. 2021. 103 f. Dissertacdo (Mestrado) — Colégio Pedro II, Pr6-Reitoria
de Po6s-Graduagdo, Pesquisa, Extensdo e Cultura. Programa de Mestrado Profissional em Ma-

tematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2021.

A presente pesquisa estd inserida na tematica Ensino de Matematica e trabalha com o seguinte
problema: elaborar ferramentas que estimulem a participagdo e comunicagao dos alunos, co-
mo também auxiliar os professores de Matematica a avaliar o entendimento do conceito de
Logica, em particular recorréncia, com estudantes do sexto ano do ensino fundamental por
meio do ensino remoto. O objetivo deste trabalho € contribuir para o processo de ensino e
aprendizagem de Matematica nesta modalidade de ensino que ficou evidenciada devido ao
momento atual de pandemia do Coronavirus. Foi utilizada para o desenvolvimento e argu-
mentacao do trabalho dissertativo a metodologia ativa do Peer Instruction, que ¢ um método
de ensino interativo, desenvolvido por Eric Mazur, professor da Universidade de Harvard. Os
encontros remotos ocorreram por meio do Google Meet ¢ os problemas propostos foram ela-
borados utilizando-se do Google forms. Ambos os servigos disponibilizados pelo Google tém
a finalidade de auxiliar a interagdo entre os professores ¢ os alunos por meio de atividades
online. A abordagem metodologica deste trabalho ¢ qualitativa do tipo pesquisa — participante
de natureza aplicada e utiliza como instrumento de coleta de dados a observacdo dos integran-
tes, como também a interagdo e os debates exercidos durante os encontros remotos € as res-
postas dos estudantes aos problemas propostos e ao questionario. O produto educacional a ser
construido ¢ uma oficina, a principio, com um grupo de dez alunos para trabalhar e avaliar os
conhecimentos do conceito de ldgica intuitiva com énfase nas recorréncias, na qual sera veri-

ficada a validade da metodologia ativa da instrucao por pares para o ensino remoto.

Palavras-chave: Matematica; Logica; Recorréncia; Ensino Remoto; Peer Instruction.



ABSTRACT

MORAES, P.C.P. The use of Peer Instruction for the analysis of student learning and
development in remote education: an application with sixth grade students on the concept of
recurrence. 2021. 103 f. Thesis (Master's Degree) - Colégio Pedro II, Pr6-Reitoria de Pos-
Graduacao, Pesquisa, Extensdo e Cultura. Programa de Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2021.

This research is about Mathematics Teaching and addresses the following problem: how to
develop tools to stimulate students’ participation and communication, in order to help mathe-
matics teachers to evaluate the understanding of the concept of Logic, in particular recurrence,
among elementary sixth grade students through remote education. The objective of this work
is to contribute to the process of teaching and learning Mathematics through this media,
which gained importance due to the current moment of coronavirus pandemic. The active
methodology of Peer Instruction, which is an interactive teaching method developed by Eric
Mazur, professor at Harvard University, was used for the development and argumentation of
this dissertation. The remote meetings were done through Google Meet, and the proposed
problems were made using Google Forms. Both services provided by Google are intended to
assist the interaction between teachers and students through online activities. The methodo-
logical approach for this study is qualitative research of the participant observation type, in its
applied nature, since it uses observation of the members as an instrument of data collection, as
well as the interaction and debates produced during the remote meetings along with the stu-
dents' responses to proposed problems and questionnaire. The educational product being built
is a workshop, at first, with a group of ten students, which works and evaluates the knowledge
of the concept of intuitive logic with emphasis on recurrences, in which we will verify the

validity of the active methodology of peer instruction for remote teaching.

Keywords: Mathematics; Logic; Recurrence; Remote Teaching; Peer Instruction
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1 INTRODUCAO

O objetivo da pesquisa ¢ auxiliar o docente a obter um método de andlise do aluno
considerando seu desenvolvimento com relagdo a aprendizagem do contetido, na modalidade
de ensino remoto. Para isso, o professor tem como ferramenta os pardmetros encontrados na
metodologia ativa de aprendizagem do Peer Instruction (instrugdo por pares), que dispde de
caracteristicas proprias, como o aprendizado por meio das interagdes e participagdo dos estu-
dantes, fornecendo ao docente, mediante as respostas aos problemas propostos, uma amostra-
gem de como o aluno esta conseguindo assimilar os conteudos ministrados.

Com o intuito de por em pratica a instrugdo por pares e verificar a validade ou ndo do
método utilizado para o ensino remoto, foi elaborada uma oficina com estudantes do sexto
ano do Ensino Fundamental que foi dividida em trés etapas:

1. a primeira etapa acontece no encontro inicial e consiste na disponibilizagdo do materi-
al tedrico prévio. Este material é fornecido alguns dias antes da aula para o aluno ter uma re-
feréncia do tema abordado. Além disso, hé a aplicacdo de problemas envolvendo o contetido
de recorréncia para os estudantes resolverem sem o auxilio do professor, ou seja, apenas com
o que foi estudado do material inicial. O intuito desses exercicios € analisar o quanto o estu-
dante conseguiu assimilar do contetido apenas com este instrumento tedrico. Apds a solucdo
das atividades pelos alunos, o docente faz a explicagdo dos problemas propostos por meio de
uma aula expositiva sincrona, nos moldes do ensino tradicional. Portanto, no primeiro encon-
tro ndo ocorre a utilizacao da instru¢do por pares;

2. asegunda etapa, que ¢ aplicada do segundo ao oitavo encontro, consiste na formulacao
de problemas de natureza interpretativa com a utilizagcdo de questdes objetivas que sao execu-
tadas durante as aulas. Nesta etapa hd a utilizacdo da metodologia ativa do Peer Instruction e
0 parametro a ser estabelecido acontece de acordo com as respostas apresentadas. Vale desta-
car que a explicacao do docente com relagdo a parte teorica do conteudo se da por meio de
uma aula dialogada, com o intuito de fazer os estudantes participarem de forma ativa dos en-
contros remotos;

3. a terceira etapa consiste da aplicagdo de um questiondrio com o objetivo de obter a
opinido do discente com relagdo a aspectos especificos e gerais da oficina que estejam relaci-
onados a aprendizagem ¢ ao desenvolvimento cognitivo. Além do mais, o questionario serve
de suporte em termos comparativos entre a primeira etapa e a segunda etapa. Com isso, o pes-
quisador pode averiguar as diferengas entre o que foi proposto inicialmente, relativo ao uso do

material prévio, e a aula expositiva, com relagdo ao que foi proposto posteriormente, que diz
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respeito & metodologia ativa do Peer Instruction e a aula dialogada, estabelecendo assim, as
percepgoes de desenvolvimento dos alunos.

A escolha do tema recorréncia, para trabalhar com os alunos do sexto ano foi devido a
importancia do reconhecimento de padrdes, com o intuito de promover o desenvolvimento do
raciocinio 16gico, o que trard no futuro um suporte para o raciocinio funcional, as progressdes
aritméticas e geométricas, além da matematica financeira, andlise combinatoria e probabilida-
de, que o estudante vird a aprender no Ensino Médio. O assunto ndo se esgota no Ensino Ba-
sico, sendo a base do Principio de Indugdo Finita, que é um tipo de demonstracdo que pode
aparecer em qualquer dominio da Matemadtica que trabalhe com niimeros naturais.

A fim de verificar a relevancia desta pesquisa, foi feita uma busca no acervo de disser-
tacoes da CAPES, inicialmente com o termo “recorréncias”, onde foram encontrados 607 re-
sultados. Ao limitar a pesquisa a Area de Conhecimento Matemética ¢ Ensino de Ciéncias e
Matematica, obtiveram-se 54 resultados. Desses, nenhum tinha como area de atuac¢ao o Ensi-
no Fundamental II. Encontrou-se uma dissertagdo para o Ensino Fundamental I, enquanto que
os outros 53 trabalhos tinham como referéncia o Ensino Médio e o Ensino Superior.

Foi realizada ainda, a pesquisa do termo “Peer instruction” e verificou-se que ha 2577
resultados. Ao definir a pesquisa apenas na area de conhecimento Matematica ¢ Ensino de
Ciéncias foram encontrados 132 resultados. Dentre esses, nenhum teve como tema recorréncia
e, ainda, ndo houve dissertacdes com enfoque no ensino remoto utilizando a instrugdo por
pares.

Mas qual o motivo de escolher, em especifico, alunos do sexto ano para trabalhar re-
corréncia?

Ao analisar as questdes do primeiro nivel das Olimpiadas Brasileira de Matematica pa-
ra o Ensino Publico (OBMEP), correspondente ao sexto e sétimo ano, verifica-se que abor-
dam questdes em que o estudante precisa generalizar uma lei de formagao para obter nimeros
ou figuras sob determinado padrdo, o que envolve o aspecto conceitual da recursividade. O
atual programa da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) nao inclui o assunto no quinto e
no sexto ano, dessa forma surgiu o interesse de comecar a trabalhar o tema com alunos nessa
faixa etaria.

E qual a motivagdo para trabalhar com o tema recorréncia no ensino remoto?

Devido as circunstancias atuais da pandemia, que gerou o crescimento desta modali-
dade de ensino, principalmente no Ensino Bésico, onde o uso ainda era muito restrito.

Acrescenta-se, também, a dificuldade do docente em perceber o desenvolvimento do

aluno, como também a falta de comunicacao e participagdo do estudante durante as aulas re-



17

motas. Por este motivo surgiu o interesse em estudar metodologias que pudessem sanar estas
dificuldades. Dentre as metodologias ativas existentes, o Peer Instruction chama atengdo jus-
tamente por utilizar as respostas dos alunos aos problemas propostos como parametro. Assim,
mesmo por meio do ensino remoto, serd possivel verificar a compreensao do estudante acerca
do assunto trabalhado.

Além disso, a instrugdo por pares tem como premissa a interacao entre os alunos ¢ en-
tre estes e o professor, o que ¢ de grande valia para o ensino remoto, ja que uma das dificul-
dades do docente, nesta modalidade, € obter o feedback do estudante com relagdo ao contetido
ministrado.

O presente estudo esta inserido na temdtica Ensino de Matematica utilizando metodo-
logias ativas, em particular, o Peer Instruction (instru¢ao por pares) e visa auxiliar o professor
durante suas aulas remotas.

O tema desenvolvido junto ao educando diz respeito ao contetido de Logica Matemati-
ca, com énfase nas sequéncias recursivas e problemas de carater interpretativo que envolvam
a recursividade. Vale ainda ressaltar:

1. aimportancia do contetido para o ensino e para o futuro académico do aluno, visto que
¢ um tema bastante frequente em vdrias areas, ndo apenas na Matematica, como também na
Engenharia, Economia, dentre outras;

2. aescassez de trabalhos dissertativos acerca do tema;

3. a questdo da intuicdo do estudante, da percepcao logica, de reconhecer padrdes, da ca-
pacidade dedutiva do discente, que ¢ um fator essencial para o aprendizado da Matematica.

As aulas da oficina foram realizadas através de videoconferéncias utilizando o aplica-
tivo Google Meet da Google. Para auxiliar esta pesquisa, os formulérios e os questionarios
efetuados durante as aulas remotas foram elaborados por intermédio do Google forms, um
aplicativo com a finalidade de auxiliar a interacdo entre professores e alunos, que permite
dinamizar a aplicagao de atividades.

A avaliagdo durante a oficina aconteceu de forma continua, utilizando-se de uma
abordagem qualitativa, com o objetivo de identificar como o discente estava evoluindo no
decorrer das atividades.

Além disso, foram aplicados questionarios de opinido, também com uma abordagem
qualitativa, onde o estudante teve a liberdade para expor o seu ponto de vista sobre a metodo-

logia aplicada, e sobre a eficiéncia da mesma com relagdo ao seu aprendizado.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 Metodologias ativas

As metodologias ativas de ensino propdem atrair os alunos utilizando-se de uma nova
estratégia na forma do professor ministrar suas aulas. Dessa forma, Paiva et al. (2016) entende
que as metodologias ativas surgem com uma nova abordagem em que o estudante ¢ estimula-
do a apresentar uma mudanga de atitude durante o aprendizado. Esta nova postura do discente
tem como finalidade a busca da autonomia e da aprendizagem significativa. Com isso, este
método ¢ baseado em uma educagdo problematizadora que “sugere a transformacdo do pro-
prio processo de conhecer”. Assim, emerge como uma proposta para o saber significativo a
resolu¢do de problemas, desafios, que estimulam o aluno a analisar, refletir e agir, consoli-
dando, assim, a participagdo ativa do mesmo durante o processo de aprendizagem.

Existem varias modalidades para aplicar uma metodologia ativa que pode ser utilizada
pelos docentes com o objetivo de conduzir o estudante ao pensamento critico € autdonomo.
Uma delas ¢ a sala de aula invertida (flipped classroom). Para Pereira e Da Silva (2018) a sala
de aula invertida tem como foco no processo de ensino — aprendizagem o proprio aluno e,
trata-se de um método no qual o professor disponibiliza, previamente, o material com o con-
teudo da aula para os estudantes. Estes, por sua vez t€m como objetivo estudar e refletir sobre
0 assunto proposto pelo professor, com a finalidade de tornar a sala de aula um local de deba-
tes, reflexdes, pois o discente, agora, tera embasamento sobre o tema ¢ serd capaz de partici-
par de forma atuante nos debates, o que favorece o desenvolvimento cognitivo.

A gamificagdo, outra modalidade de metodologia ativa, aplicada em ambientes de
aprendizagem, utiliza a tecnologia com os elementos dos jogos no espaco escolar com o intui-
to de favorecer o processo de ensino, como também o desenvolvimento do aluno. Neste senti-
do, Fardo (2013) compreende que os games sdo significativos para desenvolver as capacida-
des dos estudantes em diversas areas do conhecimento. Assim, utilizar os elementos dos jogos
como: “mecanica, estratégias, pensamentos’” podem impulsionar os alunos no que diz respeito
a solucdo de problemas, como também os motivar com relagdo ao estudo, o que contribui para

o progresso do discente.

A gamificac¢do é um fenomeno emergente, que deriva diretamente da popula-
rizagdo e popularidade dos games, e de suas capacidades intrinsecas de mo-
tivar a agdo, resolver problemas e potencializar aprendizagens nas mais di-
versas areas do conhecimento e da vida dos individuos. (FARDO, 2013, p.2)
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Insere-se, também, neste contexto das metodologias ativas e aprendizagem significati-
va, a aprendizagem baseada em equipes (feam based learning), que conforme Fonseca e Mat-
tar (2017) ¢ fundamentada na formagao de pequenos grupos, que realizam alguns passos du-
rante o suceder deste método: para Lima ef al. (2016) o primeiro passo, denominado pelos
autores de “Momento [” € constituido da elaboragdo do material pelo docente e consequente
estudo prévio por parte dos alunos. Esta fase tem como objetivo instigar a autonomia do estu-
dante. Ja o segundo momento ¢ subdividido em quatro etapas: a primeira etapa do “Momento
IT” ¢ feita com a realizagdo de testes individuais, que tem como proposito averiguar o quanto
o estudante conseguiu assimilar do conteudo com o estudo prévio, enquanto que a segunda
etapa ¢ formada pelo compartilhamento das respostas pelos integrantes dos grupos. Dessa
forma, hé a discussao entre os membros da equipe para definir qual resposta o grupo iré tomar
como correta. Observe, também, que nessa etapa ocorre a interagao entre os participantes do
grupo, logo o discente que tiver tido dificuldades em resolver o teste de forma individual po-
deré entender melhor sobre o contetido a partir dos argumentos realizados pelos outros alunos

da equipe.

O confronto entre os resultados do teste individual e os da equipe visa desta-
car o valor do conhecimento do outro, a possibilidade da construcao coletiva
do conhecimento e a adigdo de resultados pelo compartilhamento dos sabe-
res que cada participante da equipe traz. (LIMA et al, 2016, p.5)

A terceira etapa do “Momento II” ¢ realizada com o debate entre os grupos. Neste
sentido, cada equipe terd que argumentar para as outras equipes o motivo da escolha de suas
respostas ao teste proposto, € a quarta etapa ¢ efetuada com a intervengdo do docente, que ira
dialogar com os alunos explicando o melhor caminho para resolugdo dos exercicios do teste,
reafirmando, assim, o processo de ensino — aprendizagem.

Insere-se neste contexto, o “Momento III”, caracterizado pela aplicagcdo do tema apre-
sentado, vale salientar que, neste caso, podem ser elaborados desafios para as equipes, como
também apresentacdoes que relacionem o conteudo com suas funcionalidades no cotidiano,
elaboracao de exercicios de modo a aprofundar o assunto, dentre outros. Continuamente, tanto
0 “Momento II” quanto o “Momento III” devem ser avaliados pelos proprios integrantes das
equipes. Esta avaliagdo deve contemplar os seguintes aspectos: trabalho em equipe, participa-
¢do efetiva, colaboragdo, apoio ao grupo e assim por diante. Destaca-se, conjuntamente, que o
professor também devera avaliar os alunos a fim de averiguar se as notas estabelecidas pelos

estudantes estdo condizentes com o apresentado durante as aulas.
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A aprendizagem baseada em problemas (problem based learning — PBL) funciona de
uma forma similar a aprendizagem baseada em equipes. Os alunos sao estimulados a resolver
problemas em conjunto com os colegas. A proposta ¢ que resolvam o problema de forma co-
laborativa e exponham as solugdes encontradas. O professor atua como um mediador, pres-
tando ajuda, mas deixando que os alunos encontrem a soluc¢do de forma autonoma. Neste sen-
tido, De Souza e Dourado (2015) acreditam que a aprendizagem baseada em problemas ¢ um
método em que o centro do processo de ensino ¢ o aluno, que deixa a fungdo passiva do co-
nhecimento e passa a buscar de forma ativa responder aos problemas propostos, a partir dos
desafios que ocasionam questionamentos e investiga¢des. Na busca pela resposta, o aluno
adquire maturidade e desenvolve suas habilidades cognitivas.

Vale ressaltar, ainda, o ensino hibrido, uma proposta de metodologia ativa baseado na
unido entre o modelo presencial de ensino e o de forma online. Para Bacich (2016) esta meto-
dologia agrega bastante para o ensino pelo fato de haver varias possibilidades de aprendizado,
ndo apenas nas aulas presenciais, mas também por meio do uso das tecnologias digitais, que
acrescentam tanto para a formacao do professor, quanto para o aprendizado do aluno, visto
que o docente, agora, terd mais ferramentas para ensinar, € o aluno, mais ferramentas para
aprender.

Além disso, a proposta do ensino hibrido estd vinculada com a atualidade, haja vista
que, devido a pandemia, a escola volta-se para esta proposta, muitas vezes trabalhando no
modelo presencial de forma reduzida, e, agregando-se a isto o modelo online, remoto, com
uso das tecnologias.

Destaca-se, também, que os outros modelos de metodologias ativas, como a sala de
aula invertida, aprendizagem baseada em equipes, gamificacdo, aprendizagem baseada em
problemas e, inclusive o Peer Instruction, podem ser trabalhados no formato de ensino hibri-
do, ficando a critério do docente escolher qual método tem mais o seu perfil pedagdgico.

O presente trabalho vai se focar na modalidade instru¢do por pares (Peer Instruction)

que sera abordado no item 2.2.

2.2 O Peer Instruction

A Instrugdo por Pares ¢ um tipo de metodologia ativa proposta por Eric Mazur. O Peer
Instruction investe na discussio entre os alunos como forma de contribuir para o entendimen-

to e a aplicabilidade dos conceitos.
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Segundo Mazur (2015), hé problemas no método tradicional de ensino, pois a apresen-
tacdo do conteudo consiste muita das vezes, em um mondlogo no qual ndo ha a interagdo en-
tre os alunos, e entre os alunos e o professor. Neste sentido, o autor percebe que a aula se tor-
na pouco atrativa para o discente, o que dificulta o pensamento critico do aluno e a sua auto-
nomia.

Este acredita que os estudantes precisam participar ativamente das aulas, debatendo
entre si os problemas propostos ¢, além disso, “E necesséario que o livro ¢ as aulas expositivas
desempenhem papéis diferentes dos que costumam exercer em uma disciplina convencional”
(MAZUR, 2015). Desse modo, ele ressalta a importancia da utiliza¢do dos elementos relevan-
tes do material didatico com os seus respectivos temas centrais durante a apresentaciao do con-
tetdo, em detrimento de uma aula com excessos de informagdes que podem tornar a explica-
¢do monotona e pouco cativante para os estudantes. Com isso, o método desenvolvido por
Eric Mazur, professor de Fisica da Universidade de Harvard, ensina os fundamentos conceitu-
ais para conduzir os estudantes a um melhor desempenho na resolugdo de problemas e, ainda,

promove a participagdo do aluno, o que de fato, segundo o autor:

Quebra a inevitavel monotonia das aulas expositiva passivas, € mais impor-
tante, os estudantes ndo se limitam a simplesmente assimilar o material que
lhes € apresentado, eles devem pensar por si mesmos e verbalizar seus pen-
samentos. (MAZUR, 2015, p.23)

O autor explica a necessidade de se conversar e motivar os alunos antes de aplicar o
novo método (Peer Instruction), pois considera que uma mudanca no formato tradicional da
aula expositiva pode causar certa inseguranca, inicialmente, no estudante. Portanto, Mazur
defende que o docente dialogue com os alunos, explique passo a passo como funciona a ins-
tru¢do por pares e, além disso, realize questionarios qualitativos, perguntando aos alunos so-
bre o que eles esperam com relacdo ao aprendizado e ao desenvolvimento do contetido que
serda ministrado. Durante o decorrer do curso, propde que se utilize os questionarios para per-
guntar ao estudante o que ele esta achando desta nova metodologia, se ela esta sendo util co-
mo mecanismo facilitador do aprendizado.

Dessa forma, ele acredita que para converter o estilo tradicional de aula para o novo
modelo do Peer Instruction € necessario realizar algumas etapas:

1. definir quais sdo os pontos fundamentais que precisam ser tratados;
2. realizagdo de testes conceituais que devem satisfazer alguns critérios:

» focar em um Unico conceito;



22

» as perguntas devem ser de multipla escolha e sem ambiguidades;

> 0s testes ndo devem ser muito faceis, nem muito dificeis.

2.3 Organizagio do Peer Instruction

A argumentac¢ao de Mazur ¢ que o docente devera realizar “apresentacdes curtas sobre
os pontos-chaves, cada uma seguida de um teste conceitual”.

De acordo com Crouch et al (2007), a instrug@o por pares tem maior relevancia, quan-
do o percentual de acerto no teste proposto estiver entre 35% e 70%. Caso os estudantes obte-
nham o acerto inicial superior aos 70%, entdo o seu entendimento com relagdo ao conceito do
problema ficou claro, e com isso ndo havera a necessidade imediata dos debates entre os dis-
centes, visto que a maioria optou pela mesma alternativa como resposta ao exercicio. Assim, o
professor pode explicar o problema sem as interacdes entre os alunos e a aula prossegue para
0 proximo topico.

Por outro lado, se os estudantes obtiverem resultado inferior a 35% de acerto, entdo o
docente devera explicar novamente, de forma minuciosa, o tema proposto, ja que neste caso,
os alunos ndo tiveram o entendimento satisfatorio dos conceitos para realizarem as discussdes.
Além disso, realizar-se-4 um novo teste, mantendo o assunto abordado inicialmente, com o
intuito de se obter uma porcentagem de acerto superior a 70%.

Em contrapartida, caso o percentual de acerto dos discentes esteja entre 35% e 70%, o
professor devera realizar os debates com os alunos para que eles expliquem entre si ¢ ao pro-
prio professor o motivo de ter escolhido a alternativa que ele acha correta. Apos as discussoes,
os discentes responderdo novamente a pergunta, até que a porcentagem de acertos supere 0s
70%. Apos isto, o docente explicard o exercicio e seguira com seu planejamento para o pro-

ximo topico da aula.

2.4 A importancia dos conceitos e do raciocinio légico para a Matematica

O Raciocinio logico ¢ significativo para o entendimento da Matematica, pois estimula
a autonomia do aluno, o que ajuda o estudante na tomada de decisdes, assim como também
tem valor para o discente associar a Matematica aos problemas do cotidiano.

Conforme Crato (2010), ¢ necessario insistir no dominio conceitual ¢ em métodos ati-
vos que trabalhem os diversos aspectos da aprendizagem, assim como na fluidez dos proce-
dimentos de ensino para instigar o desenvolvimento cognitivo, a fim de estimular no aluno o

raciocinio independente e a sua autonomia. Neste sentido, vale ressaltar a conexdo entre os
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conceitos e o raciocinio 1dgico, pois conforme o estudante aprimora o seu entendimento con-

ceitual, este consegue raciocinar e entender melhor os problemas matematicos.

O dominio de conceitos, técnicas e algoritmos matematicos ¢ um dos princi-
pais factores de exercicio de uma vida activa e plena. Nao estdo s6 em causa
as capacidades que sdo directamente derivadas do treino matematico. Estdo
também em causa as capacidades de raciocinio logico rigoroso, de quantifi-
cacao de resultados e de distingdo entre certeza e probabilidade. (CRATO,
2010, p.3-4).

Acrescentam-se, ainda, diferentes maneiras de entender determinado assunto, por meio
das vastas situagdes e formas de analisar e raciocinar sobre o desenvolvimento das ideias ne-
cessarias para resolu¢do de problemas. Com isso, Pontes (2019) evidencia a necessidade de
desenvolver novas técnicas de ensino para estimular o aluno com relacdo a aprendizagem da
Matematica. Neste sentido, o autor destaca quatro pilares para o ensino eficiente ao qual de-
nomina de “RICA”: Raciocinio logico, inteligéncia Matematica, Criatividade e Aprendiza-
gem. Além disso, o autor destaca a importancia da l6gica como uma “sequéncia de argumen-
tos para se chegar a uma conclusao”. Assim, estimula o aluno a pensar, refletir, desenvolver o

raciocinio de forma autdonoma, critica e construtiva.

2.5 Recorréncia e o raciocinio algébrico e funcional

Um dos aspectos do raciocinio algébrico ¢ a capacidade do aluno de determinar qual-
quer termo de uma sequéncia, seja numérica ou ndo, generalizando-a por meio de uma regra.

Uma das formas de expressar a generalizag@o € a recorréncia. Tal processo ¢ chamado
de raciocinio funcional, ou seja, a relagdo existente entre duas grandezas particulares, por
meio de uma lei de formagao.

Segundo Kaput et al. (2017) o raciocinio algébrico tem como amago a generalizacao
de ideias matematicas a partir de casos particulares. Neste sentido, o autor percebe que o raci-
ocinio funcional esta inserido no eixo do raciocinio algébrico, ja que trata da construgdo e da
generalizacao das ideias matematicas com o intuito de estabelecer relagdes e padroes. Desta
forma, com a concepgdo do raciocinio funcional, o estudante deve ser capaz de obter uma lei
de formagdo que associa o problema a qualquer caso particular. Assim, pode-se citar como
exemplo a generalizagdo dos nimeros pares para o conjunto dos nimeros naturais maiores
que zero. Observe a sequéncia a seguir com 0s quatro primeiros niimeros pares, excluindo-se
o zero: {2,4,6,8,--}. Para conseguir obter uma generalizacdo a partir dos dados fornecidos

da sequéncia, torna-se util escrever os nimeros da seguinte maneira:
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2=2x1
4=2x%x2
6=2x%x3
8=2x%x4

Generalizando para um numero par "N"qualquer, obtém — se

Ou seja, a lei de formagdo sera N = 2n,V n € Naturais maiores que zero. O impor-
tante a ser observado ¢ que para qualquer valor de n > 0 tomado, encontra-se um valor para
N que pertence ao conjunto dos nimeros pares maiores que zero.

Perceba, agora, a associacdo destes conceitos do raciocinio algébrico e funcional com
as recorréncias. Para Pinheiro e Lazzarin (2015, p.14) “Uma equagdo ¢ de natureza recursiva
quando ¢ definida em funcdo dela mesma aplicada a valores anteriores”. Ou seja, pode-se
determinar qualquer termo desta recorréncia a partir de valores precedentes. Observe: a se-
quéncia dos nimeros naturais pares ¢ da forma A,,; = 4, + 2, comn > 1 e com valor inici-
al A; = 2. Logo, verifique a determinacdo de alguns valores desta sequéncia em ordem cres-
cente. Veja:

A =2
Aj1=A1+2=2+2=4,logo: 4, =4
Ayy1=A,+2=4+2=6,logo: A3 =6
Az, =A3+2=6+2=28,logo: 4, =8

Constate, assim, que qualquer valor desta sequéncia pode ser determinado ao obter-se
o valor do termo anterior. Assim o estudante serd capaz ao analisar esta sequéncia recursiva
de obter uma lei de formagdo geral para os numeros pares maiores que zero, que ndo dependa
do termo anterior, com isso ele chegara a equacao que foi vista anteriormente:

A, =2n,Vn > 0en € naturais.

Perceba, também, que diferentemente do que foi visto anteriormente, em que foi obti-
da a lei de formagdo a partir de casos particulares. Caso seja fornecida a lei de formagao, po-
de-se chegar a qualquer caso particular que se queira. Assim, verifique os seguintes exemplos:

1. Caso particular paran =9 - 4g = 2 X 9 = 18;
2. Caso particular paran = 90 = Agy = 2 X 90 = 180.
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2.6 A sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci foi formada a partir de um problema apresentado no livro
Liber Abacci de 1202 (capitulo 12), onde este problema ¢ apresentado da seguinte forma:

e suponha que, inicialmente, tem-se um par de coelhos (macho e fémea). Estes coelhos
vao se reproduzir a partir do 1° més e sempre gerardo um casal de coelhos a cada més subse-
quente, ou seja, a partir do 2° més este casal ira gerar um novo casal de coelhos, no 3° més
outro casal de coelhos, e assim sucessivamente. Agora, suponha que estes coelhos vivam in-
definidamente e que, o casal de filhote gerado sempre obedecera a mesma regra de reprodu-
¢do inicialmente estabelecida. Pergunta-se: Apds um ano, quantos casais de coelhos havera no
total?

Para responder a esta pergunta, vamos analisar a representagao a seguir:
e considere na figura seguinte que cada circulo representa um casal de coelhos, ou seja,

um par misto (macho e fémea);

Figura 1 - Representaciao da sequéncia de Fibonacci

Fonte: O autor, 2021

e admita, também, que inicialmente tem-se a ilustragdo no més zero e, apos cada etapa
representada na figura € passado o tempo de um més, ou seja, a representagdo acima esta mos-

trando o que acontece no periodo de zero até quatro meses;
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observe que na figura, percebe-se a seguinte sequéncia que diz respeito a quantidade

de casal de coelhos de acordo com o tempo n decorrido: { i , &, , g_’ , é , 5 }

n=0 n=1 n=2 n=3 n=4

o padrdo percebido para esta sequéncia ¢ que o terceiro termo serd a soma dos dois

termos antecessores, ou seja, o0 primeiro termo mais o segundo, portanto:

A3 = A, + A4, =1+ 1= 2. Damesma forma que;

A, = A, + A; =1 + 2 = 3. Analogamente percebe-se o fato de que;
As =A3+A4,=2+3=5;

generalizando para qualquer termo, obtém-se: A,,., = A, + Apy1-

Portanto para se chegar ao que acontecera com a quantidade de casal de coelhos apds

um ano, € necessario observar o décimo terceiro termo, isto €, o A;3.

Para chegar a quantidade de casais do A;3, € preciso construir a sequéncia até o Ay, ja

que pela generalizacdo percebida, sabe-se que A3 = A1 + Aq,.

Ag=A,+As=3+5=8

A, =As+ A4, =5+8=13
Ag=Ag+A,=8+13 =21

Ao = A, + Ag =13+ 21 =34

Ay =Ag + Ay =21 +34=55
Ayg = Ao+ Ay = 34 + 55 = 89
Ayy = Ao + Ay = 55 + 89 = 144
Az = Ayq + Ayp = 89 + 144 = 233

Finalmente, conclui-se que ap6s um ano haverd 233 casais de coelhos no total. Para

facilitar o entendimento do estudante, o professor ao explicar a sequéncia de Fibonacci pode

representar o inicio do problema como sendo o termo A,. Dessa forma, apdés um més o termo

encontrado ¢ o A4, apds dois meses, obtém-se 0 A,, e analogamente, apos 12 meses, acha-se o

termo A;,. Observe abaixo como fica a esquematizacao a partir da Tabela 1 que relaciona o

€9

tempo decorrido em meses, representado por “n” e a quantidade de casal de coelhos que sao

os termos representados por A4,,.
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Tabela 1 — Rela¢ao entre o tempo decorrido e a quantidade de casal de coelhos

Tempo decorrido (meses) Quantidade de casal de coelhos
n=20 Ay =1
n=1 A =1
n=2 A, =2
n=3 A; =3
n=4 Ay =5
n=>5 As; =8
n==6 Ag =13
n=717 A, =21
n=238 Ag = 34
n=9 Ag =55
n=10 Ay =89
n=11 Ay = 144
n=12 Ay, =233

Fonte: O autor, 2021
Verifica-se que as duas representagdes que foram mostradas resolvem o problema.
Todavia, utilizar o primeiro termo como sendo o A, acaba por ser mais didatico e de melhor

entendimento para o publico — alvo que sdo alunos do Ensino Fundamental 1I.

2.7 A relacio entre o Peer Instruction e as recorréncias

De acordo com o que foi visto acima, € perceptivel que as recorréncias de um modo
geral se comunicam com o raciocinio funcional e com o raciocinio algébrico. Além disso,
Mazur (2015) acredita que o entendimento e a compreensao dos conceitos sao essenciais para
o desenvolvimento cognitivo do discente. Desse modo, aplicar a instrugdo por pares no conte-
udo de recorréncia para o ensino remoto torna-se aconselhavel, 8 medida que “Os problemas
propostos na OBMEP englobam uma grande variedade de conceitos matematicos” (PINHEI-
RO; LAZZARIN, 2015, p.3), e foi observado que ha questdes conceituais envolvendo recur-
sividade nao apenas na prova da OBMEP, como também na prova Brasil. Dessa forma, como
a recorréncia € um assunto de natureza conceitual, e o Peer Instruction tem como base a utili-
zagao dos conceitos, nota-se que hd harmonia entre os conceitos que envolvem recursividade

¢ a instrucao por pares.
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3 OBJETIVOS
3.1 Objetivo Geral

Contribuir para o processo de ensino-aprendizagem da Matematica no sexto ano do
Ensino Fundamental II, por meio da aplicagdo de uma proposta baseada em metodologia ati-
va, na modalidade do Peer Instruction. Esta serd mediada pelas Tecnologias Digitais da In-
formagdo ¢ Comunicacao e, além disso, ¢ uma forma de legitimar a instrug¢do por pares como
ferramenta de auxilio ao docente com o objetivo de estimular o desenvolvimento e aprendiza-

do do estudante.

3.2 Objetivos Especificos

1. aproximar as metodologias de ensino as necessidades do novo perfil do discente, utili-
zando o ensino remoto;

2. promover uma aprendizagem significativa por meio de recursos tecnologicos;

3. despertar o interesse do aluno pela disciplina utilizando a instru¢ao por pares como re-
curso para a participagdo efetiva do estudante;

4. tornar as aulas de Matematica, por meio do ensino remoto, mais dindmicas e atrativas;

5. apresentar aos professores uma forma de abordar os conceitos de recorréncia para o

Ensino da Matematica, no sexto ano do Ensino Fundamental.

3.3 Justificativa

E importante destacar alguns fatores determinantes para fundamentar a pertinéncia
desta pesquisa. Um deles é a importancia de implementar novas metodologias na area de edu-
cacdo para o ensino remoto, pois hé a escassez de contetidos e trabalhos dissertativos com este
intuito. Além disso, vale destacar a necessidade de se trabalhar no Ensino Fundamental II o
raciocinio logico dedutivo. Neste sentido, destacam-se problemas que envolvam conceitos de
recorréncia, aos quais concebem ao estudante uma perspectiva mais ampla sobre os padrdes
que se estabelecem na Matemadtica, o que ¢ relevante para aprimorar no discente uma visao
intuitiva e fundamentada sobre sequéncias. Além disso, na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) para o Ensino Fundamental, ha uma lacuna com relagcdo ao ensino de sequéncias,
reconhecimento de padrdes e recursividade. No quinto e sexto ano nao existem topicos relati-
vos a este tema, apesar do assunto ser trabalhado nos outros anos do Ensino Fundamental, o

que gera uma quebra de continuidade da aprendizagem.
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Observe as habilidades previstas acerca do assunto na BNCC ao longo do Ensino Fun-
damental.

e Primeiro ano do ensino fundamental;

» EFO0IMAI10: “Descrever, apos o reconhecimento e a explicitagdo de um padrao (ou re-
gularidade), os elementos ausentes em sequéncias recursivas de numeros naturais, objetos ou
figuras”.

e Segundo ano do ensino fundamental;

» EF02MAO09: “Construir sequéncias de numeros naturais em ordem crescente ou de-
crescente e partir de qualquer numero, utilizando uma regularidade estabelecida”.

» EF02MA10: “Descrever um padrao (ou regularidade) de sequéncias repetitivas e de
sequéncias recursivas, por meio de palavras, simbolos ou desenhos”.

» EF02MA11: “Descrever os elementos ausentes em sequéncias repetitivas ¢ em se-
quéncias recursivas de nimeros naturais, objetos ou figuras”.

e Terceiro ano do ensino fundamental;

» EF03MAI10: “Identificar regularidades em sequéncias ordenadas de nimeros naturais,
resultantes da realizacdo de adi¢des ou subtragdes sucessivas, por um mesmo numero, descre-
ver uma regra de formag¢do da sequéncia e determinar elementos faltantes ou seguintes”.

e Quarto ano do ensino fundamental — Unidade tematica — Algebra;

» Sequéncia numérica recursiva formada por multiplos de um niimero natural.

» Sequéncia numérica recursiva formada por nimeros que deixam o mesmo resto ao ser
dividido por um mesmo niimero natural diferente de zero.

e Sétimo ano do ensino fundamental,;

» EF07MA14: “Classificar sequéncias em recursivas e ndo recursivas, reconhecendo que
o conceito de recursdo esta presente ndo apenas na Matematica, mas também nas artes e na
literatura”.

» EF07MA1S5: “Utilizar a simbologia algébrica para expressar regularidades encontradas
em sequéncias numéricas”.

e Qitavo ano do ensino fundamental;

» EF08MA10: “Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica ou figural ndo re-
cursiva e construir um algoritmo por meio de um fluxograma que permita indicar os nimeros
ou as figuras seguintes”.

e Nono ano do ensino fundamental;
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» ndo ha nenhum topico que fale sobre recorréncia, entretanto ha varios itens que falam
sobre fungdes e ha também topicos que discorrem sobre proporcionalidade, que sdo assuntos
interligados ao conteudo de recorréncia, principalmente quando se utiliza uma abordagem
voltada ao conjunto dos niimeros inteiros.

Verifica-se, entdo, a auséncia nas habilidades da BNCC referente ao conteudo de re-
corréncia para o quinto e sexto ano, justamente os anos que sdo aplicadas a prova Brasil ¢ a
prova da OBMEP (Nivel 1), onde muitas questdes sao resolvidas usando-se a recursividade.

A prova Brasil tem o objetivo de “avaliar a qualidade do ensino oferecido pelo sistema
educacional brasileiro” e a Prova da OBMEP “estimular o estudo da Matematica por meio da
resolucdo de problemas que despertem o interesse e a curiosidade de professores e estudan-
tes”. Assim, torna-se pertinente que haja uma abordagem sobre recursividade para alunos tan-
to do quinto, quanto do sexto ano, como também se faz necessario apresentar meios para que
o estudante consiga compreender o conteudo que estd sendo ensinado. Desta forma, o Peer
Instruction, apresenta-se como um mecanismo de assisténcia ao professor, pois implementa
debates, discussdes entre os alunos, a partir das respostas obtidas ao problema proposto, o que
sugere que haverd uma progressdo gradual com relagdo ao aprendizado.

Considerando o ensino remoto, utilizar a instrugdo por pares torna-se importante a
medida que ¢ um desafio para o docente obter a participagdo do aluno. Passando a ser um
parametro para o professor considerar o entendimento ou ndo do estudante com relagdo ao
conteudo ministrado. Destaca-se, ainda, que esta pesquisa sera aplicada a uma parte especifica
do contetildo matematico, entretanto o intuito ¢ validar a Instrugdo por pares no ensino remoto

como mecanismo de apoio ao professor.
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4 METODOLOGIA

Essa pesquisa possui uma classificagdo participativa uma vez que se caracteriza pela
interagdo entre o pesquisador e o grupo de alunos que fara parte da pesquisa.

A intengdo é que esses alunos aumentem seu entendimento do assunto, no caso,
aprendizagem de recorréncia, utilizando-se do Peer Instruction por meio do ensino remoto.
Fazendo assim parte de uma a¢do de mudanga na forma de interagir ¢ na maneira de aprender
e compartilhar o conhecimento com os outros estudantes.

Nesse sentido, ¢ fundamental que os alunos conhecam todos os passos da pesquisa
sem fazer diferenga entre o pesquisador ¢ os pesquisados.

A pesquisa participativa ¢ normalmente utilizada quando se pretende elaborar, apos
cada encontro com os alunos, descri¢des qualitativas. Dai pode-se afirmar que se trata de uma
pesquisa qualitativa participante, mais especificamente uma pesquisa qualitativa participante
virtual. A observagao por participante virtual € uma adaptagdo da proposta de Mann e Stewart
(2000) para estudar comunidades online.

A especificacdo com relagao a abordagem metodologica ¢ de forma qualitativa e de
tratamento participativo, conforme ja foi mencionado anteriormente e, além disso, pode ser
classificado, quanto a natureza, como sendo uma pesquisa aplicada, pois tem como intengao
gerar conhecimentos na area da Matematica, com relagdo a pratica docente para o ensino re-
moto.

Além do mais, o trabalho envolveu pesquisa com seres humanos nos termos das reso-
lugdes CNS n° 510/2016 e n° 466/2012 e obteve parecer de aprovagio do Comité de Etica em
Pesquisa do Colégio Pedro II (CEP/CPII); por meio do Certificado de Apresentacdo para
Apreciacio Etica (CAAE) N° 44451221.6.0000.9047.
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5 OFICINA SOBRE SEQUENCIAS RECURSIVAS E NAO RECURSIVAS (Material

teorico utilizado)

A oficina sobre padrdes recursivos e nao recursivos foi dividida em oito encontros re-
motos com duragdo de 90 minutos para cada aula. Dessa forma, em sua totalidade, foram des-

tinados 12 horas para o estudo de sequéncias.

5.1 Introducio as sequéncias e o estudo dos padrdes — Material inicial

Inicialmente foi elaborado um material prévio com os conceitos, exemplificacdo e
aprofundamento sobre as sequéncias recursivas. Esta proposta inicial ¢ baseada na metodolo-
gia ativa da sala de aula invertida adaptada para o ensino remoto, pois a intengdo ¢ analisar o
quanto o aluno consegue assimilar do conteudo apenas com o uso do material tedrico sem a
aula expositiva e sem a utilizagdo da instrugdo por pares. Veja abaixo o material tedrico pré-
vio preparado.

Uma sequéncia € recursiva quando um termo qualquer da sequéncia pode ser determi-
nado a partir de termos anteriores. Analogamente, uma sequéncia nao ¢ recursiva quando o
padrao encontrado ndo tem relagdo com os termos antecessores. Para conseguir perceber se
uma sequéncia ¢ recursiva ou ndo ¢ necessario identificar padrdes. Estes por sua vez, podem
aparecer de varias maneiras nos exercicios. Atente-se aos exemplos abaixo e entenda melhor
sobre a percepgao dos padrdes.

Exemplo,: Tania tem um saldo bancario de R$ 1800,00. Se ela fez cinco saques no valor de
R$ 500,00 cada, quanto ficou o saldo final de Tania? Ela ficou devendo ao banco?

Resposta comentada: neste primeiro exercicio, o aluno pode resolver o problema sem ter
a percepcao da sequéncia recursiva, porém o intuito € mostrar para o discente que os padrdes
acontecem em muitas ocasides, mesmo que nao sejam percebidos. Observe que ao denominar
o primeiro termo A, = 1800, fica compreensivel que o proéximo termo sera A; = 1800 —
500 = 1300, analogamente A, = 1300 — 500 = 800, e assim por diante. Veja a tabela 2 a
seguir que associa a quantidade de saques realizados, representado por "n" com o saldo ban-

cario de Tania, retratado por 4,,.
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Tabela 2 — Associacio entre a quantidade de saques realizados e o saldo bancario

Quantidade de saques realizados Saldo bancario (Reais)

n=0 Ay, = 1800
n=1 A, = 1300
n=2 A, =800

n=3 Az =300

n=+4 A, =-200
n=>5 As = =700

Generalizacao Recursiva A, =4, —500

Fonte: O autor, 2021

Apos desenvolver todos os termos desse problema, é perceptivel que de cada termo
posterior ¢ retirado o valor do saque (R$500,00) em relagdo ao termo anterior, portanto
Aps1 = A, — 500 ¢ alei de formagao recursiva da sequéncia. Todavia ha ainda outra genera-
lizagdo, que ndo leva em consideracdo o termo anterior, mas sim a quantidade de saques que
foram realizados e o termo inicial A,y. Veja que A, = Ay — 500n e com esta lei de formacao
ndo recursiva o problema se torna mais acessivel, visto que o exercicio ja fornece o Ay =
1800 e a quantidade de saques desejada sera fornecida para se obter o saldo final. Vale ressal-
tar que esta representagdo ¢ denominada de férmula do termo geral de uma progressao aritmeé-
tica, contetido este que ¢ introduzido no Ensino Médio.
Exemplo,: um labirinto ¢ formado por um padrdo que ¢ percebido por meio do sentido das
setas que mostram o caminho para a saida. No inicio do percurso sdo fornecidas as oito pri-
meiras setas para um grupo de estudantes que tentardo achar a saida do labirinto e também ¢
disponibilizada a informacao de que sdo treze setas no total. Observe a figura abaixo que mos-
tra as oito primeiras setas, descubra o padrao e diga qual o caminho para a saida deste labirin-

to.

Figura 2 — Setas indicativas do percurso para a saida do labirinto

N /\ - 1o
—/ 4= — v <P v

Resposta comentada: perceba que o padriao desta sequéncia ¢ que entre duas setas de senti-
dos opostos na horizontal, haverd uma seta de direcdo vertical. Vale ressaltar que as setas na

horizontal se alternam, respectivamente, na ordem direita e esquerda, ja as setas na vertical
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aparecem duas vezes no mesmo sentido para depois inverter sua orientacdo, ou seja duas ve-
zes de sentido para cima para depois aparecer duas vezes de sentido para baixo. Observe a

figura 3 em seguida que mostra as treze setas deste labirinto.

Figura 3 — Todas as setas indicativas do percurso para a saida do labirinto

N NP R, W A ) P S [ V. W B W
S EP DL EL DS PSS

Fonte: O autor, 2021

Exemploj: observe a sequéncia a seguir formada pelas figuras planas abaixo, perceba o pa-
drao da sequéncia e diga qual figura geométrica aparecerd na posi¢ao 230.

Figura 4 — Sequéncia formada por figuras planas

1° 2° 30 4 5 6° 7° 8
Fonte: O autor, 2021

Resposta comentada: veja que o padrao desta sequéncia ¢ formado pelas figuras planas
na seguinte ordem: circunferéncia, pentagono, tridngulo e quadrado. Observe, também, que
como a intengdo € descobrir a figura na posicao 230, fica invidvel fazer a sequéncia de manei-
ra continua, ou seja, descobrir a figura na posicao 9, depois na posi¢cao 10 e assim por diante
até a posigdo 230. Portanto, torna-se vantajoso utilizar dos conceitos de divisibilidade, pois o
padrao ¢ repetido em blocos de quatro, isto ¢, a cada quatro figuras ¢ estabelecido um ciclo
que se repete indefinidamente. Sendo assim, para resolver este problema basta verificar o res-
to na divisdo de 230 por 4. Analise os seguintes casos:

» resto igual a zero: a figura geométrica sera um quadrado;

» resto igual a um: a figura geométrica serd uma circunferéncia;

» resto igual a dois: a figura geométrica sera um pentagono;

» resto igual a trés: a figura geométrica sera um triangulo.
Observacao: vale lembrar que na divisao por quatro os restos possiveis sao zero, um, dois ou
trés.

Efetuando a divisdo de 230 por 4 verifica-se que o resto vale dois e, consequentemen-

te, a figura na posigao 230 sera um pentagono.
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5.2 A diferenca entre sequéncias recursivas e nao recursivas — segundo encontro

Anteriormente foi visto que para uma sequéncia ser recursiva, € necessario que um
termo qualquer da sequéncia seja determinado a partir de termos anteriores. Analogamente,
uma sequéncia ¢ nao recursiva quando um termo qualquer da sequéncia ndo tem relacdo com
os termos anteriores. Observe os exemplos a seguir e analise as sequéncias quanto a recursivi-
dade e ndo recursividade.

Exemplo:{0,2,4,6,8,10,12,14, 16, ...}

Esta sequéncia pode ser escrita de forma recursiva, ao se analisar que cada termo se-
guinte ¢ o termo anterior somado de duas unidades, ou seja: 4,1 = A, + 2. Perceba que esta
lei de formacao ¢ recursiva, pois para determinar o termo subsequente ¢ indispensavel ter,
também, o termo antecedente.

Agora, caso seja percebido que a sequéncia ¢ formada pelos nimeros naturais pares,
entdo esta ¢ uma percepcao ndo recursiva, pois a determinacdo dos termos da sequéncia ndo
tem relagdo com os termos anteriores, citando como exemplo, os nimeros 432, 680, 1000,
que fazem parte desta sequéncia e isto € conhecido apenas pelo fato deles serem numeros na-
turais e pares.

Nesta sequéncia, pode-se encontrar uma lei de formagdo nao recursiva que ¢ da forma
A, = 2n, e com isso cada valor vai depender apenas da posi¢do do nimero desejado na se-
quéncia. Perceba, ainda, que na primeira posi¢do estd o nimero zero, portanto nesta posi¢ao
inicial n = 0, implica em A, = 0. Caso seja preciso saber o nimero na posi¢do 10, basta to-
marn = 9, o que resulta em Ag = 2 X 9 = 18. Analogamente, para determinar o termo 1001,
basta tomar n = 1000, o que resulta em A;¢go = 2000. Observe entdo que neste caso a posi-
¢do, o termo do nimero par na sequéncia sera sempre uma unidade a mais que o valor de “n”.
Todavia, ao considerar a lei de formagao da seguinte forma: A,,,; = 2n, este aspecto sera
“corrigido”, pois paran = 0, implica em Ayy; = A; = 2 X 0 = 0. Analogamente, paran =
49, resulta em A9, = Asg = 2 X 49 = 98 e, desta forma, o termo ja aparece no indice da
formula, ou seja, 0 A; = 0 representa o primeiro termo, assim como o Asy, = 98 corresponde
ao quinquagésimo termo.

Exemplo,:{2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, ...}

Perceba que esta sequéncia ¢ ndo recursiva. Neste caso, em especifico, ndo ha como
determinar a lei de formagao para a sequéncia, porém da para identificar o padrdo analisando
os termos, que ¢ o de uma sequéncia formada pelos nimeros primos.

Exemplos:{2,18,3,30,5,25,29,...}
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Neste exemplo fica evidente que se trata de uma sequéncia ndo recursiva e, além disso
nao ha como determinar uma lei de formacao, tal qual ndo € possivel identificar um padrao.
Portanto, trata-se de uma sequéncia de nimeros aleatorios.

Finalmente, ¢ valido destacar que em uma sequéncia recursiva sempre havera um pa-
drao, como também uma lei de formagdo, além do que cada termo analisado estard associado
a termos antecessores. Todavia, ao analisar uma sequéncia de forma ndo recursiva, a Unica
afirmag¢do possivel ¢ que ndo ha relacdo entre o termo considerado ¢ os termos anteriores,
porém esta mesma sequéncia pode ter ou ndo uma lei de formagdo, assim como pode seguir

ou nao um determinado padrao.

5.3 Progressao aritmética de primeira ordem — terceiro encontro

A progressdo aritmética de primeira ordem ¢ toda sequéncia em que cada termo, vali-
do a partir do segundo, ¢ igual ao termo anterior somado por uma constante r, ao qual ¢ de-

nominada de razdao de uma P.A. Observe:

A2=A1+T'
A3:A2 +7r
A4=A3 +7r
ATL:ATL—]. +r
An+1=An+T'

Perceba que esta lei de formagdo mostrada acima ¢ de forma recursiva, pois o termo
desejado depende do termo anterior, todavia uma progressao aritmeética também pode ser ana-

lisada de uma maneira nio recursiva, verifique a constru¢io abaixo:

A, = A +7
Az = Ay +2r
Ay = Ay +3r
As = Ay +4r

Ap=A+(n—-1Dr
Apy1 = A +nr
Observe que um termo qualquer A, depende apenas do termo inicial, da razdo e do
numero de termos acrescidos a partir de A;, ndo dependendo, assim, do termo anterior 4,,_;.

Atente-se aos exemplos a seguir e tente reconhecer os padrdes de uma progressao aritmética.
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Exemploq: observe a sequéncia a seguir e descubra o valor da razio.
Sequéncia: {1,4,7,10,13, ...}
Ao analisar a sequéncia, fica perceptivel que a razao , pois:
4—-1=7-4=10—-7=13-10=3.

Ou ainda, ¢ percebivel de forma recursiva que:

A2=A1+3
A3=A2+3
Ay =As+3

Conclui — se, entdo, que
Ao descobrir o valor da razdo, pode-se encontrar qualquer termo desta sequéncia de
forma ndo recursiva. Tomando como exemplo o trigésimo termo, obtém-se que:
Azg = Ay + 297
Azp=1+29x%x3
A partir do resultado obtido para o trigésimo termo, ¢ possivel encontrar, por exemplo,
o valor do trigésimo quinto termo de forma recursiva, como também de maneira ndo recursi-

va. Compreenda que, ao utilizar o recurso recursivo, € necessario avangar para o trigésimo

primeiro termo, ja que Az; = Azo + 3, 0 que implica em [A3; = 91| Seguindo este mesmo

raciocinio constata-se:

Azp = A31 +3 > Az = 91+ 3 > [A;; = 94]
Asz = Az +3 = A33 = 94+ 3 > [A53 = 97|
Azy = Az +3 > Azy = 97 + 3 -4, = 100]
Azs = Azs + 3 = Azs = 100 + 3 - [A35 = 103]

Agora, caso seja utilizada a forma nao recursiva. O aluno pode tomar como ponto de
partida o primeiro termo A,, assim como também adotar o termo A3, como referéncia, uma

vez que foram obtidos os valores de ambos os termos.

Para encontrar o termo A;5 tomando como base o primeiro termo, basta perceber que:

A35=A1+34T‘—>A35=1+34><3—> A35:103

Da mesma forma que, tomando como ponto de partida o termo A3, verifica-se o se-

guinte: Az = As, + 57, portanto obtém-se que A5 =88 + 5 X 3 = |A35 = 103].
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5.3.1 Soma dos termos de uma progressao aritmética — terceiro encontro

Para conseguir realizar a soma de uma P.A de forma mais eficiente, torna-se valido en-
tender o seguinte pensamento contido na explicagdo do exemplo a seguir:

Exemplo,: qual a soma dos 1000 primeiros termos da sequéncia a seguir:
{1,2,3,4,5,---,1000}?

Primeiramente, a sequéncia acima ¢ uma progressdo aritmética de razdo r = 1. Para
realizar esta soma, provavelmente o estudante poderia pensar em somar termo a termo, porém
como esta soma vai até o A;¢g, €ntdo, torna-se invidvel desenvolver o exercicio desta manei-
ra. Todavia, pode-se perceber o seguinte padrao mostrado na figura 5 a seguir:

Figura 5 — Padrio para soma dos termos de uma progressiao aritmética

[+2+3+4+5+...+
1000+999+998+997+996+...+

Fonte: O autor, 2021
Veja que nesta figura, a soma dos termos da sequéncia foi realizada duas vezes, uma
na ordem direta e outra na ordem inversa, entretanto ao analisar a figura, fica perceptivel que
a0 somarmos:
A; + Aqpoo = 1001
Ay + Aggg = 1001
Az + Ageg = 1001
Ay + Agg, = 1001

Agg; + A, = 1001

Agog + A3 = 1001

Aggg + A, = 1001

Aiooo + 41 = 1001
Com isto, observa-se que ha 1000 somas sendo feitas, pois em cada soma hé duas par-
celas e o resultado obtido em cada operacdo é 1001, o que implica em: Soma = 1001 X
1000, s6 que foram utilizadas, conforme mencionado acima, duas sequéncias, uma na ordem
direta e outra na ordem inversa, portanto a quantidade de somas acaba sendo a quantidade de
termos da progressdo aritmética inicial. E valido ressaltar, ainda, que é preciso efetuar a divi-

sdo por dois no calculo da soma dos termos desta progressdao. Como se tem duas sequéncias
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iguais sendo somadas, mas, o exercicio pede a soma de uma sequéncia apenas, entdo a divisdo

acaba por “corrigir” o fato de se ter utilizado duas sequéncias ao invés de uma.

1001 x 1000

Soma dos 1000 termos = S;gp9 = — = 500.500

Finalmente, pode-se fazer uma conjectura mais abrangente com relagdo a soma dos

«“ N

(A1 +A7’l) Xn

termos de uma progressao aritmética: S, >

5.4 Progressio aritmética de segunda ordem — quarto encontro

Uma progressao aritmética de segunda ordem ¢ toda sequéncia em que a diferenca en-
tre o termo A4,, € o termo A, _; ¢ uma progressao aritmética de primeira ordem, ou seja, a dife-
renga entre o termo analisado e o termo antecessor ¢ uma P.A. Outra forma de compreender
uma sequéncia com este padrao ¢ percebendo que os acréscimos sucessivos para avangar aos
termos posteriores serdo uma progressao aritmética de primeira ordem. Veja alguns exemplos:
Exemplo,: dada a sequéncia S = {3,4,6,9,13, ...}. Identifique seu padrao e determine o
sexto termo e o décimo termo.

Para perceber o padrao desta sequéncia, observe a figura 6 a seguir:

Figura 6 — Padrao recursivo de uma progressﬁo aritmética de segunda ordem

3 4 6@}9 13#18

Fonte: O autor, 2021

Verifique que o acréscimo para se chegar ao termo seguinte obedece ao padrao de uma
progressdo aritmética, analise:

A, — A, hd o acréscimo de uma unidade

A, — A3 hé o acréscimo de duas unidades

Az = A, héd o acréscimo de trés unidades

A, — As héd o acréscimo de quatro unidades

As — Ag hé o acréscimo de cinco unidades

Portanto, a sequéncia formada pelos acréscimos sucessivos ¢ uma P.A com os seguin-
tes termos: {1,2,3,4,5, ...}, com isso, chega-se a resposta da primeira parte do exemplo, ja
que o sexto termo Ag = 18.

Além disso, foram utilizadas duas formas para calcular o décimo termo A,.
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Forma,: continuar os acréscimos sucessivos até obter o décimo termo, vide figura 7 abaixo:

Figura 7 — Continuag:ﬁo da ﬁgura 6 — Padrao recursivo de uma P.A de segunda ordem

18 24 31#39 48

Fonte: O autor, 2021

Forma,: perceber o seguinte padrio:
A, =3+1
A3 =3+1+2
Ay =3+1+2+3

A10:3+ (1+2+3+"'+9)

Soma de uma P.A de razio=1
(Al +An) Xn
2

Sn=

[(1+9)x9]

Ao =3+ A, =48

Conjecturando para qualquer termo “n” - A, =3+ [1+24+ 3+ -+ (n—1)]

Soma de uma P.A de razio=1
e (n—1) termos
_(1+(n-1))x(n-1)
sn—l——z

(n* —n)

A, =3

“ "

Perceba que esta formula s6 depende da quantidade de termos “n”, para calcular o A4,
por esta forma, basta fazer:

(102 — 10)

2 = 45+3 - (A =19

A10=3+

5.5 Progressao geométrica — quinto encontro

A progressao geométrica é toda sequéncia em que cada termo, valido a partir do se-
gundo, ¢ igual ao produto do termo anterior por uma constante q, que ¢ denominada de razao
de uma P.G. Observe:

Ay =A; Xq
A3 =A; Xq
Ay =A3Xq
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An = An—l xXq
Apy1 = An X q
Perceba que esta lei de formagdo mostrada acima ¢ de forma recursiva, pois o termo

desejado depende do termo anterior. Todavia uma progressdo geométrica também pode ser

analisada de uma maneira nao recursiva, verifique a construcao abaixo:

A, = A Xq
Ay =A; X q°
A4=A1><q3
An=A1><q"_1
Apyy = A X q"

Observe que um termo qualquer A, depende apenas do termo inicial, da razdo e da

quantidade de termos inseridos a partir de A;, ndo dependendo, assim do termo anterior 4,,_;.

Atente-se aos exemplos a seguir e tente reconhecer os padroes de uma progressao geométrica
Exemploq: analise a sequéncia abaixo e descubra o valor da razao.
Sequéncia: {1, 2, 4,8, 16, ... }

Apos analisar a sequéncia, verifica-se que o valor da razdo q = 2, pois:
2_4_8_16_,
1 2 4 8

ou ainda, € percebivel de forma recursiva que:
AZ = Al X 2

A=A, X2
A4:A3X2

2

aad
razao q=2

An = An_1 X

Ao descobrir o valor da razao, pode-se encontrar qualquer termo da sequéncia de for-
ma nao recursiva. Tomando como exemplo o décimo termo, observa-se que:
A=A xq°
A =1x2°
Ajp=1x512 -
A partir do resultado obtido para o décimo termo, é possivel encontrar, por exemplo, o

valor do décimo quinto termo de forma recursiva, assim como também de maneira ndo recur-
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siva. Perceba que ao utilizar o método recursivo, é necessario avangar para o décimo primeiro

termo, ja que A;; = Aq9 X 2, 0 que implica em A;; = 512 X 2 - |4, = 1.024|. Seguindo

este mesmo raciocinio, chega-se em:

Ay = Ay X2 > Ay, = 1024 X 2 > [A;, = 2.048

A13 = A12 X 2 s A13 = 204‘8 X 2 il A13 = 4‘.096

A14_ - A13 X 2 - A14 == 4096 X 2 il A14_ == 8.192

Ays = A1y X2 > Aj5 = 8192 X 2 = |A;5 = 16.384|

Caso seja utilizada a forma nao recursiva, € possivel estabelecer como ponto de partida
o primeiro termo A;, como também adotar o termo A,y como referéncia, uma vez que foram
obtidos os valores de ambos os termos.

Para encontrar o termo A;5 tomando como base o primeiro termo, basta perceber que:

Ags = A; X 2% > A = 1 x 2'* >[4, = 16.384]

Agora, tomando como ponto de partida o décimo termo A,y percebe-se que: A5 =

Ao X 25, entdlo, Ay = 512 X 2% > A;5 = 512 x 32 > [A;5 = 16.384],

5.6 Recorréncia linear de segunda ordem — sexto encontro

A recorréncia linear de segunda ordem acontece quando um termo qualquer da se-
quéncia A, depende dos dois termos antecessores A,_; ¢ A,_,. Ela ¢ chamada de linear pois
ndo ha termos quadraticos, cubicos, dentre outros. Veja a ndo linearidade no caso a seguir:
Ap = (Ap_1)* — A,_,. Perceba que, como ha um termo antecessor quadratico, entio esta
sequéncia nao ¢ linear. A recorréncia linear de segunda ordem tem o seguinte formato:

Ap = f(M)Ay_1 F gm)A,_; + h(n)
e caso g(n) = 0 — recorréncia linear de primeira ordem;

“w__n

e f(n),g(n) eh(n) sdo funcdes que dependem da quantidade de termos “n”.

Observacado: os alunos do sexto ano ainda nao tém uma constru¢do formal bem estruturada
sobre fung¢ao, entao este formato padronizado para o termo geral A,, foi utilizado apenas como

exemplificagdo e caracterizagdo para as recorréncias lineares de segunda ordem.

Observe alguns exemplos de sequéncias definidas por recorréncias lineares de segunda
ordem:
Exemploq:seja S ={2,2,4,6,10, 16, ... }. Descubra o oitavo termo e encontre a lei de for-
macao recursiva para esta sequéncia.

Para este exemplo, fica compreensivel o seguinte padrao:
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As = A, + A,
A, =A, + Aq
As = A; + A,
Ag = Ay + As

Ap=A4n1 + An—2|

Lei de formacao recursiva

e para encontrar o oitavo termo pela féormula recursiva ¢ nitido a necessidade de se obter
0 sétimo termo, pois: Ag = Ag + A,. Portanto, como o exercicio fornece os valores até o sexto

termo, obtém-se que: A; = As + Ag = A; = 10 + 16 - [A; = 26|;

e portanto, Ag = Ag + A; = Ag = 16 + 26 — [Ag = 42|
Exemplo,: encontre a lei de formagao recursiva e diga qual o valor do décimo termo da se-
quéncia A = {1,3,5,11,21,43, ... }.

Observe o seguinte padrao para esta sequéncia:

A3 =24, + 4,
Ay =24, + As
As = 245 + Ay
Ag = 244 + As

|An =24, + An—ll

Formula Recursiva

Como o problema forneceu até o sexto termo da sequéncia, entdo, ao se obter a lei de
formacdo recursiva, € necessario encontrar o sétimo termo, em seguida o oitavo termo, para
posteriormente encontrar o nono termo e, assim, poder encontrar o valor do décimo termo.
Observe:

A7 =2A5+Ag > A7 =2%X21+43 > A; =85
Ag =24+ A; 5 Ag=2%X434+85-5A43=171
Ag = 2A7+ Ag > Ag =2 %85+ 171 =341

A10 :2A8 +A9 —>A10:2X171+341—) AIO = 683

Décimo termo

5.7 Estudo inicial da geometria dos fractais com énfase nos padroes e recursividade —

sétimo encontro

Os fractais sdo arranjos de estruturas geométricas, constituidos por partes fragmenta-
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das, reduzidas e que mantém o mesmo padrdo, semelhanca em relagdo a figura inicial. Veja a
seguir alguns exemplos de fractais:
Exemplo, — Fractal a partir de um quadrado: analise a figura para entender o padrao.

Figura 8 - Exemplo de um fractal de forma quadrangular

A : B

Fonte: Moreira 2017, p.55

e perceba que inicialmente hd um quadrado de lado L qualquer representado na cor la-
ranja. Unindo-se os pontos médios desse quadrado sdo formados os segmentos
EF,FG,GH e HE que formam um quadrado simbolizado na cor azul (primeira iteracdo);

e agora, ao unir os segmentos JK, KL, LI, I], que sio pontos médios do quadrado repre-
sentado em azul, obtém-se o quadrado caracterizado na cor rosa (segunda iteracao);

e continuando o mesmo processo, obtém-se novos quadrados cada vez menores.

Verifica-se que a cada iteracdo serdo gerados quatro novos tridngulos. Portanto, ha

uma sequéncia que mostra a quantidade de novos tridngulos formados a cada iteragdo, como
também ha um padrdo recursivo que pode ser escrito por meio de uma sequéncia que repre-
senta a quantidade total de triangulos neste fractal. A tabela 3 fornece a quantidade de novos
triangulos formados a cada iteragdo e a tabela 4 mostra a quantidade total de tridngulos até
uma determinada quantidade "n" de iteragdes.

Tabela 3 — Quantidade de novos triAngulos a cada iteraciao

Quantidade "n" de iteraces Quantidade de tridngulos gerados a cada

iteracao

n=1 A =4
n=2 A, =4
n=3 Az =4
n=+4% A, =4
n=>5 As =4
Generalizacao A, =4

Fonte: O autor, 2021
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e ecsta tabela 3 pode ser escrita como uma sequéncia constante "S;" que fornece a quan-
tidade de triangulos formados a cada iteragdo. Portanto:

S, z{i’i’é""'i""}
Ay Ay A3 An

Tabela 4 — Quantidade total de triAngulos

Quantidade "n" de iteracoes Quantidade total de triaAngulos na figura
n=1 A =4
n=2 A, =8
n=23 A3 =12
n=4 A, =16
n=>5 As =20
Generalizacido Recursiva A, =4, 11+4
Generalizacio Nao — Recursiva A, =4n

Fonte: O autor, 2021
e a0 escrever a tabela 4 como uma sequéncia "S,", percebe-se que estd sequéncia ¢ uma
progressao aritmética. Logo:
S, =1{4,812,-,4,,}
Exemplo, — Fractal de Triminé: observe a figura abaixo que mostra o arranjo geometrico

do fractal de trimino.

Figura 9 — Fractal de Trimin6 do nivel I ao nivel I11

S des ==

I

L CebE Z]mn

Mivel 1 Miwel 11 Mivel H11

Fonte: Vargas et al, 2014, p.4

1. para formar a figura do fractal de triminé em sua forma inicial (nivel I) s3o necessarios
trés quadrados ou cubos e depois realizar o acoplamento geométrico em forma de L;

2. agora, para se chegar ao fractal em nivel II é necessario converter cada quadrado da fi-
gura do nivel I em 3 quadrados menores em formato de L, ou seja, em um trimino;

3. para se obter a figura do fractal de triminé em nivel III, é preciso pegar cada quadrado
do fractal em nivel II e transforma-lo em um trimind, ou seja, em trés quadrados menores em
forma de L;

4. para alcancar o fractal de trimin6é em nivel IV, basta seguir a mesma ideia utilizada até

entdo.
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A tabela 5 a seguir, mostra a quantidade de quadrados obtidos em cada nivel do fractal
de trimind.

Tabela 5 — Relacio da quantidade de quadrados para cada nivel do fractal de triminé

Nivel do fractal de triminé Quantidade de quadrados
n=1 3=3"
n=2 9 = 32
n=3 27 =33
n=4 81 =3*
n=>5 243 =35
Generalizacao Recursiva A, =3%XA4,_4
Generalizacio Nao — Recursiva A, =3"

Fonte: O autor, 2021
e com o fractal de trimind ¢ possivel trabalhar com sequéncias em progressao geométri-
ca, ja que uma sequéncia para esse padrao ¢ da seguinte forma:
T ={3,9,27,81,243,...}
Exemplo; — Tapete de Sierpinski: Veja a figura a seguir que mostra o padrdo geométrico
do Tapete de Sierpinski.
Figura 10 — Tapete de Sierpinski do Nivel 0 ao Nivel 2

ENEEEEEER

JdEIE
|

\.]| A
a = b |

Fonte: O autor, 2021

1. inicialmente ha um tapete em formato quadrangular (nivel 0). Este tapete quadrangular
foi fragmentado em 9 quadrados menores idénticos e pintou-se o quadrado central de verme-
lho (nivel 1);

2. cada um dos oitos quadrados idénticos que ndo foram pintados sera dividido em outros
nove quadrados menores e, novamente, o quadrado central formado dessa divisdo serd pinta-
do, obtendo-se assim o nivel 2;

3. a forma de se obter o nivel 3 do tapete de Sierpinski ¢ andlogo ao que foi feito anteri-

ormente.
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Para este fractal ¢ interessante perceber alguns padrdes, como a analise da quantidade
de quadrados que nao foram pintados em um nivel "n" qualquer. Neste sentido, ¢ importante
destacar uma sequéncia com esses quadrados que nao foram pintados. Desta forma, com o
intuito de facilitar o entendimento, sera considerado o nivel 1 como ponto de partida, ja que a
primeira fragmentacao (iteragdo) ocorre neste nivel. Portanto, tomando "S" como sendo a se-
quéncia formada pelos quadrados que ndo foram pintados, obtém-se que: S = {8, 64, A5, ... }

e destaca-se que cada quadrado ndo pintado do nivel 2 serd fragmentado em nove qua-
drados menores e idénticos, porém apenas o quadrado central é marcado, dessa forma oito
quadrados ndo serdo pintados. Entdo como ha um total de 64 quadrados ndo pintados no nivel
2 e para cada um desses 64 quadrados serdo gerados oito quadrados ndo pintados no nivel 3,
implica-se em um total de 8 X 64 quadrados nao pintados no nivel 3, o que resulta em A; =
512 quadrados.

e analogamente, A, = 8 X 512 - A, = 4096. Portanto;

S ={8,64,512,4096, ...}

Percebe-se, entdo, que esta sequéncia S € uma progressao geométrica de razao 8, pois

de forma recursiva tem-se que |An =A,_1 X 8| e de maneira ndo recursiva .

Outro padrio interessante ¢ sobre a quantidade de quadrados pintados de vermelho em

um nivel "n" qualquer. Para responder a este questionamento, tome "P" como sendo a se-
quéncia formada pelos quadrados pintados de vermelho, entdo no nivel 1 hd um quadrado, no
nivel 2 ha 8 + 1 quadrados, o que implicaem P = {1, (8 + 1), 45, ... }.

e para achar o terceiro termo desta sequéncia, basta observar que cada quadrado ndo pin-
tado no nivel 2 ira gerar um quadrado menor pintado no nivel 3, e como ha 64 quadrados nao
pintados no nivel 2, entdo haverd um total de 64 + 8 + 1 quadrados pintados no nivel 3, pois
os quadrados que ja foram pintados se mantém em todos os outros niveis. Portanto, a sequén-
cia pode ser escrita da seguinte forma para facilitar o entendimento: P = {1, (1 + 8),(1 + 8 +
64) ,(1+8+ 64 +512) ...}, ou ainda:

P ={§g,(8°+81),(8°+81+82),...,(8°+81+82+8”‘1)
Ay Ay Az Ap

5.8 Questionario sobre a oficina e revisao do conteudo — oitavo encontro

Para o Ultimo encontro nao foi elaborado o material teorico, visto que, o tempo desti-
nado a esta reunido foi utilizado para os alunos responderem ao questionario qualitativo. O

objetivo deste ¢ obter a opinido do aluno sobre a oficina, pontos positivos e negativos, como



48

também, o ponto de vista do estudante sobre a metodologia ativa da instrucao por pares. Além
disso, foram realizados mais trés problemas propostos com o intuito de retomar alguns aspec-

tos de sequéncias recursivas e ndo recursivas em forma de revisao do conteudo.
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6 RESPOSTAS DOS ALUNOS AOS PROBLEMAS PROPOSTOS REALIZADOS DU-
RANTE A OFICINA (aplicacao do Peer Instruction)

6.1 Primeiro encontro

Para o primeiro encontro com os discentes ndo foi utilizada a metodologia ativa do
Peer Instruction. Foi elaborado um material prévio, e a partir deste os alunos resolveram os
problemas propostos. Apos a resolucao dos estudantes o professor fez a solugdo dos “proble-
mas 1 ¢ 2” no modelo da metodologia tradicional de ensino. A resolucdo do docente com re-

lacdo aos problemas propostos estara disponivel no Apéndice A desta dissertagao.

6.2 Segundo encontro

Para o segundo encontro foram elaborados dois problemas (problemas 3 e 4) a fim de
verificar a percep¢do dos alunos com relagdo aos padrdes recursivos e ndo recursivos de uma
sequéncia. Observe a seguir a solucdo de alguns estudantes aos exercicios:

Problemas: (FCC — 2013 — Sergipe Gas S.A — Assistente técnico administrativo — RH)
Observe o diagrama e seu padrao de organizagao.

REL KN (18 |=p [ B |

\' . ._ \--

El M \ﬁl u

Fonte: O autor, 2021

Figura 11 — Padrio de organizagﬁo

e a diferenga numérica entre A e B, quando se completa o diagrama de acordo com o
padrdo, ¢é igual a?
Alunosj: realizou o exercicio de maneira recursiva, percebeu que na primeira linha a sequén-
cia aumenta de trés unidades a cada termo posterior, obtendo assim B = 13. Ja na segunda
linha percebeu que a cada termo posterior havia um acréscimo de doze unidades em relacao

ao termo anterior, alcancando desta forma A = 40. Para encontrar a solu¢ao realizou a opera-

cio|A—B =40—13 = 27|.

Alunos: fez os procedimentos de forma recursiva, encontrando A = 40 ¢ B = 13, porém
esqueceu de realizar a diferenga numérica entre A e B. Portanto, ndo conseguiu finalizar o

exercicio mesmo tendo raciocinado de maneira correta.
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Alunos, ;: estes estudantes identificaram de forma recursiva o que acontece na primeira li-
nha, obtiveram assim B = 13, porém analisaram, ainda, que para chegar aos termos da se-
gunda linha, basta efetuar a multiplicagdo por quatro dos elementos correspondentes da pri-

meira linha. Observe:

%4l ( Primeira linha:1,4,7,10 )
Segunda linha: 4,16,28, A

e portanto, |4 = 10 X 4 = 40|,

Link — Problemas: para acesso ao video com o que foi feito na oficina para este exerci-
cio, basta usar o link abaixo:
https://drive.google.com/file/d/INAbW I1HNeWmOLSuGhkH5XEaiCK2s PvsR/view?usp=sh
aring
Problema,

Analise a sequéncia a seguir e marque a alternativa que corresponde ao sexto termo da
sequéncia: {1,4,9, 16, 25,...}
Alunos: fez de forma recursiva analisando que para se chegar ao quinto termo As = 25 pre-
cisa somar 9 unidades em relagdo ao quarto termo que vale 16. Percebeu também que para se
chegar ao quarto termo A, = 16 precisa somar 7 unidades ao terceiro termo de valor 9, assim
como, para se chegar ao terceiro termo Az = 9 ¢ necessario somar 5 unidades ao segundo
termo que vale 4, analogamente, para se chegar ao segundo termo A, =4 ¢ preciso somar 3
unidades ao primeiro termo cujo valor ¢ 1. Portanto, percebeu que os avangos sucessivos im-
plicavam em somas que cresciam sempre de 2 unidades ao acréscimo anterior, logo, concluiu
que para se chegar ao sexto termo ¢ preciso somar 11 unidades, ou seja, o sexto termo Ag =
25+ 11 >[4 = 36}
Link — Problemay,: veja o video com a solugdo deste problema feita pelo "Alunos" ao
utilizar o link a seguir:
https://drive.google.com/file/d/17L1t37XomVdSpytSAQpOGNpCTMNd4fdg/view?usp=shari
ng

6.3 Terceiro encontro

Neste encontro houve a adi¢do do "Aluno,," que demonstrou interesse em participar
da oficina mesmo apos o seu inicio, e além disso, foram elaborados dois problemas que serdo

analisados a seguir. Observe abaixo os exercicios com as respostas de alguns estudantes.
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Problemas: INEP — ENEM - 2011)

O numero mensal de passagens de uma determinada empresa aérea aumentou no ano
passado nas seguintes condi¢des: Em janeiro foram vendidas 33.000 passagens; em fevereiro
34.500; em margo 36.000. Esse padrao de crescimento se mantém para os meses subsequen-
tes. Quantas passagens foram vendidas por essa empresa em julho do ano passado?

Alunos: percebeu que as passagens iam crescendo de 1500 unidades a cada més posterior.
Como em margo foram vendidas 36.000 passagens e de marco até julho decorre um total de 4
meses, entdo, para obter o total de passagens vendidas em julho basta acrescentar 1500 X 4

ao valor obtido em marco. Portanto, o Alunos obteve o seguinte resultado: Julho = 36.000 +

1500 x4 - | Julho = 42.000 | que ¢ uma forma ndo recursiva de raciocinar a questao, ja que

o estudante foi de marco para julho, sem antes passar por abril, maio e junho.
Alunoy: raciocinou de forma recursiva, pois percebeu, que a cada més subsequente ha o
acréscimo de 1500 passagens vendidas, s6 que agora o estudante foi de margo para abril, de-
pois de abril para maio, em seguida de maio para junho e, posteriormente, de junho para ju-
lho, ou seja:

Abril = Marg¢o + 1500 — Abril = 36.000 + 1500 = 37.500;

Maio = Abril + 1500 — Maio = 37.500 + 1500 = 39.000;

Junho = Maio + 1500 — Junho = 39.000 + 1500 = 40.500;

Julho = Junho + 1500 - Julho = 40.500 + 1500 = 42.000.
Observacio: o discente se equivocou em algumas situagdes no momento de efetuar as ope-
racdes, porém pensou de maneira correta € com a orientagdo do professor conseguiu terminar
o problema.
Link — Problemas: durante um breve periodo foi escurecido o video para preservar a
imagem dos estudantes que aparecem na conferéncia. Assista ao video utilizando o link a se-
guir:
https://drive.google.com/file/d/1g7X2ZkufpJceoOPpfc-pi3G-NgHhX20u/view?usp=sharing

Problemag: (INEP — ENEM - 2012)

Jogar baralho ¢ uma atividade que estimula o raciocinio. Um jogo tradicional ¢ a Paci-
éncia, que utiliza 52 cartas. Inicialmente, sdo formadas sete colunas com as cartas. A primeira
coluna tem uma carta, a segunda tem duas cartas, a terceira tem 3 cartas, a quarta tem quatro
cartas, ¢ assim sucessivamente até a sétima coluna, a qual tem 7 cartas, ¢ o que sobra forma o
monte, que sdo as cartas ndo utilizadas nas colunas. A quantidade de cartas que forma o mon-

te €7
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Alunoy,: primeiramente o estudante fez o desenho das cartas que ndo estdo no monte, com
isso, percebeu que a quantidade de cartas nas colunas seraasomal+2+3+4+5+6+7,
realizou a soma de maneira direta, sem utilizar a férmula da soma dos termos de uma progres-
s3o aritmética e obteve o valor 28. Apds isto, notou que ao pegar o total das 52 cartas do bara-
lho, e retirar a quantidade que estd nas colunas, ele obterda a quantidade de cartas no monte,
assim realizou a seguinte operagdo: Monte = 52 — 28 = 24 ¢ obteve a resposta do problema.
Link — Problemag: para visualizar a resposta em video acesse o link a seguir:

https://drive.google.com/file/d/1bjLNLWPPVWE-1Uxs3d500jTgx4ALz7qZ/view?usp=sharing

6.4 Quarto encontro

Neste encontro houve a inclusdo do "Aluno,," na oficina e foram trabalhados trés
problemas referentes ao conteudo de progressdo aritmética de segunda ordem, veja abaixo a
solucao dos discentes:

Problema,

Para vencer em um jogo, um grupo de estudantes precisa agrupar 51 bolinhas sem que
elas escorreguem, porém para chegar até o nivel correspondente as 51 bolinhas, os alunos
precisam passar, primeiramente, pelos niveis mais faceis. Observe a figura abaixo que mostra
o padrao formado nos niveis de dificuldade de 1 a 4 e diga qual o nivel condizente com as 51
bolinhas.

Figura 12 — Padrao formado para cada nivel de dificuldade

1 2 a3 4°
Fonte: Van de Walle, 2009, p.299
Alunoj: contou a quantidade total de bolinhas em cada nivel, obtendo assim 1 bolinha para o
primeiro nivel, 5 bolinhas para o segundo nivel, 12 bolinhas para o terceiro nivel, 22 bolinhas
para o quarto nivel. Percebeu que o acréscimo para cada nivel posterior formava a sequéncia
adiante: {4,7,10,13,16,...} ou seja, o incremento para cada nivel sucessivo era de 3 unida-
des a mais em relagdo ao incremento para o nivel anterior, portanto para se chegar ao quinto
nivel era preciso acrescentar 13 unidades em relagdo ao quarto nivel, e para obter o sexto ni-

vel, era necessario acrescentar 16 unidades em relacdo ao quinto nivel, ou seja:

2°Nivel = 1°Nivel + 4 — [2°Nivel =1+ 4 = 5|
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3°Nivel = 2°Nivel + 7 - |3°Nivel = 5 + 7 = 12|

4°Nivel = 32Nivel + 10 — [42Nivel = 12 + 10 = 22|

59Nivel = 4°Nivel + 13 — |5°Nivel = 22 + 13 = 35|

62Nivel = 52Nivel + 16 — |62Nivel = 35 + 16 = 51|

Alunoy: percebeu que na base de cada nivel o aumento era constante e de duas unidades em
relagdo ao termo anterior. Verificou que a partir do segundo termo, no segundo alinhamento,
0 aumento também era constante, ¢ de 2 unidades em relagdo termo anterior. Analogamente, a
partir do terceiro termo no terceiro alinhamento o aumento também era constante, e de 2 uni-
dades, foi utilizando este mesmo raciocinio para cada termo posterior até obter a quantidade
de bolinhas para cada fileira, desde a base até o sexto alinhamento. Veja as sequéncias a se-
guir que mostram o pensamento do aluno para cada fileira:

Base — {1,3,5,7,9, l}, }
6°Nivel

Segundo alinhamento formado a partir do 22 nivel - {2,4,6,8, 39 }
6°2Nivel

Terceiro alinhamento formado a partir do 3%nivel = {3,5, 7, 3 }
62 Nivel

Quarto alinhamento formado a partir do 4%nivel — {4, 6, §, }
6°Nivel

Quinto alinhamento formado a partir do 52nivel — {5, 7 }
6°Nivel

Sexto alinhamento formado a partir do 62Nivel - { 6 }
6°Nivel

¢ somando a quantidade de bolinhas no sexto nivel, o estudante obteve o seguinte resul-
tado: 11+ 10+ 9+ 8 + 7 + 6 = 51 bolinhas. Logo obteve como resposta para as 51 boli-
nhas o sexto nivel.
Link — Problemas: utilize o link a seguir para visualizar o video com a soluc¢ao dos estu-
dantes.
https://drive.google.com/file/d/1Cbz-tonhurcHIvT-Gf15Y Wx8pm4kEr8F/view?usp=sharing

Problemag: (OBMEP — Nivel I —2012)
Renata montou uma sequéncia de tridngulos com palitos de fésforo, seguindo o padrao

indicado na figura. Quantos palitos ela vai usar para construir o quinto tridngulo da sequén-

cia?
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Figura 13 — Padrio para a sequéncia de tridngulos

< :;-\_ AN \
N M ENE_SED

10 20 30

Fonte: obmep.org.br/provas.htm
Aluno,: resolveu o problema pensando no acréscimo de palitos para cada termo posterior e
inferiu o seguinte:

Primeiro termo — 3;
Segundo termo — 3 + 6;
Terceiro termo —» 34+ 6 + 9;
Quartotermo - 3+6+9+12;
Quintotermo - 3+6+9+4+ 12 + 15;

e portanto a solucdo encontrada ¢ formada pela soma 3+6+9+ 12+ 15 =

[ paticos]

Observacio: o docente teve que realizar algumas intervencgdes para ajudar o aluno na cons-
tru¢do do padrdo da sequéncia, pois o estudante demonstrou um pouco de dificuldade para
finalizar a ideia levantada para a resolug¢dao do problema.

Aluno,: utilizou o padrdo das figuras para construir o desenho do quinto tridngulo e contar
a quantidade de palitos. Observe a figura 13 a seguir com a ilustragao.

Figura 14 — Formato do quinto tridingulo da sequéncia

13 14

10 11 12

Fonte: O autor, 2021
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Observacgio:

1. vale ressaltar que o padrdo e o desenho foram percebidos pelo estudante apenas pela
observagdo, o0 mesmo nao realizou o desenho no caderno e nem utilizou da escrita. Desta for-
ma, o exercicio foi resolvido de forma mental, o que ¢ uma maneira singular de resolu¢ao;

2. Acrescenta-se, ainda, que o padrdo da figura considera apenas os tridngulos que estao
numerados, os triangulos internos que estdao invertidos ¢ o triangulo externo nao sdo conside-
rados.

Alunoy: resolveu o problema raciocinando em uma sequéncia composta pela quantidade de
tridngulos formada pelos palitos, percebeu que o primeiro termo tem um triangulo, analisou
que no segundo termo ha trés tridngulos que contém os palitos e, posteriormente, observou
que existem seis tridngulos que contém os palitos no terceiro termo. Assim, inferiu que o pa-
drdo para os acréscimos sucessivos era sempre de uma unidade a mais em relacdo ao acrésci-
mo anterior. Obteve, portanto, a seguinte sequéncia:

Primeiro termo — 1 tridngulo

Segundo termo — 3 tridngulos

Terceiro termo — 6 triangulos

Quarto termo — 10 triangulos

Quinto termo — 15 tridngulos

e como cada tridngulo possui trés palitos, entdo 15 tridngulos possuem 15 X 3 =
45 palitos.

Veja a figura 14 abaixo que mostra os triangulos que sdo utilizados no quinto termo da
sequéncia. Destaca-se, ainda, que os tridngulos que estdo grifados em amarelo ndo sdo conta-
bilizados para ndo haver contagem indevida com relagao a quantidade de palitos.

Figura 15 — Quantidade de tridAngulos para o quinto termo da sequéncia

13 14
/(\ 11 12

9

7 8
VAVAVAVAVLN

Fonte: O autor, 2021
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Link — Problemag: acesse o link a seguir para visualizar o video com a solucdo dos alu-
nos.
https://drive.google.com/file/d/1dI8z3ZV4edj1Zi_CxSHJuxa8KEF TQ- /view?usp=sharing
Problemaqy: (OBMEP — Nivel 1 —2018)
Janaina faz torres com cartdes, seguindo o padrao da figura. A primeira torre foi feita
com 2 cartdes, a segunda torre com 7 cartdes, a terceira com 15 e assim por diante. Quantos
cartdes ela deve acrescentar a décima torre para obter a décima primeira?

Figura 16 — Padrao das torres formadas por cartdes

Torre 1 Torre 2 Torre 3

Fonte: obmep.org.br/provas.htm
Alunoy,: percebeu que o problema se tratava apenas do acréscimo da quantidade de cartdes
para se alcangar a torre seguinte, conseguiu identificar o padrio inicial dos acréscimos suces-
sivos, obtendo o seguinte:
Torre; = Torre, = Acréscimo de 5 cartoes
Torre, = Torrez = Acréscimo de 8 cartoes
Torrez — Torre, = Acréscimo de 11 cartdes

Dessa forma, mantendo o padrao do acréscimo acima, chegou a seguinte sequéncia;

{5,8,11,14,17,20, 23, 26, 29, 32 }

N
Torre 10-Torre 11

e assim, concluiu que o acréscimo de cartdes necessario para ir da torre;, para a
torre;; € igual a 32.
Alunog 4: apds a solugdo de forma recursiva do Aluno,, o professor iniciou uma indagacdo
acerca de uma forma nao recursiva de solucao para esse problema. Assim, os estudantes con-
seguiram perceber de forma conclusiva a seguinte equagao.

A=A+ 97 - Ay =5+9x3—>.

Link — Problemagy: para o visualizar o video com a solu¢do dos alunos, acesse o link a
seguir:

https://drive.google.com/file/d/1gdBivhMyzgpsl Q1031qwEFBOjh-uVCl/view?usp=sharing



57

6.5 Quinto encontro

Para este encontro foi feita a revisdo do contetido de progressao aritmética e apresen-
tado o conceito de progressdao geométrica. Além disso, salientaram-se as diferencas entre P.A
e P.G. Apos isto, o professor utilizou a instru¢do por pares para debater com os alunos trés
problemas que serdo apresentados a seguir.

Problema,y: (UDESC — Universidade do Estado de Santa Catarina — 2011)

Em uma escola com 512 alunos, um aluno apareceu com o virus do sarampo. Se esse
aluno permanecesse na escola, o virus se propagaria da seguinte forma: no primeiro dia, um
aluno estaria contaminado; no segundo, dois estariam contaminados; no terceiro, quatro, ¢
assim sucessivamente. A diretora dispensou o aluno contaminado imediatamente, pois conclu-
iu que todos os 512 alunos teriam sarampo em qual dia?

Alunos: percebeu, de forma recursiva, que para se chegar ao termo seguinte era necessario

multiplicar o termo anterior por dois, obtendo a seguinte sequéncia:

{1,2, 4, 8,16, 32, 64,128,256, 512 |}
“w W “w “ (- —— e ——
1%dia 2°%dia 3%dia 4°dia 5°dia 6°dia 7°%ia 8%°%ia 9°%ia |10%ia

e concluiu, entdo, que no décimo dia os 512 alunos seriam contaminados.
Alunoy: este aluno também pensou de forma recursiva, assim como o Alunos. Todavia o
professor, para obter novas formas de resolugdo, perguntou como ele pensaria no problema de
forma nao recursiva. Dessa forma, o aluno, de maneira perspicaz, percebeu que para se chegar
ao décimo termo da sequéncia, bastava utilizar o primeiro termo ¢ multiplicar pela razao que

vale dois, e depois elevar esta razdo a nona poténcia, ou seja:

A10=A1X29_)A10=1X512_) A10=512

e portanto, o estudante percebeu de forma ndo recursiva, que no décimo dia haveriam
512 alunos infectados.
Link — Problema,,: logo abaixo esta disponibilizado o link para este problema com a
solucao dos alunos em video. Durante um breve periodo foi escurecido o video para preservar
a imagem dos alunos que aparecem na conferéncia do Google meet.

https://drive.google.com/file/d/1pCNpgZwW6J3Lp0LzBF5puv33Vcesa3PNg/view?usp=sharin

g
Problemay,: (FAUEL - 2021 — Prefeitura de Catanduvas — Assistente administrativo)
Assinale a sequéncia de nimeros que ¢ uma progressao aritmética e, a0 mesmo tempo,

uma progressao geométrica.
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Figura 17 — Alternativas do problema,,

{1;2; 3;4; 5}
{ 127 =151}
{0;0; 0; 0; O}

{1,2;4;8; 16}
Fonte: qconcursos.com
Alunos;q4: os discentes foram participando do exercicio de forma alternada. O Aluno,;
demonstrou dificuldade com relagdo ao conceito de progressdo aritmética e geométrica, en-
quanto que o Aluno; conseguiu debater o exercicio sem muitas dificuldades.

e para o “item A”, o Alunos, percebeu que se trata de uma progressao aritmética, pois
cada termo seguinte da sequéncia ¢ igual ao termo anterior somado de uma unidade. O docen-
te aproveitou a explicagao do estudante para esclarecer o conceito de P.A e P.G para o
Aluno, 4, e consequentemente para os participantes;

e para o “item B”, o Aluno,;, percebeu que ndo se trata de uma progressao aritmética,
pois ndo ha padrdo de acréscimos sucessivos constantes. Enquanto que, o Alunos, analisou
que este exemplo é uma progressdo geométrica, pois para chegar a cada termo posterior da
sequéncia ¢ necessario multiplicar o termo anterior por —1;

e com relagdo ao “item C”, o Aluno,4, teve duvidas para responder, pois pensava que
uma progressao acontecia sempre que havia uma sequéncia exclusivamente crescente, o do-
cente aproveitou a duvida do aluno para esclarecer a todos o conceito de progressao. O
Aluno; identificou que esta sequéncia ¢ uma progressdo aritmética, pois ha um acréscimo
sucessivo e constante por zero a cada termo, e além disso afirmou se tratar, também, de uma
progressao geométrica, uma vez que cada termo sucessivo € igual ao termo anterior multipli-
cado sempre pela mesma constante;

e Acerca do “item D”, os discentes identificaram que esta sequéncia era uma progressao
geométrica, visto que, cada termo seguinte € o termo anterior multiplicado por um fator igual
a dois.

Link — Problema,q: assista ao video com a solugdo dos alunos ao utilizar o link a seguir.

https://drive.google.com/file/d/1Hy6uXql YFR7ahxIrf8OytfuwFKcQkR 7H/view?usp=sharing
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Problemay,: (INEP — ENEM - 2018)

Alguns modelos de radios automotivos estdo protegidos por um cédigo de seguranca.
Para ativar o sistema de audio, deve-se digitar o c6digo secreto composto por quatro algaris-
mos. No primeiro caso de erro na digita¢do, a pessoa deve esperar 60 segundos para digitar o
codigo novamente. O tempo de espera duplica, em relagdo ao tempo de espera anterior, a cada
digitacdo errada. Uma pessoa conseguiu ativar o radio somente na quarta tentativa, sendo de
30 segundos o tempo gasto para digitagdo do codigo secreto a cada tentativa. Nos casos da
digitagdo incorreta, ela iniciou a nova tentativa imediatamente apds a liberagdo do sistema de
espera. O tempo total, em segundo, gasto por essa pessoa para ativar o radio foi igual a?
Alunoss 4 14: resolveram o problema analisando o fato de que como houve o acerto da digi-
tacdo do cddigo apenas na quarta tentativa, entdo, a pessoa gastou os 30 segundos para inserir
o codigo por quatro vezes, ou seja, 30 X 4 = 120 segundos. Além disso, a pessoa errou o
codigo por trés vezes, portanto, como o tempo de espera para o erro do codigo comega com
60 segundos e, posteriormente esse tempo duplica para o proximo codigo digitado errado,
entdo, o tempo gasto serd, respectivamente de 60,120 e 240 segundos. Deste modo, o tempo
de espera para o erro de digitagdo é de 60 + 120 + 240 = 420 segundos. Por fim, os discen-

tes concluiram que era necessario realizar a soma entre o tempo para inserir o codigo e o tem-

po de espera relativo ao erro, logo obtiveram 120 + 420 = |54O segundos |

Link — Problema,,: acesse o video com a solucdo dos alunos ao utilizar o link abaixo:
https://drive.google.com/file/d/1fHOpu61LwrKGQj3zDxDwGYURKY ZQ3rf8/view?usp=shar

ing

6.6 Sexto encontro

Para este encontro foram elaborados trés problemas sobre o conteudo de recorréncias
lineares de segunda ordem, com énfase na sequéncia de Fibonacci.
Problema,3: (Makiyama — 2013 — Instituto Federal de Rondonia — Administrador)
“E uma sucessdo de nimeros que, misteriosamente, aparece em muitos fendmenos da
natureza. Descrita no final do século 12 pelo italiano Leonardo Fibonacci, ela ¢ infinita e co-
meca com 0 e 1. Assim a sequéncia fica: {0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...}”. A partir do pa-
drao observado e de acordo com o texto acima, o 14° elemento da Sequéncia de Fibonacci ¢é:

Alunos,;¢: resolveram o problema de forma recursiva, pois perceberam que o termo se-

guinte ¢ igual a soma dos dois termos antecessores, ou seja: |An =Ap1+A4,2 | Com isso,

obtiveram a seguinte sequéncia.
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(0:101,2,3,5,8.13, 21,34,55,89,144,233)
A1 Ay A3 Ay As Ag A7 Ag A9 Ajo A11 A1z A1z Agg

e portanto, concluiram que o décimo quarto termo desta sequéncia ¢ .
Alunog: teve, também, o pensamento recursivo de forma correta para resolver o problema,
porém acabou contando apenas até o décimo terceiro termo, portanto, obteve como resposta o
Az = 144.

Link — Problema,3: para assistir a solucdo dos discentes utilize o link abaixo. Vale res-
saltar, que foi escurecido o video por alguns segundos a fim de preservar a identidade dos

participantes.
https://drive.google.com/file/d/1qFMx166NquGkohQo06bMwTTSKorLsGS6/view?usp=shari
ng
Problemaq4: (FCC - 2018 — Secretaria de Educacao do Estado da Bahia — Professor)
A sequéncia de Fibonacci comega com os niumeros 1 e 2 e, em seguida, cada novo

numero da sequéncia € a soma dos dois nimeros imediatamente anteriores, como se vé a se-

guir:
{1,2, 3,5, 8,13, 21 ,---}
o5} “ [ U]
1+2 243 3+5 5+8 8+13
Na figura a seguir, observe a numeragao estabelecida em um conjunto de 60 teclas de
um piano.

Figura 18 — Conjunto das teclas de um piano

LULLUHINLU LR

1 356 8 1012)13 - 60

Fonte: qconcursos.com
Se um pianista decide tocar apenas as teclas marcadas com nimeros da sequéncia de
Fibonacci nesse piano, dentre as 60 teclas indicadas na figura, ele tocara quantas teclas?
Alunog: compreendeu pelo enunciado e pela sequéncia fornecida que um termo qualquer, a
partir do terceiro, serd a soma dos dois antecessores, com isso, o estudante obteve o oitavo
termo e, posteriormente, o nono termo, alcangcando assim a seguinte sequéncia.

{1,2,3,58,13,21, 34 , 55 }

13+21 21+34

Analisou, ainda, que o décimo termo A,y = §2 ndo faz parte do resultado do pro-
34455

blema, ja que o valor maximo permitido ¢ sessenta. Portanto, chegou a solucio que o pianista

ira tocar um total de nove teclas.



61

Link — Problema4: utilize o link a seguir para visualizar a solu¢do dos discentes.
https://drive.google.com/file/d/14mt1IwVjief06 TicdFqmOCDb4-U0g9vE/view?usp=sharing
Problema;s
Perceba o padrao da sequéncia a seguir € marque a alternativa que corresponde a soma
entre o 8° termo e 0 9° termo.
S ={5,5,10,15, 25,40, }

Alunos- g: entenderam o seguinte padrdo para esta sequéncia.

A3 =A;+ A, > |A3=5+5=10]

A=A+ A3 > |A, =5+10=15|

As = A3+ Ay - |As =10 + 15 = 25|

Ag = Ay + As - [Ag = 15 + 25 = 40|

Ag = A7 + Ag = |Ag = 65 + 105 = 170

Portanto, analisaram que a soma entre o oitavo termo e o nono termo sera igual a 275.
Link — Problemas: veja as respostas dos estudantes acessando o link abaixo:

https://drive.google.com/file/d/1iILKQOIx4tnIDfkFrEUEdOu9a8KEXhEj 1/view?usp=sharing

6.7 Sétimo encontro

Dois problemas foram explorados acerca do contetido da geometria dos fractais com
énfase na recursividade. Abaixo serdo apresentados os exercicios com as solucdes de alguns
estudantes.

Problemaq: (Moreira 2017, p.62)

Observe a imagem abaixo formada por trés paralelepipedos. O paralelepipedo; pos-
sui lecm de altura, 3cm de comprimento € 2cm de largura. O paralelepipedo, tem 2cm de
altura, 6cm de comprimento e 4cm de largura. Ja o paralelepipedo; possui 3cm de altura,

9cm de comprimento e 6cm de largura.



62

Figura 19 — Paralelepipedos inspirados em fractais

Fonte: Moreira, 2017, p.62
e qual serd a altura do 15° paralelepipedo, o comprimento do 10° paralelepipedo e a lar-
gura do 12° paralelepipedo?
Alunos g: ambos os estudantes conseguiram resolver o problema. Foi pedido ao Alunos para
determinar a altura do 15° paralelepipedo. Assim, o discente analisou o problema e percebeu
que a cada paralelepipedo seguinte a altura aumenta de uma unidade, e como ¢ dado no exer-

cicio que o primeiro termo € igual a um, e a sequéncia analisada trata-se de uma progressao

aritmética de razdo também igual a um, tem-se o seguinte: {1, 2, 3 ,---,15}. Com isso, o
- ) ) D
A1 Az A3 As1s

estudante obteve que a altura do 15° paralelepipedo vale 15cm. Acrescenta-se, ainda, outra
forma que o estudante abordou durante a aula para resolver o exercicio que foi por meio da

tabuada do nimero 1. Observe:

A,=1x1=1
Ay=1%x2=2
A3 =1Xx3=3
Ay=1x4=4

Mantendo — se o padrdo, obtém — se que

[A15 =1 x 15 = 15]

O Alunog utilizou uma forma analoga de raciocinio para encontrar o comprimento do

10° paralelepipedo ao perceber que os termos da sequéncia eram formados pela tabuada do 3.

A, =3x1=3
A, =3X2=6
A3=3X3=9

A, =3%x4=12

[A1, = 3 x 10 = 30]




63

Portanto, o 10° paralelepipedo terd comprimento de 30cm. Vale ressaltar que o estu-
dante percebeu, também, que esta sequéncia formada pelo comprimento dos paralelepipedos é
uma progressao aritmética. Por fim, o Alunog constatou que a largura do 12° paralelepipedo

vale 24cm, pois percebeu que para a largura a sequéncia € formada pela tabuada do 2. Logo:

Aj=2x1=2
Ay =2x2=4
A3 =2x%x3=6

[A, = 2 x 12 = 24]

Link — problema,g: Utilize o link para assistir a solugdo dos discentes.
https://drive.google.com/file/d/1CcxLsZv75DmYBdKn0T8zEyNYN_vz6B1g/view?usp=shari
ng
Problemay;: (FUMARC - 2018 — Secretaria do Estado de Educacio de Minas Gerais —
Professor de Educacdo Basica — Matematica — Adaptado)

O triangulo de Sierpinsky ¢ um fractal criado a partir de um triangulo equilatero, da
seguinte forma: divide-se cada lado do triangulo ao meio, unem-se estes pontos médios ¢ for-
ma-se um novo tridngulo equilatero.

Figura 20 — O triangulo de Sierpinsky

A

Trnangulo Onginal Estagio 1 Estagio 2

Fonte: gconcursos.com

e se continuarmos o processo, quantos triangulos brancos havera no Estagio 3?
Alunos: percebeu o seguinte padrao de repeticao: toda vez que acontece o avango de um
estagio na figura, o tridngulo preto dara espaco a um tridangulo branco de menor tamanho. As-
sim, o estudante compreende o seguinte fato:

1. no tridngulo original ha um tridngulo preto, portanto no estdgio 1 havera o surgimento
de um tridngulo branco de menor tamanho;

2. jano estagio 1 tem trés tridangulos pretos, portanto no estagio 2 surgird trés tridngulos

brancos menores que o tridngulo preto do estagio 1, acrescido, também, do tridngulo branco

que ja constava no estagio 1. Portanto, no estagio 2 haverd |3 + 1 = 4 triangulos brancos

>
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3. agora, como no estagio 2 ha nove tridngulos pretos, além dos quatro tridngulos bran-

cos, entao no estagio 3 esses nove triangulos pretos dardo lugar a nove tridngulos brancos de

menor tamanho, ou seja, no estagio 3 havera |9 + 4 = 13 tridngulos brancos|

Vale destacar, ainda, que o aluno resolveu o problema e entendeu esse padrao de for-
ma mental, ou seja, ndo precisou realizar o desenho nem efetuar contas para solucionar o
exercicio.
Aluno: resolveu o problema ¢ obteve a resposta correta do exercicio, porém diferentemen-
te do Alunos, este estudante teve a necessidade de fazer o desenho da figura no estagio 3 que
fica no seguinte formato.
Observacio: considerar para a contagem da solucdo do problema, os tridngulos que estio
grifados em amarelo.

Figura 21 — Estagio 3 do triAngulo de Sierpinsky

Fonte: O autor, 2021
Link — Problema,;: Veja a seguir o link com as respostas dos alunos.

https://drive.google.com/file/d/1qN4-V_azswirfWyG7InN8xfIJgNtL3tPC/view?usp=sharing

6.8 Oitavo encontro

Este foi o ultimo encontro realizado com os alunos, foram elaborados trés problemas
revisando o conteudo visto nas aulas anteriores. Além disso, os estudantes responderam ao
questionario qualitativo sobre a oficina.

Problemaqg: (FURB - 2019 — Camara de Timbo6 — SC — Técnico em Informatica)

Em um restaurante, usam-se mesas com 4 cadeiras. Se juntarem duas dessas mesas,
consegue-se espago para 6 cadeiras. Se juntarem trés dessas mesas, o espaco fica restrito a 8

cadeiras. A imagem a seguir ilustra essa situacao:



65

Figura 22 — Padrio da distribuicio das mesas e cadeiras

Fonte: qconcursos.com
Seguindo esse padrio, pode-se afirmar que a quantidade de mesas que se deve juntar
para que a quantidade de lugares disponiveis (cadeiras) seja igual a 22 ¢:
Aluno,s: montaram uma sequéncia recursiva no qual o primeiro termo ¢ a quantidade de
cadeiras para uma mesa, o segundo termo a quantidade de cadeiras para duas mesas, o terceiro
termo a quantidade de cadeiras para trés mesas € assim sucessivamente, portanto os estudan-
tes obtiveram a seguinte sequéncia:

(2,6.8.10,12,14,16,18,20,22)
Ay A2 A3 Ay As Aeg Ay Ag A9 Axo

e com esta sequéncia, perceberam que a quantidade de cadeiras disponiveis vai ser igual
a 22 no décimo termo, portanto, quando houver dez mesas.
Alunog: utilizou o chat do Google meet para comunicar a sua solugdo, escreveu o seguinte;
“Eu percebi que a partir da mesa de 6 lugares em cada ponta teria 1 cadeira, para ter 22 luga-
res teria que ter 10 cadeiras de cada lateral, mais as 2 cadeiras da ponta, ou seja, 10 cadeiras
em cada lateral para 10 mesas”. O pensamento deste aluno se resume a fixar os lugares das
pontas, pois em todos os casos possiveis havera as duas cadeiras das pontas. A partir dai serdo
analisadas apenas as cadeiras que estdo na lateral da mesa. Para cada cadeira nas laterais
opostas € preciso ter uma mesa, ou seja, para cada mesa havera sempre uma cadeira em cada
lateral, portanto para obter 22 cadeiras nessa disposi¢do do enunciado, serdo necessarias as 2
cadeiras das pontas que estdo fixas, acrescido de 10 cadeiras em cada lateral, consequente-

mente sao necessarias 10 mesas. Observe a tabela 6, a seguir, que elucida esse raciocinio.
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Tabela 6 — Padrao de distribuicdo das mesas em relacio a quantidade de cadeiras em

cada lateral

Quantidade de mesas (n) Quantidade de cadeiras em cada lateral
n=1 1
n=2 2
n=23 3
n=4% 4
n=>5 5
n=10 10
Generalizacio Recursiva A, =4, 1+1
Generalizacio Niao — Recursiva A,=n

Fonte: O autor, 2021

e com esta tabela, bastaria entender que sdo duas laterais dispostas para cada mesa, logo
o valor A;, = 10 deve ser multiplicado por 2 e depois acrescido de duas unidades para contar
as duas cadeiras da ponta que estdo fixas. Obtendo, assim, a quantidade de 10 mesas para 22
cadeiras.
Link — Problema,g: assista ao video com a solugdo dos estudantes ao utilizar o link a se-
guir:
https://drive.google.com/file/d/1vmhloiWOhWdnal-DO4ES1Yj79hcl3y_I/view?usp=sharing

Problemaqq: (FUNDEP — 2019 — Prefeitura de Nova Serrana — MG — Professor)

Numa brincadeira com palitos, Ricardo construiu hexagonos e triangulos, como mos-

tra a figura a seguir.

Figura 23 — Padrio formado por hexagonos e triingulos

Fonte: gconcursos.com
Se ele construiu 30 hexdgonos, mantendo esse padrdo (hexagonos e triangulos) quan-

tos palitos que ele usou?
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Alunos; s g: resolveram o problema da seguinte forma: como cada hexdgono tem 6 palitos,
entdo para o primeiro hexagono ha 6 palitos. Ja o primeiro hexagono somado com o segundo
possuem 12 palitos, enquanto que o primeiro, o segundo e o terceiro, juntos, dispoem de 18
palitos. Dessa forma, ¢ possivel inferir que do primeiro até o trigésimo hexdgono havera
6 X 30 = 180 palitos. Assim, os discentes concluiram que a quantidade de palitos utilizada ¢
de 180.

Observacio: cstes estudantes ndo perceberam que ainda esta faltando a contagem dos pali-
tos com relagdo aos triangulos, pois a sequéncia comeg¢a com um hexagono, porém, a figura
seguinte ¢ um triangulo, ou seja, para se chegar ao segundo hexdgono ¢ obrigatdrio ter passa-
do pelo primeiro tridangulo. Da mesma forma, que para se chegar até o trigésimo hexagono, ¢
imprescindivel contar a quantidade de palitos utilizada do primeiro triangulo até o vigésimo
nono triangulo.

Alunoy: utilizou um raciocinio analogo aos Alunos;sg, mas fragmentou o hexagono em
duas partes, uma com 5 lados e outra com 1 lado. Ao fazer isso, descobriu que a quantidade
de palitos necessarias para se obter o trigésimo hexagono sera a soma da quantidade conside-

rada para 5 lados somada com a quantidade considerada para 1 lado. Portanto, basta analisar o

resultado da seguinte expressao: (5 X 30 + 1 x 30) — 150 + 30 =|180 palitos|.

Observacgdo: como os discentes demonstraram um pouco mais de dificuldade em interpretar
o padrio da figura formada por hexagonos e tridngulos, o professor explicou algumas manei-
ras de examinar o problema, assim como formas de resolu¢do. O que pode ser visto no video
disponibilizado no link deste exercicio, ou ainda, realizar a leitura do apéndice A, onde consta
a resolucao do professor.
Link — Problema,9: Acesse o link abaixo e veja a resposta dos participantes.
https://drive.google.com/file/d/11CC4tmVAxVVvINotpSCoxmWpZH3jr6L71/view?usp=shari
ng

Problema,y: (INEP — 2008 — ENEM — Prova amarela)

Fractal (do latim fractus, fragdo, quebrado) — objeto que pode ser dividido em partes
que possuem semelhanca com o objeto inicial. A geometria fractal, criada no século XX, es-
tuda as propriedades e o comportamento dos fractais — objetos geométricos formados por re-
peticdes de padrdes similares. O triangulo de Sierpinski, uma das formas elementares da geo-
metria fractal, pode ser obtido por meio dos seguintes passos:

1. comece com um tridngulo equilatero (figura 1);
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2. construa um tridangulo em que cada lado tenha a metade do tamanho do lado do trian-
gulo anterior e faga trés copias;

3. posicione essas copias de maneira que cada triangulo tenha um vértice comum com
um dos vértices de cada um dos outros dois tridngulos, conforme ilustra a figura 2;

4. repita sucessivamente os passos 2 ¢ 3 para cada copia dos tridngulos obtidos no passo
3 (figura 3).

e de acordo com o procedimento descrito, qual ¢ o desenho da figura 4 da sequéncia
apresentada abaixo.

Figura 24 — Padrao do triAngulo de Sierpinski

Figura | Figura 2 Figura 3
Fonte: qconcursos.com
Observacio: para este problema, o professor pediu que os alunos fizessem o desenho da

figura 4 e enviassem a foto pelo whatsapp. Veja abaixo o desenho feito por alguns alunos.

Figura 25 — Desenho realizado do nivel 4 do triangulo de Sierpinski

Aluno 3 Aluno 4 Aluno 6 Aluno 7
Fonte: O autor, 2021

Figura 26 — Desenho realizado do nivel 4 do triingulo de Sierpinski

Aluno 8 Aluno 10 Aluno 11
Fonte: O autor, 2021
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6.9 Analise do capitulo 6

Vale ressaltar alguns aspectos que foram notados com relagdo ao aprendizado, partici-
pacao e consideracdes que dizem respeito a oficina, aos participantes e a metodologia empre-
gada:

1. a metodologia ativa da instrucao por pares foi pensada para o ensino presencial, dessa
forma o docente fez algumas adaptagdes com o intuito de potencializar a participagdo e co-
municacdo dos estudantes nos encontros remotos. Assim, a partir do segundo encontro, foi
utilizado o Peer Instruction em todos os problemas propostos, como também foram feitas as
discussoes acerca dos exercicios, mesmo quando, o indice de acerto foi superior a 70%. Além
disso, quando a taxa de acerto foi inferior a 35% o docente realizou uma explica¢do mais mi-
nuciosa do contetido, por meio de uma aula dialogada;

2. ainclusdo do Aluno,; no terceiro encontro, e do Aluno,, no quarto encontro, foram
possiveis porque os participantes comentaram, de forma positiva, sobre a oficina com outros
estudantes do sexto ano;

3. muitos participantes manifestaram interesse pelo prosseguimento da oficina e mostra-
ram entusiasmo pelo aprendizado de contetdos matematicos;

4. a evolugdo da oratoria dos participantes, a perda da timidez de alguns estudantes que
tinham dificuldades para expressar sua opinido foram notaveis e merecem destaque;

5. mesmo os discentes que ficaram com mais receio em manifestar a sua solugdo oral-
mente mostraram interesse pelas respostas dos outros alunos, alguns inclusive, utilizaram o
chat do Google meet para expressar suas opinides e participarem dos debates;

6. o professor deixou os participantes a vontade com relacdo a participa¢do na oficina e
nos debates para a solucdo de problemas. Desta forma, ¢ valido salientar a necessidade de
executar um trabalho sem pressionar os alunos, pois com o decorrer das aulas, os participantes
se sentirdo mais confiantes e seguros em transmitir suas ideias e opinides, participando ativa-
mente dos encontros remotos;

7. amelhoria com relagao a autonomia dos discentes ficou evidente ao final da oficina.
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7 RESULTADOS

Para considerar a aplicagdo da metodologia ativa da instru¢do por pares no ensino re-
moto foi elaborado um questionario com abordagem qualitativa. O objetivo deste ¢ que os
estudantes expressem sua opinido sobre aspectos especificos e gerais que dizem respeito ao
aprendizado. Assim como, topicos relacionados a participacdo, comunicacdo e desenvolvi-
mento cognitivo, com relacdo ao conteudo de recorréncia que foi abordado durante os encon-
tros remotos.

Observacoes:

e 0 Aluno, faltou ao oitavo encontro, que foi 0 momento acordado para aplicacdo do
questionario,

e aprimeira etapa ¢ baseada no estudo do material prévio sobre recorréncias que foi ela-
borado pelo professor;

e na primeira etapa nao foi utilizado a metodologia ativa do Peer Instruction. Os alunos
resolveram aos problemas propostos apenas com o estudo do material inicial;

e apods a solucao dos participantes aos problemas propostos da primeira etapa houve a
aula expositiva na qual o docente explicou os exercicios e o0 material prévio;

e aprimeira ctapa foi executada apenas no primeiro encontro com os estudantes;

e para a primeira etapa tanto o Aluno,, quanto o Aluno,, nao participaram do questio-
nario, pois ambos ainda ndo estavam inscritos na oficina;

e do segundo ao oitavo encontro, foi aplicado a metodologia ativa da instru¢do por pares
e a explicagdo teorica do conteudo foi por meio de uma aula dialogada;

e todas as figuras incluidas neste capitulo, ou seja, da figura 26 até a figura 45 foram re-

tiradas do Google forms e dizem respeito aos resultados obtidos as respostas dos alunos.

7.1 O questionario

7.1.1 Primeira etapa — Material prévio



Figura 27 — Respostas dos participantes ao primeiro item

1. Vocé achou que o material prévio elaborado pelo professor foi o suficiente para vocé
conseguir entender o conceito de recorréncia?

9 respostas

@ sim
@ Nao
@ Um pouco

44.4%

Fonte: O autor, 2021
Figura 28 — Respostas dos participantes ao segundo item

2. O material prévio estava em concordancia com o que foi ensinado na aula expositiva?

9 respostas

® Sim
® Nio

Fonte: O autor, 2021
Figura 29 — Respostas dos participantes ao terceiro item

3. Voceé se sentiu confiante de realizar o primeiro teste apenas com o estudo do material
prévio?

9 respostas

@ sim
@ Nao
@ Um pouco

Fonte: O autor, 2021
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Tabela 7 — Respostas dos participantes para as perguntas da primeira etapa

Alunos Pergunta 1 Pergunta 2 Pergunta 3
Aluno, Sim Sim Sim
Alunos Nao Sim Um pouco
Aluno, Um pouco Sim Sim
Alunos Um pouco Sim Sim
Alunog Um pouco Sim Um pouco
Aluno, Sim Sim Sim
Alunog Sim Sim Um pouco
Alunog Um pouco Sim Um pouco
Alunoy, Sim Sim Sim

Fonte: O autor, 2021
Comentarios: Todos os estudantes acharam que o material prévio estava de acordo com o
que foi ensinado na aula. Todavia, 44,4% destes alunos consideraram que apenas com este
material inicial ndo foi o suficiente para entender e resolver os problemas propostos em sua
totalidade. Além disso, constataram que o material prévio ajuda a entender o conceito de re-

corréncia, entretanto nao o suficiente para haver o entendimento mais amplo do contetido.

7.1.2 Segunda etapa, primeiro topico — Ensino e aprendizagem utilizando o Peer Instruction

por meio do ensino remoto

Figura 30 — Respostas dos discentes ao quarto item do questionario

4. Vocé gostou de aprender o que estava sendo ensinado utilizando a metodologia Peer
Instruction?

11 respostas

® Sim
® Nao

Fonte: O autor, 2021



Figura 31 — Respostas dos alunos ao sexto item

6. Vocé achou o Peer Instruction um instrumento importante para ser utilizado nas aulas de
ensino remoto?

11 respostas

@® Sim
@® Nao

Fonte: O autor, 2021
Figura 32 — Respostas dos estudantes ao sétimo item

7.Voceé acha que o Peer Instruction facilita o aprendizado?

11 respostas

® Sim
® Nizo
Fonte: O autor, 2021
Figura 33 — Respostas dos discentes ao oitavo item

8. Vocé acha que o Peer Instruction torna a aula mais dindmica?

11 respostas
@® Sim
® Nzo

Fonte: O autor, 2021
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Figura 34 — Respostas dos discentes ao item doze

12. O Peer Instruction pode te ajudar a aprender mediante os problemas propostos?

11 respostas

@ Sim
@ Nio

Fonte: O autor, 2021

Comentarios: a totalidade dos participantes da oficina qualificaram como sendo importante

0 Peer Instruction para o ensino remoto, no que diz respeito ao ensino e aprendizagem do

conteudo.

7.1.3 Segunda etapa, segundo topico — Motivagdo e participacdo por meio da instru¢do por

pares

Figura 35 — Respostas dos estudantes ao quinto item

5. Voceé se sentiu estimulado a participar mais da aula por causa do Peer Instruction?

11 respostas
® sm

@ Nao
@ Um pouco

Fonte: O autor, 2021

Figura 36 — Respostas dos discentes ao nono item do questionario

9. Ao ser utilizado o Peer Instruction vocé sentiu que sua participacao teve importancia no
decorrer das aulas?

11 respostas

® Sim
@ Nao

Fonte: O autor, 2021
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Figura 37 — Respostas dos alunos ao décimo item

10. A metodologia ativa Peer Instruction pode te ajudar a aprender por meio da motivagao?

11 respostas

® Sim
@ Nio

Fonte: O autor, 2021
Figura 38 — Respostas dos discentes ao item onze

11. O Peer Instruction pode te ajudar a aprender por meio da colaborag&o?

11 respostas

® Sim
@ Nzo

Fonte: O autor, 2021
Figura 39 — Respostas dos alunos ao item treze

13. O Peer Instruction pode te ajudar a aprender por intermedio das discussdes, interagdes?

11 respostas

® sim
® Nao

Fonte: O autor, 2021



76

Figura 40 — Respostas dos estudantes ao item quinze

15. Se as aulas fossem feitas dessa maneira, vocé teria mais interesse pelas aulas de
Matematica?

11 respostas

® Sim
@ Nao

Fonte: O autor, 2021
Comentarios: os participantes da oficina foram unanimes em considerar que o Peer Ins-
truction ajuda no aprendizado, por meio das interagdes entre os estudantes. Como também,
consideraram que se fosse utilizado a instrugdo por pares nas aulas regulares da escola, isso
iria aumentar o interesse pelo contetido ensinado. Evidencia-se, ainda, que dois discentes, isto
¢, 18,2% dos participantes se sentiram moderadamente estimulados a participar da aula por
causa do Peer Instruction. Porém, nao avaliaram esse estimulo como sendo pleno. Além do
mais, dois alunos acharam que suas participagdes ndo tiveram relevancia nos encontros minis-
trados, € um estudante achou que a instru¢do por pares nao facilitou o aprendizado por meio

da motivagdo ¢ da colaboragao.

7.1.4 Segunda etapa, terceiro topico — A analise dos participantes sobre a metodologia do Pe-

er Instruction

Figura 41 — Respostas ao item quatorze do questionario
14. Apos participar da oficina, vocé acha que o Peer Instruction € importante?

11 respostas

® Sim
@ Nao

Fonte: O autor, 2021
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Figura 42 — Respostas dos estudantes ao décimo sexto item
16. Vocé acharia interessante se o Peer Instruction fosse utilizado em outras disciplinas?
11 respostas
@® Sim

@ Néo
@ Indiferente

Fonte: O autor, 2021
Comentarios: todos os discentes consideraram a instrug¢do por pares como sendo importan-
te. Todavia, um aluno qualificou como sendo indiferente a utilizagdo do Peer Instruction em
outras disciplinas. Enquanto que, os restantes dos participantes acharam que seria interessante

a aplicagdo da instrugdo por pares em outras disciplinas.
7.1.5 Perguntas discursivas sobre o contetido de recorréncia e o Peer Instruction

Observacio: as respostas dos alunos foram retiradas sem nenhuma modificagdo do Google
forms, ou seja, na integra. Assim, em algumas dessas respostas pode haver alguns descuidos
com relacdo a ortografia, concordancia e regéncia. O que nao deixa de estar dentro do aceita-

vel em se tratando de alunos do sexto ano do Ensino Fundamental.
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Figura 43 — Respostas dos discentes ao questionario: item dezessete

17. O que vocé mais gostou nas aulas remotas de recorréncia usando a metodologia Peer

Instruction?

11 respostas

Aluno 1

Aluno 3
Aluno 4
Aluno 5

Aluno 6

Aluno 7
Aluno 8

Aluno 9

Aluno 10
Aluno 11

Aluno 12

Gostei bastante, muito divertido participar de forma remota com mais alunos, e me ajudou bastante nos meus
conhecimentos

Na hora de responder

Discutir o assunto ajudando uns aos outros

0 fato da gente ter a oportunidade de explicar os problemas e aprender uns com os outros

Os alunos explicando, pois conseguir ver o jeito que cada um fez a atividade e pude ver no que poderia me
ajudar.

Eu gostei de tudo porque a matematica e a minha materia preferida

nos participamos mas e temos mas interesse

Nos vemos véarias respostas diferentes e assim nos faz pensar sobre a nossa resposta e nossa formula pra
chegar no resultado.

As opinibes jeitos diferentes de se expressar

0O fato do desenvolvimento das aulas serem uma aplicagdo de diferentes ideias de desenvolvimento dos
exercicios

Os problemas

Fonte: O autor, 2021

Comentarios: de acordo com as respostas, percebe-se que os estudantes evidenciaram as

explicagdes e as interagdes durante as aulas. Bem como, a participagao dos alunos no decorrer

da oficina. Outro ponto que merece destaque sdo os problemas propostos, que os participantes

acharam relevantes.

Figura 44 — Respostas dos alunos ao item dezoito

18. O que vocé nao gostou nas aulas remotas de recorréncia usando o Peer Instruction?

11 respostas

Aluno 1 N&o tem o que eu ndo gostar

Aluno 3 Nada, na verdade gostei de tudo.

Aluno 4  Eu gostei de tudo

Aluno 5 O fato de levar mais tempo da aula por causa do tempo que cada um leva para explicar

Aluno 6 As vezes eu demorava para enterder o metodo de outra pessoa.

Aluno 7 Eu gostei de tudo achei bem interessante

Aluno 8 nada as duvidas sao todas respondidas

Aluno 9 Nao tem algo que eu ndo tenha gostado, eu achei bem interessante na verdade.

Aluno 10 Nada sinceramente gostei de tudo

Aluno 11 Gostei de tudo
Aluno 12 Nada

Fonte: O autor, 2021
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Comentarios: os resultados obtidos para este item indicam que, de modo geral, os alunos
gostaram da oficina. O aspecto mais relevante citado como desfavoravel foi o fato da explica-
¢do do estudante ndo ter sido conclusiva em alguns momentos. O que acabou por dificultar o
entendimento dos outros alunos

Figura 45 — Respostas dos discentes ao item dezenove do questionario

19. Durante a oficina nds vimos o conceito de recorréncia. Vocé acha que ele € importante? Por
qué?

11 respostas

Aluno 1 sim

Aluno 3 Sim. Porque vai que um dia nos precisaremos dele. Por isso que € bom aprender e ficar preparado.
Aluno 4 Sim, porqué esta ajudando bastante na aprendizagem de todos

Aluno 5 SIM , porque cai no vestibular e em concursos e vao servir para eu conseguir emprego

Aluno 6 Sim, pois pude perceber varias formas de resover uma progregao.

Aluno 7 Sim.porque vou aprender coisas g possa me ajudar no futuro

Aluno 8  sim

Aluno 9 Sim. Talvez pra quem néo tenha entendido em outra aula, tem importancia.
Aluno 10 sim
Aluno 11 sim
Aluno 12 sim, porque melhora o aprendizado

Fonte: O autor, 2021
Comentarios: Os estudantes foram unanimes em considerar o conceito de recorréncia como
importante. Alguns alunos nao justificaram o motivo, enquanto outros disseram que o concei-
to de recorréncia ajuda na aprendizagem de sequéncias e na andlise das progressdes. Citaram,
também, a importancia de aprender conteudos que os ajudem no futuro e que estejam presen-

tes em concursos e vestibulares.

7.1.6 Opinido dos alunos sobre assuntos que ndo foram abordados anteriormente
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Figura 46 — Respostas dos estudantes ao vigésimo item

20. O que voceé gostaria de falar sobre sua experiéncia com o Peer Instruction no ensino remoto
que nao foi perguntado acima?

11 respostas

Aluno 1 Gostei bastante do peer instruction, nunca havia participado, me ajudarad muito no futuro

Aluno 3 Que ele foi muito bom, que eu gosto de participar assim da aula, que eu aprendi bastante

Aluno 4 Essa é uma forma remota que ajuda os alunos a aprender , discutindo o assunto ,ajudando uns aos outros.
Aluno 5 Sobre as coisas novas que eu aprendi com o0s outros

Devido a minha timidez, eu nao me sentia avontade de falar nas aulas, mas o professor compreendeu o meu
lado e ndo me forgou a falar.

Aluno 6

Aluno 7 Acredito que nada
Aluno 8  que nos interagimos mas

Eu gostei muito, porque € um espacgo totalmente aberto aos alunos para discutirem suas opinioes, seus pontos
de vistas, suas respostas.

Aluno 10 Nada

Aluno 11 Acho importante e também acho que deveria ser aplicado em mais matérias,menos em inglés.

Aluno 12 Nada

Aluno 9

Fonte: O autor, 2021
Comentarios: neste topico, os participantes apresentaram algumas questdes mais abrangen-
tes quanto a metodologia da instrugdo por pares. Alguns discentes qualificaram a importancia
do aprendizado e da interagdo com os colegas. Um estudante destacou a importancia do Peer
Instruction ¢ afirmou que, gostaria que a instrugdo por pares fosse aplicada em outras disci-
plinas. Excluiu Inglés, ou seja, este participante provavelmente ndo se sente confortdvel em
dialogar na lingua estrangeira. Outro participante abordou a questdo da timidez, e o fato da

compreensdo do professor em relacdo a subjetividade do discente.

7.1.7 Analise geral a respeito do questiondrio e das respostas dos discentes

Apos aplicar o questionario e obter as respostas dos estudantes, ficaram em evidéncia

alguns pontos que serdo abordados a seguir:

e apenas um aluno ndo participou do questionario de opiniao;

e dentre as dezesseis perguntas objetivas, os estudantes foram unanimes em nove delas.
Os itens a seguir tiveram a unanimidade dos participantes.

1. o material prévio elaborado pelo professor na primeira etapa estava em concordancia
com o que foi exposto na aula;

2. os alunos gostaram de aprender o que foi ensinado utilizando a metodologia ativa do

Peer Instruction;
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3. os estudantes acharam a instrug@o por pares um instrumento importante para ser traba-
lhado nas aulas de ensino remoto;

4. os participantes consideraram que o Peer Instruction facilita o aprendizado;

5. os discentes qualificaram que a instru¢ao por pares torna a aula mais dinamica;

6. julgaram que o Peer Instruction ajuda no aprendizado mediante os problemas propos-
tos;

7. consideraram que a instru¢do por pares ajuda no aprendizado, por intermédio das inte-
ragodes e discussodes;

8. os alunos qualificaram que se as aulas do curriculo normal fossem ministradas dessa
forma, estes teriam mais interesse pelas aulas de Matematica;

9. julgaram que a metodologia do Peer Instruction ¢ importante para o ensino X aprendi-

zagem.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

A metodologia ativa do Peer Instruction se mostrou eficiente ao que foi proposto na
introdugdo deste trabalho, no que diz respeito a um método que auxilie o professor no desen-
volvimento do estudante para a modalidade do ensino remoto. Neste sentido, € notavel a evo-
lugdo gradual dos discentes do inicio da oficina até o seu término, no oitavo encontro. Houve
progressos com relagdo ao dominio do contetido estudado. A fluidez das aulas e o interesse
dos estudantes também sao aspectos que merecem ser ressaltados.

No que diz respeito as respostas dos participantes aos problemas propostos, ficou evi-
denciada a evolucdo dos discentes com relacdo a comunicagdo e ao desenvolvimento na expo-
sicdao de ideias. Nota-se que, em muitos casos, houve diferentes solugdes apresentadas para o
mesmo exercicio, o que mostra maturidade conceitual por parte dos estudantes.

Acrescenta-se, ainda, a opinido dos participantes sobre a oficina. Neste sentido, desta-
ca-se o que foi apresentado com a aplicagdo do questionario no capitulo 7.

Além disso, inicialmente foi planejado trabalhar apenas com questdes que envolves-
sem o conceito de recorréncia sem o aprofundamento em conteidos que abrangessem assun-
tos mais complexos da Matematica ou relacionados a uma escolaridade mais avangada em
relacdo a série dos participantes. Todavia, com a fluidez dos encontros remotos, o professor se
sentiu motivado a incluir outros temas que envolviam o conceito de recorréncia. Assim,
acrescentou-se os conceitos de progressdes aritméticas de primeira e de segunda ordem, pro-
gressdes geométricas, recorréncia linear de segunda ordem e a geometria dos fractais, que sdo
assuntos que necessitam de mais maturidade conceitual, percepgdo dos padrdes e no¢des mais
aprofundadas da Matematica. Vale ressaltar, que so foi possivel chegar a esta ampliagdo do
conteudo ministrado devido ao progresso continuo dos estudantes a cada encontro realizado.

Outro aspecto, que deve ser evidenciado, ¢ referente a utilizagdo das metodologias ati-
vas. Neste sentido, notou-se que, apesar da dissertacao ter enfatizado o Peer Instruction, fo-
ram utilizadas outras metodologias ativas. Na primeira etapa, o material prévio fornecido aos
alunos ¢ baseado na metodologia da sala de aula invertida. Como também, os problemas pro-
postos na primeira etapa, e principalmente na segunda etapa, podem ser considerados a apren-
dizagem baseada em problemas. Pois, nesta segunda etapa, houve interagdes e discussdes so-
bre estes problemas. Além disso, os exercicios propostos podem ser considerados como um
desafio para os estudantes. Assim, percebeu-se que o rendimento dos participantes poderia ser
ainda mais satisfatdrio se fosse empregado junto com a instru¢do por pares outras metodolo-

gias ativas, como a gamificacdo, a sala de aula invertida, aprendizagem baseada em proble-
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mas, dentre outras. Observe a seguir algumas consideracdes percebidas pelo docente, que po-
dem ser investigadas em trabalhos posteriores para aperfeicoar o modelo do ensino remoto:

1. elaboracdo e fornecimento do material prévio tedrico para os alunos antes de cada en-
contro remoto realizado em video conferéncia, com pelo menos cinco dias de antecedéncia
para dar tempo do estudante conseguir assimilar o conteudo (sala de aula invertida);

2. utilizagdo da planilha do Google forms para elaborar problemas que sirvam como de-
safios aos estudantes, e também possibilitar o debate ¢ a interacao para solugdo destes, incen-
tivando a comunicacao e a participagdo dos discentes (Peer Instruction e aprendizagem base-
ada em problemas);

3. utilizacdo dos parametros do Peer Instruction que dizem respeito as respostas dos alu-
nos para analisar se h4 a necessidade de uma explicacdo mais minuciosa por parte do profes-
sor, ou se apenas com a interagcdo entre os estudantes e a mediacdo do docente ¢ suficiente
para o entendimento da matéria (Peer Instruction);

4. agrupamento de elementos dos jogos, como formagao de equipes, pontuacao e torneios
com o intuito de estimular os estudantes (gamificagdo e aprendizagem baseada em equipes).

Observa-se que, além destes topicos acima, ¢ importante a utilizacdo da mesa digitali-
zadora para as aulas do ensino remoto de Matemadtica, como também o uso de equipamentos
de som para captagdo de audio, e possuir um microfone condensador, que melhora a qualida-
de da voz. A importancia desses instrumentos ¢ significativa, pois sdo ferramentas facilitado-
ras para as aulas no formato do ensino remoto.

Desta forma, considera-se que a instrug@o por pares foi relevante para o desenvolvi-
mento de métodos de aprendizagem para a modalidade do ensino remoto. Contudo, seria inte-
ressante analisar o Peer Instruction em combinacao com outras metodologias ativas. O objeti-
vo seria aprofundar, ainda mais, o objeto de estudo e desenvolver mais maneiras de obter a

participagdo e o interesse dos estudantes.
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APENDICE A — Resolugdo do professor aos problemas propostos

Resoluc¢ao dos problemas propostos sobre sequéncias e padrées — primeiro encontro
Problema,
Um labirinto possui um padrdo designado pelas setas que mostram o caminho para a
saida, sabe-se que os nove primeiros caminhos sdo os indicados na figura abaixo:

Figura 47 — Sequéncia com os nove primeiros caminhos do labirinto

PUDYDUD I

Fonte: O autor, 2021
Se neste labirinto hd um total de 58 caminhos, qual sera a seta que indicara o ultimo

caminho que d4 acesso a saida?
Resposta comentada: Espera-se que o aluno consiga resolver este problema ao realizar o
estudo do material prévio, pois esta diretamente relacionado aos exemplos dois e trés do mate-
rial. Para resolver o exercicio € necessario, primeiramente, perceber o padrdo desta sequéncia
a partir da figura fornecida. Verifique que o padrao das setas € o seguinte: Direita, cima, direi-
ta, baixo. Ou seja, hd um ciclo completo para estas quatro figuras que irdo ficar se repetindo
até o multiplo de quatro mais préximo de cinquenta e oito, ao efetuar as operagdes € averi-
guado que 4 X 14 = 56, logo este ¢ o multiplo de quatro mais préximo de cinquenta e oito,
isto significa que ha quatorze ciclos completos e ainda restam as duas proximas setas para se
chegar ao final do labirinto, que seré a seta para a direita (posi¢do 57) e a seta para cima (po-
sicdo 58). De forma matematica infere-se que: 58 = 4 X 14 + 2, portanto outra forma de ana-
lisar o problema ¢ pelo resto na divisdo por quatro. Observe:

» resto igual a zero: Seta para baixo

» resto igual a um: Seta para a direita

» resto igual a dois: Seta para cima

» resto igual a trés: Seta para a direita

Como o resto encontrado na divisao de cinquenta e oito por quatro ¢ dois:
e 58+ 4 — Resto = 2, entdo a seta que estd na posi¢do 58 serd para cima.
Problema,

Observe a figura a seguir, perceba o padrio e responda a pergunta abaixo:
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Figura 48 — Sequéncia formada por blocos de formato quadrangular

1° 20 30 40
Fonte: Van de Walle, 2009, p. 299

e a0 continuar esta sequéncia, quantos quadrados serdo necessarios para se formar a fi-
gura correspondente ao sexto termo (6° termo)?
Resposta comentada: Este problema ¢ mais acessivel em relacdo ao anterior pelo fato de
que o termo pedido ¢ muito proximo ao da figura fornecida, portanto o aluno pode fazer o
desenho até o sexto termo, ou ainda somar a quantidade de quadrados que ¢ acrescentado a
cada termo posterior em relagdo ao anterior, entretanto em ambos 0s casos € necessario perce-
ber o padrao do problema. Observe trés formas para encontrar o padrao:
Forma,: Somar a quantidade de quadrados em cada termo e obter a seguinte sequéncia:

{1,3,6,10, ... }. Agora veja a figura 48 que mostra o padrao desta sequéncia:

Figura 49 — Padrao da sequéncia

1 3 6#10 15%21

Fonte: O autor, 2021
Forma,: Similar a primeira forma, a diferenca ¢ que nesta o aluno perceberia o padrio pela
quantidade de quadrados acrescentados na tultima coluna, logo se obtém a seguinte sequéncia
mostrada na figura 49:
Figura 50 — Padrao pelo acréscimo em cada coluna

1= 142 = 14243 = 1424344 > 14243+4+5 5 142+3+4+5+6
e 2 3 4 5° 6

Fonte: O autor, 2021
Formag: Outra maneira possivel de encontrar o padrao ¢ realizando o desenho, como a ima-
gem fornecida no exercicio vai até o quarto termo, entdo basta fazer o desenho para o quinto

termo e para o sexto termo, ambos serdo mostrados na figura abaixo:
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Figura 51 — Padrio a partir do desenho

" 6°
Fonte: O autor, 2021
Resolucio dos problemas propostos sobre sequéncia recursivas e nio recursivas — se-
gundo encontro
Problemas: (FCC - 2013 — Sergipe Gas S.A — Assistente técnico administrativo — RH)
Observe o diagrama e seu padrao de organizagao.

Figura 52 — Padrao de Organizacgio

!J#\Jﬂg'ﬁlﬂcﬁq
4
El 16 | liJ u

Fonte: O autor, 2021

A diferenga numérica entre A e B, quando se completa o diagrama de acordo com o
padrao, ¢ igual a?
Resposta comentada: Para resolver a este problema, espera-se que haja a percepgao do
padrao mostrado na figura 51. Analise que na primeira linha ha uma sequéncia recursiva cuja
lei de formacao pode ser expressa da seguinte maneira: 4,, = A,,_; + 3. Portanto, a sequéncia
sera {1,4,7,10,13, ... } e, com isso, pode-se afirmar que o valor de . J& para a segun-
da linha, ¢ interessante ressaltar duas formas de encontrar o padrdo, a primeira ¢ compreen-
dendo que cada termo posterior da sequéncia ¢ igual ao anterior somado de doze unidades, o
que resulta na seguinte lei de formacao recursiva: 4, = A,_1 + 12 e, com isso, constata-se
que o valor de A = 28 + 12 = 40. O segundo modo de perceber o padrio ¢ utilizando-se da
primeira linha. Perceba, assim, que o primeiro termo da segunda linha ¢ quatro vezes o pri-
meiro termo da primeira linha. Analogamente, o segundo termo da segunda linha também ¢

quatro vezes o segundo termo da primeira linha. Considerando o termo da segunda linha co-
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mo T, e o termo da primeira linha como B,,, pode-se inferir a seguinte lei de formagdo: T,, =
4B, ¢ como o valor correspondente ao "A" é o quarto termo, entdo T, = 4 X 10 = 40 —
[A = 40] Desse modo, a diferenca entre A e Bserd A — B = 40 — 13 = 27.
Problema,

Analise a sequéncia a seguir e marque a alternativa que corresponde ao sexto termo da
sequéncia: {1,4,9, 16,25, ... }
Resposta comentada: Para perceber o padrao deste problema ¢ encontrar o sexto termo,
observe a figura abaixo:

Figura 53 — Padrao da sequéncia

1 4 9#16 25#36

Fonte: O autor, 2021
Outra forma de encontrar o padrdo ¢ perceber que estes nimeros sdo quadrados perfei-

tos, ou seja, o sexto termo sera o proximo numero que € um quadrado perfeito, portanto a res-

posta procurada ¢ |4, = 36|

Resolucio dos problemas propostos sobre progressiao aritmética e soma dos termos de
uma P.A — terceiro encontro
Problemas: INEP — ENEM - 2011)

O nuimero mensal de passagens de uma determinada empresa aérea aumentou no ano
passado nas seguintes condi¢des: em janeiro foram vendidas 33.000 passagens; em fevereiro
34.500; em margo 36.000. Esse padrao de crescimento se mantém para os meses subsequen-
tes. Quantas passagens foram vendidas por essa empresa em julho do ano passado?
Resposta comentada: Para resolver este exercicio é esperado que o aluno identifique o
padrdo estabelecido pelo problema, o estudante pode perceber o padrdo de forma recursiva ou
de forma nao recursiva. Veja a figura a seguir com a percepgao do padrao de forma recursiva
e a consequente resposta do exercicio.

Figura 54 — Padrao de forma recursiva

33.000 »34 500 :>36 OOO +37.500 #39 00040, 500»42 000

JAN FEV ABR MAI JUN JUL
Fonte: O autor, 2021

Portanto, de forma recursiva se verifica que a lei de formagdo ¢ da forma A4, =

A,_1 + 1500 ¢ que o més de julho que ¢ o sétimo termo da sequéncia sera A; = 42.000.
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Agora, para encontrar o padrdo de maneira ndo recursiva, basta perceber que o problema ¢

uma progressao aritmética e que a razao r = 1500. Com isso, obtém-se que A, = A; + 61 ¢

isto implica em A; = 33.000 + 6 X 1500 — [4; = 42.000]
Problemag: (INEP — ENEM - 2012)

Jogar baralho ¢ uma atividade que estimula o raciocinio. Um jogo tradicional ¢ a Paci-
éncia, que utiliza 52 cartas. Inicialmente, sdo formadas sete colunas com as cartas. A primeira
coluna tem uma carta, a segunda tem duas cartas, a terceira tem 3 cartas, a quarta tem quatro
cartas, e assim sucessivamente até a sétima coluna, a qual tem 7 cartas, e o que sobra forma o
monte, que sdo as cartas ndo utilizadas nas colunas. A quantidade de cartas que forma o mon-
te €7
Resposta comentada: Para resolver este problema primeiramente se deve encontrar a
quantidade de cartas que formam as colunas de um a sete, conforme o enunciado do proble-
ma, € perceptivel que essas colunas sao formadas por uma soma dos termos em progressao

aritmética da seguinte forma:
(Ap+47,)x7 (A+7)x7

Soma=1+2+34+4+54+6+7= > >

|Soma das colunas = 28|

e para encontrar a quantidade de cartas que forma o monte, basta pegar o total de cartas

disponiveis e retirar aquelas que estdo dispostas nas colunas, com isso se chega ao seguinte

resultado: Monte = 52 — 28 — [Monte = 24|

e vale ressaltar, ainda, que caso o estudante tenha dificuldade em perceber o padrao es-
tabelecido pelas cartas que estdo dispostas nas colunas, o0 mesmo pode realizar o desenho da
figura o que facilita o entendimento do problema. Observe abaixo a imagem que mostra a
disposicao das cartas nas colunas de um a sete. Para isso, suponha que cada quadrado feito
represente uma carta qualquer do baralho.

Figura 55 — Disposicao das cartas nas colunas de um a sete
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Fonte: O autor, 2021
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e veja que com a figura acima, fica mais acessivel perceber o padrao formado pelas car-
tas nas colunas, e caso o discente, mesmo assim, ainda encontre dificuldades para perceber a
soma dos termos de uma progressao aritmética, basta ele contar na propria figura a quantidade
de cartas presentes nas colunas.
Resolucdo dos problemas sobre progressao aritmética de segunda ordem — quarto en-
contro
Problema,

Para vencer em um jogo, um grupo de estudantes precisa agrupar 51 bolinhas sem que
elas escorreguem, porém para chegar até o nivel correspondente as 51 bolinhas, os alunos
precisam passar, primeiramente, pelos niveis mais faceis. Observe a figura abaixo que mostra
o padrao formado nos niveis de dificuldade de 1 a 4 e diga qual o nivel condizente com as 51
bolinhas.

Figura 56 — Padrio formado para cada nivel de dificuldade

» 2 £ 4°
Fonte: Van de Walle, 2009, p.299
Resposta comentada: uma das formas de resolver este problema ¢ analisar a quantidade
de bolinhas em cada nivel e perceber o padrio de acréscimos sucessivos. Observe:
Primeiro nivel: 1 bolinha
Segundo nivel: 5 bolinhas — (1 + 4) bolinhas
Terceiro nivel: 12 bolinhas - (1 + 4 + 7) bolinhas
Quarto nivel: 22 bolinhas —» (1 + 4 + 7 + 10) bolinhas

Portanto, mantendo este padrao para achar o quinto e o sexto nivel, encontra-se os se-

guintes valores:
Quinto nivel: (1 + 4 + 7 + 10 + 13) bolinhas — 35 bolinhas
Sexto nivel: (1 + 4+ 7 + 10 + 13 + 16) bolinhas — 51 bolinhas
e logo, as 51 bolinhas estao relacionadas ao sexto nivel do jogo.
Problemag: (OBMEP — Nivel 1 -2012)
Renata montou uma sequéncia de tridngulos com palitos de fosforo, seguindo o padrao indi-

cado na figura. Quantos palitos ela vai usar para construir o quinto triangulo da sequéncia?
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Figura 57 — Padrio para a sequéncia de tridngulos

£ :;-\_ _.4, A A
&/ NN £ NN

-

10 20 30
Fonte: obmep.org.br/provas.htm
Resposta comentada: Uma das formas de solugdo que os estudantes podem perceber ¢é
contando a quantidade de palitos para cada termo da figura acima. Apds isto, espera-se que os
discentes percebam o seguinte padrao:
Primeiro termo: 3 palitos
Segundo termo: 9 palitos — (3 + 6) palitos
Terceiro termo: 18 palitos = (3 + 6 + 9) palitos
Quarto termo: 30 palitos = (3 + 6 + 9 + 12) palitos
Quinto termo: 45 palitos — (3 + 6 + 9 + 12 + 15) palitos
Problemaqy: (OBMEP — Nivel 1 —2018)
Janaina faz torres com cartdes, seguindo o padrao da figura. A primeira torre foi feita

com 2 cartdes, a segunda torre com 7, a terceira com 15 e assim por diante. Quantos cartdoes
ela deve acrescentar a décima torre para obter a décima primeira?

Figura 58 — Padrao das torres formadas por cartdes

Torre 1 Torre 2 Torre 3

Fonte: obmep.org.br/provas.htm
Resposta comentada: como os estudantes ja resolveram o problema de forma recursiva e
ndo recursiva, entdo a forma de resolugdo, agora, serd utilizando o padrdo do desenho para
cada torre. Observe o desenho abaixo que fornece a quantidade de cartdes para a décima torre

¢ para a décima primeira torre.
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Figura 59 — Figura da torre,, e da torreq,
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Torre 10 Torre 11
Fonte: O autor, 2021
e a0 perceber o formato da figura, ¢ possivel concluir que na torre;, ha 155 cartdes,

enquanto que na torre;, existem 187 cartdes. Portanto, o acréscimo necessario para avancar

da torre,, para a torre;, ¢ de 187 — 155 =[32 cartdes].

Resolucio dos problemas sobre progressiao geométrica — quinto encontro
Problemayy: (UDESC - Universidade do Estado de Santa Catarina — 2011)

Em uma escola com 512 alunos, um aluno apareceu com o virus do sarampo. Se esse
aluno permanecesse na escola, o virus se propagaria da seguinte forma: no primeiro dia, um
aluno estaria contaminado; no segundo, dois estariam contaminados; no terceiro, quatro, ¢
assim sucessivamente. A diretora dispensou o aluno contaminado imediatamente, pois conclu-
iu que todos os 512 alunos teriam sarampo em qual dia?

Resposta comentada: Uma forma pertinente para resolver este problema ¢ montar a se-
quéncia correspondente aos casos de sarampo para cada dia associado. Ou seja, analisar a
sequéncia de forma recursiva para obter o dia condizente com os 512 casos.

(1,2,4,8,16,32,64,128,256,512)
A1 Az Az Ay As Ae¢ A7 Ag A9 Ajo

e portanto, no décimo dia havera 512 alunos contaminados. Espera-se, também, que os
discentes percebam que esta sequéncia ¢ uma progressao geométrica de razao igual a dois.

Problemaq;: (FAUEL — 2021 — Prefeitura de Catanduvas — Assistente administrativo)

Assinale a sequéncia de nimeros que ¢ uma progressdo aritmética e, a0 mesmo tempo,

uma progressao geométrica.
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Figura 60 — Alternativas do problema,

{132 3:4,'5}

£ 121 Tp=05: 13

{0; 0; O; 0; 0}

{1.2;4;8;16}
Fonte: qconcursos.com
Resposta comentada: Para melhor interpretar o exercicio, serd feita uma andlise para
cada item do problema. Observe:

1. asequéncia {1, 2, 3,4,5} ¢ uma progressao aritmética, pois cada termo considerado, a
partir do segundo, ¢ igual ao seu antecessor somado de uma unidade, ou seja, A, = 4,_1 + 1;

2. o segundo item {1; 1;1; 1;1} refere-se a uma progressao geométrica, ja que cada
termo analisado ¢ igual ao termo anterior multiplicado pela razao que vale —1. Portanto, a lei
de formacao ¢ da seguinte forma: A, = 4,,_; X —1.

3. a sequéncia {0,0,0,0,0} ¢ tanto uma progressdo aritmética, ja que 4,, = A,—1 + 0,
quanto uma progressdo geométrica, pois ao considerar a seguinte lei de formacdo B, =
B,,_;1 X q, onde arazdo "q" ¢ uma constante pertencente ao conjuntos dos nimeros reais, visto
que como todos os termos da sequéncia sdo nulos, entdo qualquer que seja o valor da razdo
multiplicado por zero terd como resultado o proprio zero.

4. o quarto item de sequéncia {1, 2,4, 8,16} ¢ uma progressdo geométrica, dado que o
termo posterior € o termo antecessor multiplicado pela razdo que, neste caso, vale dois. Desse
modo, a lei de formagao tem o seguinte padrdo: A, = 4,,_1 X 2.

Problemay,: (INEP — ENEM - 2018)

Alguns modelos de radios automotivos estdo protegidos por um cédigo de seguranca.
Para ativar o sistema de audio, deve-se digitar o cddigo secreto composto por quatro algaris-
mos. No primeiro caso de erro na digitagdo, a pessoa deve esperar 60 segundos para digitar o
codigo novamente. O tempo de espera duplica, em relagdo ao tempo de espera anterior, a cada
digitacdo errada. Uma pessoa conseguiu ativar o radio somente na quarta tentativa, sendo de
30 segundos o tempo gasto para digitacdo do codigo secreto a cada tentativa. Nos casos da
digitag¢do incorreta, ela iniciou a nova tentativa imediatamente apds a liberagdo do sistema de

espera. O tempo total, em segundo, gasto por essa pessoa para ativar o radio foi igual a?



95

Resposta comentada: Uma forma concisa de solug@o ¢ possibilitada ao montar uma tabe-
la com os dados do problema. Assim, fica mais acessivel entender o padrao do exercicio.
Tabela 8 — Padrio relacionado ao tempo utilizado na digitacdo e ao tempo gasto devido

ao erro do codigo

Tempo utilizado na digitacao

Tentativas Erro do codigo (segundos)

(segundos)
Primeira 30 60
Segunda 30 120
Terceira 30 240
Quarta 30 0
Tempo gasto 120 420

Fonte: O autor, 2021
e como o tempo utilizado para a digitacdo foi de 120 segundos e o tempo gasto relativo
ao erro do codigo foi de 420 segundos, entdo o tempo total empregado para ativar o sistema
foi de 420 + 120 = 540 segundos.
Resolu¢do dos problemas propostos relativos ao conteiido de recorréncias lineares de
segunda ordem — sexto encontro
Problema,3: (Makiyama — 2013 — Instituto Federal de Rondonia — Administrador)
“E uma sucessdo de nimeros que, misteriosamente, aparece em muitos fendmenos da
natureza. Descrita no final do século 12 pelo italiano Leonardo Fibonacci, ela ¢ infinita ¢ co-
meca com 0 e 1. Assim a sequéncia fica: {0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...}”. A partir do pa-
drdo observado e de acordo com o texto acima, o 14° elemento da Sequéncia de Fibonacci é:
Resposta comentada: Espera-se que seja notado o padrdo desta sequéncia por meio da
seguinte lei de formagdo: A,, = A,,_1 + A,_,. Ap0s obter a lei de formagdo, ¢ necessario de-
senvolver a sequéncia, de forma recursiva, para se obter o décimo quarto elemento. Dessa
maneira, obtém-se o seguinte:

(0:1:1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233)
Ay Ay A3z Ay As Aeg A7 Ag A9 Ajo A11 A1z A1z Ags

e logo, o resultado obtido para o décimo quarto termo € .
Problemaq,: (FCC - 2018 — Secretaria de Educacio do Estado da Bahia — Professor)
A sequéncia de Fibonacci comega com os numeros 1 e 2 e, em seguida, cada novo
nimero da sequéncia ¢ a soma dos dois nimeros imediatamente anteriores, como se¢ v€ a se-
guir:

{1)2) é ’ é ’ \§1 '1-*%) g*]_; 1“'}
1+2 243 3+5 5+8 8+13
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Na figura a seguir, observe a numeragao estabelecida em um conjunto de 60 teclas de
um piano.

Figura 61 — Conjunto das teclas de um piano

LLRLLILLR LI

1 3568 1012)13 ~ - 60

Fonte: qconcursos.com
Se um pianista decide tocar apenas as teclas marcadas com nimeros da sequéncia de
Fibonacci nesse piano, dentre as 60 teclas indicadas na figura, ele tocara quantas teclas?
Resposta comentada: Este problema ja fornece o padrdo da sequéncia, pois no enunciado

¢ exposto o seguinte:

A3=A1+A2
A4:A2 +A3
A5:A3+A4

Ap =Ap—z + Ay

Como ha sessenta teclas numeradas deste piano, entdo € necessario encontrar os outros
termos da sequéncia sem que o valor ultrapasse a ultima tecla do piano. Com isso, obtém-se a
sequéncia {1, 2,3,5,8,13, 21, 34,55}. Conclui-se, entdo, que nove teclas serdo tocadas nesse
piano.

Problema;s

Perceba o padriao da sequéncia a seguir e marque a alternativa que corresponde a soma

entre o 8° termo e 0 9° termo.
S ={5,5,10,15, 25,40,---}

Resposta comentada: O padrao para esta sequéncia pode ser notado a partir da seguinte

analise recursiva:

10=5+5
15=5+10
A A&
25 =10+ 15
As  As A,
£0=15+25

Ag Ay As
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A, =A,_»+ A,_1 (Lei de formagio)
Entao, obtém — se que
A; =As+ Ag > A; =25+ 40 =65
Ag=Ag+ A7 > Ag =40+ 65 =105
Ag = A7+ Ag > A9 =65+ 105 =170
e desse modo, a soma entre o oitavo termo Ag € 0 nono termo Aq € igual a 275.
Resolucio dos problemas propostos referentes ao assunto da geometria dos fractais —
sétimo encontro
Problemayq: (Moreira 2017, p.62)

Observe a imagem abaixo formada por trés paralelepipedos. O paralelepipedo; pos-
sui lem de altura, 3cm de comprimento e 2cm de largura. O paralelepipedo, tem 2cm de
altura, 6cm de comprimento e 4cm de largura. Ja o paralelepipedo; possui 3cm de altura,
9cm de comprimento e 6¢cm de largura.

Figura 62 — Paralelepipedos inspirados em fractais

Fonte: Moreira, 2017, p.62

e qual serd a altura do 15° paralelepipedo, o comprimento do 10° paralelepipedo e a lar-
gura do 12° paralelepipedo?
Resposta comentada: Para o melhor entendimento do problema, sera elaborada trés se-
quéncias, uma para a altura, outra para o comprimento ¢ a ultima para a largura. Assim, ficara
mais compreensivel a percep¢ao do padrao para cada sequéncia.

1. para a altura, ¢ apresentado no enunciado que cada paralelepipedo seguinte terd o
acréscimo de uma unidade em rela¢do ao anterior. Portanto, chega-se ao seguinte resultado:

{&35&532}&3&9&&%&&&} Logo, o 15° paralelepipedo tera
Hy H, Hs3 Hy Hs Hg¢ H; Hg Hg Hyo Hi1 Hiz Hiz Hisa His

15cm de altura. Outra forma de resolver este exercicio ¢ realizando uma analise ndo recursi-

va. Para isso, ¢ necessario perceber que a sequéncia ¢ uma progressdo aritmética de razao

igual a um, portanto Hys = H; + 14 Xr > His;=1+14 X 1> .
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2. em relagdo ao comprimento, ¢ fornecido os trés primeiro termos da sequéncia, ou seja:

{3, 6,9}. Assim, espera-se que o estudante consiga perceber que cada termo seguinte ¢ igual
(SRR
€1 Cz C3

ao termo anterior somado de trés unidades, logo se trata de uma progressao aritmética de ra-

zao igual a trés. Dessa forma, o comprimento do décimo paralelepipedo sera:

Cio=Ci+9xX71 = Cp=3+9x3-[C; =30cm|

A sequéncia completa até o décimo termo para o comprimento dos paralelepipedos

tem a seguinte caracteristica: {é,g,g,g,&,&g,g},aﬂ,g\z@g}.
€1 C C3 C4 Cs Cg C; Cg Gy Cqp

3. em referéncia a largura, ¢ concedido os valores para os trés primeiros paralelepipedos.

Neste sentido, tém-se que L; = 2cm, L, = 4cm, L; = 6cm. Desse modo, de forma ndo re-
cursiva obtém-se que Ly, = Ly + 11 X7 = L1, =2+ 11 X 2 =Ly, = 24cm|, pois o pa-

drao fornecido € o de uma progressdo aritmética de razdo igual a dois. Enquanto que de forma

recursiva, chega-se na sequéncia: {2,4,6,8,10,12,14,16,18,20, 22, 24}.
oW W W e el el el d e d
Ly Ly L3 Ly Ls Leg Ly Lg Lo Lig Li11 L12

Problemay;: (FUMARC - 2018 — Secretaria do Estado de Educaciao de Minas Gerais —
Professor de Educaciao Basica — Matematica — Adaptado)
O tridngulo de Sierpinsky ¢ um fractal criado a partir de um tridngulo equilatero, da
seguinte forma: divide-se cada lado do tridngulo ao meio, unem-se estes pontos médios e for-
ma-se um novo triangulo equilatero.

Figura 63 — O triangulo de Sierpinsky

A

Tnangulo Onginal Estagio 1 Estagio 2

Fonte: gconcursos.com
e se continuarmos o processo, quantos triangulos brancos havera no Estagio 3?
Resposta comentada: Conforme foi dito no enunciado, para formar o triangulo na cor
branca é necessario pegar cada tridngulo na cor preta e segmenta-lo no ponto médio de cada
lado correspondente. Assim, cada triangulo equilatero na cor preta se torna um triangulo bran-
co de menor comprimento no estdgio seguinte. Observe, desta forma, que no Estagio inicial
ha um tridngulo preto apenas, com isso no estagio seguinte haverd um tridngulo branco (esta-
gio 1). Veja, também, que no estagio 1 foi formado trés triangulos pretos menores, entdao no

estagio 2 havera (1 + 3) triangulos brancos, pois esses triangulos na cor preta sdo convertidos
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em tridngulos brancos menores no estagio seguinte (estagio 2). Agora, no estagio 2 ha nove
tridngulos pretos formados, portanto o estagio 3 possuira (1 + 3 + 9) = 13 triangulos bran-
cos, ja que cada um desses nove triangulos pretos do estagio 2 dardo lugar a nove triangulos
brancos menores para o estdgio subsequente (estagio 3). Desse modo, pode-se perceber o se-
guinte padrdo a partir do estdgio 1 em relagdo aos tridngulos brancos:
Estagio;: 1 triangulo branco
Estagio ,: (1 + 3) triangulos brancos
Estagios: (1 + 3 + 9) tridangulos brancos
Estagio,: (1 + 3 + 9 + 27) triangulos brancos

E assim sucessivamente

e perceba entdo que o padrao analisado, a partir do estagio 2, ¢ o da soma de uma pro-
gressdo geométrica, pois cada termo subsequente da soma ¢ igual ao termo anterior multipli-
cado por trés. Dessa maneira, se fosse pedido a quantidade de tridngulos brancos para o esta-
gio 5, bastaria realizar a soma dos seguintes valores de uma P.G: (1 +3 +9+4 27+ 81) =
121 triangulos brancos.
Resolucio dos problemas de revisao do contetiido — oitavo encontro

Problemaqg: (FURB - 2019 — Camara de Timbé — SC — Técnico em Informatica)

Em um restaurante, usam-se mesas com 4 cadeiras. Se juntarem duas dessas mesas,

consegue-se espaco para 6 cadeiras. Se juntarem trés dessas mesas, o espago fica restrito a 8
cadeiras. A imagem a seguir ilustra essa situagao:

Figura 64 — Padrio da distribuicio das mesas e cadeiras

Fonte: gconcursos.com
Seguindo esse padrdo, pode-se afirmar que a quantidade de mesas que se deve juntar
para que a quantidade de lugares disponiveis (cadeiras) seja igual a 22 é:
Resposta comentada: Este problema relaciona duas grandezas; a quantidade de cadeiras
¢ a quantidade de mesas. Neste sentido, ¢ valido analisar o padrdo da quantidade de cadeiras ¢
verificar a relagdo desta com a quantidade de mesas. Desse modo, observe a tabela abaixo e o

respectivo padrao do exercicio.
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Tabela 9 — Relacdo entre a quantidade de cadeiras e a quantidade de mesas de acordo

com 0 modelo de organizacio do enunciado

Modelo de organizaciao Quantidade de cadeiras Quantidade de mesas
Primeiro 4 1
Segundo 6 2
Terceiro 8 3

Fonte: O autor, 2021
e apenas com estes dados fornecidos pelo enunciado € possivel verificar que a cada duas
cadeiras acrescentadas € necessario inserir uma mesa para este modelo de organizagdo. Desta
forma, ¢ possivel chegar na seguinte sequéncia ao utilizar o pensamento recursivo:

(4. 6.8 ,10,12,14,16,18,20, 22}

1 mesa 2mesas 3 mesas 4 mesas 5mesas 6mesas 7 mesas 8 mesas 9 mesas 10 mesas

e para realizar uma investigacdo nao recursiva, ¢ preciso observar novamente a tabela 9
e perceber que a quantidade de mesas € a metade da quantidade de cadeiras subtraido de uma

unidade. Portanto, a quantidade de mesas necessarias para que haja 22 cadeiras disponiveis ¢
igual a % —1 =10 mesas.
Problemaqq9: (FUNDEP — 2019 — Prefeitura de Nova Serrana — MG — Professor)
Numa brincadeira com palitos, Ricardo construiu hexdgonos e tridngulos, como mos-
tra a figura a seguir.

Figura 65 — Padriao formado por hexigonos e triangulos

ANWANIA
OO

Fonte: qconcursos.com

Se ele construiu 30 hexdgonos, mantendo esse padrao (hexagonos e triangulos) quan-
tos palitos que ele usou?
Resposta comentada: Perceba que para construir trinta hexdgonos sera necessario dispor
de vinte e novo tridngulos, visto que apds o vigésimo nono tridngulo serd construido o trigé-
simo hexagono. Desse modo, como cada hexdgono dispoe de seis lados, ou seja, seis palitos,

entdo para obter trinta hexagonos basta efetuar 6 X 30 = 180 palitos. Analogamente, para
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produzir vinte e novo triangulos, é necessario realizar a seguinte operacdo 3 X 29 =
87 palitos. Somando os dois resultados obtidos obtém-se um total de 267 palitos.
Problema,y: INEP - 2008 — ENEM — Prova amarela)

Fractal (do latim fractus, fracdo, quebrado) — objeto que pode ser dividido em partes
que possuem semelhanca com o objeto inicial. A geometria fractal, criada no século XX, es-
tuda as propriedades e o comportamento dos fractais — objetos geométricos formados por re-
peticdes de padrdes similares. O tridngulo de Sierpinski, uma das formas elementares da geo-
metria fractal, pode ser obtido por meio dos seguintes passos:

1. comece com um tridngulo equilatero (figura 1);

2. construa um triangulo em que cada lado tenha a metade do tamanho do lado do trian-
gulo anterior e faga trés copias;

3. posicione essas copias de maneira que cada triangulo tenha um vértice comum com
um dos vértices de cada um dos outros dois tridngulos, conforme ilustra a figura 2;

4. repita sucessivamente os passos 2 e 3 para cada copia dos tridngulos obtidos no passo
3 (figura 3).

e de acordo com o procedimento descrito, qual ¢ o desenho da figura 4 da sequéncia
apresentada abaixo.

Figura 66 — Padrao do triangulo de Sierpinski

AA [l

Figura | Figura?2 Figura 3

Fonte: gconcursos.com
Resposta comentada: Para solucionar este problema, ¢ necessario perceber o padrdao do
triangulo de Sierpinski. Como este padrao ja foi explicado no problema,, deste apéndice A,
relativo a explicagdo do professor, quanto no capitulo 6, referente a solugao dos alunos, entdo
o docente ira mostrar o desenho feito pelo aluno- para obter o resultado do exercicio.

Figura 67 — Desenho feito pelo aluno- relativo ao nivel 4 do triingulo de Sierpinski

Aluno 7
Fonte: O autor, 2021
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APENDICE B — Questionério de opinifio sobre a oficina

Lembrando: A oficina € constituida de trés etapas
e aprimeira etapa se constitui da disponibilizagdo do material tedrico prévio, como tam-
bém da aplicagdo de problemas envolvendo o contetido de recorréncia para os estudantes re-
solverem sem o auxilio do professor. Nesta etapa nao ha a utilizagdo do Peer Instruction;
e a segunda etapa ¢ constituida das aulas dialogadas com a resolugdo dos problemas por
meio do Peer Instruction,;
e a terceira etapa ¢ formada pela aplicacao deste formulario para saber a opinido do es-
tudante acerca da metodologia de ensino utilizada.
PRIMEIRA ETAPA
1. Vocé achou que o material prévio elaborado pelo professor foi o suficiente para vocé
conseguir entender o conceito de recorréncia?
L] Sim [1 Nao 1 Um pouco
2. O material prévio estava em concordancia com o que foi ensinado nas aulas expositi-
vas?
L] Sim [J Niao
3. Vocé se sentiu confiante de realizar o primeiro teste apenas com o estudo do material
prévio?
L] Sim 1 Nao 1 Um pouco
SEGUNDA ETAPA
4. Vocé gostou de aprender o que estava sendo ensinado utilizando a metodologia Peer
Instruction?
L] Sim [J Nédo
5. Vocé se sentiu estimulado a participar mais da aula por causa do Peer Instruction?
L] Sim [1 Nao (] Um pouco
6. Vocé achou o Peer Instruction um instrumento importante para ser utilizado nas aulas
de ensino remoto?
[J Sim [J Nido
7. Vocé acha que o Peer Instruction facilita o aprendizado?
L] Sim [] Nao
8. Voceé acha que o Peer Instruction torna a aula mais dindmica?

L] Sim [1 Nao
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9. Ao ser utilizado o Peer Instruction vocé sentiu que sua participagdo teve importancia
no decorrer das aulas?
L] Sim [1 Nao
10. A metodologia ativa Peer Instruction pode te ajudar a aprender por meio da motiva-
¢do?
L] Sim [J Nao
11. O Peer Instruction pode te ajudar a aprender por meio da colaboragdo?
L] Sim [] Nao
12. O Peer Instruction pode te ajudar a aprender mediante os problemas propostos?
[J Sim [ Nao
13. O Peer Instruction pode te ajudar a aprender por intermédio das discussoes, intera-
¢coes?
[JSim [ Nao
14. Apos participar da oficina, vocé acha que o Peer Instruction é importante?
(] Sim [] Nao
15. Se as aulas fossem feitas dessa maneira, vocé teria mais interesse pelas aulas de Ma-
tematica?
L] Sim [] Niao [ Indiferente
16. Vocé acharia interessante se o Peer Instruction fosse utilizado em outras disciplinas?
L] Sim [J Niao [ Indiferente
PERGUNTAS DISCURSIVAS
17. O que voc€ mais gostou nas aulas remotas de recorréncia usando a metodologia Peer
Instruction’?!
18. O que vocé ndo gostou nas aulas remotas de recorréncia usando o Peer Instruction?
19. Durante a oficina n6s vimos o conceito de recorréncia. Vocé acha que ele ¢ importan-
te? Por que?
20. O que vocé gostaria de falar sobre sua experiéncia com o Peer Instruction no ensino

remoto que nao foi perguntado acima?



