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RESUMO

TEODORO, L. 0. PROPOSTAS DE ATIVIDADES PRATICAS PARA A APLICACAO
DE FUNCOES POR MEIO DO AJUSTE DE CURVAS. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional), Universidade do Estado de Mato
Grosso, Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnologicas, MT, f., 2021.

O ensino de funcdes é essencial no processo de ensino e aprendizagem, por ser um
objeto matemético de caréater integrador, que possibilita relacionar atividades do
cotidiano com conteddos matematicos, permitindo estudar o comportamento de
fendbmenos tanto do cotidiano, como de outras areas do conhecimento. Este ensino
pode se tornar mais instigador quando os estudantes sao provocados as reflexdes,
para que sintam necessidade e vontade de aprender. Refletindo sobre isso, decidiu-
se, neste trabalho, apresentar algumas atividades praticas que o professor podera
inserir na sua docéncia, a fim de contribuir para que os estudantes se reconhecam
COMo sujeitos ativos no processo de ensino e aprendizagem. As atividades sugeridas
sao: (i) apresentar algumas possibilidades de modelos matematicos aplicados na

construcéo civil; (i) aproximar a funcdo seno no intervalo [0, 27z] por meio de uma

funcao polinomial de grau cinco; (iii) encontrar uma funcéo quadratica que represente
a interdependéncia entre as varidveis espaco e tempo a partir de uma atividade
experimental denominada “Queda Livre”; (iv) estimar o valor da aceleragao
gravitacional no local de aplicacdo da atividade “Queda Livre” e (v) fazer uma
estimativa da altura maxima atingida por uma bola, e a distancia percorrida pela bola
em relacédo ao eixo horizontal (solo) por meio do experimento “ chutando uma bola de
futebol”. Cada atividade (situacao-problema) serd modelada por meio do ajuste de
curvas e, neste trabalho, foi utilizado o software GeoGebra como recurso didatico e
facilitador na aprendizagem. Ainda, foi tratado, sucintamente, 0 método dos minimos
guadrados para encontrar, dado o tipo de curva, aquela que melhor se ajusta aos
dados e, dependendo do nivel de escolaridade da turma, o professor decidira sobre o
seu uso.

Palavras-Chave: Funcdes; Ajuste de Curvas; Método dos Minimos Quadrados;
Atividades préticas.



ABSTRACT

TEODORO, L. O. PROPOSALS OF PRACTICAL ACTIVITIES FOR THE
APPLICATION OF FUNCTIONS THROUGH CURVE ADJUSTMENT. Dissertation
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional), Universidade do Estado
de Mato Grosso, Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas, MT, f., 2021.

The teaching of functions is essential in the teaching and learning process, as it is a
mathematical object with an integrative character, which makes it possible to relate
daily activities with mathematical contents, allowing the study of the behavior of
phenomena both in daily life and in other areas of knowledge. This teaching can
become more instigating when students are provoked to reflect, so that they feel the
need and desire to learn. Reflecting on this, it was decided, in this work, to present
some practical activities that the teacher can include in their teaching, in order to help
students recognize themselves as active subjects in the teaching and learning process.
The suggested activities are: (i) to present some possibilities of mathematical models
applied in civil construction; (ii) approximate the sine function on the interval through a
polynomial function of degree five; (iii) find a quadratic function that represents the
interdependence between space and time variables from an experimental activity
called “Free Fall”; (iv) estimate the value of the gravitational acceleration at the place
of application of the "Free Fall" activity and (v) estimate the maximum height reached
by a ball, and the distance traveled by the ball in relation to the horizontal axis (ground)
through of the “kicking a soccer ball” experiment. Each activity (problem-situation) will
be modeled through curve fitting and, in this work, the GeoGebra software was used
as a didactic resource and facilitator in learning. Furthermore, the method of least
squares was briefly discussed to find, given the type of curve, the one that best fits the
data and, depending on the level of schooling of the class, the teacher will decide on
its use.

Key words: Functions; Curve Adjustment; Minimum squares method; practical
activities
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1 INTRODUCAO

A experiéncia em sala de aula mostra que ensinar Matematica ndo é uma tarefa
facil, pois o professor se depara com inumeros desafios de aprendizagem no dia a dia
de uma sala de aula, o que nos leva a buscar técnicas alternativas e diferenciadas de
transposicdo de conhecimento, cabendo a nds a responsabilidade de superar tais

adversidades, pois os alunos aprendem de formas e em tempos distintos.

Desafios estes, que enquanto professores presenciamos em sala de aula, e
gue nos levaram a buscar novos meios para tornar o processo de ensino mais
significativo, menos abstrato; trabalhar os contetdos de uma forma em que os alunos
consigam ver alguma aplicacdo do conceito numa situacao real; pois € recorrente ver
alunos perguntando “onde vou utilizar isso?”, “para que isso vai me servir na vida?”.
A matemética em certos momentos € muito abstrata para a maioria dos alunos,
surgindo muitas duvidas sobre a aplicabilidade dos temas estudados, e com isso,

distanciando-os de sua realidade.

Trata-se de um problema a ser resolvido, pois quando o aluno ndo consegue
ver essa relacao ele fica desmotivado, por néo ter sentido para ele aquele contetdo
ali isolado, e nesse contexto, apresentamos uma proposta de ensino para trabalhar
0S conceitos matematicos relacionados e mais proximos da realidade do aluno. Dessa
forma, escolheu-se o conteddo de funcdes para o trabalho, devido ao carater
integrador que ele possui, e considerando a importancia do mesmo na formacgao do
aluno. Além disso, usamos o MMQ (Método dos Minimos Quadrados) como
ferramenta por ser muito utilizado para modelar problemas em diversas areas como,
saude, economia, educacéo entre outras. Como auxilio também recorremos a uma

ferramenta muito utilizada que é o software GeoGebra.

Este trabalho tem como objetivo deixar em evidéncia para o professor que com
a utilizagdo do MMQ como ferramenta de ensino ocorre a possibilidade de inserir no
ensino da matematica elementos do cotidiano e com isso construir algo novo com 0s
alunos, pois acreditamos que a utilizacdo do MMQ, na qual o aluno ird se deparar com
conteudos e habilidades por ele adquiridos, podera leva-lo a construgcdo de novos

saberes e a uma visdo mais pratica da matematica.
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A proposta de trabalho se justifica ao tentarmos desenvolver um ensino que
prioriza experiéncias praticas; que transforma a matematica em algo pratico e
aplicavel; que faca realmente sentido para o aluno ao ensinarmos para ele os
conceitos e objetos de ensino; que esteja de acordo com o que é de vivéncia do dia a
dia; e que considere o seu conhecimento prévio. Dessa maneira, a utilizacdo do Ajuste
de Curvas pelo MMQ, aplicado por meio de atividades préticas, pode contribuir no

ensino de fungdes para que haja uma aprendizagem significativa dos alunos.

A escolha das atividades aqui propostas se deu pelo fato de poderem ser
exploradas de varias formas, em casa ou na escola, e sem a obrigatoriedade do uso
de um laboratério de fisica e/ou matematica e sendo atividades experimentais simples,
divertidas e que valorizam, além dos conceitos matematicos e de outras ciéncias, a
empatia e a socializacdo entre os alunos, alinhando-se a BNCC (Base Nacional
Comum Curricular). Em conversa com colegas professores e colegas do curso de
mestrado ouvimos boas afirmacdes em relacdo as atividades praticas, o que deu um
incentivo maior para essa escolha. O parecer de colegas de profisséo € considerado
importante pois nos faz acreditar ser viavel a aplicacdo da proposta em sala de aula

com os alunos, num breve retorno presencial.

A principio esse trabalho foi pensado para ser aplicado com os alunos, mas
devido a pandemia da COVID-19 néo foi possivel a sua aplicacdo pelo fato do ndo

retorno as aulas presenciais.

A elaboracdo deste trabalho baseia-se nos seguintes procedimentos
metodoldgicos: a) realizacdo de uma pesquisa bibliogréfica; b) apresentacdo das
atividades propostas c) o passo a passo em cada uma delas com sugestées de como

explorar a0 maximo essas atividades.
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1.1 REVISAQO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, faremos uma reviséo bibliografica sobre aplicacdes do Método
dos Minimos Quadrados (MMQ). O ajuste de curvas pelo Método dos Minimos
Quadrados € utilizado em varias areas, pois permite-nos fazer previsdes ao encontrar
uma funcdo que melhor descreve um conjunto de dados experimentais. A seguir,

apresentaremos alguns trabalhos que fundamentam a proposta desta dissertacao.

Souza (2021) propde para o ensino de fungdes, em uma turma do primeiro ano
do ensino médio, o Método dos Minimos Quadrados utilizando os dados obtidos em
um lancamento de foguete de garrafa pet e ar comprimido, feito pelos alunos. A ideia
€ encontrar a funcdo que melhor se ajusta a esses dados e melhor representa a
trajetéria do foguete. E uma proposta com a possibilidade de parceria com um
professor de Fisica. Esta proposta valoriza a interdisciplinaridade entre a matematica
e a fisica. O trabalho mostra também como um conteddo de nivel superior pode ser
aplicado no Ensino Médio de forma simples e acessivel, por meio de alguns
experimentos, tendo bons resultados e sendo viavel sua aplicacdo na Educacéo

Basica, etapa do Ensino Médio.

Silva (2020) apresenta um trabalho envolvendo Modelagem Matematica e
Estatistica com o objetivo de desenvolver um pensamento cientifico nos estudantes.
Nos problemas propostos séo utilizados o método dos minimos quadrados a fim de
encontrar a curva que melhor se ajusta aos dados. Ele trabalha a forma basica, o
conceito de regressdo linear, exponencial e quadratico. Sdo apresentadas trés

aplicacdes em conjuntos de dados reais utilizando como ferramenta o Microsoft Excel.

As aplicacdes referem-se a dilatacdo linear (em mm) e a temperatura (em °C) de um

material, as quais foram modeladas por meio de um ajuste linear e ao crescimento de
células, por meio de um ajuste exponencial e, por fim, usou o ajuste quadratico para
modelar um problema relacionado ao lancamento de um objeto. Para o autor, a
aplicacado da proposta com os alunos através do método dos minimos quadrados,
aliado ao Microsoft Excel, pode despertar o interesse dos alunos para a importancia
da Modelagem Matematica na tomada de decisGes. Ainda conforme Silva (2020), a

escolha do método deve-se ao fato dele oferecer a possibilidade de trabalhar com
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conteudos ja consolidados em anos anteriores, levando assim o aluno a uma

aprendizagem mais significativa.

Brito (2019) em seu trabalho apresenta a Modelagem Matematica e suas
potencialidades no processo de aprendizagem e as diferentes formas de pratica-la e
concebé-la. Brito também trabalha o tema de Ajuste de curvas pelo Método dos
Minimos Quadrados somente para o caso das funcdes polinomiais com abordagem
em turmas do Ensino Médio, e apresenta um exemplo de atividade de Modelagem
Matematica do ponto de vista interdisciplinar utilizando-se do ajuste de curvas para o
reconhecimento da importancia da Matematica como uma ferramenta de raciocinio,
representacdo, comunicacdo e argumentacao. A atividade apresentada denominada
Gestéo da velocidade e possiveis implicacdes na seguranca do pedestre onde mostra
a relacdo da mudanca de velocidade e mudanca no numero de feridos de acidentes
de transitos, onde a mudanca na velocidade reflete no nimero de feridos. Para Brito,
por ser a Modelagem Matematica de carater naturalmente interdisciplinar, contribui,
portanto, de forma relevante para a melhoria da educacéo brasileira, propiciando ao
aluno um grau de elevacdo no nivel de aprendizado partindo do concreto, de uma
situacdo real para uma concepcdo de mais reflexdo, de mais abstracdo. Enfatiza
também algumas dificuldades para a aplicacdo da modelagem que oriunda
exclusivamente da realidade de cada escola, tais como: a limitacdo do tempo, cultura
da escola e a rigidez de algumas estruturas curriculares. Mesmo diante dessas
dificuldades a importancia dos problemas reais, sucinta a aplicacdo da modelagem, e
através do Método dos Minimos Quadrados possibilitam ao aluno a resolucdo de

problemas advindos da realidade.

Gongalves (2018) apresenta um trabalho onde mostra a possibilidade de
aplicacdo do método dos minimos quadrados em situa¢des do cotidiano. O objetivo
foi mostrar a possibilidades de aplicacdes praticas do método. Nesse sentido, a autora
busca encontrar uma curva de ajuste de modo a obter um modelo matematico para
estimar a populacao brasileira para 2020 com base de dados entre 1950 e 2000. Séao
apresentados, pela autora, um ajuste linear e um ajuste quadratico para a escolha da
func@o que melhor representa a curva, ou seja, da fungdo que contém o menor erro.
A autora conclui que com a aplicacdo do ajuste de curvas foi possivel aplicar
conhecimentos adquiridos em sala de aula em situagbes praticas, tornando assim,

segundo a autora, “mais bem aproveitado o conteudo”. Foi possivel obter um bom
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resultado com menor erro possivel e que este trabalho “contribui para o calculo da
previsao da quantidade de habitantes de certa regido, como cidade, pais, entre outras,

além de oferecer ao discente uma melhor compreenséo dessa atividade.

Souza (2018) propde o método dos minimos quadrados para a resolucao de
sistemas sobredeterminados, ou seja, aqueles em que o numero de equacdes € maior
gue os numero de incognitas. Estes tipos de sistemas de equacdes lineares foram
utilizados para modelar um problema de geoposicionamento, tendo como obijetivo,
determinar a posi¢cao de um receptor em um sistema de coordenadas cartesianas que
recebe o sinal de varios satélites. Souza também recorreu aos softwares Geogebra e

Wolfram Mathematica.

Maluf (2018) apresenta em seu trabalho, detalhes da teoria da aproximagao de
funcBes e uma aplicagdo em préticas esportivas com objetivo especifico de encontrar
limitantes e estimativas futuras para certos recordes esportivos e, dentre 0s conceitos
matematicos, necessarios, destacados por ele para este fim, esta o método dos
minimos quadrados. Associando assim, conceitos matematicos, praticas esportivas e

trabalhando a interdisciplinaridade.

Gavarone (2017) apresenta um estudo sobre aproximacao de funcbes pelo
método de ajuste de curvas e interpolacdo polinomial, caracterizando cada método.
Este trabalho tem como objetivo fazer um prognéstico da producdo do leite e o
crescimento populacional no municipio de Terra Nova do Norte-MT. Gavarone salienta
a importancia da Modelagem Matematica na motivacao do professor e a facilitacdo da
aprendizagem por transformar um problema real em um problema matematico e da

igual importancia aos métodos de aproximacao utilizados por ele.

Santana (2017) apresenta em seu trabalho o processo de ajuste de curva para
dados experimentais pelo método dos minimos quadrados, de modo a aproximar
esses dados por meio de uma funcéo e, para isso, apresenta uma proposta didatica
de ajuste de curvas através de um estudo de caso da tensédo x deformagdo no aco
carbono SAE1020. Santana também relata a importancia do método na iniciacdo a
pesquisa, pois argumenta o processo de construcéo de fungdes consideradas como
descritoras de fenbmenos da fisica, biologia, engenharia, estatistica e outras areas.

Santana considera que obteve bons resultados em relagcdo ao modelo encontrado.
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Segundo Santana (2017), além do método dos minimos quadrados ser adequado para
esse tipo de estudo, ele pode ser discutido na Educacéo Basica, especificamente no
Ensino Médio, e o problema de tensdoxdeformacdo ser um dos pontos de partida
dessa discussdo. Afirma ainda que estudar o método dos minimos quadrados foi
enriquecedor e que tudo que foi apresentado pode ser explorado e debatido em

contextos cientificos e de aprendizagem matematica.

Silva Juanior (2017) apresenta um relato de um experimento realizado com uma
turma do Ensino Fundamental, de um ajuste de curvas de dados observados pelo
método dos minimos quadrados. Esse experimento consiste em um lancamento de
foguete a ar comprimido. Silva esclarece aos alunos que é necessario conhecimentos
avancados para entender a parte inicial do processo de célculo do método dos
minimos quadrados, apresentando entdo aos alunos, somente o sistema resultante
dos célculos. Silva propde aos alunos o processo de determinacdo dos parametros da
funcdo de ajuste através da resolucédo do sistema. Para Silva, o objetivo era que os
alunos observassem as aplicacfes dos conceitos matematicos estudados em sala de
aula em situacgdes vivenciadas na pratica. Portanto, uma discussdo mais aprofundada
com os alunos, sobre o método usado e as condi¢des gerais de ajuste, ndo faziam
parte do contexto pedagdgico, no qual foi construida a pratica de ensino, inclusive
pelo fato do nivel educacional dos alunos (9° ano do Ensino Fundamental) e conclui a
viabilidade de aplicagdo para alunos do Ensino Médio, “de modo a explorar a
aplicabilidade de conceitos tais como: func¢des, operacdes com matrizes, resolucao
de sistemas lineares, entre outros que possam ser enquadrados em situacdes-
problema que atendam as restricbes do experimento e do processo de célculo do

método”.

Cestaro (2016) apresenta uma aplicacdo do método dos minimos quadrados
para encontrar a curva de ajuste que representa a produgdo de soja nos anos de
2006/07 e 2007/08 no Estado de Rondbnia e, a partir desses dados, fazer um
progndstico para a safra de 2015/2016. O autor faz uma comparacdo com os dados
previstos pela CONAB (Companhia Nacional de Abastecimento) para a producédo de
soja para a safra de 2015/16. Cestaro afirma que os resultados foram muito
satisfatorios, obtendo um modelo com uma diferenca de 1,39% da estimativa feita pela

Conab, concluindo assim, a validade do método aplicado.
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Almeida (2015) busca uma apresentacdo do método dos minimos quadrados
aos alunos do Ensino Médio, ciente que 0S recursos necessarios para essa
implementacg&o estejam disponiveis somente no terceiro ano dessa etapa de ensino.
Almeida busca dar uma abordagem acessivel, dada a versatilidade e potencialidade
do método como ferramenta de Modelagem Matematica, sem perder o viés cientifico
gue norteia o método. O autor vai em busca de uma abordagem diferente do que ele
considera a tradicional, onde ha a preocupacao quase que exclusiva com a execucao
do método. Ele ainda faz um breve estudo sobre o método dos minimos quadrados e
se utiliza de uma estratégia que segundo ele “é exposta, aproveitando conteudos
familiares ao aluno e introduzindo conceitos novos de forma diferenciada e suficiente

para entendimento do desenvolvimento matematico em questdo”. Almeida insere os
contelidos necessarios para a obtencdo do método, mesmo que esses conteldos ndo
facam parte da grade curricular do aluno. O autor finaliza o trabalho com algumas
atividades de aplicacdo do método e sugestbes para o uso de recursos
computacionais, tais como, EqlinPlus e Geogebra como ferramenta de auxilio para a

agilizacdo de célculos e como incentivo aos alunos o acesso as tecnologias.

Santos (2015) prop6e um trabalho sobre ajuste de curvas através de
polindbmios, por acreditar que essa familia de fun¢des polinomiais constituem uma
“poderosa” ferramenta matematica. Para o estudo da Interpolacdo polinomial, sao
apresentados os polindmios de Lagrange, iniciando com a interpolacdo linear e,
posteriormente, para ordens superiores. Para o método dos minimos quadrados, para
0 ajuste polinomial, o autor propés uma apresentacao utilizando somente de conceitos
desenvolvidos no Ensino Médio, sobretudo, a funcédo quadratica, sem usar derivadas.
Para o caso de ajustes ndo polinomiais, Santos explora as fun¢bes logaritmicas e
exponenciais. Santos apresenta também uma coletédnea de atividades para serem
trabalhadas em sala de aula. Segundo o autor, "o tema é abordado de forma a ser
aplicado na formacgéo de professores, em escolas técnicas profissionalizantes, assim

como em turmas de ensino regular”.

Silva (2015) propde um trabalho de aplicacdo do meétodo dos minimos
guadrados para ajustes lineares sob uma o6tica do calculo diferencial e da algebra
linear, evidenciando a solugao de sistemas lineares que ndao possuem solugdes, a fim
de obter éxito na escolha dos parédmetros a e b da funcdo afim que mais se aproxima

a um conjunto de dados. Silva também apresenta uma proposta de aula para o
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professor, para que ele consiga trabalhar o método sem ter a necessidade de se
recorrer a calculos que exigem do aluno uma maior abstracéo. Nessa proposta, utiliza-
se do software Excel como um recurso didatico de motivacdo e verificacdo dos
calculos efetuados. Silva sugere também uma continuidade de um estudo mais
aprofundado do tema e uma avaliacao referente a motivacéo dos alunos em relacéo

ao uso do software Excel como ferramenta de aprendizagem matematica.

Cunha (2014) apresenta uma proposta de resgate de um ensino significativo
no Ensino Médio por meio da Modelagem Matematica. O método dos minimos
quadrados, sob a o6ptica da Algebra Linear, é a estratégia escolhida para a
complementacao da situacéo-problema a ser modelada. Cunha sugere uma proposta
em que o aluno conhecga, aprenda e aplique este método em situacdes consideradas
mais simples, inclusive em atividades interdisciplinares envolvendo a Biologia, Fisica
e Geografia. Cunha conclui que obteve um bom resultado com a aplicacdo da
Modelagem Matematica e do método dos minimos quadrados, sendo, portanto,
possivel a sua aplicacdo no Ensino Médio e, ainda ressalta que este método
proporciona a interdisciplinaridade, fazendo com que o aluno se interesse mais pelo
método e, consequentemente, & matematica, ao perceber a sua contribuicdo em
problemas do contexto cotidiano. O autor enfatiza a importancia de se trabalhar com
aproximacoes de funcdes para se prever resultados futuros; e o método dos minimos
quadrados nos proporciona fazer essa analise, prognésticos e estimativas, com

resultados mais confiaveis, pois, minimiza o erro dessas previsées.

Espindola (2014) propde uma abordagem introdutéria e acessivel do método
dos minimos quadrados, aos alunos do Ensino Médio, sem deixar de lado o rigor dos
conceitos matematicos. De inicio, € feita uma abordagem da importancia de se
trabalhar temas relacionados ao dia a dia dos alunos para a significacdo de conceitos
matematicos. Nesse contexto, 0 método dos minimos quadrados é apresentado aos
alunos utilizando situacdes do cotidiano. A escolha do tema, segundo Espindola, &
porque “os alunos do Ensino Médio ndo adquirem, no decorrer do colegiado, nenhum
conhecimento para trabalhar com problemas superdeterminados, estes que sao
importantissimos, pois recaem em diversos problemas encontrados no dia a dia do
aluno.” Espindola conclui que a maneira mais prética de inserir o método dos minimos

quadrados é através dos somatorios, pois, facilita as contas e o entendimento dos
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alunos e que “o método facilita a resolucéo de diversos problemas do cotidiano, o que

pode contribuir para que os alunos se sintam motivados a aprender’.

Ferri (2014) nos apresenta um trabalho de ensino de fungBes exponencial e
logaritmica, antecedido do conteddo de sequéncias (progressoes). A proposta se da
através de atividades de Modelagem Matematica que, segundo Ferri, “desenvolvidas
a partir do uso de tabelas construidas em planilhas eletrénicas e em um ambiente de
geometria dinamica (GeoGebra), explorando as ideias intuitivas de variagcdo e
caracterizacao dessas funcdes reais, a partir das progressdes no dominio discreto “.
Para o tema “ajuste de curvas”, Ferri sugere algumas atividades interdisciplinares com
os professores das disciplinas de Quimica e Fisica, envolvendo estimativas. A
atividade proposta e intitulada “A lei dos gases e o ajuste de curvas: um experimento
interdisciplinar” teve como objetivo determinar a massa molar de um gas liberado na
reacdo de um comprimido efervescente com agua. Ferri considera que obteve um
resultado satisfatorio, onde a Modelagem Mateméatica se mostrou uma ferramenta
muito importante para o processo de ensino e aprendizagem, possibilitando extrair de

situacdes concretas, conceitos importantes e Uteis.

Ribeiro (2014) apresenta um trabalho de aplicacdo da Modelagem Matematica,
ajuste de curvas e interpolacdo polinomial, com o objetivo de fazer uma analise
temporal de algumas circunstancias reais do municipio de Ipora-GO. Tais aplicacdes
foram feitas em situacbes presentes do dia a dia da cidade de Ipor4. Foram elas:
Obitos provocados por cancer, nimero de alunos no Ensino Béasico, crescimento da
frota de veiculos, Produto Interno Bruto (PIB), consumo de agua e dinamica
populacional iporaense. Ribeiro conclui que os métodos utilizados sdo muito Uteis em
casos em que se busca uma funcao de aproximacao, pelas possibilidades de se fazer
estimativas e discutir as possibilidades e perspectivas sobre cada situacao estudada,
permitindo assim, avaliar criticamente cada episddio estudado. Ribeiro afirma ainda
que “desse modo, a matematica e, em especial, os métodos abordados, podem ser
artificios para alertar e conscientizar, auxiliando no despertar de atitudes e politicas
de intervencgdes”, e ainda que “o trabalho mostra ainda que existe aplicabilidade da
interpolacdo e do ajuste de curvas pelo método dos quadrados minimos no Ensino

Médio, que pode ser enriquecida pela modelagem de problemas cotidianos.”
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Silva (2014) apresenta uma proposta de resgate de um ensino significativo no
Ensino Médio, através da Modelagem Matematica. O método dos minimos quadrados
sob a dptica da algebra linear é a estratégia escolhida para a complementacdo da
situacao-problema a ser modelada. Silva sugere uma proposta em que o aluno
conheca, aprenda e aplique este método em situacfes consideradas mais simples,
inclusive em atividades interdisciplinares envolvendo a Biologia, Fisica e Geografia.
Silva conclui que obteve um bom resultado com a aplicacdo da Modelagem
Matematica e do método dos minimos quadrados, sendo, portanto, possivel a sua
aplicacdo no Ensino Médio e, ainda ressalta que este método proporciona a
interdisciplinaridade, fazendo com que o aluno se interesse mais pelo método e,
consequentemente, a matematica, ao perceber a sua contribuicdo em problemas do
contexto cotidiano. O autor enfatiza a importancia de se trabalhar com aproximacoes
de funcdes para se prever resultados futuros; e o método dos minimos quadrados nos
proporciona fazer essa andlise, progndsticos e estimativas, com resultados mais

confiaveis, pois, minimiza o erro dessas previsoes.

Souza (2014) apresenta uma proposta de trabalho para o estudo do produto
matricial através do método dos minimos quadrados para obtencao de um progndstico
da producdo de soja na regido em anos subsequentes. Segundo ele, ha uma
preocupacao dos professores em se trabalhar aplicacfes praticas dos contetudos
trabalhados em sala de aula. Mesmo ndo sendo uma tarefa facil motivar alunos nos
dias de hoje, com acesso tao facil a novas tecnologias. E como parte desta proposta,
ele propde o uso do software Geogebra como ferramenta de implementacdo do
Método. Souza conclui que mesmo havendo obstaculos, obteve um bom resultado,
sendo possivel e viavel a aplicacdo do método dos minimos quadrados ao conteudo
de matrizes no Ensino Médio pelo fato do trabalho ter proporcionado uma aplicacéo
pratica permitindo aos alunos a observagcdo dos resultados. E esses obstaculos
citados no decorrer do processo, dos quais, um deles, foi a falta de tempo suficiente,
servem de aprendizado para no futuro ndo se repetirem. Com um intervalo de tempo
maior, Souza acredita que teria tido um melhor resultado. De acordo com Souza, a
pratica e a metodologia utilizada no trabalho facilitam a compreensao de conceitos
matematicos, contribuindo para o crescimento e melhor rendimento dos alunos, que,
segundo Souza (2014)” E certo que, a partir do momento que h& preocupacéo do

professor em trazer a realidade do aluno para a sala de aula e em relacionar conteudo
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com as situacdes cotidianas dos alunos, se reduz substancialmente as barreiras para

0 ensino de matematica.”

Medeiros (2013) procura encontrar um modelo matematico para representar o
crescimento populacional da cidade de Petropolis (RJ) no periodo de 1982 a 1990. O
autor se utilizou de trés modelos, o linear, o exponencial e o logistico para a
comparacao e escolha do melhor modelo, sendo o modelo logistico o escolhido por
apresentar o menor erro e mais, se aproximar dos dados reais. O autor justifica a
escolha do método por ser, segundo ele, um dos mais disseminados pelo meio

académico.

Duarte (2010) aborda em seu estudo a estimativa de crescimento da cana-de-
acucar em funcdo do numero de dias pés-plantio por meio do método dos minimos
quadrados para obter um progndéstico desse crescimento e posteriormente compara-
lo com o resultado real do crescimento para a verificagdo da precisdo do método dos
minimos quadrados. Duarte conclui em seu estudo que o resultado foi satisfatorio pois,
0 erro no modelo de ajuste encontrado foi relativamente baixo, quando comparado

aos dados reais, sendo considerado excelente para este tipo de experimento.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho foi estruturado em seis capitulos. Neste capitulo tratamos de
dissertacdes correlatas ao tema, extraidas do PROFMAT (Programa de Mestrado
Profissional em Mateméatica em Rede Nacional) e outras, onde se encontra trabalhos
com aplicacbes do MMQ em diversas situacfes tais como, lancamento de foguete,
crescimento populacional, crescimento de células, entre outros, que mostram a

aplicacado do método em diversas areas.

No Capitulo 2 apresentamos a BNCC como suporte tedrico também para a
dissertacdo. Tratamos sobre a importancia de se trabalhar o conteddo de funcdes, as
habilidades e competéncias do ensino de fun¢des no ensino fundamental e médio, e
as competéncias que tratam das TDICs (Tecnologias Digitais da Informacéo e
Comunicagéo).
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No Capitulo 3 apresentamos o software GeoGebra, suas funcionalidades e o

passo a passo no software para resolver os problemas aqui apresentados.

No Capitulo 4 que trata sobre o ajuste de curvas apresentamos ao professor
uma forma de abordar o MMQ com seus alunos em sala. E somente uma sugest&o
de trabalho, deixando claro ao professor que ele tem a liberdade de aplicar o método
da forma que achar mais conveniente, pois para tal, depende de certos conceitos que
pode o aluno néo ter tido o contato ainda devido ao ano escolar que estiver cursando,

como sistemas lineares, matrizes e somatorios.

No Capitulo 5 apresentamos quatro atividades praticas propostas para
aplicacdo do MMQ para o ajuste de funcdes que representam essas situacdes. Sao
elas: modelando uma estrutura arquitetdnica por meio de uma funcdo quadratica,
aproximacéo da funcdo seno por uma funcéo polinomial de grau trés, queda livre,
aceleracéo gravitacional e chutando uma bola de futebol. No capitulo 6 apresentamos
algumas reflexdes acerca do trabalho realizado e do potencial do MMQ como recurso
para o ensino. Apresentamos na sequéncia as referéncias bibliograficas e no apéndice
o desenvolvimento do MMQ.
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2 BNCC COMO SUPORTE TEORICO PARA ESTA DISSERTACAO

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento normativo que
estabelece o conjunto orgéanico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos
0os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacao
Bésica e foi criada com o objetivo de oferecer um ensino justo, inclusivo e democratico
para todos os estudantes e também conforme definido na Lei de Diretrizes e Bases
da Educacdo Nacional (LDB, Lei n® 9.394/1996) deve nortear os curriculos dos
sistemas e redes de ensino das Unidades Federativas e as propostas pedagdgicas de
todas as escolas publicas e privadas de Educacdo Basica em todo o Brasil, mas
considerando as particularidades de cada escola nos aspectos regionais, sociais e a

metodologia de ensino.

A Base estabelece conhecimentos, competéncias e habilidades que se espera
desenvolver nos estudantes no decorrer da educacdo basica e € orientada por
principios éticos, politicos e estéticos tracados pelas Diretrizes Curriculares Nacionais
da Educacdo Basica, e somando-se aos propositos que direcionam a educacao
brasileira para a formagdo humana integral e para a construgdo de uma sociedade

justa, democratica e inclusiva.

Essa proposta de trabalho se ampara nas competéncias e habilidades da
BNCC relacionadas ao tema da proposta e com o objetivo de proporcionar ao aluno
um ensino onde ele seja participativo, que envolva a sua realidade e que, o que os
conceitos matematicos, tenham de fato significados, e contribua na sua formacao

humana.

Sobre a aprendizagem mateméatica a BNCC ressalta que:

A aprendizagem em Matematica estd intrinsecamente relacionada a
apreensdo de significados dos objetos matematicos. Esses significados
resultam das conexdes que os alunos estabelecem entre os objetos e seu
cotidiano, entre eles e os diferentes temas matematicos e, por fim, entre eles
e 0s demais componentes curriculares. Nessa fase, precisa ser destacada a
importancia da comunicacdo em linguagem matematica com o uso da
linguagem simbdlica, da representacéo e da argumentacao. (BRASIL, 2017,
p.274)

Nota-se nesta citagdo que ha uma énfase na aprendizagem significativa, a qual
também é fundamentada nos estudos de Ausubel sobre a Teoria da Aprendizagem

Significativa.
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A Teoria da Aprendizagem Significativa de Ausubel, cognitiva, considera o
conhecimento prévio dos alunos como o fator que mais influencia na aprendizagem.
Moreira e Ostermann (1999, p. 45) explicam que, para Ausubel, o fator isolado mais
importante que influencia a aprendizagem é aquilo que o aprendiz ja sabe. “Averigue
iSso e ensine-o de acordo”. Para Ausubel, existem estruturas de conhecimentos
especificos chamadas de subsuncores, onde essa nova informacao interage com 0s

subsuncores, ocorrendo assim, a assimilagdo do conhecimento.

Como explica Darroz (2010, p. 28):

Os subsuncores sédo adquiridos por um processo de formacao de conceitos
gue se inicia no nascimento. Esse processo, inicialmente, se da por
descoberta e, ao atingir a idade escolar, a maioria das criangas ja possui um
enorme leque de subsuncores em sua estrutura cognitiva e pode, entdo,
aprender por recepgéo.

A proposta desta dissertacdo de mestrado contempla o conhecimento prévio
dos estudantes. Segundo Moreira (2006), a Teoria da Aprendizagem Significativa de
Ausubel “preocupa-se com o0 processo da compreensdo, transformacéo,
armazenamento e uso da informacdo envolvida na cognicdo e tem como objetivo
identificar os padrbes estruturados dessa transformacao”.

A aprendizagem significativa implicara sempre tentar assimilar explicitamente
0s materiais de aprendizagem [...] a conhecimentos prévios que em muitos
casos consistem em teoria implicitas ou representa¢des sociais adquiridas
por processos igualmente implicitos. Nesse processo de tentar assimilar ou
compreender novas situa¢des, ocorre ndo sé um crescimento ou expansao
desses conhecimentos prévios, como também, como consequéncia desses
desequilibrios ou conflitos entre os conhecimentos prévios e a nova
informac&o, um processo de reflex@o sobre os préprios conhecimentos, que,
conforme sua profundidade [...] pode dar lugar a processos de ajuste, por

generalizagdo e discriminagdo, ou reestruturacéo, ou mudanca conceitual [...]
dos conhecimentos prévios.” (POZO, 2002).

Mas, para que a Aprendizagem Significativa ocorra, Ausubel evidencia duas
condicdes: A primeira é que o aluno queira aprender, tenha interesse, e se sinta
motivado e a segunda é gue o conteudo tenha significado para o aluno, caso contrario,
a aprendizagem se tornara mecanica e logo sera esquecida pelo fato do uso de
decoreba e repeticdo. Estas duas condi¢cbes podem ser contempladas com a proposta
deste trabalho e, para a concretude destes objetivos, foi pensado de forma cuidadosa
a maneira que se pode propor algumas atividades aos professores atuantes na
Educacao Basica, de modo que realmente eles se sintam a vontade e confiantes em

aplica-las.
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De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), o estudo e
aplicacao de funcbes matematicas que € tema dessa proposta de trabalho tem seu
inicio nos anos iniciais do Ensino Fundamental com o desenvolvimento do
pensamento algébrico e se desenvolvendo nos anos finais. No Ensino Médio o tema
é trabalhado visando o seu aprofundamento e o desenvolvimento das Competéncias
e Habilidades.

As competéncias “ Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacéo das solucdes
propostas, de modo a construir argumentacao consistente” e “Compreender e utilizar,
com flexibilidade e precisédo, diferentes registros de representacdo matematicos
(algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solucdo e
comunicacao de resultados de problemas” vem ao encontro da proposta, pois trata de
todo o processo de construcdo do conhecimento proporcionado pelas atividades

praticas aqui propostas e também pela Modelagem Matematica.

O quadro abaixo apresenta algumas habilidades para o ensino de funcdes

contempladas pela BNCC.

Quadro 1: Habilidades extraidas da BNCC, relacionadas ao tema funcfes

Compreender as funcbes como relacdes de dependéncia univoca entre duas
variaveis e suas representacdes numeérica, algébrica e grafica e utilizar esse
conceito para analisar situacfes que envolvam relacBes funcionais entre duas

variaveis.

Resolver e elaborar problemas cujos modelos séao as func¢des polinomiais de 1° e

2° graus, em contextos diversos, incluindo ou néo tecnologias digitais.

Converter representacfes algébricas de fungdes polinomiais de 1° grau para
representacdes geometricas no plano cartesiano, distinguindo 0s casos nos quais o
comportamento & proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de

algebra e geometria dindmica.
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Converter representacdes algébricas de funcdes polinomiais de 2° grau para
representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais
uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou ndo

a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica.

Investigar relacdes entre nUmeros expressos em tabelas para representa-los no
plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generalizagcdo, reconhecendo quando essa
representacdo € de funcéo polinomial de 1° grau.

Investigar relacdes entre nUmeros expressos em tabelas para representa-los no
plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e

expressar algebricamente essa generalizagdo, reconhecendo quando essa

representacao € de funcéo polinomial de 2° grau do tipo y =ax?.

Investigar pontos de maximo ou de minimo de fun¢Bes quadraticas em contextos

da Matematica Financeira ou da Cinemaética, entre outros.

Identificar e associar sequéncias numéricas (PA) a funcbes afins de dominios
discretos para andlise de propriedades, incluindo deducéo de algumas férmulas e

resolucdo de problemas.

Fonte: Extraido da BNCC

Podemos observar que elas sdo bem especificas e com isso exploram ao

maximo o potencial de desenvolvimento que se espera dos estudantes.

Algumas das atividades propostas também podem ser trabalhadas em parceria
com o professor de fisica, como a atividade “Queda livre”, “Aceleracdo gravitacional’
e “Chutando uma bola de futebol”, pois exploramos também conceitos que se alinham
com o que é previsto para o ensino de Fisica, como “ Elaborar explicacdes, previsdes
e calculos a respeito dos movimentos de objetos na Terra, no Sistema Solar e no

Universo com base na analise das interagdes gravitacionais, com ou sem 0 uso de
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dispositivos e aplicativos digitais (como softwares de simulacéo e de realidade virtual,
entre outros)” e ‘“Interpretar resultados e realizar previsbes sobre atividades
experimentais, fendbmenos naturais e processos tecnoldgicos, com base nas nocdes

de probabilidade e incerteza, reconhecendo os limites explicativos das ciéncias”.

A BNCC também contempla a elaboracéo e aplicacdo de modelos explicativos
para os fenbmenos naturais que sao fundamentais no fazer cientifico, e que sao

contempladas na proposta de atividades préticas,

Na é&rea de Ciéncias da Natureza, os conhecimentos conceituais séo
sistematizados em leis, teorias e modelos. A elaboracao, a interpretacdo e a
aplicagdo de modelos explicativos para fendmenos naturais e sistemas
tecnolégicos sdo aspectos fundamentais do fazer cientifico, bem como a
identificacdo de regularidades, invariantes e transformagfes. Portanto, no
Ensino Médio, o desenvolvimento do pensamento cientifico envolve
aprendizagens especificas, com vistas a sua aplicacdo em contextos
diversos. (Brasil, p.548)

Os PCN'’s (Parametros Curriculares Nacionais) também contemplam situacdes
do cotidiano como a trajetdéria de uma bola, para a aplicabilidade de conceitos

matematicos,

Reconhecer a existéncia de invariantes que impde condi¢cdes sobre o que
pode e 0 que ndo pode acontecer, em processos haturais, para fazer uso
desses invariantes na andlise de situagfes cotidianas. Assim, a conservagao
da quantidade de movimento pode ser utilizada para prever possiveis
resultados do choque entre dois carros, a trajetéria de uma bola apés ter
batido na parede, o movimento dos planetas e suas velocidades ao redor do
Sol ou o equilibrio de motos e bicicletas. (Brasil, p.11)

Sobre as funcdes, os PCNs para o Ensino Médio nos dizem que:

“O ensino isolado desse tema nédo permite a exploracéo do carater integrador
que ele possui. Devemos observar que uma parte importante da
Trigonometria diz respeito as funcdes trigonométricas e seus graficos. As
sequéncias, em especial progressdes aritméticas e progressdes geométricas,
nada mais sdo que particulares funcBes. As propriedades de retas e
parabolas estudadas em Geometria Analitica sdo propriedades dos gréaficos
das funcdes correspondentes. Aspectos do estudo de polinbmios e equacdes
algébricas podem ser incluidos no estudo de func¢des polinomiais,
enriquecendo o enfoque algébrico que é feito tradicionalmente. Além das
conexdes internas a propria Matematica, o conceito de funcao desempenha
também papel importante para descrever e estudar através da leitura,
interpretacdo e construcdo de graficos, o comportamento de certos
fendmenos tanto do cotidiano, como de outras areas do conhecimento, como
a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matematica
garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de
funcdo em situagBes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de
situacdes problema de Matemética e de outras areas, o aluno pode ser
incentivado a buscar a solugédo, ajustando seus conhecimentos sobre fun¢des
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para construir um modelo para interpretagao e investigagdo em Matematica”.
(PCNS, 1997, P.43-44)

De acordo com os PCNs de Matemética para o Ensino Médio, o tema estudado
€ um tema de carater integrador o que identifica naturalmente com a Modelagem

Matematica, sendo ela uma ferramenta integradora entre teoria e pratica.
TDIC'S e BNCC

As tecnologias digitais de informagdo e comunicacdo (TDIC), sdo também
contempladas na BNCC. Nas ultimas décadas com o grande avanco das tecnologias
houve também grandes mudancas nos meios de producdo e disseminacdo do
conhecimento, vindo essas tecnologias auxiliar no processo de ensino e
aprendizagem. Nesse contexto a BNCC estabelece algumas habilidades e

competéncias relacionadas as TDIC.

Habilidades e competéncias da BNCC que tratam dos recursos tecnoldgicos,

. usar diversas ferramentas de software e aplicativos para compreender
e produzir conteldos em diversas midias, simular fendmenos e processos
das diferentes areas do conhecimento, e elaborar e explorar diversos
registros de representacdo matematica; e

. utilizar, propor e/ou implementar solugbes (processos e produtos)
envolvendo diferentes tecnologias, para identificar, analisar, modelar e
solucionar problemas complexos em diversas areas da vida cotidiana,
explorando de forma efetiva o raciocinio légico, o pensamento computacional,
0 espirito de investigagéo e a criatividade (BRASIL, 2018, p.475).

Assim, conforme a BNCC, que incentiva o uso de recursos tecnologicos,
escolhemos o software GeoGebra como uma ferramenta para contribuir no processo

de ensino e aprendizagem.
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3 REVISITANDO ALGUMAS FERRAMENTAS DO GEOGEBRA

O GeoGebra é um software gratuito de matematica que combina conceitos de
geometria e algebra em uma Unica GNU. E escrito em linguagem Java, o que lhe
permite estar disponivel em vérias plataformas. O software pode ser baixado pelo site
http://www.geogebra.org nos termos da GNU General Public License.

O GeoGebra foi criado em 2001 por Markus Hohenwarter e ja recebeu diversos
prémios de software educacional na Europa e nos EUA. Ele € um software de
matematica dinamica para todos os niveis de ensino que retine Geometria, Algebra,
Planilha de Célculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e Céalculos Simbdlicos em um

anico pacote facil de se usar.

O site disponibiliza gratuitamente milhares de atividades, simulagdes,
exercicios, aulas e jogos para matematica e ciéncia, materiais didaticos, aulas,
tutoriais, entre outros. Em particular, para o Ensino Médio o GeoGebra € muito util
para trabalhar graficos, funcdes, geometria plana e espacial, o que o torna, de acordo
com o site, um lider na area de softwares de mateméatica dinamica, apoiando o ensino

e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica.
Apresentacao da Barra de menus do software.

Optamos por apresentar, dentre as funcionalidades e a gama de recursos
disponibilizados pelo software GeoGebra, somente 0 necessario para que sejam
trabalhadas as atividades aqui propostas. Se o leitor se interessar em conhecer um
pouco mais sobre o software, podera acessa-lo no site disponibilizado no inicio deste

capitulo.

A Figura 1 ilustra a barra de menu “Arquivo” do Geogebra. Ao clicarmos em
arquivo, temos as opc¢des: Nova Janela, Novo, Abrir, Abrir do GeoGebra, Abrir Arquivo
Recente, Gravar, Gravar Como, Compartilhar, Exportar, Visualizagdo da Impresséao e

Fechar.



Figura 1: Barra de menus/ Arquivo.
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©r GeoGebra Classic 5
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Elaborado pela autora no software GeoGebra.

A Figura 2 apresenta a barra de menu “Editar” do Geogebra, contendo as

opcOes: Desfazer, Refazer, Inserir imagem, Propriedades, Selecionar tudo e Apagar.

Figura 2: Barra de menus/Editar.

“F GeoGebra Classic 5
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Ctrl+~2
Ctrl+Y

Ctri+C
Ctri+w

Copiar para Area de Transferéncia Cirl+Shift+C

2

—a—

* Propriedades __. Ctrl+E —6-
Selecionar Tudo Cirl+A
S Apagar Excluir .
5
a 12 o 2 !
| | | |

Elaborado pela autora no software GeoGebra

As Figuras 3, 4, 5, 6 e 7 seguem 0 mesmo padréo ao apresentado nas Figuras

le?2.
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Exibir: Contém: Janela de Algebra, Planilha, Calculo Simbodlico (Cas), Janela
de Visualizacdo, Janela de Visualizag¢édo 2D, Janela de Visualizacéo 3D, Protocolo
de Construcao, Calculadora de Probabilidades, Teclado, Campo de Entrada, Layout,
Atualizar Janelas e Recalcular todos os Objetos.

Figura 3: barra de menus/Exibir

' TF GeoGebra Classic 5

EArquEvo Editar EXEDEFVOD(;ﬁES Ferramentas Janela Ajuda

% | Al |— = | Janela de A[gebra Cirl+Shift+A :l
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i @ Janela de Visualizac&o Ctrl+Shift+1
& Janela de Visualizacdo 2 Cirl+Shift+2 -
Ay Janela de Visualizacg@o 3D Cirl+Shift+3
2  Protocolo de Construcédo Cirl+Shift+L
<= Calculadora de Probabilidades Cirl+Shift+F |
- Teclado
~ | Campo de Entrada
ox Layout . _
= Atualizar Janelas Cirl+F
Recalcular Todos os Objetos Ctri+R
T =
| -4 —|2 o} 2 4

Elaborado pela autora no software GeoGebra

Opcdes: Contém: Arredondamento, Rotular, Tamanho da Fonte, Idioma,

Avancado, Gravar Configuracdes e Restaurar Configuragcdes Padrao.



Figura 4: Barra de menus/Opc¢des
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¥ GeoGebra Classic 5
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Elaborado pela autora no software GeoGebra

Ferramentas: Contém: Configurar Barra de Ferramentas, Criar uma nova

Ferramenta e Gerenciar Ferramentas.

Figura 5: Barra de menus/Ferramentas
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Elaborado pela autora no software GeoGebra

Janela: Contém: Nova Janela



Figura 6: Barra de menus/Janela
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. Elaborado pela autora no software GeoGebra

Ajuda: Contém: Tutoriais, Manual, Forum do GeoGebra, e Informacdes

sobre/licenca.

Figura 7: Barra de menus/Ajuda
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Elaborado pela autora no software GeoGebra
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4 AJUSTE DE CURVAS

Quando lidamos com situagbes do cotidiano, situacbes reais ou certos
experimentos cientificos, temos a curiosidade ou o objetivo de descobrir as possiveis
relaces entre as variaveis envolvidas nessas situacdes. Pense em uma situacdo, por
exemplo, de um experimento de queda livre onde pretende-se encontrar uma funcéo
gue associa espaco em funcdo do tempo, ou encontrar a funcdo que representa a
curva de uma estrutura arquitetdnica. Podemos construir modelos que representem
da melhor maneira possivel os dados de um experimento e, dessa forma, também
fazer prognosticos de situacfes e, a ferramenta utilizada neste trabalho para essa

finalidade € o ajuste de curvas.

Segundo Bassanezi (2015, p.85):

Uma regressdo ou ajuste de curvas é sempre um recurso formal para
expressar alguma tendéncia ou relagéo entre a variavel dependente X e a
independente N, ou seja, € um mecanismo que fornece uma relagdo
funcional X, = f(N) quando se tem alguma relagéo estatistica. Fazer um

ajuste de curvas significa simplesmente determinar os coeficientes de uma
funcdo, dada genericamente a priori, de modo que, no intervalo de valores
considerado, esta funcdo e os dados estatisticos sejam “proximos”.
Dependendo do que entendemos por proximidade entre funcéo ajustada e
dados experimentais, teremos diferentes solugdes para f (n).De qualquer

forma, s6 podemos garantir a proximidade entre a curva de regresséo e os
pontos dados no intervalo limitado onde tais pontos foram tomados. Fazer
previsbes de valores futuros é o objetivo principal de uma modelagem, e um
ajuste dos valores conhecidos hem sempre pode servir para tal. Entretanto,
como modelos parciais os ajustes sdo fundamentais no processo de
modelagem global.

Segundo Almeida (2015, p.21) o ajuste de curvas “E o procedimento
matematico que consiste em se determinar, a partir de uma série de pontos
representativos das variaveis que compdem um determinado fenbmeno, uma curva

que o expresse matematicamente”.

Esses pontos podem ser obtidos por meio de uma coleta experimental. O
professor pode propor aos alunos algum experimento de alguma pesquisa e pedir para
gue eles anotem os dados obtidos e os representem em um sistema de eixos
ortogonais (plano cartesiano). Os alunos deverao verificar o comportamento desses
pontos e prever o tipo de funcéo que se ajusta a eles. E claro que, geralmente, essa

previsdo exige certo grau de conhecimento e, com isso, o professor deve tomar
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cuidado ao escolher um experimento cujo modelo matematico possa ser representado

por uma funcéo que esta de acordo com a proposta da matriz curricular.

Para simplificar, neste trabalho, uma das atividades propostas para a insercao
na pratica docente do professor é: convidar seus alunos a encontrar um modelo
matematico que represente a altura (m) em funcdo do tempo (s) de um objeto
abandonado de uma determinada altura. Apds a realizacdo deste experimento, 0s
alunos vao representar, em um plano cartesiano, os pares ordenados (tempo, altura)
obtidos e perceber que estes pontos seguem uma tendéncia de pertencimento a uma
pardbola, conforme mostrado na Figura 8. Essa percepcdo exige certo nivel de

escolaridade.

Figura 8: Representacéo dos dados obtidos em um experimento de queda livre.
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Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Espera-se que, apos a insercdo dos dados obtidos no plano cartesiano e a
percepcdo do tipo de funcdo escolhido, os alunos indaguem qual é exatamente a

funcdo que deve ser escolhida. Se os alunos néo indagarem, o professor deve realizar
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a intervencado pedagodgica a fim de instiga-los ao seguinte questionamento: “Como

encontrar a fungao, existe algum método?”

Apés essa discussdo, o professor pode propor aos alunos que pesquisem
sobre 0 assunto, que pesquisem sobre aproximacao de fungdes, ajuste de curvas, etc.
Dependendo da necessidade (geralmente da escassez de tempo), o professor pode
conversar com eles sobre esses conceitos e que existem métodos numeéricos para
obter essa funcdo e, um dos métodos mais conhecidos é o Método dos Minimos
Quadrados (MMQ).

Neste momento, cabe ao professor decidir o quanto vai explorar o MMQ, visto
gue ele utiliza o conceito de matrizes ou mesmo se nao usar este conceito, sera
exigido o conhecimento do estudo de sistema de equacoes lineares. Dependendo do
tipo de funcéo a ser escolhida, o sistema linear contera mais do que duas variaveis.
Este objeto de conhecimento exige que o método seja trabalhado em turmas do
Ensino Médio e, geralmente, a partir do segundo ano. Por outro lado, é possivel
explorar problemas que sdo modelados por func¢des polinomiais do primeiro grau e
inserir esses modelos a partir dos anos finais desta etapa.

O paragrafo anterior nos chama atencéo para a autonomia do professor, ele
conhece suas turmas, ele decide como explorar o tipo de atividade. O professor
podera decidir, inclusive, usar um software (sugerimos o GeoGebra) e, em vez de se
preocupar com o MMQ, apenas discutir sobre a existéncia e importancia de usar
aproximacéao de curvas para representar modelos reais que fazem parte do contexto
cotidiano, ou até modelos mais simples, como os modelos lineares, para representar

0s nao lineares.

A Secéo 4.1 sera dedicada ao estudo do MMQ e com o intuito de apresentar
de forma didatica para que o professor se sinta a vontade de inserir em sua pratica

docente, se considerar necessario em determinada turma.
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4.1 UMA PROPOSTA PARA A APLICACAO DO METODO DOS
MINIMOS QUADRADOS EM SALA DE AULA

Nesta se¢do usaremos o software GeoGebra como recurso computacional para
dar maior clareza ao estudo do MMQ. Sugerimos ao professor e aos alunos a fazer

uso de algum software com fins educacionais.

De acordo com Sanches (2007):

O Método dos Quadrados Minimos é provavelmente a técnica de
aproximacao mais usada na analise numérica e em problemas préticos. Isto
se deve tanto a sua simplicidade quanto ao fato de que em geral, buscamos
aproximacdes para dados que sdo medidas obtidas experimentalmente com
um certo grau de incerteza. Veremos que o método dos quadrados minimos
contempla a possivel existéncia de erros nos dados a serem aproximados. O
critério de aproximagdo consiste em minimizar os residuos. (SANCHES;
JONILDO, 2007)

Vamos comecar este estudo considerando a Figura 9. Nela séo apresentados

cinco pontos, a saber, (-2,1),(13), (3,2), (4,4) e (6,3).

Figura 9: Usando desvios para dar significado ao MMQ

4 @
d._l = —0.98
ds = 0.55
3 @
d3 = 0.76

/ ]

.(11:0.44 ] f(ir) = 0.26x + 1.97

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra.

O objetivo é encontrar uma fungéo polinomial do primeiro grau que melhor se

ajusta aos dados. Para isso, os alunos precisam entender, primeiramente, o

significado de desvio. Considere, por exemplo, que f{ € a funcdo que melhor se
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ajusta aos pontos dados e seja P =(x,y,) de coordenadas (13) um ponto

pertencente ao conjunto de dados.
Note que y,=3 e f(x2)=2,23 e, portanto, o desvio d, é dado por

d, = f(x,)-y,=-0,77. Em geral, o desvio d, é dado por d, = f(x,)—Y,. Note que o

desvio pode ser negativo e, quando temos a funcéo que melhor se ajusta (aproxima)
aos pontos, a soma dos desvios é igual a zero. E exatamente isso que estamos

procurando, uma funcao cuja soma dos desvios seja igual a zero.

No entanto, tentar obter a funcdo f que satisfaga essa condicdo nédo €

interessante e, por isso, 0 que se faz é encontrar uma tal funcdo para que a soma dos
maddulos dos desvios seja a menor possivel e essa soma so € igual a zero quando o
gréafico desta funcdo contém todos esses pontos. Sendo assim, queremos encontrar

a funcdo f cuja soma dos modulos dos desvios seja minima, ou seja, precisamos

minimizar a soma
|f(x1)—yl|+|f (xz)—y2|+---+|f (xn)—yn|.

Ndo podemos esquecer que ja temos o tipo de funcéo ja pré-definida. O que
precisamos € encontrar os coeficientes desta funcdo. Por exemplo, considerando os

dados apresentados na Figura 9, estamos procurando uma funcéo polinomial f de

grau 1 cuja soma

(01) (%)= Y| | F (%)= Yo | F (%) = | +| (%)= | +| F (%)= Vs]

seja minima.

Como f foi escolhida do tipo f(x)=a+bx, a expressdo (01) sera reescrita

conforme expresséao (02).

(02) |a+bx, — yi|+[a+bx, — y,|+[a+bx, — Y| +]|a+bx, — y,|+|a+bx; — yg|
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em que, a e b séo os coeficientes a serem determinados. Ainda continuamos com

um sério problema, que é minimizar a soma em (02), sabendo-se que ela depende de

duas variaveis, a saber, @ e b. O que esta por trds deste problema é minimizar uma

funcdo de duas variaveis reais e isso foge do contexto da Educacao Basica. E o que
fazer? Como insistir nesta discussao se ela apresenta um nivel de conhecimento que

0s seus alunos ainda ndo adquiriram?

O professor pode insistir e continuar o debate com seus alunos. Diga a eles
que mesmo em um curso de nivel superior, lidar com esses médulos ndo é nada facil.
Funcdes modulares possuem “bicos” em seus graficos e isso geralmente nao é
interessante quando o objetivo é encontrar pontos de minimos ou maximos de uma
funcdo. O professor pode aproveitar este momento e, junto com os alunos, plotar
graficos de fungdes modulares com o uso do GeoGebra. Pode ainda discutir sobre
funcdes suaves (para evitar a terminologia “fung¢des diferenciaveis”). Estas sao mais
interessantes para encontrar maximos e minimos. Suponha que seus alunos nao
compreenderam o que vocé quis dizer. Peca-os para plotarem o gréfico de uma funcao
do tipo modular, como mostrado na Figura 10.
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Figura 10: Grafico de uma funcao do tipo modular

8

F(x) = |x— 2|+ |x— 3] — [x+ 1

A

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Podemos observar que o minimo desta fungcéo ocorre entre 2 e 4, mas sem o
uso de uma ferramenta computacional teriamos dificuldades de encontrar este ponto
de minimo. Isso deve-se ao fato de que ndo existe uma reta tangente ao grafico desta
funcdo neste ponto, pois neste ponto o grafico apresenta “bico”, logo, ele nao
representa uma curva suave. Ainda assim, provavelmente, a maioria dos alunos néao
compreenderia a relacédo entre a reta tangente com o ponto de minimo, e 0 que essa

reta poderia contribuir na obtencao do ponto de minimo.

Neste momento o professor podera mostrar um exemplo de curva suave e a
respectiva reta tangente em seu ponto de minimo. Vejamos o exemplo apresentado

na Figura 11.
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Figura 11: Grafico de uma fungao “suave”

reta tangente ao grafico de f no ponto (1,2).

) &

fry=x*—2x+3

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Agora os alunos estdo mais aptos a perceber que no ponto A, ponto associado
ao minimo da funcao, existe a reta tangente e o mais interessante é que ela possui
inclinacdo, em relacéo ao eixo das abscissas, igual a zero. E, sempre que uma funcao
€ suave, nos pontos de maximos ou minimos locais, em especial, no minimo global (é
0 que estamos interessados), quando existem, a reta tangente nesses pontos esta

bem definida e possui inclinagédo nula. A reciproca também é valida.

Pensando na existéncia de reta tangente com inclinacao igual a zero que se
baseia 0 MMQ. Em vez de minimizar a soma dos médulos dos desvios, que tal
minimizar a soma dos quadrados dos desvios. Com isso, eliminam-se os modulos
(que séo complicados de trabalhar devido a existéncia dos possiveis “bicos”) e ainda
garante que a funcdo seja suave, podendo simplesmente pensar em técnicas
baseadas na inclinagao de retas tangentes. Esta “sacada” faz com que o MMQ seja
relativamente facil de ser aplicado ou pelo menos de facil compreensdo, o que
contribuiu para que seja um meéetodo muito conhecido e utilizado no estudo de

aproximacéao de funcoes.

Vamos ainda considerar os dados apresentados na Figura 9. Considerando

apenas 0s pontos no gréfico cartesiano, o grafico resultante recebe o nome de
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diagrama de dispersao (ndo ha necessidade de fazer o uso de alguns termos técnicos
em turmas da Educacado Basica), conforme mostrado na Figura 12. Analisando esse

diagrama, pode-se visualizar o tipo de curva que melhor se ajusta aos dados.

Escolhida a reta, tem-se que a funcao de aproximacao € do tipo f (x) =a-+bhx,

Figura 12: Diagrama de dispersdo — regressao linear

4 @
3 [ @
2 @

@ 1

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Neste momento, o questionamento €: Qual a reta de equagdo y=a-+bx se

ajusta melhor ao diagrama de dispersdo da Figura 12? Conforme vimos, devemos
impor que os desvios sejam minimos e, para isso, desenvolveremos nosso estudo

utilizando como suporte o MMQ (caso discreto).

Nosso objetivo € encontrar os coeficientes @ e b tais que a soma dos

quadrados dos desvios

(F00)=v) +(F (%)= v) +(F (%)= ¥s) +(F (%) =ya) +(F (%)= ys)’

seja minima, isto é, precisamos minimizar a expresséo (03).

(03) (a+bX1—y1)2+(a+bX2 _Y2)2 +(a+bX3_y3)2 +(a+bx4—y4)2+(a+bx5—y5)2
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A expressao (03) pode ser associada a uma funcdo F de duas variaveis (2 e

b). Agora temos um complicador, que é associar o ponto de minimo dessa funcéo
com o desejo de encontrar em qual ponto a inclinacdo da reta tangente em cada uma
das dire¢Oes associadas as variaveis a e b é igual a zero. A ideia do MMQ foi discutida

e, agora, o professor pode apenas apresentar aos alunos o sistema 2x2 de equacoes

lineares nas incognitas (em sistemas também podem ser chamadas de varidveis) a e

b).

Antes de apresentar o sistema, o professor deve mostrar que a funcéo

f (x) =a+bx a ser encontrada como fungéo de aproximacéo pode ser reescrita como
combinag&o linear das funcbes g, e g, da seguinte maneira: f(x)=ag,(x)+bg,(x),
em que g,(x)=1e g,(x)=x. E interessante o professor explicar aos seus alunos que

representar uma funcdo, como soma de outras, ajuda a expressar o sistema linear

gue devemos resolver sempre que aplicamos o MMQ.

Apds essa discussao com os alunos, o professor pode apresentar o sistema
linear e conversar com eles que, neste momento, estamos interessados
principalmente na importancia de encontrar modelos matematicos que expressem
problemas reais e, para isso, a relevancia do estudo de técnicas que possam ser

utilizadas para esse fim.

Com isso, o problema que estamos discutindo pode ser resolvido por meio do

sistema de equacdes lineares apresentado na Equacéo (04).

I;ngl(xk)-gl(xk)}-a+{§gl(xk)-gz(xk)]b:iyk gl(xk)
(04) :k:5 (s K5
_k-ng(Xk) gl(xk):|'a+|:k_lgz(xk) gz(xk):|'b:k_lyk gz(xk)




47

Provavelmente essa notacdo causara estranhamento para a maioria dos
alunos, principalmente se eles nao tém familiaridade com o simbolo de somatério para

representar somas. Por outro lado, com algumas aplicagdes, eles poderdo “olhar”
essas notacdes com mais naturalidade.

No sistema (04), precisamos encontrar os coeficientes das variaveis. Para isso,

sendo g,(x)=1e g,(x)=x, o sistema (04) pode ser expresso pelo sistema (05).

[ [ k=5 k=5 k=5
{ 1} a+ [ xk}b:Zyk 1

k=1 k=1 k=1

(05) k=5 k=5 k=5
{ xk} a+ { xkz} b:Zyk X,

= k=1 k=

Vamos usar a Quadro 1 para representar os somatorios apresentados na
Equacéo (05).

Quadro 2: Dados para resolver o problema modelo

k 1 2 3 4 5 KZS‘;

X, -2 1 3 4 6 12
Yi 1 3 2 4 3 13
X, 4 1 9 16 36 66
Yic * X -2 3 6 16 18 41

Fonte: Elaborado pela autora.
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Substituindo na Equacao (05) os dados encontrados no Quadro 01, obtemos o

seguinte sistema linear:

{ S5a+ 12b =13

(06) 12a+ 66b =41

Resolvendo o sistema apresentado na Equacédo (06), obtemos a=% e
b=—. Assim, a reta (regressao linear) que melhor se ajusta ao diagrama de

dispersédo representado na Figura 12 pode ser representada por y=— ou,

+——X
31 186

equivalentemente, pela equacgéo geral da reta 49x —186y +366=0.

Considerando que, neste trabalho, estamos enfatizando o tema “aproximacéao

de funcdes”, € mais conveniente expressar a fungdo de aproximagcdo f na forma
f(x)= 6—1+4—9x

31 186

Utilizando a aproximacéo por arredondamento de duas casas decimais, a

funcdo f fica expressa por f(x)=187+0,26x.

Apoés a apresentacdo deste problema, o professor poderéa solicitar aos alunos
que decidam qual o tipo de funcdo que eles escolheriam para melhor ajustar o

diagrama de dispersao representado na Figura 13.
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Figura 13: Diagrama de dispersdo — ajuste quadratico

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Espera-se que os alunos decidam por uma parabola do segundo grau e,

portanto, digam que é interessante aproximar por meio de uma funcdo quadratica
f(x)=c+bx+ax2. E importante observar que este diagrama é formado por seis

pontos.

Apés discutir essa etapa, o professor pode dizer aos alunos que, neste caso,

temos trés incognitas (2, b e C) e, portanto, para obter essa funcdo quadrética, eles

deverdo resolver um sistema quadrado de equacdes lineares de ordem 3.
Dependendo do ano de escolaridade, discutir sobre os métodos de resolucéo desse
sistema pode néo ser interessante, mas, para isso, 0os alunos poderao fazer o uso de

um software, como, por exemplo, o software GeoGebra.

A proxima etapa consiste em mostrar aos alunos que agora a nossa funcéo de

aproximagdo sera escrita na forma f(x)=c-g,(x)+b-g,(x)+a-g,(x), isto &, como
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combinacéo linear de trés funcdes, a saber, as fungdes g,(x)=1, g,(x)=x e
gs (X) =x%.

E agora, qual € o sistema linear a ser resolvido?

Sugerimos que o professor instigue a turma a fim de que, por meio do raciocinio

l6gico, inspirado no sistema (04), encontre-o.

Espera-se que os alunos cheguem a seguinte conclusdo: baseado no exemplo
anterior ou no sistema (05), o desenvolvimento do MMQ para resolver o referente

problema sugere que o sistema linear de ordem 3 utilizado para encontrar a fungéo
de aproximagdo f(x)=c-g,(x)+b-g,(x)+a-g,(x) pode ser representado pelo

seguinte sistema:

Sa(x)-a00) ot Sa.(0)a.x) 04| Fax) a6 a- 3w ax)
(07) :zgz(xk)-gl(xk)]c{:gz(Xk) gz(xk)]b{:%(xk) gs(xk)]a:: Vi 92 (%)
RIS RSN PR 1B

k=6 ] k=6 ] [ k=6 7 k=6
[ e+ | D% b+ D x> [-a=>y, -1
k=1 _| k=1 | L k=1 k=1
k=6 ] k=6 ] [ k=6 7 k=6
(08) S, »c+[2xk2 b+ S [-a=Sty,
1

N
=~ =
I
[=2] Ll

QD
=~ =
IR
o Ll

k=6 7 6 7 B
2 3 4 2
{ X, -c+{ X~ |-b+ X | Yi - Xy
k=

LN
=
Il
LN
=~
Il
LN
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Sugerimos que o professor apoie aos alunos a fazer uso de uma planilha de
calculo para encontrar os coeficientes das varidveis em cada equacao e,

posteriormente, resolver o sistema linear.

Neste capitulo elaboramos uma proposta de estudo do MMQ no estudo de
aproximacdo de funcdes, ndo apenas para que o professor faca uma reviséo, se
necessario, dos conceitos inerentes deste tema, mas também para nortear este

estudo e/ou sugerir uma sequéncia de aplicagdo em sala de aula.

No Capitulo 5 apresentamos cinco propostas de atividades para aplicacdo do
MMQ no ajuste de curvas, lembrando que o foco principal € o uso da aplicacao de
ajuste de curvas no contexto cotidiano, sendo o MMQ uma técnica para encontrar a
funcdo de aproximacdo, a qual pode ser aplicada usando alguma ferramenta
computacional. Contudo, escolhemos por apresentar o MMQ de forma mais detalhada

no apéndice.
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5 ATIVIDADES PROPOSTAS

Este capitulo € dedicado a apresentacdo e discussao de cinco atividades que
norteardo a proposta deste trabalho.

5.1 ATIVIDADE 1: MODELANDO UMA ESTRUTURA ARQUITETONICA
POR MEIO DE UMA FUNCAO QUADRATICA

De uma maneira simples a Modelagem Matematica € uma forma de representar

matematicamente uma situagéo problema real.

A Modelagem Matemética de acordo com Kaiser, Schwarz, Tiedemann (2010),
parte de uma situacéo problema real, onde essa situagéo € estruturada a fim de criar
um modelo problema real, sendo este transformado em uma situacdo matematica que
€ resolvida com um modelo matematico e sua solucao posteriormente comparada com

a situacao real.

Nessa situacdo do mundo real, o problema passa a ser modelado por um
processo através de um ciclo. Essa concepcao é corroborada por Borromeo, Ferri e
Blum (2010), onde a Modelagem Matematica € vista como um processo, um ciclo que
parte de uma situagao-problema real.

Por meio da Modelagem Matematica, Biembengut (2014) afirma que os alunos
sdo promovidos para que sejam sujeitos dos processos de ensino e de

aprendizagem, proporcionando-lhes atividades instigadoras.

E pensando em algum problema instigador, escolnemos a nossa primeira
atividade, que trata de modelar uma curva de uma construc¢éo civil. Pesquisar sobre a
matematica por trds de construcbes civis ou, em outras palavras, em obras
arquitetbnicas era a proposta inicial dessa dissertacdo. Em muitas construgdes civis
vemos curvas sinuosas, superficies de sustentacdo da obra que, aparentemente,
parece apresentar grande risco de deformacao, como em certos tipos de pontes, em
edificios e em muitas outras situacbes dentro da construcdo civil. Muitas dessas
curvas nao sao projetadas aleatoriamente, isto €, existe um modelo matematico cujo
grafico infere em conclusbes sobre as caracteristicas da construcdo, a partir das

caracteristicas matematicas do modelo.
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Pesquisar sobre essa matematica, muitas vezes “escondida” por tras de certas
construcdes civis pode ser uma atividade instigadora que a escola pode oferecer aos
estudantes. Pensando em oferecer uma pequena contribuicdo nessa perspectiva,
decidimos apresentar uma atividade e sugerimos alguns pontos que o professor

podera considera-los ao propor esta atividade a seus alunos.

A estrutura arquitetbnica escolhida para auxiliar os professores na aplicacao
deste tipo de atividade é a fachada da Igreja Catdlica Matriz na cidade de Sorriso —
MT. Esta estrutura serve apenas para auxiliar nesta atividade e o professor podera
escolher a arquitetura que achar mais plausivel para trabalhar com os alunos ou deixar
essa escolha livre, conforme o que cada aluno ou grupo de alunos levarem para sala

de aula.

Figura 14: Fachada da Igreja Matriz em Sorriso-MT

< } -

||||l;”( ——
ffﬁj%, |

]

= 2020/10/20 16:20

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Para a aplicacdo desta atividade, vamos sugerir uma sequéncia de
intervencdes que o professor podera realizar durante a sua aplicacdo, mas sempre
deixando claro que ndo é um algoritmo a ser seguido, pois nesse processo de ensino



54

e aprendizagem, varias discussfes poderdo surgir e, assim, o professor deve estar

preparado para conduzir da melhor maneira possivel.

Supondo determinada arquitetura a ser modelada, sugerimos que seja
apresentada uma foto ou uma imagem qualquer extraida de alguma fonte, como

apresentado na Figura 14.

Ressaltamos mais uma vez que a(s) estrutura(s) escolhida(s) para aplicacéao
desta atividade pode(m) ser sugerida(s) pelos alunos. Mas € importante chamar a
atencao para os cuidados que devem ser tomados durante a fotografia da referida
estrutura, como, por exemplo, verificar se a fotografia foi tirada frontalmente, a fim de

minimizar os erros obtidos na extracao das informac@es acarretadas por ela.

Vamos considerar que o professor e os alunos facam uso do software
GeoGebra para aplicacdo da nossa proposta. Caso ndo seja possivel, ainda assim
esta proposta podera ser aplicada, no entanto, sera necessario o uso de papel
quadriculado e também exigira maior aprofundamento na aplicacdo de um método
para encontrar um modelo matematico que represente, de forma aceitavel, a estrutura

arquitetonica.

Figura 15: Inserindo uma imagem no GeoGebra

———————e————ee e
©F GeoGebra Classic 5

Arquivo-Editar-Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

L\\\T o Desfazer Cirl+Z gl
¢ Refazer Citrl+Y L
» Janel Copiar Citrl+C
® A=( Colar Cirl+W o
® B=( 1@ Copiarpara Area de Transferéncia Ctrl+Shift+C
Inserir Imagem de > Arquivo
£ Propriedades . Clrl+E Area de Transferéncia |
Selecionar Tudo Cirl+A
& Apagar Excluir T
)
| i 12 0 ) 4

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra
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O professor deve usar de sua experiéncia para decidir quais recursos didaticos
poderdo ser utilizados e, inclusive, os tipos de estruturas a serem modeladas, visto
gue sem o uso de uma ferramenta computacional, a funcao de aproximacéo deve ser
restringida apenas aos tipos de funcéo pertinentes ao nivel de escolarizacéo da turma.

Com as consideracoes feitas anteriormente, podemos definir o proximo passo
a ser aplicado nesta atividade: com o arquivo da fotografia da arquitetura, o professor
pedird aos alunos que importem este arquivo para a area de trabalho do GeoGebra.

A Figura 15 mostra como podemos inserir uma imagem no software GeoGebra.

Selecione “arquivo” e, em seguida, va ao diretdrio onde o arquivo se encontra.

Selecione-o e cligue em abrir, conforme mostrado na Figura 16.

Figura 16: Documentos/Imagem

¥ GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

~ | e | . _

[ ]All LD e Ol Nl <)
» Janela de Algebra \ » Janela de Visualizagéo
® A-(512,-874) m T T £ T T T T
® B=(27.48, 874) & Abrir x

Ver em: |E Documentos V| 7 e @

3 bnec lu 1= Capturar —

= LDPlayer

ltens Re... Madelos Personalizadas do Office
ROBLOX
- KuanZhi

Areade .. | Area de Trabalho - Alaho

2 Documentos - Copia (2)
= | | Documentos - Copia VTl
Docume...| \B Documentos
|= 216996
@ |= Capturar 1 T
Este Co.. |¢ > | catedraljpg : 1280 x 960
@ Nome do arquivo: |Catedral,jpg | ‘ Abrir |
Rede  Arquivos dotipo:  [imagem (jpg, jpeg, png, .gif, .omp, .svg) v

stassysasssoasdbasosincas sansoesass enaseassnasas

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

A imagem selecionada vai aparecer na tela do GeoGebra, conforme mostrado

na Figura 17.
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Figura 17: Imagem da Catedral inserida na janela de visualizacdo do GeoGebra

€ catedral.jpg (1).ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

[&] [l OOl =]4)

» Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagao
® A=(-1.26,-2.77) | # o
® B =(8.95,-2.74)

Y- = : S S 2020110/20.16:20° I8

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Note que ao inserir a imagem, dois pontos (A e B) aparecerédo. Ao selecionar
estes pontos, vocé podera movimenta-los de tal forma a mudar a posicao da imagem
e, inclusive, aumentar ou diminuir. Normalmente é interessante arrastar o ponto A para
a origem do sistema cartesiano. Outra forma é clicar na imagem com o botéo direito
do mouse e selecionar propriedades/posicao/canto 1-A e canto-2-B. Com esses dois
pontos associados poderemos aumentar e diminuir o tamanho da imagem, além de

rotaciona-la, se necessario.

Podemos observar que a posicdo da imagem fica a frente da grade do
GeoGebra, o que dificulta na escolha de alguns pontos para obter o diagrama de
dispersdo. Sendo assim, o proximo passo € aumentar a transparéncia desta imagem,
conforme mostrado na Figura 18. Para isso, cligue na imagem com o botdo direito do
mouse e va em propriedades/cor/transparéncia e diminua a transparéncia até que

consiga ver 0s eixos e demarcar 0s pontos de interesse.
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Figura 18: Configurando a transparéncia da imagem no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

AL DN N 222l <)

» Janela de Algebra v Janela de Visualizagdo

® A=(-1.13,-271) mE
® B=(9.08,-2.58) ,

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Fica evidente que € mais facil decidir a posicdo da imagem (ajustar a imagem)

no plano cartesiano do GeoGebra, ap6s aumentar o grau de transparéncia.

Para descobrir qual a funcdo que melhor se ajusta a esses pontos, criamos
alguns pontos sobre essa curva e depois criamos uma lista de pontos indo em
angulo/lista e selecionando os pontos criados. Assim, temos uma lista com os pontos

selecionados, como pode ser visto na Figura 19.
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Figura 19: Criando uma lista de pontos no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

[R ] AlLAC DOl == )

b Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagdo
A=(-1.13,-2.71) LiiincCy
B = (9.08, -2.58)
E = (4.25, 4.29) |
F = (7.47,2.82) : N
G =(1.04,2.8) skl S
H = (2.68, 3.98) ol G N iy, —

I=(5.69, 4.01) i % -
11 = {(4.25, 4.29), (7.47 |

0

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Apds a marcacdo dos pontos na imagem da estrutura, observamos que o
conjunto de pontos sugere um ajuste polinomial de grau 2. Fagamos o0 ajuste
polinomial para descobrir qual € o polindmio de grau 2 que melhor se ajusta a esses

pontos.

Para isso, vamos na caixa de entrada e digitamos “regressao polinomial/lista
de pontos/grau do polinébmio”. Digitamos “I1” (lista criada), no espago para a lista de
pontos e “2” no espago para o grau do polindbmio, pois como observado anteriormente
0 conjunto de pontos nos sugeria uma parabola, e, portanto, optamos por ajuste

quadratico.

Apés a realizacdo desta etapa, aparecera na janela de visualizagdo do
GeoGebra o polindmio que melhor se ajusta a esses pontos, como mostrado na Figura
20.
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Figura 20: Polinbmio de regressédo de grau dois.

rquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

[&] Al &l =] )

» Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagao
A=(-1.13,-2.71) .-
B =(9.08, -2.58) | =
E =(4.25,4.29)

F=(7.47,2.82)

G=(1.04,238)

H=(2.68, 3.98)

1=(5.69, 4.01)

11 ={(4.25, 4.29), (7.47, 2.82), (1.04, 2.¢
f(x) = —0.14 x>+ 1.23 x 4 1.69

v mv|la

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra.

ApOs o polindmio ser criado, devera ser analisado se foi encontrado um “bom
ajuste”, bom no sentido de representacao da estrutura. O passo seguinte é ir movendo

0S pontos na tentativa de conseguir um melhor ajuste.

Podemos perceber que este arco ndo tem o formato de uma parabola. Dessa
maneira, devemos delimitar um intervalo para o ajuste e extrair informacdes sobre 0
modelo matematico e, consequentemente, sobre a estrutura modelada. Essa
dificuldade ou até mesmo essa impossibilidade de encontrar uma funcédo quadratica
para representar toda a borda deste arco nos traz algumas reflexdes. Uma delas é,
esta estrutura é parabdlica? O que € uma curva parabdlica ou, simplesmente, neste
contexto, o que é uma pardbola? Sédo bons questionamentos, pois durante 0 meu
periodo escolar, sempre associei estes tipos de arcos as parabolas, sem a

compreender este conceito.

Por enquanto, estamos mostrando alguns passos envolvendo o GeoGebra
para a aplicacdo desta proposta, mas, durante esses passos, aproveitaremos por
apresentar sugestdes, reflexdes e fazer gquestionamentos no que dizem respeito a

exploragdo de conceitos matematicos envolvidos nesta atividade.

Se o professor e/ou os alunos acharem conveniente, pode-se inserir a regra

que representa o polindbmio na “Janela de Visualizagao” do GeoGebra. Para isso,
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basta clicar com o botdo esquerdo do mouse sobre a funcéo polinomial que aparece
a “Janela de Algebra”, segurar e arrastar o polindmio até a “Janela de Visualizacao’.

Note que sua regra aparecera, conforme mostrado na Figura 21.

Figura 21: Visualizando o nome do polinbmio na “Janela de Visualizagéo”
do GeoGebra

€7 catedral.jpg (1).9gb
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A=(-1.13,-2.71) fC~

B =(9.08, -2.58) s
E =(4.25, 4.29)

F =(7.47,2.82)

G=(1.04,2.38)

H=(2.68, 3.98)

1=(5.69, 4.01)

11 ={(4.25, 4.29), (7.47, 2.82), (1.04, 2.¢
f(x) = —0.14 x>+ 1.23 x + 1.69

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Podemos também ir em opcdes/arredondamento, para arredondarmos as
casas decimais para quantas casas acharmos mais conveniente. Nesta atividade, o

software esta configurado com “2 Casas Decimais”.

Quando falamos em encontrar um bom ajuste, ou até “melhor ajuste”, € com
intuito de ilustrar de uma forma mais realista os dados que estéo sendo representados.

Na funcéo de aproximacao obtida na Figura 21, podemos notar que essa aproximacgao

pode ser trabalhada no intervalo [1.0, 7.5]. Por outro lado, nos intervalos [0.0, 1.0] e

[7.5, 8.5], essa funcdo nao representa de forma satisfatoria um modelo matemético

para esta estrutura. Nessa situagdo de ndo encontrar uma Unica curva que pode

representa-la satisfatoriamente, o professor poderd, se achar conveniente, particionar

o intervalo [0.0, 85] e modelar esta estrutura por meio de uma funcéo definida por

trés sentencas. As funcdes de aproximacdo que encontramos a partir das escolhas

de certos pontos estdo representadas nas Figuras 22 e 23.
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Figura 22: Ajuste polinomial de grau dois no intervalo [0.0, 1.0]

|Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagao
A=(1.1,-2.69) LT incy
B =(9.11, -2.55) I

AN &) N2 )

|

QPJ\

»

[ J

B

® E=(0,0)

® F=(0.83,2.55)
® G=(1.04,28)
® H=(0.61,22)
® 1=(0.33,1.69) :
® 11={(0,0),(0.83, 2.55), (1.04,2.8), (0.6 [\
® f(x) = —2.55x2+5.22x+0.06 |+

Rquadrado = 0.99

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Figura 23: Ajuste polinomial de grau dois no intervalo [7.5, 8.5].

|Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Al OOl < N2 <)

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagdao
® A=(-1.13,-2.71) Lfls c~

® B=(9.08,-2.58)
® E=(7.78,2.34)
® F=(7.47,2.82)
® G=(8.33,0.95)
®
L J
@
LJ

H=(8.13,1.72)
1=(8.5,0) .
11 ={(7.78, 2.34), (7.47, 2.82), (8.33, 0.¢| A (7 |
f(x) = —2.41x%+35.82x — 130 | * |8 ) V. prmmeg e e N e e
Rquadrado = 0.99 E ! : T ' :

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Com base nas Figuras 22 e 23, a funcdo quadratica de aproximacao que
encontramos que representa o modelo matematico da borda externa desta arquitetura

pode é dada por:
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—2.55x? + 5.22x+0.06, se 0.0<x<1.0
h(x)=4-0.14x" + 1.23x+1.69, se 1.0<x<75
—2.41x* +35.82x—130, se 7.5< x<8.5

Apoés encontrar a funcdo de aproximacdo e tendo em méos os dados desta
arquitetura, como a distancia entre as duas bases e a sua altura, o professor vai
orientar aos alunos que encontrem a altura desta estrutura. Neste momento, antes de
encontrar o valor da ordenada do vértice (representa o valor estimado da altura do
arco), isto é, antes de usar a funcédo de aproximacao para estimar a altura do arco,
sugerimos ao professor que pecga aos alunos que “chutem” valores. Espera-se que
eles tenham a compreensao que deverao “chutar” valores proximos ao valor da altura
do arco. Se isso ndo ocorrer, é necessario que seja discutido junto com eles o que é

modelar um problema.
vamos considerar f (X)=-0.14x*+ 1.23x+1.69 para o calculo da altura.

A
Provavelmente alguns alunos comentardo sobre a formula Y, = _4_a' Esta relacao

geralmente esté enraizada, mesmo no sentido de tentar lembra-la, sendo comumente

apresentada nos livros didaticos para o Ensino Basico. Assim, usando Yy :_4_a’

encontramos Y, = 4.39.

E agora, o que esse valor encontrado representa no problema real? Se
aumentarmos a imagem apresentada na Figura 21, as coordenadas dos pontos
escolhidos se alteram e, portanto, a funcdo de aproximacdo também se alterara e
assim, obteremos outro valor para a ordenada do vértice da parabola. Espera-se que
os alunos fagcam essa reflexdo. Caso isso ndo ocorra, o professor devera conduzir um

bate papo para que pensem sobre isso.

O professor tem a clareza que o que esta por tras da resposta relacionada a
reflexdo anterior € o conceito de propor¢cao, que acarreta no conceito de escala. Ao
realizarmos o experimento, calculamos a distancia entre as partes externas das duas
bases que se apoiam no chdo. Essa distancia foi aproximadamente igual a 8,5 metros

e, a partir desse dado, escolhemos representar a imagem (arquivo extraido da
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fotografia) no GeoGebra considerando que 1,0 unidade no software equivale a 1,0
metro de distancia no problema real. Se configurarmos a figura para que 1,0 unidade
no software seja igual a 1,0 centimetro, podemos concluir que a escala é 1:100. Isso
pode ser explorada em sala, mas também ndo ha necessidade em conhecer essa
escala geométrica, pois usando a geometria das coordenadas, basta fazer a
transposicao dos resultados obtidos por meio da funcao para os seus significados na

realidade.

A partir dessas consideragdes, podemos inferir que a altura estimada por meio

da fungéo de aproximagéo f (x)=-0.14x"+ 1.23x+1.69 é de aproximadamente igual

a 4 metros e 39 centimetros.

Na ultima atividade proposta discutiremos mais detalhadamente os conceitos
inerentes de uma funcao quadratica. Além disso, também exploraremos outras formas
de estimar a altura maxima usando o GeoGebra e um pouco sobre a importancia de

utilizar o conceito de escala e nessas atividades.

Outra atividade que pode ser executada durante a aplicacao desta proposta, é
aproveitar o momento para mudar o tamanho da imagem e, visto que imediatamente
0 GeoGebra mostrara a nova funcdo de aproximacédo, os alunos encontrardo a nova
ordenada do vértice com o valor estimado anteriormente e poderdo pensar em qual é
esta nova escala, ou seja, como fazer a transposicéo dos valores encontrados para o
problema real. Outra sugestao consiste em, a partir das informacdes sobre o que
unidade de medida no problema real significa ha geometria das coordenadas (uma
unidade no software), espera-se que os alunos possam dar “chutar” um valor
aproximado para o valor da ordenada do vértice antes mesmo de calcula-lo por meio
da funcdo. Sugerimos que o professor peca para a turma considerar, por exemplo,

gue a cada unidade no software represente 2,0 metros no problema real.

O que discutimos no paragrafo anterior esta relacionado com a proposta de
explorar conceitos de funcdes por meio da imagem da estrutura e auxilio do software
GeoGebra.

Nas atividades subsequentes exploraremos mais conceitos matematicos sobre

o estudo de funcgdes, ajuste de curvas e técnicas que o professor e os alunos poderao
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aplicar para trabalhar as atividades. O que sera apresentado em cada secao
(categorizada por proposta de atividades) podera ser aproveitado nas demais. O
restante desta se¢do sera destinado a aplicacdo do método dos minimos quadrados.
A aplicacdo deste método ficara a escolha do professor, pois dependera também do
grau de escolaridade dos alunos, pois para tal, necessitara de certos conceitos que
pode o aluno néo ter tido o contato ainda devido ao ano escolar que estiver cursando,

como sistemas lineares, matrizes e somatorios.

Para a aplicagdo do MMQ, vamos considerar a Figura 21 e encontrar a fungéo

de ajuste usando uma fun¢éo quadratica, isto é, precisamos encontrar 0s parametros

a, b e c dafungéo dotipo f(x)=c+bx+ax’,

A escolha da funcéo do tipo f(x):c+bx+ax2 se deu, pois, observando os

pontos marcados na Figura 21 tivemos uma indicagdo de uma boa aproximagao por

uma funcéo quadratica.
Os pontos escolhidos na Figura 21 foram organizados no Quadro 2.

Quadro 3: Escolha dos pontos para aplicacao do ajuste quadréatico na Atividade 1.

1,04 2,68 4,25 5,69 7,47

2,80 3,98 4,29 4,01 2,82

Fonte: Elaborado pela autora.

Fazendo o somatdrio da equacao a seguir
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obtemos os dados no Quadro 3.
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Quadro 4: Dados obtidos para aplicagdo do MMQ na Atividade 0O1.

k 1 2 3 4 5 ZS‘,
K=1
X, 1,04 2,68 4,25 5,69 7,47 21,130
Vi 2,80 3,98 4,29 4,01 2,82 17.900
sz 1,082 7,182 18,063 32,376 55,801 446,477
xk?® 1,125 19,249 76,766 184,220 416,833 | 9434,057
xk* 1,170 51,587 326,254 | 1048,212 | 3113,740 | 4540,963
yk* xk 2,912 10,666 18,233 22,817 21,065 378,227
Y sz 3,028 28,586 77,488 129,828 157,359 | 7991,937

Fonte: Elaborado pela autora.

Substituindo os valores na equacao

X |-b+| D]
21b+ D]

*l-b+
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obtemos 0 seguinte sistema de equacdes lineares.

Resolvendo o sistema, obtém-se

5c+21,130+446,477a=17,900
21,130c +446,477b +9434,057a = 378,227
446,477c+9434,057b +4540,963a = 7991,937

q
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a=-0,14 b=1,23 e c=168
Portanto, a funcdo quadratica que estamos procurando é dada por:
f (x)=1,68+1 23x—0,14x2

Essa funcdo de aproximacdo encontrada aplicando o MMQ é igual a

encontrada usando as ferramentas do GeoGebra. Esse resultado ja era esperado.

O desenvolvimento desta atividade foi muito enriquecedor, pois pudemos
perceber as potencialidades da Modelagem Matematica no aprendizado de funcdes.
Mesmo ndo tendo sido aplicada em sala de aula, ao fazermos a transposicao
assumindo a posi¢ao do aluno aprendiz, percebemos que o uso da metodologia por
meio da Modelagem Matemética torna os alunos sujeitos ativos no processo de ensino

e aprendizagem e ndo meros espectadores.
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5.2 ATIVIDADE 2: APROXIMACAO DA FUNCAO SENO POR UMA
FUNCAO POLINOMIAL DE GRAU 5

Esta atividade consiste em aproximar a funcédo seno no intervalo [0, 2z] por

meio de uma funcdo polinomial de grau cinco. Isso é bastante relevante, pois o
professor pode dialogar com seus alunos sobre essa pratica, visto que, representar
certo tipo de funcao por uma funcao polinomial € bastante natural no funcionamento
das calculadoras. Entretanto, deve ficar evidente que uma funcao polinomial de grau
5 ndo é uma boa aproximacao para a funcdo seno quando ampliamos o intervalo.
Nesta atividade, essa aproximacdo ocorrerd no intervalo [0,2z] e,
consequentemente, poderemos estimar o valor da fungdo seno em qualquer nimero
real, visto que ela é periddica e de periodo 27 (equivalente ao tamanho do intervalo).
O primeiro passo € digitar a fungcdo seno do campo de entrada do GeoGebra,

conforme mostrado na Figura 22.

Figura 24: Grafico da fungcéo seno

"7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

R [ AU~ D ON O S Dl 2=zl <)

» Janela de Algebra | | = Janela de Visualizagdo

® f(x) = sen(x) N -

v anw |

Entrada: f{x)=sen(x)|

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra
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Em seguida, marque alguns pontos delimitando o intervalo [0,27]. Neste

exemplo demarcamos nove pontos, a saber,

o5 55 NS 55 (2
(77” f[%zn e (27, f(2r)), em que f(x)=sen(x).

Observe que esses pontos pertencem ao grafico da funcdo seno podendo ser
inseridos por meio do campo “Entrada” do GeoGebra, conforme mostrado na Figura
25.

Figura 25: Pontos demarcados no grafico da funcéo seno no intervalo [0, 27] .

@ GeoGebra Classic 5

Arguive Editar Exibir Opcgles Ferramentas Janela Ajuda

=1~ ] B el <) N = )

» Janela de Algebra Xl | * Janela de Visualizagio
f(x) = sen(x) | ffC~
A={0,0)
B=(0.79,0.71)
C=(1.57,1)
D=(2.36,0.71)
E=(3.14,0)
F=(3.93, -0.71)
G=(3.93, -0.711)
H=(4.71,-1)
1=(5.5,-0.71)
J=(6.28,0)
K={3.93 -0.71)
L={4.71, 1)

M =(3.93, -0.71)

(0.0

(pil4, fipild))
(2pif4, f(2pild))
(3pird, T(3pild))
(4pird, T(4pild))

(Spifd, f(5pil4))

(Gpird, f{Gpild))
(Tpird, (T pild))
(Bpifd, f(3pild))
(Spifd, f(Spild))

Entrada: (9pi4, T(5pii4))

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra
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O préximo passo é criar uma lista de pontos. Na Janela de Visualizacdo, com
o lado direito do mouse pressionado, selecione 0s pontos que pertencerdo a lista de
pontos. Solte o cursor do mouse e va na ferramenta “Angulo” e, em seguida, selecione

“Lista” para criar uma lista de pontos. A Figura 26 ilustra como usar essa ferramenta.

Figura 26: Lista de pontos no Geogebra

G GeoGebra Classic 3

Arquivo Editar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda

r) AL > CloEl N = @)

» Janela de Algebra X | = Janela de Visualizi .

él Angulo
® f(x) = sen(x) B~ o~ s~
: ‘;::g?ﬂg} o71) .<:°‘ Angulo com Amplitude Fixa
® C=(157,1)
® D=(236,0.71) cm L . .
® E-(314,0) / Distancia, Comprimento ou Perimetro
® F=(393,071) 1 em? |
® G=(3.93,-0.7T1) [:ﬂ Area
® H=(471,-1)
® 1=(55,-071) A Inclinacio
® J=(5.28,0)
® K=(3.93,071) —
® L=(a71,-1) {1,2} Lista
® M=(3.930.71)
® N=(3.93,071) ? -
o |1={:0,0},:0.?9,0.71},:1.5‘/ a=p Relacao

f - .
f/ Inspetor de Funces

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Na sequéncia, va no campo de entrada e digite “RegressaoPolinomial”.

Aparecera “RegressaoPolinomial(<Lista de Pontos>, <Grau do Polinbmio>)”.

Digite 0 nome da lista de pontos criada (neste caso “11”) e o grau do polinémio
que deseja. Em seguida aparecera o gréafico do polindbmio de aproximacao e sua lei

de formac&o na Janela de Algebra, conforme mostrado nas Figuras 27 e 28.
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Figura 27: Polindmio de aproximac&o de grau 5 — Visualizando a Janela de Algebra.

ﬂ GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda
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C=(1.5708,1)
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E={3.14159,0)

F = (3.92699, -0.70711)
G=(3.92699, -0.70711)
H={4.71239, 1)

I= (5.49779, -0.70711)
J=(6.28319,0)

K =(3.92699, -0.70711)
L={4.71239,-1)
M={3.92699, -0.70711)
N =(3.92699, -0.70711)
1 ={(0, 0}, (0.7854, 0.70711), (1.5708, 1), (235619, 0.70711), (3.14159, 0), (3.92699, -0.70711), (3.1

g(x) = —0.0056 x" + 0.08792 x* — 0.39626 x* 4 0.26675 x” 4 0.89183 x 4 0.00029

textol = “g(x) = —0.0056 x° 4+ 0.08792 x* — 0.39626 x* + 0.26675 x* + 0.89183 x +
texto? = “f(x) = sen(x)”
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gx) = —0

.

(3pild, f(3pild))

(4pitd, fl4pild))

(5pird, f(5pifd))

(Gpird, f(Gpifd))

(7pird, f(7 pird)y

(Bpifd, f(Bpifd))

(Spird, f(Spird))

(Gpird, f(Gpifd))

(Spird, f(Spird))

RegressaoPolinomial(l1, 5)

Entrada: [RegressaoPolinomial(l1, 5)

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra
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Figura 28: Polinbmio de aproximacédo de grau 5 — Janela de Visualizacao

X | = Janela de Visualizagio b

-

g(x) = —0.0056 x° + 0.08792 x* — 0.39626 x> + 0.26675 x> + 0.89183 x + 0.00029

99, -0.70711), (3.4
B x + 0.00029

24 0.89183 x 4

“

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Com base na Figura 28, nota-se que o polindmio de aproximacao de grau 5
apresenta boa aproximacéo para a funcdo seno no intervalo [0, 27]. Sugerimos ao
professor discutir com seus alunos sobre encontrar valores aproximados do seno
usando somente a fun¢éo polinomial de grau 5. E como se o aluno tivesse em maos

apenas a funcao polinomial para encontrar valores do seno. Veja o seguinte exemplo.

Um triangulo possui um angulo cuja medida € igual a 0.72 radianos. Por algum
motivo, sera necessario encontrar o seno deste angulo. Mas, para isso, o professor
pede aos alunos utilizarem a funcdo polinomial de aproximacdo de grau 5.
Considerando uma aproximacao de 4 casas decimais, qual o valor estimado para o

senode 0.727?
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De preferéncia, € interessante que os alunos utilizem o software GeoGebra

para fazer essa estimativa, conforme mostrado na Figura 27.

Figura 29: Polinbmio de aproximacéo de grau 5 e valores do seno do angulo de 0,72
radianos por meio das funcfes seno e da polinomial de grau 5— Janela de
Visualizacéo

|
g(x) = —0.0056 x* + 0.0879 x* — 0.3963 x> + 0.2667 x> + 0.8918 x + 0.0003

1

0.6553 |= — — #7(0.72,4(0.72))

\

f(x) = sen(x
) ) g(0.72) = 0.6553

F(0.72) = sin(0.72) = 0.6594

-2 0.72

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Notem que ¢(0.72)=0.6553 e sen(0.72)20.6594. Se considerarmos duas

casas decimais, o valor estimado € igual ao valor encontrado por meio do seno. O erro

f(0.72)-g(0.72)|

relativo é : (0 72) ‘; 0,0062 < 0.01. Este erro relativo é aceitavel em grande

parte das aplicac6es da matematica.

No exemplo anterior consideramos o angulo com medida em radianos. E
preciso verificar nas configuracfes do GeoGebra para que a medida de angulos seja

dada em radianos.

Uma atividade interessante em sala de aula é pedir para que os alunos
considerem alguns numeros reais no intervalo de aproximacao e encontrem os valores
correspondentes por meio da funcdo seno e da funcéo polinomial e, por fim, compara-

los.
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A percepcao de que a funcéo de aproximacdo que encontramos neste exemplo
pode ser considerada como um “bom” ajuste pode ser inferida analisando a Figura 27,
em que a fungdo polinomial de grau 5 apresenta possuir boa afinidade com a fungéo

seno no intervalo [0, 2] . Essa percepc¢do pode induzida também por meio da funcéo
h:[0,27] >R, onde h(x)=f(x)—g(x). A Figura 30 mostra o grafico dessa funcéo

diferenca (funcéo erro absoluto).

Figura 30: Gréfico da funcéo erro absoluto

h(x) = sen(x)— (—0.0056 x* + 0.08792 x* — 0.39626 x> + 0.26675 x> + 0.89183 x + 0.00029)

1

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Essa funcdo erro absoluto é quase nula no intervalo [0,2z], 0 que ja era
esperado. Outra funcao interessante, e que pode ser discutida junto com os alunos, é
a funcdo erro relativo. Esta funcdo pode ser utilizada nas demais atividades ou
qualquer atividade cuja proposta € aproximar uma funcédo por meio de um ajuste de

curvas. Veja o grafico da funcao erro relativo na Figura 31.
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Figura 31: Grafico da funcéo erro relativo
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Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Podemos notar que a funcao e(x) (erro relativo) se caracteriza por apresentar

maiores erros relativos proximos aos extremos do intervalo [0, 2z] e na vizinhanca de

3.14. Esse comportamento € motivo de o professor provocar os alunos a pensarem
sobre isso e, inclusive, o por que deste comportamento em x=0, x=7 e X=2r.

Essa funcéo erro relativo esté definida nestes pontos?

Enfim, a atividade que propomos nesta se¢éo, que aproxima a fun¢cao seno por
uma funcao polinomial de grau 5 gera muitas provocacoes, exploracao de conceitos,
transcende a aplicacdo direta de determinado contetdo a fim de cumprir com o
curriculo escolar. O que discutimos e sugerimos em qualquer atividade proposta pode
ser aproveitada nas demais atividades e, inclusive em outras que o professor e os

alunos podem propor, no que diz respeito a aplicacdo de ajuste de curvas.

A exploracdo da proposta deste trabalho € riquissima e contribui no
desenvolvimento do pensamento matematico. O simples fato de o professor provocar
seus alunos a pesquisar sobre algumas consequéncias relevantes que estéo por tras
da aplicacéo do ajuste de curvas, os levam a melhor compreenséo de que o estudo
de funcdes é relevante no contexto cotidiano, mesmo quando eles fazem uso de sua
importancia sem saber que elas estéo por ai, em toda parte, inclusive nas calculadoras

cientificas, nos aparelhos de celulares, nos computadores em geral etc.

Esperamos que essa atividade fagca com que os alunos indaguem sobre o fato

de a funcéo polinomial ndo possuir o mesmo comportamento da func&o seno fora do
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intervalo de aproximacdo. Essa discussao deve ocorrer em algum momento, mas o
que foi proposto até entdo, é a obtencdo de uma aproximacao polinomial em um
intervalo pré-definido. Quando se tratar de toda a reta, ainda assim existe tal polinémio
e isso é tratado em um curso superior no estudo de Séries de Taylor, exigindo-se
assim a compreensao de somas infinitas. Por outro lado, as calculadoras néo estéao
programadas para fazer somas infinitas, mas estdo programadas a aproximar uma

funcdo por uma funcao polinomial de grau elevado.

Conforme dissemos, o professor e 0os alunos possuem muitos elementos a explorar
nessas atividades. O que também pode ser feito, € aproximar a funcdo seno no

intervalo [0, 27] por meio de duas parabolas, isto &, aproximar por uma funcao definida
por mais de uma sentenca. Nao seria dificil algum aluno sugerir que no intervalo [0, 7]

o grafico da funcdo seno tem um comportamento que remete a uma parabola com
concavidade voltada para baixo, isto €, ao grafico de uma fungéo quadratica. De forma
anéloga, a segunda metade do intervalo [0, 2], também lembra uma parabola, esta

com concavidade voltada para cima, conforme mostrado na Figura 32.

Figura 32: Funcao de aproximacéao definida por duas funcdes quadréticas

g1(x) = 0.3969 x> — 3.7469 x + 7.8741

fi(x) = —0.3954 x* + 1.242 x — 0.0049

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Poderiamos ter escolhido outros pontos para fazer o ajuste, no entanto,
preservamos 0s mesmos pontos utilizados no ajuste polinomial de grau 5, pois eles

mostraram-se, aparentemente, ser uma boa escolha.

Pensar na funcdo quadrética parece ser bastante plausivel, visto que elas ja

aparecem nos curriculos nacionais desde os anos finais do Ensino Fundamental e
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também sao relativamente “amigaveis”, pelo menos quando comparadas as funcoes

polinomiais de grau superior a 2 e as fungdes trigonométricas.

Entendemos que nédo ha necessidade de fazer aqui uma discusséo sobre este
ajuste para que nao fique repetitivo, mas, a fim de apresentar o modelo matematico,

a funcéo encontrada com os dados apresentados na Figura 32 € dada por

f,(x) = -0.3954x? +1.2420x - 0.0049, se 0< x< 7
g,(X)= 0.3969x* —3.7469x +7.8741, se 7 <X < 27

a(x)=
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5.3 ATIVIDADE 3: QUEDA LIVRE

Nesta atividade pretende-se encontrar, por meio do ajuste de curvas, uma
funcdo que associa a altura (em metros) e o tempo (em segundos) de um objeto que

foi abandonado de uma altura de 2,86 metros.

Denominamos esta atividade por ‘QUEDA LIVRE’, visto que na Educacéo
Bésica considera-se que a a¢do da gravidade € a Unica forca que age sobre o objeto,
desconsiderando-se, por exemplo, a resisténcia do ar, a variagédo da resisténcia do ar
decorrente do clima, a rotacdo do proprio objeto etc e, portanto, 0 modelo matematico
gue associa o tempo a posicado do objeto, seja ele abandonado de uma determinada
altura ou quando o seu movimento é caracterizado por movimento obliquo, é um

modelo quadratico.

Na atividade a qual apresentaremos, uma pedra de aproximadamente 30g foi
abandonada de uma altura relativamente pequena e, com isso, a acao da resisténcia
do ar nao foi suficiente para que nao escolhamos o modelo quadréatico para encontrar
a funcao de aproximacéao.

No Quadro 4 sdo apresentados os dados que foram coletados para este

estudo, sendo X o tempo em segundos e Y a altura em metros.

Quadro 5: Pontos coletados do experimento

X 0,00 0,39 0,47 0,71 0,63

y 2,86 2,06 1,71 0,29 0,76

Fonte: Elaborado pela autora.

A Figura 33 representa o gréafico de dispersao construido com os pontos dados
na Quadro 04.
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Figura 33: Grafico de disperséo entre o tempo (em s) e a altura (em m) de um objeto
em queda livre
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Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Observe que os pontos estdo apresentando um comportamento de uma

parabola o que nos sugere utilizar o modelo de regresséo polinomial de grau dois para

modelar a relacdo entre as duas variaveis, nesse caso, tempo e altura.

Seguindo 0 mesmo passo a passo ja orientado na Atividade 1, criamos uma

lista de pontos e, posteriormente, cria-se 0 modelo de regresséo polinomial de grau 2

para essa lista, conforme mostrado na Figura 34.
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Figura 34: Ajuste polinomial de grau 2 relacionando o tempo (s) e a altura (m) de um
objeto em queda livre.
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Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Observe que obtivemos um bom ajuste. Fazendo a verificacdo da precisao do
ajuste, calculando o R?, obtivemos um valor préximo de 1. O R2 é um indicador de
quao preciso esta o ajuste em relacdo aos dados da amostra, variando entre 0 e 1.

Assim, quanto maior o R2 mais preciso esta o ajuste.

A Figura 35 representa 0 R? que avalia a precisdo da funcdo de ajuste do

experimento.



Figura 35: Coeficiente de determinacéo - R2
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Encontrando a funcao de ajuste por meio do MMQ.

Observando os dados apresentados no Quadro 4, precisamos realizar alguns

somatorios e seus valores podem ser observados no Quadro 5.

Quadro 6: Somatdrios para resolucéo da atividade 03.

5
k 1 2 3 4 5 >
K=1
Xk 0,000 0,390 0,470 0,710 0,630 2,200
Y 2,860 2,060 1,710 0,290 0,760 7,680
xk2 0,000 0,152 0,221 0,504 0,397 1,274
xk3 0,000 0,059 0,104 0,358 0,250 0,771
xk4 0,000 0,023 0,049 0,254 0,158 0,484
Yi *Xk 0,000 0,803 0,804 0,206 0,479 2,292
yk*xk2 0,000 0,313 0,378 0,146 0,302 1,139
Fonte: Elaborado pela autora.
Fazendo as substituicdes dos somatérios na equacao
k=6 k=6 6
e+ | D% b+ D xFa=>y 1
k= k=1 k=1
k=6 [ k=6 B ] k=6
T % e+ DX | b+ la=) Y X
k=1 | k=1 L i k=1
k=6 [ k=6 B ] k=6
X2 [cH| Y x> |-b+ lla=)y, X,
L k=1 | k=1 L _ k=1

obtemos o seguinte sistema,
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5,000c + 2,200b + 1,274a = 7,680
2,200c + 1,274b + 0,771a = 2,292
1,274c + 0,771b + 0,484a = 1,139 .

Considerando aproximacéo de duas casas decimais, temos que a solucéo do

sistema é dada por: a=2,86, b=-0,15 e ¢=-4,95, que sdo valores muito prOXimos

aos encontrados por meio do software GeoGebra.

Este experimento foi modelado por meio de uma funcéo quadratica, a saber, a

funcao
y(t) = 2,86 0,15t — 4,95t

Consideramos nesta atividade que a queda da referida pedra caracteriza um

movimento uniformemente variado e que a equagédo do movimento é dada por
1 .
Y(X) = Yo + Vol + 2 0t

em que y € a posicao do objeto no tempo t e Yy, é a posigdo inicial do objeto,

podemos fazer as seguintes estimativas:

. A altura inicial y, da pedra, em relacéo ao solo, foi de 2,86 metros.

. A velocidade inicial v, da pedra foi de —0,15 metros por segundo.

. A aceleracdo g da gravidade foi de —9,90 metros por segundo ao quadrado.

Primeiramente, ressaltamos que a velocidade inicial apresentada pelo modelo
matematico nédo foi igual a zero. Espera-se que os alunos, a partir da informacéo que

nas condi¢cdes do movimento uniformemente variado o termo -0,15t ndo deveria

aparecer, discutam com seus colegas e com o professor o porqué deste termo ainda
consta no modelo quadratico estimado no experimento. O professor devera conduzi-
los a concluir que este experimento ndo ocorreu segundo as caracteristicas de um
movimento uniformemente variado e, além disso, mesmo que assim o fosse, haveria
erros no experimento, erros como, por exemplo, na precisdo da medi¢ao da altura, do

tempo etc.
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Outra discussdo relevante €& encontrar um novo modelo quadratico,

desconsiderando-se o termo linear, ou seja, aplicar o MMQ para encontrar a funcao

de aproximagéo do tipo y(x) =y, + % gt?. Esta sugestéo deve ser considerada somente

apos o conhecimento de que utilizamos a fungéo y(x) =y, +v0t+%gt2 no estudo de

movimento uniformemente variado, pois o objetivo das nossas atividades nao é
considerar o conhecimento prévio do aluno sobre estes movimentos e sim, mesmo
sem saber o seu comportamento, extrair do estudo de funcdo de aproximacéao,
elementos que dao suporte para que possamos fazer estimativas, encontrar modelos

matematicos em diversos problemas do contexto cotidiano.

O professor pode sentir-se a vontade para conversar um pouco com os alunos
sobre o “papel” do sinal negativo que aparece na velocidade inicial estimada, que é

de -0,15 metros por segundo. Os alunos provavelmente achardo estranho, mas,

dependendo do grau de escolaridade, pode ser discutido sobre a velocidade ser uma

grandeza vetorial e, portanto, v=(0, -0,15) representa o vetor v=(0, -0,15), um vetor

que possui a dire¢do do eixo OY e aponta para baixo (sentido da trajetéria da pedra).

Mas, como apenas encontramos a curva do segundo grau que melhor se ajusta aos
dados no sentido do MMQ, nao seria espantoso se o sinal da velocidade fosse
positivo. O que esperamos € que, em modulo, o valor da velocidade inicial seja
relativamente préximo de zero, visto que o objeto (pedra) foi abandonado.

Vamos encontrar a fungéo de aproximagéao polinomial do tipo y(x) =, +%gt2.

Temos que:

2

Z;:[dk]Z Zg[(axiuc)_ q] =
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2

Zn:[dk]z :Zn:[axinrC_ Y:

i=1 i=1

A fim de minimizar a soma dos quadrados dos desvios, vamos encontrar as
derivadas parciais em relacdo as variaveis a e c.

(% :iZ:nl:Z( ax’+c — v, )X’
E -
E } i=12(aXi2+C B yi)

Igualando a zero essas derivadas parciais e realizando algumas operacgdes
algébricas, obtemos

ou, equivalentemente,

Para obtermos os coeficientes a e ¢, resolvemos o sistema linear encontrado.

Utilizando os dados do Quadro 4, calculamos os seguintes somatoérios

apresentados no Quadro 6, necessarios para encontrar a funcdo de aproximacgao
desejada.



1
Quadro 7: Somatoério para resolver o caso Y(X) =Y, +§ t’.
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5

k 1 2 3 4 5 >

K=1

yk 2,860 2,060 1,710 0,290 0,760 7,680
X 2

k 0,000 0,152 0,221 0,504 0,397 1,274
X 4

k 0,000 0,023 0,049 0,254 0,158 0,484

*X2
yk k 0,000 0,313 0,378 0,146 0,302 1,139

Fonte: Elaborado pela autora.

Substituindo os valores dos somat6rios na equacao

n n n

> ()« 2 (ox7) = 2 (x°y)
g(axi2)+iz::( c ):iznl“(yi)

Encontramos o seguinte sistema

0,484a+1,274c =1,139
1,274a+5,000c = 7,680

onde a=-513e c= 2,84.

A Figura 36 representa o polindbmio de grau 2 ajustado por uma func¢éo do tipo

1
y(x) = yo+§9t2.
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Figura 36: Regressao polinomial de grau dois do tipo, Y(X) =Y, +§ ot*.

86

f;} GeoGebra Classic 3

Janela de Algebra
A=(0, 2.86)

B =(0.39, 2.06)
C=(047,1.71)

pat

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

R 'A.._-.. / ;f b‘ @ @ ‘{. N

¥ Janela de Visualizagao

3 |A

a=2 ‘E.

a=1

&

C=

—_

]

®

®

[

® D=(0.71,0.29)

® E=(0.63, 076)

® 11={(0, 2.86), (0.39, 2.06), (0.47
® a=1

® c=1 2 @
® f(x) = —5.15x*+ 2.85 ®

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Observando os valores encontrados, a sugestdo é que o professor peca aos
alunos para compararem os resultados encontrados. Se os valores nao forem os

mesmos, ira questiona-los o porqué de os resultados néo coincidirem.

Outro questionamento é sobre a diferenca nas situagcdes em que se tem

somente os coeficientes a e c, e na situacdo que se tem os coeficientesa, b, ec, 0

gue mudou em relacéo ao caso em que temos os trés coeficientes?
Observe que quando se utiliza a equacdo quadratica incompleta, na forma
1 : . . ,
y(X) =Y, +Egt2, sem o termo linear desconsidera-se, para fins de calculo do modelo,

a velocidade inicial. Trata-se de uma simplificacdo matemética em qual é imposto ao

modelo a desconsideracao da velocidade inicial.
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5.4 ATIVIDADE 4: ACELERACAO GRAVITACIONAL

Nesta atividade, pretendemos estimar o valor da aceleracdo gravitacional e
usaremos o0 experimento realizado na atividade anterior (Atividade 3).

Conforme ja discutimos, se considerarmos conhecida a equacao horaria

1
y(X) =Y, +V,t +§gt2 do espaco em funcéo do tempo, basta a compararmos com a

funcdo de aproximacdo y(t)=2,86-0,15t—4,95t° encontrada por meio do
experimento. Por outro lado, desconsiderando a equacdo horaria, ainda assim
podemos fazer uma estimativa do valor da aceleragédo gravitacional no local do

experimento.

A aceleracao da gravidade mede a variacao da velocidade do corpo em fungéo
do tempo. Ha varias maneiras que o professor podera conduzir a turma para que
encontrem o valor dessa aceleracdo. Uma delas, que podemos considerar tradicional,

€ por meio da aplicacédo da formula

Velocidade final — velocidade inicial

aceleracdo escalar média = - —
tempo final — tempo inicial

Espera-se que os alunos sugiram o uso desta formula. No entanto, surge
naturalmente o seguinte questionamento: Como aplicar esta férmula se néo

conhecemos as velocidades instantaneas nos extremos de algum intervalo de tempo?

7

Inicia-se ai uma boa discussdo. Este tipo de questionamento é muito
enriquecedor no processo de ensino e aprendizagem, pois ele pode levar a

imaginacédo, a qual contribui para que ocorra o conhecimento matematico.

Sugerimos ao professor propor aos alunos a encontrar a aceleragao escalar

meédia em algum intervalo de tempo. Vamos exemplificar este problema considerando

o intervalo [0.3, 0.7],

Neste intervalo, precisamos conhecer a velocidade da pedra nos instantes 0.7

e 0.3 segundos. Para isso, os alunos precisam usar a imaginacdo e o professor pode
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ajuda-los, discutindo o conceito de velocidade instantanea, sem extrapolar para a
formalizacdo do conceito de limite, mesmo que esta atividade seja aplicada em turmas
de Ensino Superior. E uma boa hora de “enxergar’, na préatica a ideia por tras do

conceito de limite.

Apos discussdes entre professor/alunos e alunos/alunos, conclui-se que

podemos obter uma aproximacdo para o valor das velocidades instantaneas nos

instantes 0.7 e 0.3 segundos, da seguinte maneira:

Velocidade instantdnea em t=0.7 segundos:

y(0.7) - y(0.699)
0.7 - 0.699

v(0.7)=

O guociente entre a variacao da altura e a variacdo do tempo é uma maneira

de fazer uma estimativa da velocidade instantanea. Usando o software ou uma

calculadora, encontramos y(0.7)=0.3295 e y(0.699)=0.3366. Substituindo essas

alturas na equacéao anterior, obtemos

v(0.7)= 0.3295 _— 0.3366 C71mls
0.7 0.699

Velocidade instantanea em t=0.3 segundos:

De forma anéloga ao caso anterior, obtemos

v(03)= 23885 = 23726 _ o,
0.3 — 0.299

Logo,

v(0.7) — v(03)
0.7 - 03

=10 m/s?.

aceleracéo da gravidade =

Portanto, considerando 4 casas decimais e a técnica utilizada para estimar a

aceleracdo da gravidade no local no experimento, encontramos que esta aceleragao



89

é igual a 10 m/s’. Este valor é normalmente utilizado como aproximac&o da aceleracéo

da gravidade em muitos problemas e, obté-lo por meio de um “simples” experimento
€ bastante instigador a todos os envolvidos nesta aplicacdo. Vale salientar que, se

considerarmos mais casas decimais, diminuiremos o0s erros de aproximagado e
encontraremos que a aceleracdo da gravidade sera igual a 9,9 m/s®. E este valor que

estimamos na Atividade 3 e também vamos estimar ao aplicar outra técnica mais

adiante.

N&do é desta forma que, geralmente, este experimento € realizado nas
instituicbes de ensino (basico ou superior), quando se dispde de um laboratério de
fisica e/ou matematica. A metodologia que propomos ndo exige de laboratorios, ela
valoriza a criatividade do professor e dos alunos em sua execugcao. A BNCC propde
gue seja desenvolvida nos estudantes este tipo de competéncia. Isso corrobora ainda

mais com a justificativa da proposta deste trabalho.

Agora iremos considerar a funcéo Yy(t) = 2,86 0,15t —4,95t* para encontrar, de

outra forma, a aceleracéo gravitacional. Ja € conhecido no estudo de funcdes afins
que variacbes iguais no dominio acarretam variacdes iguais na imagem (essas
imagens formam uma progresséo aritmética de primeira ordem), isto caracteriza uma
funcdo afim. Por outro lado, em funcdes quadraticas, se tomarmos variacfes iguais

no dominio, a sequéncia formada pelas suas imagens € uma progressao aritmética
de segunda ordem, ou seja, (y(t,), yt,+h), y({t,+2h), y(,+3h), ---) é uma PA de

segunda ordem.

As observacOes feitas no paragrafo anterior podem ser evitadas em sala de
aula, mas € bom o professor ter no¢do do que se trata, para que nao fiqgue surpreso

com os resultados que encontraremos a seguir.

Vamos particionar o intervalo [0, 0.7] em 7 subintervalos de passo (tamanho)

igual a 0.1. Em cada subintervalo, encontraremos a distancia percorrida pelo objeto

(pedra) abandonado. Essas variagfes estao representadas na Figura 37.
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Figura 37: Variacdo da altura em cada intervalo de tempo.

%gggg ........................... - 5(0.1) — 5(0.0) = —0.0645
0.2) —y(0.1) = —0.1635
e ¥(0.2) ~ y(0.1)
y(0.3) — y(0.2) = —0.2625
2.3695
y(0.4) — y(0.3) = —0.3615
2.0008
7(0.5) — y(0.4) = —0.4605
1.5475
¥(0.6) — y(0.5) = —0.5595
0.9880
y(0.7) — y(0.6) = —0.6585
0.3295
0 0.1 02 03 04 05 06 0.7

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra
No instante inicial a pedra encontrava-se a uma altura de 2,86 metros e 1
segundo apds, sua altura era de 2,7955, 0 que da uma variagdo de -0,0645 metros
ou -6,45 centimetros. O sinal negativo indica que a medida que o tempo passa, a

pedra encontra-se mais proxima do solo, implicando assim na diminui¢cdo da altura.

No proximo intervalo de tempo, a saber, no intervalo [0.1, 0.2], houve uma

variacdo de -0,1635. Essas variagbes foram calculadas até o sétimo intervalo

considerado, conforme apresentado no Quadro 7.
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Quadro 8: Variacdo da altura em intervalos de tempo de 0.1s

at | [00, 0.1] | [0.1, 02]| [02 03] | [0.3 0.4] [0.4, 05] | [05, 0.6] | [0.6, 0.7]

Ay | 00645 | 01635 | -0.2625 | -0.3615 | -0.4605 —0.5595 | —0.6585

Fonte: Elaborado pela autora.

Analisando a segunda linha do Quadro 7, podemos perceber que a sequéncia

formada pelas variagbes AY das alturas também variam, e de modo uniforme.

Consequentemente, a velocidade também esta variando.

Note que a sequéncia formada pelas variacGes das alturas, em cada intervalo
de tempo, aumenta, em modulo, de 0.0990 metros. Isto quer dizer que a velocidade

aumenta, em moédulo, 0.0990 metros a cada 0.1 segundo. Em outras palavras, a

velocidade esta aumentando, em mddulo, 0.990 metros por segundo.

Essa variacdo da velocidade de 0.990 metros por segundo acarreta huma
aceleracdo de 9.90 metros por segundo ao quadrado, ou seja, a aceleragdo da

gravidade é de 9.90 metros por segundo ao quadrado.

Este valor encontrado fica explicito quando consideramos no gréafico 0.990
apresentado na Figura 35, os valores das oito alturas obtidas ao considera-las nos

tempos 0.0, 0.1, 0.2, ..., 0.7. As imagens (alturas) formam a seguinte sequéncia:

(2.8600, 2.7955, 2.6320, 2.3695 2.008, 1.5475, 0.9880, 0.3295)

Esta sequéncia é uma progresséo aritmética de segunda ordem, em que a
sequéncia formada pelas diferencas dos termos representa a sequéncia formada
pelas variacbes das alturas (e estd associada a velocidade), conforme mostrado a

sequir:
(—0.0645, —-0.1635, -0.2625, -0.3615, -0.4605, -—0.5595, —0.6585)

Por fim, esta sequéncia é uma progressao aritmética de primeira ordem, em

que a sequéncia formada pelas diferencas dos termos representa a sequéncia
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formada pelas variacdes das velocidades (e esta associada a aceleracéao), conforme

mostrado a seguir:
(—0.0990, —0.0990, -0.0990, -0.0990, -0.0990, —0.0990)

Portanto, analisando as variacdes das alturas (associa-se a velocidade) e, em
seguida, as variacbes desta variacdo (associa-se a aceleracdo), obtemos uma

sequéncia constante, onde os termos sao iguais a 0.0990. Como esta constante foi
obtida em intervalos de tempo iguais a 0.1 segundo, entdo, segue que a aceleragdo

da gravidade € igual a O.O99Om/(0.1s)2 ,isto &, 9.90m/s? .

O professor pode pensar em outras formas de obter essa aceleracao. Fica a
critério da melhor forma que achar conveniente para explorar em sua turma. O mais
importante € que os estudantes percebam que usamos de “artificios” nao
convencionais, mas que podemos considera-los relativamente simples e “poderoso”
para modelar problemas do contexto cotidiano, ou melhor, para fazer ciéncia e ampliar

o campo de possibilidades e criatividade em nossos estudantes.



93

5.5 CHUTANDO UMA BOLA DE FUTEBOL

Essa proposta de atividade possibilita ao professor explorar alguns conceitos
de funcdes para realizar a estimativa da altura maxima atingida pela bola e a distancia
percorrida pela bola em relacdo ao eixo horizontal (solo), sendo normalmente,
denominada na Fisica de alcance horizontal. Assim como na atividade relacionada a
estrutura arquiteténica, nesta atividade o professor podera trabalhar os conceitos de

escala e proporcionalidade. Essa € uma atividade que pode ser trabalhada em

parceria com o professor de Fisica, tratando assim da interdisciplinaridade.

Consideraremos que esta atividade seja realizada na escola em uma quadra
esportiva, campinho de futebol ou até mesmo no patio. Apds apresenta-la aos alunos,
eles serdo encaminhados a fazer o experimento. Os alunos vao chutar uma bola e

essa acao sera filmada.

Posteriormente, serdo levados ao laboratério de informatica para assistirem ao
video e extrair algumas informacdes (coordenadas de pontos) sobre tempo e posicéo
da bola, a fim de construir um diagrama de dispersao e, consequentemente, verificar
o0 comportamento desses pontos e decidir qual o tipo de funcdo que possui um
comportamento semelhante. O uso do video contribui para que esses dados sejam
extraidos com bom grau de preciséo, pois podemos pausa-lo e extrair as informacdes
que precisamos, além de printar a tela, obter uma imagem e fazer um tratamento desta

imagem.

Apods algumas discussdes entre os pares e entre eles e o professor, espera-se
gue em cada experimento, eles percebam que a funcdo a ser escolhida para fazer o

ajuste de curva é uma funcéo quadratica.

A atividade proposta nesta secao foi realizada pela autora deste trabalho e
representa um experimento-modelo para nortear o trabalho do professor. Uma bola
foi chutada de tal forma a ocorrer uma boa elevacdo em relagcdo ao solo e que a
distancia percorrida em relagéo ao solo nao seja “muito grande”. Este tipo de chute é
conhecido como “cavadinha” e essa “cavada” na bola contribui para que o foco da
pardbola (curva de ajuste) ndo figue muito distante do seu vértice (ponto mais alto

atingido pela bola).
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Nesta atividade encontraremos uma funcédo que modela a trajetéria da bola, em
que a variavel independente x representa o tempo decorrido a partir do instante em

que a bola foi chutada e a variavel y representa sua altura em relagdo ao solo

(escolhido para definir o eixo horizontal).

A Figura 38 apresenta a posi¢ao da bola no tempo 0:0,1:10 (1,1 segundo), mas

no instante em que ocorreu o chute, o video foi pausado e extraimos a informacéo de
que o tempo percorrido era de (0,4 segundo). Portanto, apés 0,7 segundo a bola se
encontrava na posicao apresentada na Figura 38. Esta imagem foi extraida do video

gravado pela autora deste trabalho.

Figura 38: llustracdo de como encontrar o instante e a posi¢cao da bola por meio da
reproducao do video e da tecla “Print Screen” do teclado.

a > B 001,10 O 0:0300 A

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Lembramos que a obtencéo das coordenadas de pontos para a construcao de
um diagrama de dispersdo nao € Unica, apenas estamos retratando os procedimentos
gue utilizamos nesta atividade, mas os alunos poderéo obter tais coordenadas usando

outros dispositivos, como, por exemplo, aparelhos de celular.

O professor pedird aos alunos que encontrem as coordenadas de varios

pontos. Neste experimento, vamos utilizar o centro da bola em algumas posicoes que
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ela aparece na Figura 39. Ndo ha necessidade de considerar todos estes pontos a fim
de encontrar uma funcdo que modela a altura em relacédo ao tempo desta bola entre
os instantes que ela recebeu um chute o instante que ela voltou a tocar no solo.

Figura 39: Conjunto de imagens sobrepostas.

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Vale ressaltar que a criacdo da Figura 39 por meio de imagens sobrepostas
nao é necessaria. Os alunos apenas precisam reproduzir o video, pausar e verificar a
posicao da bola para obter as coordenadas (altura, tempo) do respectivo ponto. Apos
pausar o video e printar a tela do dispositivo que esta sendo usado, esta imagem &
usada para determinar a altura da bola. A partir da importagdo desta imagem para o
GeoGebra, a respectiva altura pode ser estimada com boa precisdo a medida que

ampliamos a referida imagem.

O professor solicitar4 aos alunos que representem por meio de uma tabela as
coordenadas de alguns pontos e, posteriormente, representem essas coordenadas no
GeoGebra. Mas € importante chamar atencdo dos alunos a se preocupar com 0
tratamento da imagem, comentada no paragrafo anterior. Foi isso que fizemos nesta
atividade e, por isso, utilizamos duas casas decimais ao fazer a estimativa da altura
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em cada instante considerados, conforme mostrado na Figura 40 (ver “Janela de
Algebra”).

Figura 40: Diagrama de disperséo (hxt) associado a atividade
“Chutando uma Bola de Futebol”.
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Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Se os alunos ja tém conhecimento de que uma funcdo quadratica possui como
grafico uma parabola, acreditamos que imediatamente eles concluirdo que a fungao

de aproximacao que devera ser escolhida para modelar este problema é uma funcgéo

quadratica f(x)=ax*+bx+c, com a=0. Basta determinar os trés coeficientes

a,bec.

O préximo passo é criar uma lista de pontos e, em seguida, usar a ferramenta

“RegresséoPolinomial(<Fungéo a Méo Livre>, <Grau do Polinbmio> )” para obtermos
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a funcédo de aproximacdo que melhor se ajusta a grafico de dispersdo mostrado na

Figura 40.

A Figura 41 apresenta a funcdo de aproximacédo f (x) =-0.96x* +7.85-0.03.

Os procedimentos utilizados para encontrar essa funcéo sdo analogos aos utilizados
nas atividades anteriores, por isso eles serdo omitidos nesta secdo. Note que o
GeoGebra obteve esta funcéo considerando arredondamento de duas casas decimais
e isso nao acarreta erros consideraveis, diferentemente da atividade que
aproximamos a funcao seno por meio de uma fungéo polinomial de grau 5, em que

configuramos o software a representar os numeros utilizando cinco casas decimais.

Figura 41: Polindbmio de aproximacao de grau 2 — Atividade
“Chutando uma Bola de Futebol”.
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Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra
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No video, percebemos que neste experimento a bola ficou em torno de 1,6 segundo
no ar e ela atingiu uma altura uma pouco superior a 3,0 metros. Isso foi verificado pela

observacdo no momento do experimento (ao perceber que a bola atingiu uma altura
um pouco superior a um determinado referencial no alambrado), mas principalmente

a partir da analise do video, ao reproduzi-lo e observar cada frame apresentado.

Estimar a altura maxima atingida pela bola, por meio de observa¢cées no
momento do experimento ou pela analise do video gravado, ndo deixa de ser
interessante. Isso mostra que por meio de uma foto e conhecendo a medida de algum
objeto representado nela e, de preferéncia, no mesmo plano, € um bom exercicio para
trabalhar o conceito de escala de um desenho. Se podemos estimar a altura méaxima,
entdo, usando o conceito de propor¢cédo, podemos estimar a distancia percorrida em
relacdo ao solo entre os instantes em que ela esteve no ar. No entanto, os alunos

deverdo verificar qual essa altura se usarmos a funcdo de aproximacao

f(x)= ~4.96x* +7.85x —0.03, que representa o modelo matematico desta atividade.

O professor conduzira a turma a pensar no vértice da parabola, pois o vértice
€ um ponto notavel que traz algumas informacdes sobre ela, como, por exemplo, 0
seu eixo de simetria, ele contém o vértice e € perpendicular ao eixo das abscissas
(paralelo a reta diretriz da parabola quando estudamos fun¢des no Ensino Basico).
Outra propriedade do vértice é que sua abscissa € ponto médio das raizes da fungéo

(em particular, é ponto médio de X, e X,, sempre que f(x )= f(x,)). Apds encontrar

a abscissa X, do vértice, sua ordenada sera igual a f(x, ).

Uma das formas de encontrar a ordenada do vértice da parabola com o auxilio
do GeoGebra é: selecione a ferramenta “Intersecédo de Dois Objetos” e, em seguida,
selecione o grafico de f e o eixo Ox . Assim, dois pontos serdo criados e a abscissa
do ponto médio destes pontos € igual a abscissa do vértice. O ponto médio pode ser
obtido usando a ferramenta “Ponto Médio ou Centro”, ou calculando a média

aritmética das abscissas das raizes da funcdo quadratica.

Agora que os alunos conhecem a abscissa X, do vértice, basta digitar f (xV)

no campo “Entrada” do GeoGebra. Calcular f(X,) para obter a ordenada do vértice
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esta associado ao conceito de fungéo quadrética e isso deve ser explorado, mas se 0
software esta disponivel no momento desta discusséo, o professor pode mostrar aos
alunos que para usar a abscissa ou ordenada de uma ponto no GeoGebra, podemos
fazer da seguinte forma: Dado um ponto J=(0.79, 0), digitando x(J) e y(J), o software
entende como a abscissa e a ordenada do ponto J, respectivamente. Logo, a
ordenada do vértice pode ser obtida digitando f(x(J)), conforme mostrado na Figura
42.

Figura 42: Obtendo as coordenadas do vértice da parabola — Atividade
“Chutando uma Bola de Futebol.
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Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

Vimos que a altura maxima atingida pela bola foi estimada em 3.08 metros.
Sugerimos ao professor pedir aos alunos que encontrem manualmente esse valor e

também verifiquem que o valor da abscissa do vértice que usualmente eles aplicam a
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) b .
formula x, =0 esta em acordo com o valor encontrado no GeoGebra, a saber,
a

aproximadamente igual a 0.79. Visto que o grafico de f intersecta o eixo das

abscissas muito proximo da origem do sistema cartesiano, esse valor igual a 0.79 nos
diz que a bola esteve em seu ponto mais alto aproximadamente igual a 0.79 segundos
apos o chute. Como estimativa, neste problema, podemos afirmar que esse tempo é

aproximadamente igual a 0,8 segundo.

O professor podera aproveitar este momento para conversar com o0s alunos
sobre o fato de que o tempo estimado da bola no ar é o dobro do tempo estimado para

que ela atinja a altura maxima. Se considerarmos a funcdo quadratica

f(x):—4.96x2+7.85x—0.03, veremos que isso acontece. Essa propriedade é

bastante usada na Fisica, quando os alunos estudam movimento vertical ou obliquo.
Geralmente ela é enunciada da seguinte maneira: considerando a forga gravitacional
a Unica forca que age sobre um corpo em um langamento vertical ou obliquo, o tempo
de subida do corpo é igual ao tempo de descida. Isso ocorre, pois, neste caso, a

equacdao horaria (espaco em funcao do tempo) que representa este tipo de problema
7 ~ o 1 2
é uma funcéo quadratica, geralmente denotada por S (t) =3, +Vot—§9t , em que S,

e Vv, representam a posicao inicial e a velocidade inicial da bola e g representa, em

modulo, o valor da aceleragéo gravitacional no local do experimento.

Comparando a equacéo horaria com a funcdo f (x)=-4.96x"+7.85x—0.03,

podemos inferir que a posicéo inicial estimada neste modelo € aproximadamente igual
a 0, a bola recebeu um chute cuja velocidade é de 7.85 metros por segundo
(velocidade é uma grandeza vetorial e, portanto, as velocidades em relacdo a
horizontal e a vertical sdo menores do que 7.85) e o mdédulo da aceleragdo da
gravidade foi estimado em 9.92 metros por segundo ao quadrado. Esta atividade
também pode ser usada para estimar o valor da aceleracdo gravitacional, mas da
forma que discutimos nesta secdo, sugerimos que seja aplicada em turmas que ja

estudaram langamento vertical ou langamento obliquo de projéteis.
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Comentamos acima que os alunos geralmente encontram a abscissa do vértice
. ] b , L
aplicando a formula X, = “oa De forma anéaloga, em experiéncia como professora no

Ensino Basico e em conversas com outros colegas professores de matemética,

normalmente quando perguntamos aos alunos como determinar a ordenada do

A
vértice, eles tentam lembra de um “tal de Y, =——", onde A=b*-4ac é o

4a
discriminante da equacgdo quadratica ax®*+bx+c=0. O que dificilmente ocorre é

algum aluno responder que o valor desse “tal de Yy, ” é a imagem de X, por meio da

funcao, isto &, y, = f (X, ).

Um questionamento relevante e que podera ocorrer por parte dos alunos ou
pelo menos ser provocado pelo professor é discutir sobre o “papel” do coeficiente ¢
que aparece na representacao algébrica da funcéo f . Ele assume valorigual a —0.03
e sua eliminacdo faz com que o gréafico de f translade 0.03 unidades para cima. Isso
provoca uma alteracdo na ordenada do vertice em 0.03 unidades ou,
equivalentemente, a altura maxima estimada em nosso modelo é acrescida de 3
centimetros. Nesta atividade, esse acréscimo ndo é tao relevante, devida a natureza

do problema que estamos modelando.

Neste contexto, podemos modelar nosso experimento pela funcao
f(X):—4.96X2+7.85X. Essa translacdo vertical de 0.03 unidades simplesmente

aumentou o valor de f em cada ponto em 0.03, e quanto ao vértice da pardbola, sua

abscissa foi preservada. Esta andlise € interessante em sala de aula, por que uma
translacdo vertical preserva a abscissa do vértice? Sua resposta explora uma das
propriedades da parabola e que ja utilizamos anteriormente. Em relagdo ao alcance
horizontal da bola, hda um aumento que podemos desprezar. Voltando aquela

propriedade fisica sobre o tempo de subida ser igual ao tempo de descida, quando

trabalhamos com uma fung&o quadratica do tipo S(t)=at”+bt, a abscissa do vértice

coincide com o tempo de subida.

Ha varias formas de explorar essa atividade, o professor deve valorizar a

criatividade dos alunos, o conhecimento prévio deles e também provoca-los com
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guestionamentos que os levem ao desenvolvimento do pensamento matematico e

instiga-los ao gosto pela ciéncia.

Discutimos nessa primeira parte da secdo a relacdo existente entre as
grandezas altura e tempo e relembramos que esta relacdo € uma funcdo quadratica
quando € considerada apenas a ac¢do da gravidade como forca agindo sobre um
corpo. Em nosso experimento ndo temos uma situacao ideal, pois ele foi realizado em
um local que ndo atende as hipoteses consideradas no estudo da fisica no Ensino
Bésico, mas, mesmo que a resisténcia do ar, a pressao do ar nesta bola, seu peso,
seu formato, tipo de chute (cavadinha ou néo), seu movimento de rotacao etc fazem
com que o modelo matematico que representa essa funcédo ndo seja realmente um
modelo quadratico, ele é considerado um bom modelo e isso chama a atengéo de que
podemos modelar problemas ignorando conceitos que s6 fazem parte do curriculo
em cursos de graduacado, ou seja, por meio da simplificacdo de certas hipéteses,

podemos fazer e levar ciéncia para sala de aula.

N&o podemos deixar de observar que a “olho nu” temos a percepc¢éo de que a
trajetdria da bola é uma pardbola. Mais uma vez, nas condi¢des ideais, que sao as
condi¢cBes consideradas no Ensino Basico, de fato sua trajetoria € parabdlica. Mas
essa parabola ndo é igual a parabola que encontramos quando modelamos o

problema por meio de uma fun¢éo que relaciona a altura com o tempo.

No Ensino Basico normalmente apenas aprendemos que o grafico de uma
funcdo quadrética é uma parabola e os alunos aceitam isso sem sequer entender o
gue caracteriza uma parabola. Sera que o grafico de uma funcdo quadratica € uma
pardbola? Nao deixa de ser um bom questionamento e o professor pode pedir para
que eles pesquisem sobre a parabola, suas propriedades etc. E quanto a trajetoria do
corpo, € mesmo uma parabola? Apds compreender o primeiro questionamento, a
resposta do segundo € imediata, desde que seja provado ou apresentado a fungéo

gue modela a trajetoria.

Essas reflexdes nos levam a sugerir ao professor que, nesta atividade, também
peca aos alunos a modelar por meio de uma fung¢do quadratica a trajetoria da bola.
Agora teremos uma funcdo que associa a altura da bola em relacdo ao seu

deslocamento horizontal.
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Mostraremos alguns passos que norteardo o trabalho do professor. Lembramos
que os dados utilizados nesta parte ndo necessariamente coincidem com o0s
anteriores. Isso foi feito de propdsito, usando equipamentos diferentes para a extracao
desses dados, mas, os resultados obtidos serdo satisfatorios. E isso que deve ocorrer
quando o professor aplicar essa atividade com seus alunos, mesmo que O
experimento seja 0 mesmo para todos os alunos ou grupos de alunos, as informacdes
extraidas do experimento séo diferentes, pois estamos tratando de um experimento.
Isso deve ficar claro aos alunos, mas o importante é fazer com responsabilidade,

cuidando de obter as informacg6es de forma mais confiavel quanto puderem.

A fim de nao ficar repetitivo, apresentaremos na Figura 43 a trajetéria da bola,

considerando as imagens sobrepostas, demarcacéo dos pontos, a lista de pontos e a
fungéo de aproximagdo f (x)=-0.76x"+3.43x—0.78.

Figura 43: Funcdo que modela a trajetéria da bola — Atividade
“Chutando uma Bola de Futebol”.
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Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra
Ao inserir a imagem no geoGebra, o aluno precisa verificar qual é a relacéo
entre 1,0 unidade de medida no problema real e 1,0 unidade quando é feita a

transposicdo para a geometria das coordenadas. Isso é facilmente obtido ao medir o
alcance horizontal e comparar com a distancia entre os pontos que intersectam o eixo
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horizontal. Em nosso experimento esse alcance foi de 4,03 metros e no software essa

figura foi manuseada para que cada unidade do GeoGebra represente 1,0 metro.

Antes de iniciar explorar alguns conceitos inerentes desta atividade, sugerimos

duas reflexdes quanto a escolha do sistema de eixos ortogonais xOy, que deveréo
ser pensadas pelo professor e pelos alunos: (i) a origem do plano cartesiano nao foi
escolhida exatamente na posicdo em gue a bola se encontrava antes da aplicacdo do

chute; (ii) o eixo Ox escolhido é paralelo ao solo ou se alinha exatamente ao solo.

Em nosso experimento optamos por cumprir com a reflexdo apresentada no
item (i), isto €, ndo escolhemos a origem do plano cartesiano no local em que a bola

se encontrava antes do chute, a fim de que a funcao a ser ajustada nao seja da forma

f (x)=ax’+bx.

Esperamos que os alunos tenham a percepcdo que a escolha da origem

exatamente na posicao da bola evita o aparecimento do coeficiente ¢ como incognita,

. . b
pois, neste caso, ele sera igual a zero. Consequentemente, x=0 e Xz—g sdo as

raizes desta funcdo. Isso diminuiria o nimero de operacfes algébricas na obtencéo

das duas raizes e acarretaria imediatamente que o alcance da bola seria estimado por

X= 2 e, possivelmente, eles perceberiam que para estimar a altura maxima atingida

b
por ela, basta tomar o ponto médio X = “oa entre as raizes e encontrar o valor que

f assume neste ponto.

Quanto a segunda reflex&do, optamos por tragcar o eixo Ox junto ao solo, mas
poderiamos considera-lo abaixo ou acima do solo no sentido de representagéo
cartesiana. Mas, 0 que aconteceria se 0 eixo Ox néo fosse escolhido cumprindo a
reflexdo (ii)? E uma boa pergunta para a turma. Espera-se que eles percebam que se
essa escolha ndo cumprir com o item (ii), ndo teremos o grafico de uma funcéo.
Teriamos um mesmo valor da abscissa associado a mais de um valor da ordenada.
No entanto, a pardbola é preservada enquanto grafico, mas a relagéo entre abscissas
e ordenadas nao cumpriria com a definicdo de funcdo. Por outro lado, dependendo do

nivel de escolarizacdo da turma, o professor podera comentar sobre que no estudo
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de geometria analitica vetorial (trabalhando com a geometria das coordenadas) é
possivel obter todas as informacdes que obteremos quando restringimos apenas ao
uso de fungbes, visto que as propriedades de uma pardbola sdo preservadas,
independentemente da escolha de um sistema de eixos ortogonais.

Remetendo novamente a reflexao (i), se o professor apresentou o método dos
minimos quadrados a sua turma, o ndo aparecimento da variavel c¢ acarreta na
resolucéo de um sistema de equagdes lineares de ordem 2 (nas variaveis a e b). Caso
contrario, implicar4 na resolugdo de um sistema quadrado de ordem 3 (nas variaveis

a, b ec), aumentando consideravelmente o nimero de operacdes e também um

aumento na probabilidade da ocorréncia de erros quando o método for resolvido
manualmente (sem o uso de um software), inclusive erros de arredondamento ou

truncamento. No entanto, ja que fizemos uso do GeoGebra, optamos por modelar o

nosso problema considerando a fungdo na forma f(x)=ax’+bx+c, tendo o

conhecimento de que ¢ =0.

A partir desse momento o professor pode por em questdo algumas perguntas,
tais como a altura méxima que a bola alcangou, a distancia horizontal percorrida por
ela, o deslocamento horizontal quando ela atingiu a altura maxima, comparar o valor
da diferenca de suas raizes com o alcance maximo horizontal, comparar a distancia
horizontal percorrida pela bola com a abscissa do vértice, discutir o dominio de
definicdo desta funcéo, discutir sobre a localizagéo dos eixos ortogonais (0 que muda
se considerarmos uma novo sistema de eixos), encontrar a imagem inversa em alguns

pontos, trabalhar conceitos de escala etc.

Ha uma grande quantidade de questionamentos e tanto os alunos quanto 0s
professores deverdo ser criativos e explorar bastante esta atividade. Na Figura 44
mostramos como podemos fazer uma estimativa do calculo da altura méaxima atingida
pela bola. Apesar dessa técnica, qualquer resultado encontrado devera ser também

verificado (comprovado) usando a funcao de aproximacao

f (x)=-0.76x* +3.43x-0.78 ,
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Figura 44: Estimativa da altura maxima alcancada pela bola.
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® L =(3.08,2.66)

® M=(3.32,231)

® N=(3.59,1.84)

® 0=(3.83,1.27)

® P=(4.08,062)

® Q=(4.3,-0.06)

@ 11={(0.36,0.42), (0.65,1.11), (0.92, 1.69

® f(x) = —0.76 x>+ 3.43x — 0.78
RQuadrado=1

® R=(0,3.3)

® s=(0,0)

® g:33x=0

® n:ox+33y=1021

® T=(0,3.1)

® U=(0.84,4.24)

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra
Um dos principais objetivos nesta atividade € comparar os dados obtidos no
experimento com o0s dados estimados pela funcdo de aproximacao

f (x) =-0.76x* +3.43x—0.78.. Por exemplo, sabemos que o alcance horizontal foi de

4,03 metros e uma estimativa para esse alcance deve ser extraida da funcéo. Basta

encontrar suas raizes e calcular essa distancia.

Para encontrar as raizes de f, precisamos resolver a equagdo quadratica

—0.76x* +3.43x—0.78 =0. Os valores encontrados, considerando arredondamento de
duas casas decimais foram x=0.24 e x=4.27. Assim, a distancia entre elas é igual
a |4.24-0.24|=4.03, o que equivale a 4.03 metros, pois nossa fungéo foi modelada
considerando cada unidade no software como sendo 1,0 metro no problema real.
Diante disso, sugerimos que os alunos diminuam ou aumentem a imagem que foi
importada para o GeoGebra, isso mudara a funcao de aproximacao, alterara no valor
da distancia entre as raizes, mas com a nova escala, ainda assim eles deverao estimar

gue o alcance horizontal da bola ndo sofra alguma mudanca consideravel.
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A partir dessas raizes, podemos encontrar a abscissa do vértice da parabola,

que é igual a média aritmética das raizes e que também coincide com o valor

encontrado ao aplicar a formula x, = —23 . Portanto, a altura estimada pela funcao é
a

dada por Y, = f(x,)=3.09, 0 que equivale a uma altura maxima estimada em 3.09

metros. Na Figura 44 o valor estimado foi igual a 3.10 metros.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A pratica em sala de aula faz com que ndés professores busquemos novas
metodologias, novas formas de trabalho a serem aplicadas, pois lidamos com
situacdes que se fazem necessaria essa busca. Essa busca por aperfeicoamento vai
de encontro com um dos principais objetivos do programa de Mestrado PROFMAT,
que é proporcionar aos professores uma possibilidade de aperfeicoamento com a
finalidade de melhorar o curriculo do professor e, consequentemente, o0 ensino de
matematica. E como alunos do programa, utilizamos esse objetivo como referéncia

para a elaboragéo dessa proposta.

As situacGes acima citadas dizem respeito a questionamentos de alunos
guanto a aplicabilidade dos temas no seu cotidiano. Portanto, este trabalho teve como
objetivo apresentar ao professor uma proposta de ensino com atividades préticas, que
aproximam o0s conceitos matematicos com a realidade do aluno e foco no

enriquecimento do curriculo de matematica.

O método dos minimos quadrados com o apoio do software GeoGebra se
mostrou uma excelente ferramenta para realizar o ajuste de curvas e encontrar bons
resultados em relacdo a aproximacao dos dados, sejam eles de natureza experimental
ou cientifica e sua escolha se justificou em considerar que este método proporciona
de forma significativa a utilizacdo de conteldos matematicos, tais como matrizes,

determinantes e sistemas de equacdes lineares.

Em relacdo as atividades praticas aqui propostas, apesar de nao terem sido
aplicadas em sala de aula, foram enriquecedoras, em especial no ensino de funcoées.
Poderia melhor dizer, em especial no aprendizado de funcdes, pois durante essa
pesquisa, em alguns momentos eu me sentia no “papel” de docente e, em outros, me
via no lugar de uma aluna, n&do uma aluna no “sentido tradicional” que muitas vezes
nos referimos e compreendemos o seu significado quando ouvimos essa expressao,

mas no lugar de uma aluna como sujeito ativo no processo de ensino e aprendizagem.

O professor tem a liberdade de trabalhar e abordar as questdes da maneira que
se sentir mais a vontade. As sugestdes de atividades praticas, onde pode-se explorar

0s conceitos relacionados ao tema. Sao atividades enriquecedoras e instigadoras.
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Inicialmente tinhamos como objetivo a aplicacédo da proposta com alunos, mas
devido a suspensado das aulas presenciais relacionadas a pandemia da COVID-19,

nao foi possivel a sua aplicacgéo.

Finalmente, esperamos que essa proposta contribua com a pratica do professor
em sala de aula. Que incentive a busca por novas formas e métodos de ensino e,

conseguentemente, contribua com o ensino da Matematica.
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APENDICE

AJUSTE LINEAR
O ajuste da linear é da forma: y(x) = f(x; a, b) = ax + b,

Para o ajuste linear definimos uma funcdo com duas variaveis, aeb.

n n

E(ba) = X(F(x) -~ w) = X(b+ax —y)

i=1 i=1

Os parametros 8 e b que minimizam a funcéo E(b, a) devem,

necessariamente, satisfazer as seguintes condicoes:

%k _ 0; %k _ 0
ob oa
Entao:
% =;2(b +ax —¥)=0
E <
= :i:lz(b +ax —y)(x%)=0
Zzn:(b +ax —Y)=0
|:1 -
2> (b +ax —y)(x)=0
i=1
zn:(b +ax —Y)=0
i;l PN
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n

Zn:b+zn:axi -y, =0
i=1 i=1

i=1

n n n @
D bx + > ax?=> xy, =0

i=1 i=1 i=1

ib"'iaxi = " Yi

i=1 i=1 i=1

n n n @

bx, + Y ax’ =YX,
i=1 i=1 i=1
bn + azn: X, = Zn: Y,
i=1 i=1 PN

i=1 i=1 i=1

No formato matricial temos:

AJUSTE POLINOMIAL:

O ajuste de curvas para o caso geral de um polindmio de grau K.

P(X) = 8 + aX + aX® + .. + X, + ax"
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Dado um conjunto de n dados, (xi,yi) (i =1 2, ..., n),e minimizando a

funcado temos:
n 2 n

E(3, &, . 8, 8) = 2 (f(xi)-vyi) = Z(ao+a1xi+azxi2 + - +a,_x T +axk —yi)2
i=1 i=1l

Segue que,

OE_OE_ _ OE _OE _

da, o0a,  oa, oa,
Procedendo de maneira analoga ao caso linear temos o sistema,
n Z_l,... Z_l, sy
Zin= %; Z a0 - Z N % =
21 B E 1& PRI
z =17 Z =i Z =1 X'Zk ak

zn—l Xlk Yi

gue nos permite encontrar 0s parametros (ao, a, .. ak) gue minimizam a funcgéo

E(ay, @, - ).

Para melhor entendimento do método, usaremos exemplos de situacdes onde

poderemos aplica-lo.
Exemplol:

Sejam os pontos dados na Quadro 8 que representam os dados de uma coleta
experimental e deseja-se encontrar a funcéo que melhor representa esse fenémeno e
percebé-lo: (que tipo de fungdo? O método ndo encontra o tipo de fungéo, € preciso o
pesquisador usar sua experiéncia com os dados coletados e por meio do
comportamento do grafico de dispersao, escolher o tipo de fungédo. Apos isso, 0 MMQ

encontrara os coeficientes)



Quadro 9: Pontos de uma curva.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Diagrama de disperséo construido com os dados do Quadro 8.

Figura 45: Grafico de disperséo

-3 -2 ol 0 1 2

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra
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Aplicando o Método dos Minimos Quadrados encontramos 0 seguinte grafico:

Figura 46: Reta de ajuste.
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Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra

O grafico representa o polinbmio encontrado pelo MMQ que melhor representa
os dados tabelados, sendo possivel fazer estimativas a respeito do fenémeno

estudado.

No Exemplo 2, para a aplicacdo do Método dos Minimos Quadrados, foi preciso
uma analise antecipada dos dados para se ter uma ideia do comportamento destes
pontos e decidir qual o tipo de funcéo a ser escolhida para o ajuste. Neste caso, foi
feito um ajuste linear, pois os dados quando analisados na Quadro 1 e no diagrama
de disperséo apresentado na Figura 4 nos dava a ideia de uma funcao polinomial de

grau 1.
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Mas como é feita essa analise? Quais sédo as regras para a analise de dados?

N&o existe uma regra, um passo a passo a seguir, mas segundo Guimaraes (2001, p.
72):

"A escolha da funcéo f(x) a ser usada para ajustar o conjunto de pontos

experimentais nao é feita ao acaso. Ela envolve um processo de andlise que

passa, por exemplo, pela identificacdo das relacdes de causa e efeito que

governam o sistema estudado. O fato dessas relages ndo serem conhecidas

nao é empecilho para que se intua a forma de f(x). Uma analise qualitativa do

fendbmeno e das condicBes experimentais em que a observacéo é feita muitas
vezes é suficiente para que se possa estabelecer a forma.

No entanto, para a escolha da funcéo, existem varias opc¢des que podem
representar esses dados em um determinado intervalo, por exemplo. Procede-se
entao no ajuste de curvas, por varios tipos de fungbes e escolhe-se a que representa
a funcéo com menor erro, ou seja, a funcao que melhor minimiza a soma do quadrado

das distancias.



