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Resumo

A presente dissertacao tem como objetivo central discorrer sobre resolucio de equacdes
diferenciais ordindrias lineares através de uma série de poténcias, de modo que as solucdes
procuradas sejam analiticas pelo menos em alguma vizinhanga onde sdo dadas as condicoes
de contorno. Se a equagdo diferencial possuir um ponto ordindrio, entdo ird existir duas so-
lucdes linearmente independentes centrada nesse ponto. Todavia, sendo esse ponto singular,

estabeleceremos uma metodologia e aplicamos o Método de Frobenius.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais ordindrias; Série de poténcias; Ponto ordinario;

Ponto singular.



Abstract

The main objective of this dissertation is to discuss the resolution of ordinary linear
differential equations through a series of powers, so that the solutions sought are analytical
at least in some neighborhood, where the boundary conditions are given. If the differential
equation has an ordinary point, then there will be two linearly independent solutions centered
on that point. However, being this unique point, we will establish a methodology and apply the

Frobenius Method.

Keywords: Ordinary differential equations; Power series; Ordinary point; Unique point.
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Introducao

Diante do crescente desenvolvimento que o mundo vem passando nos ultimos anos,
sobretudo no setor de ciéncia e tecnologia, a matemdtica representa a engrenagem que impul-
siona o desenvolvimento de qualquer pais, sendo, portanto, responsdvel pelo impacto direto
no aumento do PIB. O conhecimento matematico se expandiu e acumulou ao longo dos anos,
proporcionando, nesse sentido, uma relacido intima e antiga entre matemdticos e tecnologia,
culminando, dessa forma, para atingir o atual estigio tecnoldgico. Nessa perspectiva, convém
destacar a importancia dos povos antigos, sobretudo do Antigo Egito, onde merecem destaques
especiais os papiros de Rhind, Kahun e Moscou, representando uma valiosa fonte de conhe-
cimento matemético; E o Império Babildnico, também conhecido como Mesopotamia, hoje
Iraque, possuia conhecimento de dlgebra, geometria e sua escrita era cuneiforme com sistema
de numeragdo posicional.

Dessa forma, vimos que o pensamento matemético comecou a se desenvolver na Anti-
guidade. Porém, os cdlculos efetuados por esses povos eram meramente restritos as necessida-
des praticas do cotidiano. Portanto, foi na Grécia Antiga que a matemadtica ganhou contorno
de ciéncia, onde foi introduzido o consideravel e eficiente método axiomatico. Assim, a ma-
temadtica passou a ser utilizada nio apenas para necessidade didria, como medir e contar, mas
também como um instrumento poderoso do pensamento abstrato, cientifico e filoséfico. Ou
seja, o rigor nas provas dedutivas e o encadeamento sistemdtico dos teoremas demonstrativos a
tornaram, sobretudo, uma peca central e, consequentemente, fundamental em relacao as demais
ciéncias.

Dessa época fértil e prospera, do ponto de vista de desenvolvimento matematico, sur-



giram inimeros pensadores e protagonistas, tais como: Tales de Mileto, Pitdgoras, Euclides,
Aristételes, Apolonio, Diofanto e Arquimedes. Esses ilustres matematicos representaram uma
verdadeira fonte do conhecimento, com seus estudos sisteméticos e organizados, onde criaram
o chamado método dedutivo, que consiste basicamente em aceitar verdades bem conhecidas, os
axiomas, e, a partir dai, por meio do correto uso légico garantir a verdade dos novos resultados,
isto €, das conclusoes, os chamados teoremas.

Assim, esse periodo da histéria grega, bastante rico e inovador, marcou uma era e ditou
tendéncia que seguiria até os dias atuais. Ficou marcado, também, como a era de ouro da
matematica, onde a expansdao do conhecimento ficou mais evidente, tamanha a quantidade de
artigos produzidos e publicados.

Neste contexto histérico, convém ressaltar, de forma cronoldgica, a contribui¢do de di-
versos matematicos, dos quais podemos destacar: Galileu Galilei, fisico e matemaético italiano,
precursor do método cientifico; Johannes Kepler, astronomo alemao, descreve as Leis da Gra-
vitagdo; Bonaventura Cavalieri, precursor dos Célculos diferencial e Integral; René Descartes,
filésofo racionalista francés, d4 uma interpretacdo algébrica as constru¢des geométricas, cri-
ando a geometria analitica; Pierre de Fermat, outro da escola francesa, teve grande destaque em
teoria dos numeros; Blaise Pascal, mais outro francés, formula as bases das leis da probabilidade
moderna.

Seguindo para o final do século XVII e inicio do XVIII, temos os importantes trabalhos
dos brilhantes: Isaac Newton, matemadtico e fisico ingl€s, e Gottifried Wilhelm Leibniz, filésofo
e matematico alemio, ambos desenvolveram e criaram, de forma praticamente simultanea e
independente, o cdlculo infinitesimal e integral, travando uma das mais famosas disputas do
século 18 pela primazia do desenvolvimento do célculo. Merecem destaque especial também os
irmaos suicos Jakob Bernoulli e Johann Bernoulli, pelas contribui¢des importantes em cdlculo
e em estatistica.

Os séculos XVIII e XIX ficaram marcados pelo alto rigor que se buscava na matema-
tica, sendo a €nfase e importancia dada os cientistas: Leonhard Euler, matemdtico suico ex-
tremamente talentoso, Jean Le Rond D’ Alembert, Joseph- Louis Lagrange e Pierre Simon de
Laplace, ambos contribuiram no desenvolvimento da dlgebra dos complexos e andlise matema-
tica. Carl Friedrich Gauss, prodigio matematico alemao, dono de um talento sem precedentes
dentro da ciéncia, traz incontdveis contribui¢des a teoria os nimeros, andlise, dlgebra, e de tan-

tas outras dreas .Os franceses August Louis Cauchy, Niels Henrik e Evariste Galois trouxeram



contribui¢des em teoria dos conjuntos, fisica tedrica e teoria de grupos, respectivamente. Tam-
bém nesse periodo é criado as geometrias nao euclidianas, pelo matemaético russo Lobachevsky

A partir do século XX até os dias atuais, a matematica tinha como principal desafio a
comprovacdo de teoremas e conjecturas até entdo sem solucdo. Coube ao jovem proeminente
matemadtico alemao, David Hilbert, que proferiu e anunciou, em um congresso de matematica
em Paris, no ano de 1900, uma lista contendo 23 desafios. Varios outros matematicos merecem
notoriedade nesse periodo, a saber: George Cantor- criou a no¢do de nimeros transfinitos e
teve relevantes trabalhos em teoria dos nimeros; Bertrand Russel- 16gica, teoria dos conjuntos
e diversos paradoxos apresentado e propostos; Henri Poicaré- matematico e fisico frances, fez
importantes pesquisas em equacdes diferencias, topologia e mecanica quantica; Alan Turig-
computacdo, criptografia e inteligéncia artificial; e Andrew Wiles-demonstracio do ultimo teo-
rema de Fermat.

Vimos, através dessa contextualizacdo, como a matemadtica evoluiu e se transformou
nessa ferramenta valiosa e imprescindivel, servindo de alicerce a vdrias outras ciéncias.

Este trabalho tem como objetivo elucidar sobre resolu¢dao de Equagdes Diferenciais Or-
dindrias por meio de Séries de Poténcias, mostrando, dessa maneira, uma variante da aplicabi-
lidade desse fascinante campo da matemadtica aplicada. Assim, essa obra foi dividida em quatro
capitulos. No primeiro capitulo, traremos alguns resultados importantes sobre Sequéncias de
Numeros Reais, iniciando com uma breve nota histérica como motivacio, em seguida apresen-
tamos alguns casos de convergéncias, onde destacamos o teorema de Bolzano-Weierstrass e as
Sequéncias de Cauchy.

No segundo capitulo, iniciamos com uma breve motivacdo, onde foi apresentado um
problema bastante intuitivo para o estudo das Séries e, em seguida, foram exibidos diversos
critérios, os chamados testes de convergéncia. Apos discutir alguns fatos bésicos sobre séries
de niimeros reais, examinamos e desenvolvemos a no¢do adequada de convergéncia para série
de funcdes, com énfase, sobretudo, no estudo da série de poténcias, naturalmente, € claro,
associada a uma funcao infinitamente derivavel, ou seja, a famosa série de Taylor da funcdo.

Ja no terceiro capitulo, foram apresentados dados histdricos a titulo de motivagdo, des-
tacando alguns dos matemadticos e suas respectivas contribui¢des as Equagdes Diferenciais. Em
seguida foi exibido algumas defini¢des de equagdes diferenciais ordindrias de primeira e se-
gunda ordens, assim como suas formas de resolu¢do, divididas e organizadas de acordo com

cada caso em questdo. Por fim, analisamos o teorema que trata do principio da superposicao.
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No quarto e ultimo capitulo, investigamos um método alternativo para resolucio de
equagdes diferenciais ordindrias por meio de uma série de poténcias, exemplificando, dessa

forma, solugdes em torno de pontos ordindrios e singulares - Método de Frobenius através de

alguns exercicios.



CAPITULO 1

Sequéncias

Entende-se por sequéncia toda sucessao onde hd um encadeamento de fatos que suce-
dem. Historicamente, as sequéncias foram estudadas pelos egipcios e babilonicos hd cerca de 5
mil anos. Na civiliza¢do do Egito Antigo, era comum a observ¢ao do periodo de cheia do Rio
Nilo, essa pratica era a certeza do momento exato para o plantio, colheita € 0 momento em que
haveria inundacdo. Ja na Mesopoténia, que corresponde hoje ao atual Iraque, surgiu a famosa
tdbua de Plimton 322 (1900 a 1600 a.c), nesse documento estd presente sequéncias de valores
representando os lados de um triangulo retangulo.

Ainda na Antiguidade, ha relatos na utiliza¢do de sequéncias na resolucao de problemas,
como, por exemplo, o papiro de Rhind, datado de aproximadamente 1650 ac, onde aparecem as
conhecidas progressdes, mais precisamente as aritméticas e geométricas.

Outra sequéncia muito famosa é a Sequéncia de Fibonacci. H4 uma quantidade sur-
preendente de fatos ligados a sequéncia de Fibonacci, tanto em matematica(a razdo aurea, o
triangulo de Pascal), como fora dela(em botanica, musica, arquitetura).

De uma forma bastante intuitiva, utilizamos as sequéncias no dia a dia. Basta observar-
mos, por exemplo, os dias da semana, dos meses dos anos, das estacdes, dos nimeros pares €
impares e de varios outros fendmenos oriundos e corriqueiros, que acontecem a todo momento
em nosso cotidiano.

O presente capitulo ird estudar as sequéncias numéricas, onde veremos o conceito de

12



CAPITULO 1. SEQUENCIAS 13

limite de sequéncia e suas respectivas propriedades.

Definicao 1.0.1. Uma sequéncia de niimeros reais é uma funcdo r : N — R que associa cada
ntimero natural n a um niimero real x(n). O valor x(n), para todo n € N, serd denotado por x.,
e denominado de n-ésimo termo da sequéncia. Adotaremos simplesmente a palavra sequéncia
para indicar sequéncia de niimeros reais. Existem, basicamente, trés formas de se representar

uma sequéncia, que sGo: ay, Ay, a3, ..., Ay OU (Tp)nen oU (T,,).

Definicao 1.0.2. Dizemos que a sequéncia (x,,) é:

1. constante se todos os seus termos sdo iguais;

2. crescente se x,, .1 > T, para todon € N;

3. decrescente se x,, .1 < x, para todon € N;

4. nao-decrescente se x,,.1 > x, para todon € N;

5. nmao-crescente se x,, 1 < x, para todon € N;

6. limitada inferiormente se existir A € R tal que x,, > A, para todon € N;
7. limitada superiormente se existir B € R tal que x,, < B;

8. monotona se é ndo-decrescente ou ndo-crescente;

9. limitada Se for limitada inferior ou superiormente. Caso contrdrio, (x,,) serd dita ilimi-

tada.

1
Exemplo 1.0.1. Seja a sequéncia cujo n-ésimo termo € x,, = —. Como n € N, entdo podemos
n
111
Y 27 37 47 t

1 1
< — e, consequentemente, z,, 11 < T,. Como 0 < z,, < 1, para
n

escrevé-la como (1 ) Os termos desta sequéncia estdo decrescendo. De fato,

Como n + 1 > n, entdo

n+1

~ N2 Y
todon > 1, entdo a sequéncia | — | € limitada e decrescente.
n
[ |

Exemplo 1.0.2. A sequéncia cujo n-enésimo termo € x,, = n? é ilimitada e crescente. De fato,
temos que (1,4,9,16,...) e tomando z,,,1 = (n +1)> =n? +2n + 1 > n? = z,, donde (z,,)

ndo possui limitante e € crescente, como queriamos demonstrar.
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1.1 Convergéncia de uma Sequéncia

Definicdo 1.1.1. Dizemos que uma sequéncia (a,) converge para um nimero real L quando,
fixado arbitrariamente um niimero real € > 0, existir um ng € N tal que | a, — L |< €, para
todo n > ny.

O niimero L é chamado de limite da sequéncia (a,,) e denotamos

lim a,=0L, lima,=L ou a, — L.
n—-+o0o

Se uma sequéncia ndo converge para real algum, dizemos entdo que ela diverge ou que é di-

vergente.
Proposicao 1.1.1. Se a sequéncia (a,,) convergir, entdo seu limite é tinico.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que a sequéncia converge simultaneamente para L
e M, reais distintos. Digamos, sem perda de geralidade que L < M. Dado ¢ > 0, existem
ny, no € N tais que

n>ny =|a,—L|<e¢,
n>ng=|a,—M|<e.

Tomando ny = maz{ni,no} e € = Y=L temos que

M+ L M+ L
n>ng=>—--e+M<a,<ec+ L= < <

o que é um absurdo.

Proposicdo 1.1.2. Se (a,,) for uma sequéncia convergente, entdo (ay) é limitada.

Demonstracao. Seja lim a,, = L e tomemos ¢ = 1. Entdo, existe ny € N tal que
n>ng=|a,—L|<1,

ou seja,

n>ny=>L—-1<a,<L+1.
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Defina o sequinte conjunto X = {ai,as,...,a,,,L — 1,L + 1}. Ora, como este conjunto

é finito, segue que existem M = maxX e m = minX e, portanto, concluimos que (a,,) é

limitada.
[ |

A reciproca dessa proposicdo € falsa, pois a sequéncia {0, 1, 0, 1,...} é limitada mas
nao é convergente. Observamos, porém, que o fato de uma sequéncia ser limitada ndo implica
que ela seja convergente. A garantia da convergéncia de uma sequéncia limitada é adicionar
a hipdtese o fato dela ser além de limitada, ser também mondtona como veremos a seguir. A
seguir, enunciaremos o resultado mais importante sobre limites de sequéncias, conhecido na

literatura matemadtica como o Teorema de Bolzano-Weierstrass.
Teorema 1.1.1 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia monotona e limitada é convergente.

Demonstracio. Suponhamos, sem perda de generalidade, que (a,) seja uma sequéncia nao-

decrescente e limitada, isto é, que
CL1<CL2<CL3<...<M,

para algum M > 0. O mesmo também poderia se estender, de forma andloga, aos demais
casos. Entdo, M é uma cota superior para o conjunto A = {ay, as, ag, ...}, sendo que tal
conjunto possui supremo, digamos supA = L. Afirmo que lim a,, = L. Para tanto, sejae = 0
dado; como L — ¢ ndo € mais cota superior de A, algum elemento de A € maior que L — ¢,
digamos a,, > L — e. Mas, como a,, < Gpy+1 < Apgt+2 < ..., concluimos que a,, > L — ¢,
para todo n > ng. Assim, temos L —e€ < a, < L < L+ ¢,donde L — € < a, < L + €e,
consequentemente, —e < a, — L < € ou, que € 0 mesmo, | a, — L |< €, como queriamos

demonstrar.

Exemplo 1.1.1. Considere a sequéncia (a,,) dada por

"1 1 1 1
=) =ltlt gttt
k=0

Vamos mostrar que essa sequéncia € mondtona e limitada.
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a) a,, ¢ mondtona (estritamente crescente). basta observar que

n+1
(nt1 = kX: Zk' n—l—l

e, portanto, mondtona.

b) a,, é limitada. De fato, basta mostrar que

i) a, é limitada superiormente por 3, para Vn € N, isto é

1
n=1+145+

1 1 1 1 1
3] ot +—<1+1+< > (1.1.1)

3! 2 22 2n=

A expressao entre parénteses representa a soma de uma progressao geométrica finita de

razao % Assim, calculando a soma dessa progressao, temos

U S 1
o= T4l gt ot
1
< 24 (1- 5
1
- _2n—1
< 3

ii ) a,, é limitada inferiormente por 2. De fato, basta observar que

1

1
gt > lel=2 (1.1.2)

1
Pt

1
n=lH 1t gt o

2

Portanto, concluimos que a sequéncia (a,,) € monétona e limitada, isto é, 2 < a,, < 3,Vn € N.

Logo, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass a sequéncia é convergente.
[

Teorema 1.1.2 (Teorema do Confronto). Sejam (a,,) e (b,) sequéncias convergentes que pos-

suem o mesmo limite, digamos lim a,, = limb,, = r. Se (c,) é uma sequéncia que satisfaz a
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seguinte propriedade

an < ¢ < by
para todo n € N, entdo c,, converge e limc, = r.

Demonstraciio. Seja ¢ > 0. Sabemos que existem Ni, N € N, tais que | a, — 7 |< £ se

n> Nie|b, —r|<gsen > Ny Tomemos N = max{N;, Ny}, entdo, se n > N temos

len—1| = |en—an+a,—r|
S |Cn_an|+|an_r|
< |bn—an|+|an_r|
= |bn—7“+7’—an\—|—|an—r]
< |by—r|+|r—a,|+|a,—1]
_ e+e+e
3 3 3
= e

Portanto, lim¢,, = r.

Proposicao 1.1.3. Se lima,, = a e limb,, = b, entdo:
1. lim(a, +b,) =a+b
2. lim(a, —b,) =a—1»5
3. lim(a,.b,) = a.b

a a
4. lim|—=) ==, seb+#0.
b, b 7
Demonstracao. Demonstraremos apenas o item 1.
Dado ¢ > 0, existem ny, ny € Ntaisquen > n; =| a,—a [< 5en >ny =| b, —b|<
5. Sejang = max{ny, ny}. Entdo n > nyg = n > ny e n > ny. Logo, paran > ng
€

| (an +bn) = (a+0) [=] (an = a) + (bn = ) |<|an—a|+|bn—b|<§+2

= €.
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Teorema 1.1.3 (Weierstrass). Toda sequéncia limitada admite uma subsequéncia convergente.

Esse teorema d4 uma condi¢do suficiente para a existéncia de tal subsequéncia. Um
resultado auxiliar extremamente importante, também conhecido como o Lema dos interva-
los encaixantes, que pode ser anunciado da seguinte forma: Sejam dados os intervalos [, =
[an,by],n € N, taisque I; D Iy D I3 D .... Selim | I,, |= 0, entdo existe um unico [ € R tal

u =1 vé i .
e I [. Através desse lema se demostra esse importante teorema
n>1

1.2 Sequéncia de Cauchy

Até o presente momento, vimos que para provar que uma sequéncia € convergente, preci-
sdvamos conhecer o candidato a limite. Porém, nem sempre isso € possivel, tamanha a comple-
xidade de algumas sequéncias. Assim, gracas ao famoso matemaético frances, Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857), iremos apresentar um outro critério, bastante interessante, para mostrar
se uma sequéncia € convergente sem precisar necessariamente saber para quanto ela converge.

Vale destacar, segundo Neto (2015), que o conceito de sequéncia convergente possui um
grande apelo geométrico, uma vez que utiliza a ideia de que os termos da sequéncia aproximam-
se cada vez mais de um certo nimero real, a medida que seus indices aumentam. Além disso,
€ de se esperar que, se os termos de uma sequéncia ficarem cada vez mais proximos uns dos
outros 2 medida que seus indices aumentem, entdo a sequéncia deva convergir.

Nesse presente topico serd apresentado o critério de Cauchy, um importante resultado
que nos dard uma condi¢ao, ndo somente suficiente mas também necessdria, para a convergéncia

de uma sequéncia de niimeros reais.

Definicdo 1.2.1. Uma sequéncia (a,) € dita uma Sequéncia de Cauchy se, para todo ¢ > 0

dado, existir ny € N tal que
m, n>ng =| a, —a, |[<e€.

Teorema 1.2.1. Uma sequéncia (a,,) é convergente se, e somente se, é uma sequéncia de Cau-

chy.

Demonstracao. Suponhamos, por hipdrtese, que a sequéncia (a,,) seja convergente, com limite



CAPITULO 1. SEQUENCIAS 19

r. Dai, dado um € > 0, entdo existe ny € N tal que

n>n0=>]an—7“\<§.

Portanto, para m, n > ng, segue da desigualdade triangular, que

€ €
]am—an|:|am—r—|—7’—an|<\am—'r|+|r—an\<§—i—§:6,

mostrando, dessa forma, que a sequéncia (a,,) é de Cauchy.

Reciprocamente, seja (a,, ) uma sequéncia de Cauchy e tome € = 1. Entfo, existe ng € N
tal que | a,, — a, |< 1, para todos m, n > ng. Em particular, | a,, — an,,, |< 1 para todo
m > ng. Ento, o conjunto {a, | n > ng} estd contido no intervalo (a,o — 1, a,o + 1), ou seja,
a sequéncia € limitada, pois € limitada a partir do termo de indice ny + 1. Portanto, o teorema
de Bolzano-Weierstrass garante que a sequéncia possui uma subsequéncia convergente. Sejar o
limite dessa sequéncia e seja e > (. como a,, € uma sequéncia de Cauchy entdo existe ng tal que
| @m — a, |< § sempre que m, n > ny. Visto que a,, possui uma subsequéncia que converge
para r, entdo existe ng € N, com ng > N tal que | n, — r |< 5. Logo se n > ny, temos

€

2

€
|a”_r|:|a”_GNO+a”0_T|<|an_an0|+|nno_r|<§+ = E.

Logo, a sequéncia converge.

1.3 Sequéncias de Funcoes

Seja A C Re F(A,R) = {f/f: A— R} o conjunto das fungdes reais definidas sobre
A.

Definicao 1.3.1. Uma sequéncia de fungoes é uma correspondéncia que associa a cada niimero
natural uma uinica fun¢do:

f:N—= F(AR),

que denotamos por f(n) = f, : A > R.
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A sequéncia de fungdes é denotada por ( f;,) Paratodo z € A, asequéncia (f,(x))

neN’ neN

¢ uma sequéncia numérica.

Definiciio 1.3.2. Uma sequéncia de fungoes (f,),cy tal que f, : A — R, converge pontual-
mente ou, simplesmente para a funcdo f : A — R se para todo x € A e todo € > 0 existe

no € Ntal que | f,(x) — f(z)| < € para todo n > ny,.

O ntimero ng = n(e, xo), depende tanto de € como do ponto z,. Uma sequéncia de
fungdes € dita divergente se ndo converge. Se a sequéncia ( f,), .y converge pontualmente para
f, paratodo x € A fixado, tem-se:

lim f,(z) = f(z);

n—oo

f(z) é dito o limite pontual da sequéncia.

Exemplo 1.3.1. Seja A = [0, 1]. A sequéncia de fungdes (2"),eny = (1,7, 22,23, . ..) converge

pontualmente para a funcéo f : [0, 1] — R definida por:
0se xe|0,1
f(z) = lim 2" = 0,1

n—oo

1 se x=1.

Observacdo 1.3.1. Dada uma sequéncia de fungdes ( f,,)nen, €m que cada f,, seja continua em
A e (fn)nen converge pontualmente a uma funcgéo f, nada nos garante que f seja continua. De
fato, basta notar, pelo exemplo anterior, que as fungdes f,,(x) = " sdo continuas em [0, 1] mas

convergem pontualmente para uma fun¢do descontinua.

O exemplo anterior indica que a convergéncia pontual de uma sequéncia de funcgdes
ndo € suficiente para preservar as propriedades das fungdes que formam a sequéncia, dai a

necessidade da seguinte defini¢do.

Definicao 1.3.3. Uma sequéncia de funcéoes (f,)nen converge uniformemente para a fungdo f
se para todo € > 0 existe ny = ng(e) € N tal que | f,(x) — f(x)| < € para todo n > ng seja

qual for x € A.

Claramente, se uma sequéncia de fungdes converge uniformemente para f, converge
pontualmente para f. A reciproca é falsa, como mostra o proximo exemplo (|1.3.1]).

A seguinte proposi¢do € util para verificar se uma sequéncia converge uniformemente.
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Proposicao 1.3.1. Seja a sequéncia de fungées (fy,)nen definidas sobre A C R. Se existe uma
sequéncia numérica (an)nen que converge para zero e | fn(x) — f(x)| < a, para todo x € A,

entdo a sequéncia de fungdes ( f,,)nen converge uniformemente para f.

Exemplo 1.3.2. A sequéncia (%) converge uniformemente para zero, pois
neN

e a, = + converge para zero.

Teorema 1.3.1. Seja a sequéncia de fungdes (f,)nen que converge uniformemente para f.

1. Se as f,, sdo continuas em A, entdo f é continua em A e:

n—oo | r—xo r—xo Ln—oo T—T0

1m®mhm}ﬂmpmn@}4mﬂ@

2. Se as f, sdo integrdveis em A, entdo f ¢ integrdvel em A e:

b

lim ) folz) = /abnh—?olof"(I)dI = /abf(x)dx

n—o0
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Séries

Talvez o mais antigo relato envolvendo um somatdério infinito seja o famoso paradoxo
dicotomia, proposto pelo filésofo Zenao de Eléia (c.450a.c), que diz "Um corredor nunca pode
chegar ao fim de uma corrida, pois antes de chegar ao fim, ele precisa chegar ao meio. Depois,
ao meio do que falta e assim sucessivamente ad infinitum". (Oliveira, 2016).

A ideia de integracdo, quase um século apds Zendo, teve origem em processo somatorios
ligados ao cdlculo de certas dreas, volumes e comprimentos; processo este conhecido como
Método da Exaustao, que teve como precursor o matemético grego Eudoxo (408-355 a.c.).

Neste capitulo apresentaremos a no¢ao de soma infinita, também denominada de série

numérica, sua defini¢do, assim como suas propriedades.
Definicdo 2.0.1. Uma série de niimeros reais é uma sequéncia (s,) obtida a partir de uma
sequéncia (a,), da seguinte forma

Sp=a1+as+az+..+a,, n =1,

ou seja,
n
Sp = E a;.
i=1

Se a sequéncia (s,) converge dizemos que a série converge, caso contrario, dizemos

22
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simplesmente que a série diverge. Em geral, denotamos a série (s,,) por

[e9)
E a, ou simplesmente E Ay, .
n=1

A proposi¢ao a seguir nos d4 uma condi¢@o necessdria para a convergéncia de uma série

em funcdo do seu termo geral.

o0
Proposicao 2.0.1 (Critério do Termo Geral). Se Z ay, for convergente, entdo lim a,, = 0.
n:O n—oo
Demonstracao. Seja S a soma da série e s,, = a; +as + - - - + a,, onde a,, representa a n-ésima
soma parcial. Se tomarmos n suficientemente grande, tanto s, como s,_1 estdo perto de S,
assim a diferenga s,, — s,,_1 = a,, estd proximo de zero. De uma maneira mais formal, temos

lim a, = lim (s, — $,-1) = lim s, — lim s, ;1 =5 — S5 =0.

Observacio 2.0.1. Veremos adiante que a série harmonica, » %, ¢ divergente. Dessa forma, a
reciproca dessa proposi¢do € falsa. Assim, notamos entdo que esse critério, do termo geral, s6
podera ser utilizado para provar divergéncias, pois se lim a,, = 0, a série ) _ a,, podera divergir
ou convergir.

Exemplo 2.0.1 (Série Geométrica). Dado ¢ € R \ {0}, a série geométrica Z ¢"~! converge
k=1

se, e somente se, | ¢ |< 1. Nesse caso, sua soma é igual a

Demonstragio. (<) Fazendo s,, = 1 +¢+¢*+ ... + ¢" ! e, de acordo com a férmula da soma
dos termos de uma progressao geométrica, temos
I Sl q

Sy = =

l-¢ 1—-¢q 1—-q

Dai, vem

. . 1 q" 1
lim s, = lim | —— — = —,
n—00 n—oo \ 1 — ¢ 1—g¢q
uma vez que se 0 <| ¢ |< 1, entdo lim,,_,, ¢" = 0.
(=) Por outro lado, se |g| > 1, entdo lim | ¢" |= +oose|q| > 1e lim | ¢" |=1se|q| = 1.
n—o0 n—oo
Dessa forma, pelo critério do termo geral, a série Z ¢"~* é divergente.
k=1
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Proposicao 2.0.2. Se > a, e > b, sdo séries convergentes e k é um niimero real qualquer,

entdo:
(a) a série . kay, converge e > ka, =k ay,.

(b) a série Y (a, + b,) converge e Y (a, + b,) =Y a, + > by.
Demonstracao.

(a) Seja s, a n-ésima soma parcial da série ) a,, entdo a n-ésima soma parcial sa série

> ka, é ks,,. Portanto, temos
g ka, = lim ks, =k lim s, = k E an
n— o0 n—oo

(b) Se s, e t, sdo, respectivamente, as n-ésimas somas parciais das séries > _ a,, e Y _ b,, entdo
a n-ésima soma parcial da série > (a, + b,) é s, + t,,. Portanto, aplicando propriedades

de limites, vem

Z(an +b,) = lim (s, +t,) = lim s, + lim ¢, = Zan + an.

n—oo n—0o0 n—oo

Proposicao 2.0.3 (Série Telescopica). Seja (a,,) uma sequéncia. Entdo, a série

oo

Z(an - an—f—l)

n=0

converge se, e somente se, a sequéncia (an) converge e, neste caso, temos:

[e.9]

Z(an - an+1) = ag — lima, 4

n=0

[e.e]
Demonstracao. Trivial, pois a série E (an, — ans1) converge se, e somente se, a sequéncia das

o n=0
somas parciais

Sp = (ag — a1) + (a1 — ag) + ...(ap — Gpy1) = Qo — Qi1
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onde n € N, converge e, sendo este o caso, o limite da série serd

lim s, = ag — lima,;.
n—oo

2.1 Testes de Convergéncia

A presente sessao ird apresentar alguns critérios de convergéncia mais usuais, utilizados
na literatura matemdtica. Dessa forma, antes de tentar calcular o limite de uma série, primeiro

serd necessario saber se ela converge.

Proposicao 2.1.1 (Critério de termos positivos). Se (a,) é uma sequéncia de termos ndo nega-

tivos, entdo » , ay, converge se, e sO se, a sequéncia (s,,) de suas somas parciais é limitada.

Demonstracdo. (=) Sabemos que, por defini¢do, ) a; converge se, e somente se, (s,,) con-
verge. Como toda sequéncia convergente é limitada, concluimos que, se > | a; converge, entio
(sy) € limitada.

(<) Suponhamos, agora, que (s,,) seja limitada. Ora, como a;, > 0 para todo k > 1, temos que
$1 < S9 < 83 < ...l Portanto, (s,) é uma sequéncia mondtona e limitada, logo convergente,

pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass.
[

Como vimos, a reciproca da Proposicao ¢ falsa. Um contra-exemplo cldssico,
como ja foi mencionado anteriormente, é a série harmonica » | % Essa série, assim como a
série geométrica, € bastante importante na matematica, servindo, sobretudo, como referéncia
para alguns testes de convergéncia. No proximo exemplo, mostraremos a divergéncia da série

harmonica.

oo
. . L, . .
Exemplo 2.1.1. A série harmonica g — € divergente. Com efeito, temos
n
n=0
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Separando, adequadamente, os termos da soma parcial, vem

SETHE Y (N P O S Loy b
S =TS T 3T 57678 o1 41 on 2 3

Assim, temos que son = 1 4+ n - 5. Segue-se que lim son = +00 €, por conseguinte, lim s,, =

N |—

~+o00. Logo, a série harmonica diverge.

Proposicao 2.1.2 (Teste de Comparagdo). Sejam (a,) = 0 e (b,) = 0 sequéncias numéricas

com a, < b,. Entdo:

(i) Se Z ay, for divergente, entdo Z b, diverge.
n=1 n=1

oo o0
(ii) Se Z by, for convergente, entdo Z a, converge.

n=1 n=1
Demonstracdo. Sejam s, = a; +ay +ag+---+a, et, = by + by + bs + --- + b, somas

parciais das séries » _ a, e Y b,, respectivamente. Ambas as somas crescentes. Dai, temos
0<a1+a2+"'+an:3ngtn:bl+b2+"'+bn-

(i) Suponha que ) a, seja divergente, entdo s,, — oo. Mas como s,, < t,, entdo t — 0.

logo, a série > b, é divergente.

(ii) Suponha, agora, que > b, seja convergente, entdo 0 < s, < t,, = by + by + -+ b, <

> b,. Como s, é crescente e limitada superiormente, logo a série > a,, é convergente.

[ |
o0 o0

Definicao 2.1.1. Uma série E a, ¢ absolutamente convergente se a série E | an | € con-
n=1 n=1

vergente.

A defincdo acima representa uma classe de séries cuja convergéncia, em principio, é

mais facil de ser estabelecida.

Proposicao 2.1.3 (Teste da convergéncia absoluta). Toda série absolutamente convergente é

convergente.
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Demonstracdo. Consideremos que a série ) | | a,, | seja convergente, e seja:

an, S€ a, >0
| an [=
—a,, se a, <0
Logo, temos que 0 <| a,, | +a, < 2 | a, | é limitada superiormente e, como »_ 2 |
an, |= 2> | a, | é convergente, entdo > (| a, | +a,) é convergente, pela preposi¢ao 2.6.
Assim, > (| a, | +an,) = >, | an | +>_ a, donde, por hipdtese, > | a, | converge e,

consequentemente, » , a,, também converge.
|

A reciproca dessa proposi¢ao nao € vélida, isso quer dizer que, ha séries convergentes que nao
sdo absolutamente convergentes. Um resultado bastante conhecido na matemadtica € o critério

de Leibniz para convergéncia de séries, ao qual faz referéncia a séries alternadas.

Proposicao 2.1.4 (Critério de Leibniz). Seja (a,) é uma sequéncia ndo crescente de niimeros

reais positivos tal que

lim a, = 0.
n—o0
o0
Entdo a série g (—1)""'a, é convergente.
n=1

Demonstracao. Paracadan € N, seja s, = a; +as + -+ + a,. A condicdo a; = ay > ag >

... > 0 garante facilmente que

Ora, por outro lado, temos m € N, dai

| Som—1 — Som |= agm — 00

por sua vez, a desigualdade das somas parciais garante claramente que a sequéncia (s,,) é de

Cauchy e, consequentemente, ¢ convergente, conforme o desejado.
|

Proposicao 2.1.5 (Teste da razdo). Seja (a,) uma sequéncia de termos ndo nulos, tal que
. Ap+1
lim

n—o0 | Gy

= L. Entdo:
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(i) Se L < 1, entdo a série Y a,, converge absolutamente;
(ii) Se L =1, entdo esse teste ndo dd informagoes sobre sua convergéncia;
(iii) Se L > 1, entdo a série »  a,, serd divergente.
Demonstracao. Faremos a demonstracao do item (i). Suponhamos que

an+1

lim

n—oo

=L <1

Qn

Tome € > 0 tal que L + € < 1. Entdo, pelo limite acima segue que existe ny € N tal que

Qp41
L <€, VYn > nyg,
an
ou seja
An41
0< 2 < L+e€ VYn>ng
Qn,

Logo, fixando n > ny podemos escrever

0< g____

0< g____

Multiplicando todos os termos da desigualdade acima, obtemos

Qn
— < L+e,

Qpy

ou seja,

Any

0<a, < ——
¢ (L + €)mo

(L+¢€)"

para todo n > ny. Como a série

er%?%;a;’ji:([/%—ﬁ)n

28
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¢ uma série geométrica de razdo L + € < 1, entdo é convergente e, portanto, pelo critério da

comparagdo segue que a série » | a,, é convergente.
[ |

Proposicao 2.1.6 (Teste da raiz). Se existe L tal que /| a,, | < L < 1 para todo n > ny entdo
> a, é absolutamente convergente. Em outras palavras, se lim {/| a,, | < 1 entdo a série Y _ a,,

converge (absolutamente).

Demonstracdo. Seja lim {/| a, | = L < 1. Assim, dado € > O tal que L + € < 1, Iny > 0 tal
n—oo

que para todo n > ng, temos | {/| a, | — L |< €, ou seja,

0</|an| < L+e,

que por sua vez implica em

0<a,<(L+e€"

Como L + ¢ < 1, temos que a série geométrica » (L + €)™ é convergente e, pelo teste de
comparagdo, Proposicdo (2.1.2]), concluimos que a série ) a,, também é convergente, sendo

absolutamente convergente.
|

Teorema 2.1.1 (Teste da integral). Seja f : [1,+o0] — R wuma fun¢do continua, positiva e

(o]
decrescente, para todo x > 1. Ponha a, = f(n), para todo n € N. Entdo, a série Zan

n=1
—+00

converge se, e somente se, a integral impropria (x)dx for convergente.
1

Demonstracao. Como a fungio f é decrescente, entdo temos que, para todo x € [k, k + 1], com

keN,
fk+1) < f(x) < f(k)

donde, integrando em [k, k + 1], temos

k+1 k+1 k+1
fk+1)dr < (z)dx < f(k)dz,
k k k

o que implica em -
"
flk+1) < f(z)dz < f(k).

k
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Somando k£ = 1 até um n fixado, obtemos

kol
+
—

S

SVCERIED S RIFIEIEES SFE!

e como a,, = f(n), obtemos

Zak—H < /” f(x)dr < Zan- (2.1.1)
k=1 1 k=1

Analisaremos, agora, os dois casos do teorema.
(=) Suponhamos que a série ) _ a,, converge. Ora, entdo isso implica que a sequéncia (s, ), das

somas parcias, ¢ limitada superiormente, isto é, Iny > 0 tal que

n
sn =Y ax <ng
k=1
entdo, da expressdo ([2.1.1]), vem

/ f(x)dz < Zak < ny,
1 k=1

“+o00

donde se conclui que (x)dx converge.
1

(<) Suponhamos, reciprocamente, que a integral / f(z)dz seja convergente. Logo, para
1

todo n > 1 fixado, segue que 3L > 0 tal que

/100 f(z)dr < L

da expressao ([2.1.1]), obtemos
Zak+1 < / f(z)dz < L.
1

k=1

Assim, podemos escrever

ou seja,

ay+as+as+...+a, <L
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como a; > 0, entdo

ai;+a+as+...+ay S L+a1
donde conclimos que

ian S L+a1.
k=1

Assim, a sequéncia (s, ), cuja soma parciais é limitada superiormente, e também crescente e,

portanto, a série > a,, é convergente, como queriamos demonstrar.
|

Exemplo 2.1.2. Utilizando, mais uma vez, como exemplo, a série harménica, isto &, %, ea
série hiper-harmonica, representada por » # para todo real r > 1, entdo o teste da integral
possibilita facilmente estabelecer a divergéncia da série harmonica, bem como a convergéncia
da série hiper-hormdnica. De fato, nos dois casos a fun¢do f é continua, positiva e decrescente
e, portanto, satisfaz as hipéteses do teorema do teste da integral. Assim, calculando a integral

imprépria nas duas situagdes, temos:

1
(a) No caso da série harmdnica, tomando f : [1,4+00) — R dada por f(x) = —, tem-se
T

/ %dt = lim 1ahf = lim Inx = +00
1

T—00 1 T—r00

1
(b) Analogamente, tomando f : [1,4+00) — R dada por f(x) = —, com r > 1, obtemos
:BT

<1 | 1 1
/ —dt = lim —dt = lim —1
1 tr z—oo [y tr rz—oo 1 —r \ gr—1

2.2 Séries de Funcoes

Até a metade do século XVII, os matematicos analisaram e desenvolveram varios mé-
todos de convergéncia de séries de nimeros. A partir dai, houve uma ampla investigacao em
relacdo as sequéncias e séries de fun¢des. Dois brilhantes matematicos, Newton (1642-1727)

e Leibniz (1646-1716), estudaram séries de funcdes usando métodos algébricos e geométricos.
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Newton calculou as séries para fungdes trigonométricas e para a fungdo exponencial, desenvol-
vendo muitos resultados de calculo, tais como drea, comprimento de arco e volume. Ja Leibniz,
somou sequéncias de reciprocas de niimeros poligonais e, seguindo o trabalho de St. Vicent,
somou e analisou vdrias sequéncias geométricas.

O conhecimento de séries de fun¢gdes produziu importantes e significativos avangos em
teoria dos niumeros, bem como em diversas dreas da matematica, tamanho sua aplicabilidade e
importancia.

Dada uma sequéncia (f,,) de fungdes f,, : I — R, definimos a série de funcdes

sn(@) = fi(x) + fa(x) + ..+ fol) = ka

n
como a sequéncia (s, ) de fungdes s, : I — R, tal que s,, = Z fr» paratodo n € N.
k=1
Dizemos que > fi converge pontualmente (respectivamente uniformemente) em I para

uma fungdo f : I — R se a sequéncia (s,,) converge pontualmente (respectivamente uniforme-

mente) para f. Nesse caso, escrevemos

d fe=1
k=1

Proposicao 2.2.1. Para cada n € N, seja f, : [a,b] — R uma funcdo continua. Se a série

> fx converge uniformemente em [a, b] para uma fungdo f : [a,b] — R, entdo:

(a) fé continua;

(b) ka(x)cm = Z/ fr(x)dz.
k=1v¢

@ k=1

Demonstracao.

n

(a) Como, por hipétese, cada funcdo f, é continua, entdo s, = E fr € continua, pois é
k=1

uma soma finita de fun¢des continuas. Mas, como s,, — f uniformemente, segue, pelo

Teorema ([1.3.1]), que f é uma fungédo continua.
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(b) Por hipétese, s,, — f uniformemente, entdo, pelo Teorema (|1.3.1)),

0 b n b
fr(x)dr = lim fr(x)dx
b n

= lim Z fr(x)dx

O préximo teorema apresenta um importante critério para verificar se a convergéncia de

uma série de func¢des € uniforme, representando uma condig¢do suficiente.

Teorema 2.2.1 (M-teste de Weierstrass). Seja > fr uma série de fungoes definidas em um

intervalo I satisfazendo as seguintes condicoes:
(a) Para cadan € N, existe M,, > 0 tal que | f,(z) |< M, para todo x € I.

(b) A série Y My converge.

Entdo, a série de fungoes E fr converge uniformemente em I.
k=1

Demonstracio. Como, por hipétese, a série numérica » . M), converge, entdo, o teste de com-
paracdo para séries de nimeros reais (proposi¢ao , garante a convergéncia absoluta da
série > fi(x). Portanto, a fungdo f : I — R fica bem definida, bastando, agora, estabelecer a
convergéncia uniforme de ) fj para f.

Pelo teste da raiz (proposi¢ao ), dado € > 0, segue que existe ny € N tal que para

todo n > ng, implica

| @) = su(@) |=] Y fil@) [ | fula) [< ) M. (2.2.1)

k>n k>n k>n
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n oo
Assim, a convergéncia da sequéncia E M, para g Mj,, garante que
k=1 k=1

ka(x) — ZMk <€
k=1 k=1

x
para todo n > ng. Portanto, Z M| < e. Entao, por ([2.2.1]), concluimos que, para n > ny,

k>n
tem-se
o0
| F(2) = sul@) | S My < e
k>n
[e.@]
para todo x € I. Portanto, (s,,) converge uniformemente para f e, consequentemente, Z fr(x)
k>1
converge uniformemente para f, como queriamos mostrar.
[ |
= 1
Exemplo 2.2.1. A série de funcdes Z ﬁsen (kz) converge uniformemente em R. De fato,
k=1
) sen (nk 1
definindo f,, = # e tomando M,, = —, temos:
n n
) sen(nx 1
) | fulz) |= # < —, paratodo x € R;
n n
oo
.. I g A
(i1) Z —; € convergente, pois € a série hiper-harménica com r = 2.
n
n=1

o0
. L 1 .
Portanto, pelo M-teste de Weierstrass, segue que a série g 5 sen (kx) converge uniforme-

k=1
mente.

ok
Exemplo 2.2.2. A série E o converge uniformemente para todo intervalo da forma (—a, +a).

k=1
. x" . a™
De fato, basta definir f,, : (—a,a) — R, dado por f,(z) = — Assim, tomando M,, = —
n! n!
temos
" a”
| fu(x) |= g )

0 n
~ 7 . 7 M a/ 7 ° e
Pelo teste da razdo, a série numérica E — ¢ convergente, isto &, denotando o termo geral por
n!

n=1
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n

b, = —, segue que
n!

by, ntl !
lim 2 = fim P —m S =0 <1

Logo, as condig¢des (a) e (b) do M-teste de Weierstrass sdo satisfeitas, donde segue, portanto, a
k

oo
convergéncia uniforme da série E
k=1

T
H.

2.3 Séries de poténcias

Nesta sec¢do estudaremos o importante conceito de séries de poténcias. O primeiro a
utilizar as séries de poténcias para resolver problemas foi Isaac Newton, em 1665. Newton
provou o famoso teorema binomial.

Uma série de poténcias € uma série de fungdes do tipo

Z ap(x — o)k

o0
k=0
com k > 0, onde ag, ai, as, ... sdo numeros reais dados. E assim como as séries numéricas,
an,(x — xo)" representa o n-ésimo termo da série de poténcias, onde a,, é o n-ésimo coeficiente

da série. Segue, abaixo, o teorema central dessa importante teoria.

oo
Teorema 2.3.1. Dada a série de poténcias Z ap(z — x0)", existe 0 < R < +o0 tal que a

. k=0
serie:

(a) Converge absolutamente no intervalo (xo— R, xo+ R) e diverge em R\ [xo — R, x¢ + R).
(b) Converge uniformemente no intervalo [xo — r,xo + 1], para todo 0 < r < R.

Assim, de acordo com o teorema acima, existem trés possibilidades de convergéncia de

uma série de poténcias:
(1) A série converge apenas em T = Zy;

(i1) A série converge em todo x € R;
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(iii) Existe R > 0 tal que a série converge absolutamente se | = — 2y |< R e diverge se

| . — 2o |> R.

Convém destacar que o teorema nada diz em relagdo a | z — zy |= R, isto é, nos pontos
x = z9 £ R, a série pode ser absolutamente convergente, condicionamente convergente ou
divergente.
Demonstragao. Destacamos, primeiramente, que a série ) ;- ax(z — 79)* converge absoluta-
mente no intervalo (xo— R, o+ R) se, e somente se, a série » k>0 @xT” converge absolutamente

* converge uniformemente no

no intervalo (— R, R). Da mesma forma, a série » _, ., ax(z — o)
intervalo [zy — 7,9 + 7] se, e somente se, a série ) , ., converge uniformemente no intervalo
[—r, r]. Portanto, podemos supor, sem perda de generalidade, que x¢ = 0.

Vamos, agora, analisar os dois itens do teorema. assim, temos:
(a) Separando em duas partes, isto, €, em duas afirmagdes, vem:

1. Se a série Y, ., axz” é convergente quando x = a # 0, entdo ela € absolutamente

convergente, qualquer que seja z € (—a, a).

De fato, para um certo X, temos:

o o T
S lad® =) k|| = (2.3.1)
k>0 k>0 a

assim, como Y, -, axa’ converge, entdo existe ng € N tal que n > ng =| a,a" |< 1.

Portanto, segue de (2.9) que, | azaz® || £ |*<| £ |¥, para k > ny. Entdo, a série geométrica
T |k 4 T =
> ksno | & |" € convergente, onde | = [< 1, logo, o teste da comparagdo garante 0 mesmo

para ), | axz” | e, portanto, o mesmo para Y, - | arz® |.

2. Se a série ) k>0 apx® é divergente quando x = 3 # 0, entdo ela € divergente, qualquer
que seja z € R tal que | = |>] B |. De fato, para um certo x, se ), axz" conver-
gisse, entdo, pela afirmagdo do item anterior, tal convergéncia acarretaria a convergéncia
absoluta e, consequentemente, a convergéncia da série ) k>0 akﬁk. O que seria, eviden-

temente, um absurdo.

Diante das afirmacdes (1) e (2), a série Z agpx” garante que uma das trés possibilidades

k=0
ocorra:

(1) A série converge quando x = 0;
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(i1) A série converge absolutamente, isso para todo x € R;

(iii) Existem «, 8 # 0 tais que | o |<| | e a série em questdo converge absolutamente

quando | z |< « e diverge, consequentemente, quando | z |>| 5 |.

Dai, se um dos casos (i) ou (ii) ocorrer, nada mais a fazer. Seja, agora, a analise e de-

monstragdo do caso (iii).

Ocorrendo o caso (iii), o real abaixo positivo fica bem definido:

R={r>0; Z axu® conver ge absolutamente quando |u| < r}
k=0
Afirmamos que Y, _, axz" converge absolutamente quando |z| < R e diverge quando

|z| > R. Estudando os dois casos de forma separada, temos:

eSe|r|< R,tomertalque |z |[<r < Re).,_,a,u” converge absolutamente quando

| w |< r. Entdo, ¢ imediato, que >_,_, axz® converge absolutamente.

eSe|x|>Re) ,_,arx"” convergisse, entdo, tomando S tal R < S <| z |, seguiria da

afirmagdo anterior e que >, _, aju” converge absolutamente quando | u |< S. Ora, mas
o0

isso contradiz a definicdo de R, logo, segue que Z apx® diverge.
k=0

(b) Sejadado 0 < r < R, segue, como visto foi visto anteriormente, que Zk:o | agr® | con-
verge. Entdo, fazendo M, =| a;r* |, temos, para | = |[< r, que | axz” |<| apr® |= M.
Portanto, pelo teorema 2.2 (M-teste de Weierstrass), a série | apzh converge uniforme-

mente no intervalo [—r, +r], como querfamos mostrar.
[

Convém destacar, em termos de notagdo, que o R, citado no teorema anterior, ¢ chamado de
raio de convergéncia. O proximo teorema explicita, de uma forma bastante clara e objetiva,

em certas circunstancias, uma forma de calcular esse R.

Corolério 2.3.1. Seja dada uma sequéncia (a,)>( de niimeros reais ndo nulos. Se existe 0 <
o0

R < 400 tal que lim

= R, entdo a série de poténcias E ar(x — 20)* tem raio de
n—oo

k=0

Qp+1
convergéncia R.
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Demonstracao. Representando por a,, o termo geral da série e aplicando o teste da razao, temos

an 1 (r — 20)" !

~ lim |x—x0|_|x—x0\

n— 00 ’ Lid ’ R
An+41

: ’ Q41 ‘ S
lim ———— = lim
n—00 ‘ an, | n— 00

an(x — x0)"

|z — x|
R

> 1. Assim, a série em questdo converge absolutamente se | z —xo |< R

O teste da razdo garante que a série y ., -, a(x—xo)" converge absolutamente se <1

e diverge se M

e diverge se | © — xo |> R. Portanto, o Teorema ([2.3.1)) garante que o raio de convergéncia da

série € igual a R.

Exemplo 2.3.1. (a) Considere a série

0 $_3k+1
Sy

k=1
Aplicando o teste da razdo, temos
. a x — 3)"*2 n _
lim [ = ( ) . =|x—3] lim
n—00 | n—o00 n + 1 (Qj — 3)n+1 n—oo N, + 1

e, portanto, a série converge absolutamente quando | x —3 |< 1,0 que equivale a2 < = <
4, e consequentemente, diverge quando | z—3 |> 1. Bom, em rela¢@o ao que acontece nas
extremidades desse intervalo, o Teorema ndo pode ser previsto antecipadamente,
isto é, | x — 3 |= 1. Nesse caso, se faz necessario uma andlise caso a caso, dai a equagao
| x — 3 |= 1 possui soludes x; = 2 e x5 = 4 e, levando esses valores a série original,

obtemos as seguintes séries:

o (_1)n+1
e Para x1 = 2 a série Z — ¢ condicionalmente convergente;
n=1
=1
e Para xy = 4 a série Z - ¢ divergente (série harmonica).
n=1

Portanto, o conjunto dos valores de x que tornam a série convergente € o intervalo 2 <

T < 4.

(b) Jana série

1
—x
;k!
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ndo podemos aplicar o coroldrio ([2.3.1]), pois apresenta uma infinidade de termos com

coeficientes iguais a zero, isto &,

=1 1
Y a? =0z 42”4020 4 St
| 2

(c) Na série Z(a:c)k ,com a # 0, o coroldrio ([2.3.1)) pode ser aplicado. Temos

k=0
n+1
lim 2 = Jim | (o)™ | =| ax |,
n—00 (U n—o0 | (Q{{L‘)" |
donde
1
|ozx|<1:|a|]x|<1:|x|<ﬁ,
a
que é uma progressao geométrica, logo
S 1
E_
Z(am) =T o
k=0
[
oo
Teorema 2.3.2. Se a série de poténcias Z ar(x —x0)" tem raio de convergéncia R > 0, entdo:
k=0
(a) A fungdo f : (vo — R,xo + R) — R, dada por f(x) = Z ar(x — o), € infinitamente
k=0
derivdvel.
(b) Paratodon € N, temos f™ = Z L-a;.c(x—xo)k”_”, para todo x € (rg— R, xo+
(k —n)! ’

k>n
R), e a fungdo que define f™) também tem raio de convergéncia R.

Cabe destacar aqui, que os processos de derivacao e integracdo termo a termo para séries

de poténcias sao motivados pelas funcdes polinomias, para as quais essas operagdes sdo obvias.

Demonstragio. Seja fi, : (v — R, 29 + R) — R a fungo definida por f, = ax(x — z0)F.

Entdo, f; é continua e possui convergéncia uniforme em [z, — r, xy + 7], para todo 0 < r < R.

Sem perda de generalidade, podemos supor x9 = 0. Seja S o raio de convergéncia da série

Zkakxk ' temos S = Re f'(x Zkakxk ' Vo € (=R, R). Observe, agora, que

| ara® |<| kaya® |, para todo k > 1, onde k € inteiro e x € R. Portanto, se a série Z kaya"!

k=1
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oo
converge absolutamente, entdo o mesmo se passa com a série E kayx" e, consequentemente,
k=1

com Z apx®. Assim, S < R. Considerando 0 < 2z < Re (0 < h < R — x, temos
k=0

foth) =1 (ZWM Zx>zz(W)

k=1

Pelo teorema do valor médio, também conhecido como teorema de Lagrange, para cada k& > 1

h)* —
existe ¢, € (z,x + h) tal que (z+ }>L = ke, Portanto, vem
h
flz+ E kakc L

de forma que a série 3, ., kayc} " converge absolutamente e, como
k-1 k-1
| kapx™ " |<| kagel ™ |,

o teste da comparagdo garante que ) , -, kapz"~! também converge absolutamente. Da mesma
forma, bastante andloga, tal série converge absolutamente se —R < x < 0, onde S > R.

Definindo a fun¢do g : (—R, R) — R, dada por g(x Z kapxz*!, temos
k>0

Assim, pelo teorema fundamental do cdlculo, para | z |< R, temos

f(x)dz = g(x) = i kaya"!
k=0

Como f’ ja foi calculada, entdo, pela hipétese do principio de indugéo finita, temos

frz) = (k_k—'m). sap(r — o),

essa série também tem raio de convergéncia R. Dai (f(™)' = f™*! tem raio de convergéncia R
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e € tal que

- k!
f(m+1)<$) _ 2 : _ak(m . xo)k—(m-i-l)_
[ |

oo
Exemplo 2.3.2. Se a série de poténcias Z ar(x — 0)¥ tem raio de convergéncia R > 0, entdo
k=0

oo

- ag 4 . N

a série g 1 (z — 20)*"! também tem raio de convergéncia R. De fato, como
k=0

> d <~ a
_ k_ k k+1
f(m)—kzzoak(x—a:o) _%kz:()k—i—l(x_mo) ,

o teorema ([2.3.2)) garante que ambas as séries tém o mesmo raio de convergéncia.

2.4 Séries de Taylor

Da secdo anterior, vimos que as séries de poténcias eram absolutamente convergen-
tes em intervalos simétricos em torno do ponto no qual foram desenvolvidas, eram derivaveis
e, consequentemente, integriveis, isso termo a termo. As séries de Taylor representam um
aprofundamento das séries de poténcias. O desenvolvimento de funcdes em séries de Taylor
constitui uma ferramenta utilizada em areas como calculo e andlise numérica. Sendo, portanto,
bastante util, do ponto de vista matematico, expressar fungdes como soma de termos infinitos,
aproximar fungdes ao redor de um ponto, encontrar seus pontos de maximo e minimo, estudar
convergéncias de métodos interativo e, ainda, buscar solucdes de equagdes diferenciais ordina-

rias.

2.4.1 Polinomios e séries de Taylor

Seja f uma fungdo de classe C'*°. Entdo, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

/ ")t = f(z) — flo).
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Aplicando o método da integragéo por partes, com u = f'(t), v’ = 1 e, sem perda de gerenali-

dade, escolhendo convenientemente v(t) = ¢t — x, obtemos

/ Cpwde = (- o) / (= ) (o)

o
T

= f(wo)(w — o) — / (t —x)f"(t)dt.

o

Como f(z) = f(x) + /w f'(t)dt, entdo

f(x) = f(xo) + f(wo)(x — o) — /I(t —x)f"(t)dt.

x0

Fazendo esse processo, integracdo por partes, varias vezes, percebemos um padrao formado,

isto é, -
T n+1
F(2) = pala) + (—1)" / L4 ayar
onde
1" (TL)
pn(x) = f(x0) + f'(w0)(x — x0) + / ;:!EO) (x —x0)* + ... + fn! (x — x9). (2.4.1)

De acordo com o Principio da Indugdo Finita, essa ultima expressdo € valida paran = 0 e,
pela hipétese de inducdo, a mesma € valida para qualquer n. Basta, agora, mostrar que se valer
para algum n > 0 entdo também valerd para o passo seguinte, isto é, n + 1. Mas isso decorre,

evidentemente, da aplicacao do método da integracao por partes.

Definicao 2.4.1. O polinémio p,, em ([2.4.1]) é o polinomio de Taylor de grau n da funcdo f e,
se f for de classe C'*° em torno do ponto x, entdo a sequéncia n — p,, é a série de Taylor da

fungdo f centrada em x, denotada resumidamente por

) (5
1) =3 0 gy

n=0

~~

No caso particular, para xy = 0, a série tem a forma

n!

> fln)
) = 300,

e recebe o nome de série de Maclaurin.
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A fun¢do f serd denominada analitica em x = a quando ela puder ser representada por

uma série de Taylor em algum intervalo aberto centrada em a:

©  n)(g
o) =S LW g

n!

n=0

Exemplo 2.4.1 (Férmula de Euler). Considere a fun¢io exponecial f : R — (0, +00), definida
por f(z) = e”. Como f é continua para todo R e infinitamente derivdvel, entdo paraz = 0 e

aplicando a série de Taylor, vem

PO, SO, SO0, Y0,

fla)=e" =1+, o ] al

n=0
n

Como —(e*) = €%, temos
dm”(e) e

A férmula de Taylor com resto de lagrange estabelece uma condicdo necesséria e sufi-
ciente para que uma funcdo infinitamente derivavel possa ser aproximada pelo seu polindmio
de Taylor. O teorema a seguir fornece uma férmula para o resto da aproximacao de f pelo seu

polindmio.

Teorema 2.4.1 (Férmula de Taylor com Resto de Lagrange). Sejam [ um intervaloe f : I — R

uma funcdo n vezes derivdvel em I. Para x,, v € I distintos, existe c entre x( e x tal que

Demonstracao. Suponha, sem perda de generalidade, que xy < z (se x < x(, 0 argumento &

andlogo). Seja g : [zo, ] — R uma fung¢io dada por:
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(0= t)f = S(a—1)"

onde @ € R € escolhido de tal forma que g(zp) = 0. assim, como, por hipdtese, f é n
vezes derivdvel em [ e [zg,z] C I, entdo é imediato que g seja derivavel em [z, z]. Como
g(xo) = g(x) = 0, entéo o Teorema de Rolle garante a existéncia de ¢ € (¢, x) de tal forma
que ¢'(c) = 0. Dai, temos a seguinte expressao

o~ 1)

(TL _ 1)' (‘T - t)n_17

g'(t) =

para ¢ € (g, ), temos ¢'(c) = 0 se, e somente se, « = f((c). Portanto,

=l r(n) (n)
0= o) = )~ 3 T e~ = e ey
donde,
k) (g ) (¢
f(l'): f k<' 0)($—$0)k+fn!< )<$—Q30)n,

como queriamos demostrar.
[ |

Corolario 2.4.1. Sejam I um intervalo e f : I — R uma funcdo infinitamente derivdvel. Se
existe uma constante C' > 0 tal que | f(”)(x) |< C™ paratodon > 1ex € I, entdo, fixado

xo € I, temos

) (1
1) =3 gy

para todo x € 1.

Demonstracao. Fixando x € [ e n € N, segue , do teorema anterior (Férmula de Taylor com

Resto de Lagrange), que

a .. L. .
Afirmo: 5 — 0 quando n — 400, para a € R tal que | a |> 1. Ora, mais isso é imediato,
n
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basta aplicar o teste da razdo. Assim,

. Ap41 a”“ n! X a
lim = ———  —| = lim ,
donde lim ¢ _ 0 < 1, que converge absolutamente.
Seja c entre z e x. Logo,
‘f (C>(I—$0)n S( |3§ xO’) =0
n! n!

para n — +00.
|

Exemplo 2.4.2. Diante do resultado do coroldrio acima e da férmula de Taylor com resto de
Lagrange, podemos mostrar a validade que a série de Taylor da funcdo exponencial converge

para tal funcdo em toda a reta, generalizando e legitimando o exemplo ([2.4.1)), ou seja,

x - 1 k
e’ = Z EI , VeR.
k=0
Tomando x € R e diante do Teorema da Férmula de Taylor com Resto de Lagrange para

zo = 0, vem

onde existe um c entre x; € X, ou seja, c entre 0 e X. Vamos mostrar que esse reto tende a zero.

Temos

Portanto,
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Equacgdes Diferenciais

As equacoes diferenciais sao objetos de intensas atividades que envolvem pesquisa, tanto
na drea cientifica quanto no setor tecnoldgico, tamanha a diversidade e aplicabilidade em suas
aplicacdes. Elas descrevem situacdes do mundo real, tendo, portanto, desempenhado um papel
relevante na ligacdo e interacdo com outras ciéncias.

O estudo das equagdes diferencias teve inicio com o advento do cdlculo diferencial e
integral, ao qual data do século XVII, idealizados, de forma independente, pelos brilhantes
matematicos Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Diante das
inumeras contribui¢des desses dois cientistas as mais diversas dreas do conhecimento humano,
convém destacar suas colaboragdes ao desenvolvimento da teoria das equagdes diferenciais.
Newton formulou as trés leis que levam o seu nome e a lei da gravitacao universal que possibili-
taram obter equacdes diferenciais ordindrias; assim como, visto no capitulo anterior, viabilizou
o estudo para exprimir funcdo em torno de uma série infinita. J4 Leibniz desenvolveu o método
da separacgdo de varidveis e o método de resolugdo de equagdes de primeira ordem.

Merecem destaque especial, pela grande relevancia e importancia para a difusdo, evo-
lucdo e aperfeicoamento dessa teoria, os matemdticos Euler, Bernoulli, Cauchy, Lagrange, La-
place, Gauss, Fourier e Poincaré. Leonhard Euler (1707-1783), certamente o maior matemético
do século XVII, identificou a condicao para que equagdes diferenciais de primeira ordem sejam

exatas, encontrou solucdo geral para equagdes lineares com coeficientes constantes. Joseph-

46
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Louis Lagrange (1736-1813) mostrou que a solu¢do de uma equacao diferencial homogénia de
ordem n € uma combinacdo linear de n solu¢do independentes. Carl Friedrich Gauss (1777-
1855), considerado o principe dos matematicos, e Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) contri-
buiram no desenvolvimento da teoria e conceitos de fungdes de varidveis complexas. Jean Le
Round D’Alembert (1717-1783) mostrou a que as equagdes diferenciais parciais estdo relaci-
onadas com a fisica matematica e analisou, também, a solu¢do para equacao da onda. Joseph
Fourier (1768-1830) estudou a propagacao do calor em corpos s6lidos, onde desenvolveu suas
séries e explicitou seus coeficientes, surgindo, dessa forma, a equagdo do calor e as suas bri-
lhantes ideias conduziram a criagcao de um novo ramo dentro da matematica.

Com o avanc¢o e desenvolvimento pela qual a matematica passou ao longo dos anos,
foi possivel, sobretudo, a resolu¢do de inimeros problemas, os quais puderam, de certa forma,
ser modelados em uma equacao diferencial, dos quais podemos citar: calculo das variacdes,
mecanica celeste, teoria das oscilagdes, elasticidade, dindmica dos fluidos, dentre outras.

O presente capitulo fard uma andlise sistemdtica desse importante e fértil campo da
matemadtica, impulsionado pelo progresso cientifico. Como mencionou, certa vez, o talentoso
matematico russo Nikolai Lobachevsky (1792-1856), "ndo ha ramo da matemética, por mais

abstrato que seja, que ndo possa um dia vir a ser aplicado aos fendmenos do mundo real".

3.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

De uma maneira geral, podemos dizer que temos uma equacao diferencial se na equacao
estdo envolvidas func¢des incognitas e suas derivadas.

Uma equacao diferencial € dita ordinaria (EDO) se a funcdo incognita depender apenas
de uma varidvel. Se depender de mais de uma varidvel serd denominada equagdo diferencial
parcial.

A ordem de uma equacgao diferencial é indicada pela maior ordem de derivagdao que
aparece na equacdo. Uma EDO de ordem n tem como expressao geral

F< dy d?y d”y> o,

%%%,@,'“ e 3.1.1)

onde F' € uma funcdo de n + 2 varidveis.

A equagdo (3.1.1) representa a relagdo entre a varidvel independente = e os valores da

mn
e o . . Y -
func¢do incégnita y e suas n primeiras derivadas. Quando pudermos explicitar T na equacao
X
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(3.1.1) teremos uma forma normal da EDO de ordem n, isto &,

4%y = ( dy &y dn_l*”). (3.1.2)

dan e de? T e T

As equagdes na forma normal podem sempre ser escritas na forma da equacgdo |3.1.1] basta

considerar

F(xy dy dy dny> _ 4 ( dy &y dnly) —0.  (3.13)

dr’de?” " der) T der I\ de? T e

Entretanto, uma equagdo na forma geral (3.1.1) pode acarretar mais de uma equagdo na

forma normal (3.1.2)). Por exemplo,

dy\ 2
ZY —_r=0
(dm) .
leva as duas equagdes na forma normal:
d d
Y_re Y-
dz dx

A equacdo diferencial (3.1.2) é chamada linear se a funcdo f for linear nas varidveis
dy d2y dn—ly

Yy, —,—=, -+, ——. Sendo assim, a forma geral de uma EDO linear de ordem n é
dx’ dx? daxn—1
dr dn—l d
an(2) 72 + (@) T -+ (@) T+ aolw)y = g(o) (3.1.4)

onde a,, ndo € identicamente nula.

Qualquer funcio f, definida em algum intervalo 7, que, quando substituida na equagio
diferencial reduz a equacdo a uma identidade, serd chamada de solucido para a equagdo no
intervalo, ou seja, qualquer funcdo suficientemente diferencidvel que satisfaca a equacdo no
intervalo /.

Ao resolver uma equacgdo diferencial ordindria de n-ésima ordem, encontramos uma
familia de solucdes a n-parametros. Chama-se de solugdo trivial em uma equacdo diferencial
toda solugdo que € identicamente nula no intervalo /. Ja a solucao particular é quando qualquer
solu¢do nao depende de parametros. Uma solucao singular é qualquer solu¢ao que ndo pode
ser obtida da familia de solu¢do a n-parametros. Por fim, a solu¢ao geral € quando a familia de

solugcdes n-parametros fornece todas as solucdes para a equacdo diferencial no intervalo /.
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Uma solugdo para a EDO (3.1.1)) que pode ser escrita na forma y = f(z) é chamada
de solucio explicita. Dizemos que uma relagido G(x,y) = 0 é uma solu¢io implicita da EDO
(3.1.1)) em um intervalo I, se ela define uma ou mais soluc¢des explicitas em /.

Para uma equacao diferencial de orem n, o problema

Resolver "y ( dy &y dn_lg)
L = Ty 5 755" s 7 1
dx™ Y iz d? dzn—1 (3.1.5)
Sujeito a : y(x0) = yo, ¥ (€0) = Y1, - -,y (o) = Yn1
em que Yo, Y1, - - - , Yn—1 SA0 constantes arbitrarias, € chamado de um problema de valor inicial

(PVI) de ordem n. Os valores especificos y(zo) = vo, ¥ (20) = Y1, ...,y (20) = Yn_1 sd0
chamados de condig¢des iniciais. Em particular,
d™y

dn—ly dy
an(ﬂf)% + Cbnfl(x)m Tt al(@@ +ao()y = g(z) (3.1.6)

y(zo) = Yo, ¥'(x0) = 11, ... ay(nfl)(xo) = UYn—1

¢ um PVI linear de ordem n.

A seguir enunciaremos o teorema de existéncia e unicidade para equacdes diferenciais
ordindrias lineares de ordem n € N, que certamente ¢ um dos mais importantes de toda teoria,
garantindo, sob certas condi¢des gerais e facilmente aplicdveis, a existéncia e unicidade de

solucdes para problemas de valor inicial de equagdes diferenciais ordindrias

Teorema 3.1.1 (Existéncia e Unicidade). Sejam a,(x),a,_1(z),...,a1(x),ao(z) e g(x) fun-
¢oes continuas em um intervalo I com a,(x) # 0 para todo x neste intervalo. Se xq é algum

ponto deste intervalo, entdo existe uma tinica solu¢do y(x) para o PVI (3.1.6) neste intervalo.

Para os nossos propositos, estudaremos apenas as EDO’s lineares de primeira e segunda

ordens.

3.2 Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares de Primeira
Ordem

Segue, por ([3.1.4)), que uma EDO linear de primeira ordem tem a forma

a1 ()Y + ao(x)y = g(x), (3.2.1)
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cuja forma normal é
y' =p(z)y + f(z), (3.2.2)

w(@) | o _ o)
ay(z) f(@) ar(z)

Proposicao 3.2.1 (Método de Variagdo dos Parametros). Se f é uma funcdo continua em um

onde p(z) = —

intervalo I, entdo o conjunto de todas solugcées da EDO linear de primeira ordem éo

conjunto
W = {y(gj) — efp(x)dx/f(x>€fp(m)dxdx + Cefp(z)d:r e R}
em 1.

Demonstracdo. Em primeiro lugar, mostraremos que qualquer funcdo de ¥V é uma solucdo de

(3.2.2). De fato, seja y(z) = el @z [ f(z)e [P@d2dy 4 cel P@)dz, x € T e c € R. Ento,

y = p(x)el @ / Fla)e IP@ gy 4 f(2) + ep(z)el P@

= < I /f fp(m)dwdx—i—cefp(m)) + f(x)
= p@)y+ fz

Vamos mostrar agora que toda solugdo é desta forma. Seja ¢(x) uma solugdo qualquer

de (3.2.2) em /. Entao
do

2 p@)o+ f(2), w el

Multiplicando esta equacio por e~/ P(#)4% obtemos

e—fp(x)dw;l_gb _ p(x)e—fp(w)dm¢ — e—fp(x)dmf(x), rel,
T

ou

di[e_fp(“’)dxgb} — e—fzv(w)dwf(x)7 rel.
T

Integrando membro a membro, obtemos
e~ JP@dz gy /e_fp(w)dxf(x)dx +c, xzel,
para alguma constante ¢ € R. Finalmente, obtemos

b — eJ Pl / e~ TP f(2) g 4 el P e T
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para alguma constante ¢ € R.
[ |

Observacao 3.2.1. Note que a solugdo geral da equacdo (3.2.2)) é dada por y = y. + y,, onde
ye = cel P@)4 & 3 solugdo geral da equagio homogénea y’ = p(x)y ey, = e @) / e~ I @1z £ (2) de

¢ uma solucdo particular da equagao ndo homogénea (3.2.2]).

Exemplo 3.2.1. Resolva o PVI

A ) + e2x
ye (3.2.3)
y(0) =1
Solugio. Sendo p(r) = —2 e f(x) = €**, segue, pela proposi¢do anterior, que
y(:z:) _ ef—2da:/62x€f2dxd$+Cef—2dx
— e2x/62162xd$_‘_6621
2z
— e_ —2z
= + ce
é a solugdo geral da equacio y' = —2y + €**.
2.0
Devemos agora encontrar a constante ¢ € R tal que y(0) = 1, isto &, e +ce 20 =1,
logo, ¢ = %. Dessa forma,
(@)= 3 LR
r)=—+-¢ x
y 4 4 ? ?
¢ a tnica solucdo do PVI dado.
[ |

Exemplo 3.2.2. Resolva a EDO
y = 2xy.

Solucdo. Sendo p(z) = 2x e f(z) = 0, segue, da proposi¢io anterior, que

2

y(x) _ €f2xdx/0'€f—21dmdx+C€f2mdz — ce®

€ a solugdo geral da EDO dada em R.
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3.3 Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares de Segunda

Ordem

Nessa sessdo estudaremos as equagdes diferenciais ordindrias lineares de segunda or-
dem,
d*y dy

az(w)@ + al(af)% +ao(x)y = g(x), (3.3.1)

onde as, a1, ag € g sdo fungdes continuas em um certo intervalo /.
Se g(x) = 0 para todo x, a equag@o serd chamada de homogénea. Caso contrdrio, ela é
dita nao-homogénea.

Note que podemos escrever a equacdo ((3.3.1]) na forma

d? d
d—x% +p(:c)£ +aq(r)y = f(2), (3.3.2)
bastando dividir a e a i _ (@) _ ao(7) _ g(@)
quagdo por as(x) e definir p(x) = (@)’ q(z) = 2(7) e f(x) = (@)
2 2 2

Teorema 3.3.1 (Principio da Superposi¢do). Se y; e yo sdo solucoes da EDO linear homogénea
de segunda ordem, y" + p(x)y' + q(x)y = 0, entdo a combinagdo linear c1y; + coyo também

serd solugdo dessa equagdo, para quaisquer constantes reais ¢y e Cs.

Demonstracao. Seja ¢ = c1y; + c2y2. Temos, usando a linearidade da derivagao, que

¢ +pd +qp = iyl + eyl + pay) + peays + qayn + qeays
=y +py) +an) + vy + pys + qye)
= 61.0 + CQ.O

= 0.

Observacao 3.3.1. Por indugdo, mostra-se facilmente que qualquer combinacao linear finita de

solugdes da equagdo y” + p(z)y’ + ¢(x)y = 0 também é uma solugdo.

Definicao 3.3.1. Dizemos que as fungées fi(x) e fo(x) sdo linearmente dependentes (LD) em

um intervalo I se existem constantes reais c, e co, ndo todas nulas, tais que

lel(l’) + CQfQ(ZE) = 0, VY el
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Caso contrdrio, as fungoes sdo ditas linearmente independentes (LI), isto é, se as unicas cons-

tantes para as quais

cfi(z) +cafa(z) =0, Vo el
sdocy =0ecy =0.

Definicdo 3.3.2. Sejam y; = p1(z) e yo = o(x) fungdes diferencidveis em um intervalo

I C R. O determinante

Y1 Y2
Wiy, ye) =|
Y1 Yo

¢ chamado Wronskiano das funcoes v, e ys.
Teorema 3.3.2. Sejam y; = ¢1(x) e yo = @o(x) funcdes diferencidveis em um intervalo I C R.
Se o Wronskiano das fungoes v, e vy for diferente de zero em pelo menos um ponto do intervalo

I, entdo as funcoes sdo linearmente independentes. Consequentemente, de forma equivalente,

se as fungdes Yy e yo sdo linearmente dependentes em I, entdo W (y,,y2) = 0. para todo = € 1.

Demonstracao. Se as funcdes y; e y» sdo LD, isto é, linearmente dependentes, entdo existe
uma constante A tal que

1=y = Ayh, Yo el,

logo, calculando o Wronskiano, temos

Yyr Yo AY2 Yo Y2 Yo
W(yi,y2) = ) = / =\ o = 0.

Y Y Ay Y Yo Y

Convém ressaltar, no entanto, que a reciproca desse teorema nao ¢ verdadeira.

Teorema 3.3.3. Duas solugoes vy, e ys da equagdo

as(2)y" + ay(x)y + ap(x)y =0

sdo LI, ou seja, linearmente independentes em I se, e somente se, W (y1,y2) # 0, para todo

r el

Demonstracdo. (=) Suponhamos, por contradi¢do, que W (y,y2) = 0. Para um certo x fi-

xado no intervalo I e levando em consideracdo que y; € ¥ sdo linearmente independentes, entdo
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podemos escrever o Wronskiano de tal forma que W (y;,y2) = 0. Assim, existem constantes
¢1 € co ndo nulas, tais que: c1y1(xo) + c2y2(xg) = 0, que derivando ambas essas combinagdes,
temos: c1y;(zo) + cay5(x9) = 0. Como y; e y2 sdo solugdes da equacao, entdo pelo principio
da superposicao, teorema 3.3, segue que p(z) = c1y1(x) + coyo(z) também € solugdo. Assim,
o(xo) = Z—i(wo) = 0. Pela unicidade do teorema segue que ¢(z) = 0 e, consequentemente,
c1y1(x) + coye(x) = 0, caracterizando dessa forma a linearidade, ou seja, y; e y2 sdo linear-
mente dependentes, o que é um absurdo. Portanto, W (y;,y2) # 0.

(<) Segue de forma imediata do teorema anterior.

3.3.1 Equacoes Lineares Homogéneas com Coeficientes Constantes

Dada a equacdo linear de primeira ordem Z—Z — ay = 0, onde a € uma constante, vimos
na sessdo anterior, que y = e“* € solugdo. Diante dessa premissa, é bastante salutar e natural
procurar e analisar se solu¢des exponenciais existem para, no nosso caso, EDO’s lineares de
segunda ordem.

Suponhamos que y = e*®

seja uma solugdo da equagao

ay" + by +cy=0 (3.3.3)

com a,b, c constantes. Entdo, y = e = 3 = \e™ = ¢y = M2, que substituindo na

equacdo (3.3.3|), resulta
a(N2e*) 4+ b(AeM) + c(eM) = e (aX* + bA +¢) = 0.
Como e’ £ (), para todo = € R, entdo
aX* + b\ +c= 0.

Esta expressdo é chamada de equaciao auxiliar ou equacio caracteristica associada a equacao
(13-3.3).
Sendo a equacdo caracteristica uma equacdo quadratica, entdo existem trés casos a con-

siderar, em relacdo as suas raizes:
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®

(i)

(iii)

Raizes Reais Distintas
Sendo \; e )\, raizes da equagdo auxiliar, entdo encontramos duas solucdes: y; = eM?®

e y» = 2%, que formam funcdes linearmente independentes em R. Portanto, a solugio

geral para a equagdo (3.3.3]) serd

)\2.1]

Y = € + coe ,

com ¢y, cy € R.

Raizes Reais Iguais

Sendo A\ = Ao =\ = ;—Clz as raizes da equacdo caracteristica. Assim, obtivemso somente
uma solucdo da equacao . Para a outra solugdo -, linearmente independente de
= e_%x, tome yo = u(z)y;. Donde, substituindo na equagao 1' temos

a(uyy + 2u'y) + uyy) + b(u'yr +uyy) + cuyy =0

ou

u(ayy + by) + cyr) + (au"y; + 2au'y + bu'y,) = 0.

Como y; € uma solugdo da equacdo (3.3.3)), entdo auy; + 2au'y] + bu'y; = 0.

u
Seja g(x) = i / g(x)dx, substituindo u e y; na dltima equagdo acima, temos

d b
a—ge_%x + 2ag | — e 30 + bge_%x = 0.
dx 2a

d d d

Dessa forma, a—ge’%z =0 = Y _ 0, consequentemente, g(x) = o k, onde
dx dx dx

k € R.

Tomando k£ = 1, obtemos u(x) = z e como y = u(x)y;, entdo: yo = xy; = xe_%, ou
seja, y1 e yo sdo linearmente independentes. Portanto, a solug¢do geral da equacio (|3.3.3))
seré

_b _b
Yy = ce 27 + coxe Qam7
com ¢y, co € R.

Raizes Complexas Conjugadas

Sendo \; = a+ i e Ay = a — fi raizes da equagdo caracteristica, linearmente indepen-
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dentes, entdo a solucdo geral da equagdo (3.3.3]) serd dada por
y = cle(a-i-,b’i):c + 026(04—/3%)96 — 0% (Cleﬁix + 626—,81'96) ’

comcy,co € R.

Usando a férmula de Euler, e?’ = cosf) 4 isenf, com § € R, podemos escrever
y = e*[c1(cospr + isenfr) + ca(cosfx — isenfr)).
Portanto,
y = e**(kycospx + kysenfz),
com ki, ky € R.

Exemplo 3.3.1. A solu¢do geral da equacao
y'+y +3y=0

¢ determinada através da equacdo caracteristica A2 + X\ + 3 = 0, onde suas rafzes complexas
sdo, A\ = —% +iv2e Ao = —% — 13/2. Assim, suas solugdes sdo linearmente independentes

em R, e entdo podemos considerar a solug¢do geral real dada por

y=e2 (crc08V/2x + icosen/2z),

com c¢; € ¢y reais.

3.3.2 Equacoes Lineares Nao-Homogéneas com Coeficientes Constantes

Toda equacdo linear de segunda ordem nao-homogénea, com coeficientes constantes, é
definida por
y'+ay + by = g(x), (3.3.4)

onde a fungdo g € continua no intervalo / C R.

Teorema 3.3.4. Sejam y,(x) e y2(x) solugdes, linearmente independentes, da equacdo homo-
génea

y' +ay' +by =0
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e seja y,(x) uma solugdo da equagdo ndo-homogénea, equagdo (3.3.4). Entdo, toda solugdo
da equagao ([3.3.4)) serd da forma

y(x) = ayi(z) + caye () + yp(x), 1,02 € R.

Demonstracao. Afirmacao: A diferenca de duas solu¢des quaisquer da equacao nao-homogénea
(3.3.4)), € uma solugdo da equagdo homogénea. De fato, para fixar ideias, sejam hy(z) e ho(z)
solugdes da equagdo ndo-homogénea, e definimos a fungio A(x), de tal forma que h = hy — hs.

Temos,
h"+ah'+bh = B +hi+ah|+ahl+bhi+bhy = (h]+ah}+bhy)+(hi+ahy+Dbhy) = 040 = 0,

logo, h(x) = hi(x) — ha(x) é solug¢do da equagdo homogénea.
Seja, agora, y = ¢(x) uma solucdo qualquer da equagdo ndo-homogénea. Entdo, pela
afirmagdo acima, h(z) = ¢(z) — y,(z) é uma solugio da equacdo homogénea. Dessa forma,

existem ¢y, ¢ € R tais que h(z) = c1y1(x) + coy2(x), donde concluimos que

o(r) = c1yi(x) + caya(w) + yp(z).

Exemplo 3.3.2. Seja a EDO
Y — 4y +4y =220+ 1.

De acordo com o teorema anterior, a solucdo geral dessa equacéo é da forma y(z) = yu(z) +
yp(z), sendo yy () a solugdo geral da EDO homogénea associada e y, (=) uma solugao particular
da EDO nio-homogénea. A equagio caracteristica associada 2 equagcdo homogénea é \? — 4\ +
4 = 0, cujas raizes reais e iguais sd3o \; = Ay = 2 e, portanto, a solucdo geral da EDO
homogénea € y,(x) = c1€*® + cowe®®, com cj,co € R. A fungdo g(x) é um polindmio do
segundo grau x? — 2x + 1, de modo que a solugdo y, () é suposta do tipo y,(z) = az®+ bz +c,

onde y,(z) = 2ax + b e y, () = 2a. Substituindo, dessa forma, na EDO encontramos

2a — 4(2ax + b) + 4(ax® + bxr +¢) = 2° — 27 + 1,
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que por sua vez serd equivalente a

4a =1
—8a +4b = -2
20 —4b+4c=1

1 1 1 1
logo, a = T b=0ec= 3 Portanto, y,(z) = ZxQ + 3 e, consequentemente, a solucao geral

da EDO sera dada por

1 1
y(x) = c1e® + cpze®™ + 2+ =, ¢, ¢ €R.

4 8

3.3.3 Equacoes Diferencias com Coeficientes Variaveis
Equacao de Cauchy-Euler

Qualquer equacao diferencial linear da forma

2 d"y w1 d"ly dy
anT o + Ap_1T e + ..+ alxdm + agy = g(x),

onde os coeficientes a,,, a,_1, ..., ag sdo constantes, ¢ chamada de equacdo de Cauchy-Euler,
ou ainda de equacdo equidimensional. Uma caracteristica desse tipo de equacdo é que o grau
de cada coeficiente monomial coincide com a ordem de derivacdo.

Essas equagdes desempenham grande importancia, sobretudo, nas resolugdes das Equa-
coes Diferencias Parcias (EDP) de Laplace de segunda ordem sobre regides circulares.

Um caso particular, que serd objeto do nosso estudo, serd a equacdo homogénea de
segunda ordem, onde realizaremos uma andlise mais detalhada. Entdo essa equacdo terd a
forma

dy . dy

2 _

2
p . Yy, . .
Convém destacar que o coeficiente de — € zero para + = (. Para garantir a validade do

dzx?
teorema da existéncia e unicidade, a equacdo de Cauchy-Euler deverd ter solu¢des no inter-
valo (0, co). Cabe salientar, que solugdes no intervalo (—oo, 0) podem ser obtidas mediante a

substituicao de t = —x na EDO.
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A seguir, apresentaremos um método para solucionar tais equagdes diferencias.
Seja a EDO

az?y” + bxy' + cy = 0. (3.3.5)

Tentando uma solucao da forma y = ™, onde m serd determinado, e levando em consideragao

Yy =ma™ ey’ = (m—1)maz™ 2, sua primeira e segunda derivadas, respectivamente, temos

az®(m — D)mz™ 2 + bama™ ' + ca™ = 0.
Arrumando e organizando os termos, obtemos
2" [am?® + (b — a)m + | = 0.

Assim, 2™ serd uma solug@o para a EDO (3.3.5) quando m for uma solugdo para a equacio

auxiliar
am? + (b—a)m +c =0, (3.3.6)

a qual desempenha o mesmo papel que a equacao caracteristica desempenhava para EDO line-
ares homogéneas de coeficientes constantes.

Diante dessa equacgdo auxiliar, temos, fundamentalmente, trés casos a analisar:

(1) Raizes Reais Distintas
Sejam m; e my as raizes reais e distintas da equagdo (3.3.5)). Entdo y; = 2™ e yy = 2"

formam um conjunto fundamental de soluc¢des. Portanto a solucio geral serd dada por
y=crx™ + cox™?,

onde ¢, ¢y € R.

(i1) Raizes Reais Iguais
Se as raizes da equagdo forem iguais, isto €, m; = msy, entdo obtemos apenas
uma solucdo, y; = 2™, da equacdo de Cauchy-Euler. Aplicamos, dessa forma, o método
de D’ Alambert para descobrir uma segunda solu¢do y,, que seja obviamente linearmente

independente de y;. Tomamos y, de tal forma que y» = uy;, donde y), = u'y; + uy| e
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yy = u"y1 + 2u'y] + uyY, e substituindo na equagdo (3.3.5)), temos
az®(u"yy + 2u'y) + uyl) + br(W'y1 + uy)) + cuy, = 0.
Agrupando e organizando os termos, obtemos

u (ax®y! + by, + cyy) +ax’yu” + (2ax’y; + bryy)u’ = 0.

(.

=0
Assim, usando o fato de que y; = ™!, vem
az’z™ " + (2ax*mya™ ! + bea™ )u' = 0,
que simplificando, encontramos
azu” + (2amy + b)u’ = 0. (3.3.7)
Sendo am? + (b — a)m + ¢ = 0 e levando em considera¢do que a equagio possui raizes
iguais, entdao

a—>b
2a

que substituindo na equagio (3.3.7)), resulta

= 2mia+ b = a,

my =My =

axv” 4+ au' =0, com a # 0,

ou seja,

zu” +u' = 0.

/ dz e, . dZ dl’
pondo z = wu’, obtemos xr— + z = 0, que separando as varidveis, fica — = ——.
dx z x

Integrando e escolhendo a constante de integracdo igual a zero, obtemos In z = —Inz ou
z = x~1. Logo,

W =z=x1,
que integrando mais uma vez e levando em conta y, = wuy;, segue que u = Inz e,

portanto,

yo = 2™ Inx.
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(iii)

Com isso, concluimos, que as duas solucdes, y; € ¥, sdo linearmente independentes e,

consequentemente, a solucao geral da equagao Cauchy - Euler sera
y=c1x™ + cox™ Inx,

para quaisquer ¢y, ¢y € R.

Raizes Complexas Conjugadas
Neste caso, as raizes sdo complexas conjugadas m; = a+1i5 e ms = a— i3, com 3 # 0.
Assim,

_ a+if3 a—if3
Y= + cox ,

com ¢y, co € R.

Mas, existe, todavia, um inconveniente nesse expressdo, pois, assim como no caso das
EDOQO’s com coeficientes constantes, quando as raizes da equagao caracteristica eram com-
plexas, tivemos que escrever nesse caso a solucdo de fungdes reais. Para conseguirmos
tal solugdo, vamos tomar combinagdes lineares convenientes. Nesse caso, as solugdes
linearmente independentes sdo dadas pelas combinacdes lineares. Seja, primeiramente, a
identidade

2P

(eln:c)zﬂ — eiﬁ lnz’

ao qual, pela férmula de Euler resulta
2" = cos(Blnz) + isen(fInz).

Assim, suas raizes sao

my = 20T = exlne. oifinT — galeos(Blnx) + isen(SInw)]
my = zF = evlne. miflnT — galeog(BInx) —isen(BInx)]
fazendo
Yy = @ = z%os(fInx)
e
Yo = Ul z%sen(fInx),

2
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podemos verificar que as partes real e imagindria sao solu¢des linearmente independentes,
constituindo, assim, um conjunto fundamental de solu¢des para a EDO. Portanto, uma

solucdo geral para a equacao diferencial é

y = x%[cicos(Blnx) + casen(Blnz)],

com ¢y, cy € R.

Exemplo 3.3.3. Considere a equagdo de Cauchy - Euler 2%y” + 3z’ = 0, com as condi¢des
iniciais dadas por y(1) = 0 e y/(1) = 4. Entdo, a sua solugdo geral é determinada através da
equagdo auxiliar am? + (b — a)m + c,onde a = 1, b = 3 e ¢ = 0. Assim m? + 2m = 0, cujas

solugdes sdo m; = —2 e my = (. Dessa forma, a solucao geral serd dada por
_ -2
y=a + )

com ¢;,c; € R. Mas como y(1) = 0 = ¢; = —2, e, por outro lado, y/(x) = —2z 3¢y, donde

y'(1) =4 = kg = —2 = —F;. Portanto,

¢ a solucao do PVI dado.



CAPITULO 4

Resolucao de EDQ’s por Séries de Poténcias

Neste capitulo resolveremos EDO’s com o auxilio das séries de poténcias. O método que
abordaremos se baseia na hip6tese de que as solu¢des procuradas sao analiticas, pelo menos em
alguma vizinhanga de um ponto x, onde sdo dadas as condi¢des de contorno. Isso significa, no
entanto, que estas funcdes, obviamente continuas, possuem derivadas de todas as ordens neste
ponto e, portanto, podem ser expressas como uma série de poténcias.

Para motivar o estudo de EDO’s utilizando séries de poténcias, considere a EDO linear

de segunda ordem

y'(x) = —y(z), 4.0.1)
cuja solugdo geral é
o x2n+1 o0 xQn
) Zeusen ek eacoss = nzzo(_l) [ nzzo(_l) (2n)!" (4.02)

onde c1,co € R, x € R. Isso sugere que também possamos resolver a EDO em (|4.0.1)) tentando

uma série de poténcias

y(r) = ana", (4.0.3)
n=0
donde
y(x) =Y na,z"", (4.0.4)
n=1
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y'(z) = Z n(n —1Da,z"? = Z(n +2)(n+ 1)ayr02". (4.0.5)
n=2 n=0

Substituindo (4.0.3)) e (4.0.5) em (4.0.1)), obtemos

N+ 2)(n+ Dapeoa™ = = aga”,
n=0 n=0

uma equacdo que s6 pode ser vdlida para todos o valores de x se os coeficientes das poténcias

forem iguais, isto €,
a
g = — i , n=0,1,2,.... 4.0.6
T 1) (4.0.6

Essa equacdo é chamada de relacao de recorréncia. Por meio dela determinamos os coeficien-

tes a,,. Temos

2a9 = —ay

6az = —ay

12a4 = —a»

20a5 = —as
\

€ assim sucessivamente.

Todos os coeficientes de indices pares estdo relacionados:

(

ap = ¢1 (pondo)
Qo9 = —%CLO = —%Cl = —%Cl
ay = —1—126L2 = 2—1401 = %Cl
\
Continuando, obtemos
Qop = (—1)"(2711),61-

Os coeficientes de indices impares também estao relacionados entre si:

)
a; = ¢3 (fazendo)

1 1 1
as = —gal = _ECQ = —502
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Continuando, obtemos

1
A2p41 = (—1)n |C2-

(2n+1)

Assim, concluimos que

o0

1 > 1
y(x) = E (—1)”mx2”+1 + ¢ E (—1)”<2n)!12” = ¢18enx + cacosx, cq, ¢ € R,
n=0

n=0

que € a solug¢do dada em (4.0.2)).

Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 4.0.1. Encontre uma solugao para a equacao

na forma de uma série de poténcias em X.
Solucdo. Tentamos uma solucdo na forma

o0

y = Z a,z". (4.0.8)

n=0

Derivando a série termo a termo, obtemos
e.)
y = Z na,z" . (4.0.9)
n=1
Substituindo (4.0.8)) e (4.0.9) na equag@o (4.0.7]), encontramos

(o] (o)
E na,z" ' = 2z E anpx",
n=1 n=0

e fazendo a mudanga de indices m = n — 1 na primeira equagdo e m = n + 1 na segunda,

chegamos em

Z(n + Day 2™ = Z 20,_17" = a; + Z(n + Day 2" = Z 2a,_17".  (4.0.10)
n=0 n=1 n=1 n=1

Pela a igualdade de séries, os coeficientes devem satisfazer
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que € uma relacao de recorréncia que determina a,,. Iterando essa tltima férmula, temos

n=1, as = Qg
2
n=2, a3—§a1:0
3 1 Qo Qo
T T 2T T g
2
n =4, a5—ga3—0
5 1 Qo
n = g = =y = —
R T
2
n =0, a7:?a520
1 a
n=71, ag——a6:4—(!)
e assim por diante. Logo,
oo (o @] n
no_ r
v=3 n =3

€ solugdo da equacdo (4.0.7]) para qualquer escolha da constante aj.
|

Observacio 4.0.1. Vimos no exemplo 1' que y = ce” éa solucdo geral da equacdo

(4.0.7)) e procurando solugdes em forma de séries de poténcias chegamos ao mesmo resultado,
> .2n

L2 Zz
pois e*” = E —_—
n!

n=0

Considere a EDO linear homogénea de segunda ordem

as(x)y" + a1 (x)y' + ao(z)y = 0, (4.0.11)
que pode ser escrita na forma
y" +ple)y +qlx)y =0, (4.0.12)
a(z) ao(z)
fazendo p(z) = eq(xr)= .
p() 2(7) (z) 22(2)

Definicao 4.0.1. Dizemos que x é um ponto ordindrio, ou ndo singular, da EDO (4.0.12)) se,
nesse ponto, p(x) e q(x) ou suas extensdes continuas sdo funcées analiticas. Um ponto que ndo

¢ ordindrio ¢ dito um ponto singular, ou uma singularidade, da EDO.

Observacdo 4.0.2. No caso em que ay(z), ai(x) e ap(z) sdo polindmios sem fator comum,

x = xq (real ou imagindrio) é um ponto ordindrio se as(zg) # 0 e singular se as(zo) = 0.



CAPITULO 4. RESOLUCAO DE EDO’S POR SERIES DE POTENCIAS 67

Exemplo 4.0.2.  a) Os pontos singulares da equagdo (2 — 4)y” + 10xy’ — 5y = 0 sdo as

raizes de 2% — 4, ou seja, x = £2. Todos os demais pontos sdo ordindrios.

b) A equagdo (x — 1)y” + (22 — 1)y’ + (z — 1)y = 0 ndo possui ponto singular, sendo que

todos os pontos de R sdo ordindrios.

¢) ¥+ (Inz)y = 0: x = 0 é ponto singular, pois f(x) = Inx ndo é analitica nesse ponto,
ndo existe, por exemplo, f(0). Sendo assim, f(z) ndo pode ser desenvolvida numa série

de Taylor em torno de x = 0.

d) A equacdo de Cauchy-Euler, dada por ax?y” + bxy’ + cy = 0, em que a, b e ¢ sio

constantes, tem um ponto singular em = = 0. Todos os outros pontos sdo ordinarios.

e) ¥ + (z — 1)°3y +y = 0: x = 1 é ponto singular, pois p(x) = (x — 1)/ ndo pode ser
expandida em poténcias de (z — 1) (p"(z) = 2(z — 1)7'/3 ¢ infinita em = = 1).

1 — cosx

sena:y, + ——y = 0. Essa EDO néo
x

f) zy”" + (senz)y + (1 — cosx)y =0 = y" +

tem ponto singular, isto é, todos os pontos de R sdo ordindrios, inclusive x = (. De fato,

como
senx p2ntl o0 r2n
- = T
E: 2n+D g;( )@n+UV
1 —cosx Z n+1 & ( 1>n+1x2"_1
— (2n)!”

sdo séries de Taylor relativas a = = 0 das extensdes continuas de p(x) e g(z) nesse ponto,

a analiticidade em = = 0 esta verificada.

9 -1y +@* -1y +@x—-1%=0=9y"+(x+1)y + (x—1)y = 0: Nao tem

ponto singular (todos os pontos de R sdo ordinarios)

4.1 Resolucao de EDO’s em Torno de um Ponto Ordinario

Seja a equacdo diferencial linear de segunda ordem as(x)y” + a1(x)y + ao(z)y = 0,

que pode ser escrita da seguinte forma

y" +p(x)y +q(x)y = 0. 4.1.1)
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A seguir, serd enunciado o teorema que garante a existéncia de solucoes em série de poténcias

em torno de pontos ordindrios.

Teorema 4.1.1. Se x = x for um ponto ordindrio da equacdo diferencial (4.1.1)), podemos
sempre encontrar duas solucoes linearmente independentes na forma de série de poténcias

centradas em x,
o0
n
Yy = E an(x — x0)".
n=0

A série converge para uma solugdo em | x — xy |< R, em que R € a distdncia do ponto xy ao

ponto singular mais proximo, podendo ser real ou complexo.

Demonstracao. Por simplicidade, assumiremos que zy = 0 seja um ponto ordinério da equagao
(4.1.1). Como p(z) e g(x) sdo analiticas, entdo tem raios de convergéncia R; > 0 e Ry > 0,

respectivamente. Seja R = min{ Ry, Ry} e

p(x) = pur", q(x) = ", |z| <R
n=0 n=0

Procuramos solugdes do tipo:

y(zr) = Zanm", lz] < R.

n=0

Derivando formalmente esta série, temos:

y'(z) = Znanx”_l = Z(n + Day 12",
n=1 n=0
y'(x) = Z n(n —1a,z"? = Z(n + 1)(n + 2)an 22",
n=2 n=0

onde na primeira série trocamos n. — 1 por n e na segunda série trocamos n — 2 por n. Entdo

p(x)y'(x) = [anx”] : [Z(n + 1)an+1af”] = [Z(k’ + 1)pn—kak+1] z",

n=0 n=0 Lk=0

Q(I)y(x> = [Z ann] . [Z anl‘n] = Z [ qn_kak] z".

n=0 n=0
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Entdo a edo (4.1.1]) pode ser reescrita como

Z (n+ 1)( n+2)an+2+z k+ D)pp—rps1 + Gnorar] | 2" = 0.
=0 k=0

Pela unicidade das série de poténcias, temos

n
(n+1)(n+2)ano+ > _[(k+ Dpaortrsr + qugar] =0, n=0,1,2,....  (4.12)
k=0
A expressdo ¢ dita a recorréncia da série e determina a,, em fungdo das constantes
arbitrarias ag € a;.
Agora devemos mostrar que a solu¢do y = y(z) converge se |z| < R. Seja0 < r < R,
entdo as séries numéricas p(r) e ¢(r) convergem, em particular, os termos gerais destas séries

tendem a zero, logo sao limitados, isto é, existe M > 0 tal que
pu|r" <M e |gu|r" < M,
para todo n € N. Utilizando (4.1.2)), obtemos

M n
(n+ D)+ Dansa| < > [+ Dlaxs] + lax[)r*
k=0

< > [k + Dlaga| + larl)r* + Mlan g |r.
k=0
Denotemos por by = |ag| e by = |ay] e:
M & N
(n+1D)(n+2)by = — > [k + Dbgr + beJr® + Mby, 7. (4.1.3)
k=0

Note que 0 < |a,| < b, para todo n € N. Se trocamos n porn — 1 e n por n — 2 em (4.1.3)),

obtemos

n

[(k + )by + bi)r® + Mb,r,

n(n+ )b, =
k=0

n(n — 1 bk+1 + bk]T + Mb,_17.

k:
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Multiplicando a primeira igualdade por n e utilizando a segunda igualdade, obtemos:

M n
rn(n — Db, = — Z[(k 4+ 1)bjsr + b +rM(nb, — by_1) + Mb,r"
k=0

= n(n—1)b, — Mb,_1r +rM(nb, — b,_1) + Mb,r"

= [n(n—1)+rMn+ Mr"b,.

Logo
by, rn(n + 1) L by,
bor1  n(n—1)+ Mnr+ Mr*  n—oo by
Entdo, a série Z b,x" converge para |z| < r. Como |a,| < b,, temos que a solu¢do y = y(z)

n=0
também converge. Nao é dificil verificar que a solugdo obtida satisfaz a EDO (4.1.1]).

Observacao 4.1.1. Aqui, por uma questdao de simplicidade, suponhamos que a origem x = (
seja sempre o ponto ordindrio em torno do qual se deseja obter a solu¢do da EDO na forma de
série de poténcias. Isso, no entanto, ndo significa perda de generalidade, pois, caso contrério,
a substituicao da varidvel ¢ = = — z( transforma uma EDO com ponto ordindrio em z = x

noutra com ponto ordindrio em ¢ = 0.

Exemplo 4.1.1. A EDO
v —(1+2)y=0

ndo possui pontos singulares, entdo o Teorema (4.1.1]) garante a existéncia de duas solugdes na
oo

forma de série de poténcias, y = E a,x", na qual converge para todo x real. Temos,

n=0
Y —(1l+2)y=0= in(n —Dapz™ % - (1+x) iana:” = 0.
n=2 n—0
Organizando e agrupando os indices, vem
i n(n —1)a,z"* — i Ay 2 — i U322 =0
n=2 n=2 n=3

ou

205 — ag+ Y _[n(n = 1)ay — an_z — an_slz" "> = 0.
n=3
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(p—3 + Apn—2
n(n —1)
representa uma relacdo de recorréncia, e levando em conta que a( € a; permanecem arbitrérios,

Logo, segue que 2a9 —ap =0 € a, = , comn > 3. Como a segunda expressao

em termos deles escrevemos todos os demais coeficientes, donde

4 ao

CL3:?

a ap + aq

y =

_a1+a2_1 Qo Qo 51

“= "1 _112(a1+2)_%4 12

a_a2+a3__(a —I—a)——(@ ao—l—al)_@ ar

T 90 200 T T 00 2 6 ' 30 ' 120
&

E finalmente, concluimos que
y(l’) =ap+aT + &2$2 + Cl3£L'3 + a4x4 + ...

ou

CU2 .Tg ZEA CL’3 fE4 1'5
— T+ 4+ 42 4. A
y(x) a0(+2—|—6—|—24+ )+a1(x+6+12+120+ )

Exemplo 4.1.2. A equacfo diferencial y” + (cosz)y = 0, em que seus coeficientes ndo sdo
polindmios, também pode ser resolvida através de série de poténcias em torno de um ponto

ordindrio. Temos que

_1 L e
cosx = —a—kz—a—l—-“,
o0
em que x = 0 € um ponto ordindrio, e y = Z a,x". Susbstituindo na EDO, resulta
n=0

- n— ZE2 I4 - n
Z(n—l)nanx 2+(1—§+Z—~~)Zanx =0,

donde,

2?2t

(2a2+6a3x+12a4x2+20a5:c3+-~)+(1—§+I—-~) (ap + a1z 4 apz® + -+ ) = 0.

Agrupando os termos semelhantes, obtemos

1 1
(2ag + ag) + (6as + a1)z + (12a4 — 500 + a)x® + (20as + a3 — ial)xg +---=0.
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Agora deixamos tudo em funcao de ag € ay:

;

2a2+a0:O:>a2:—%
6G3+Q1IO:>CL3:—%

a
12a4+a2—%a1:0$a5:$

Logo,
y(ﬂf)Zao+a1x—%xQ—%x3+%x4+g—éx5—---
1 1 1 1
y(x) = ag (1—§x2+ﬁx4—---)+a1 <x—6x3+%x5—---).

4.2 Resolucao de EDO em Torno de um Ponto Singular

Na se¢do anterior foi estabelecida uma metodologia para a resolu¢cdo de uma EDO em
torno de um ponto ordindrio x = xy3. Porém, se esse ponto for singular, nem sempre serd
possivel encontar uma solucdo na forma de série de poténcias. Todavia, podemos contornar

o0
esse problema, tentando encontrar uma solucio na forma y = Z an(x — 20)"*", onde r é uma

n=0
constante a ser determinada.

Definicao 4.2.1. Os pontos singulares sdo, por sua vez, classificados em regulares ou irregula-

res como segue:

a) Dizemos que um ponto da EDO é um ponto singular regular se, ao reescrevermos essa
EDO na forma dada por (4.1.1)), constatarmos que (x — zo)p(x) e (v — x0)*q(z) sdo

analiticas em x.

b) O ponto singular que ndo ¢é regular serd chamado de ponto singular irregular.
Assim, de acordo com essa definicdo, temos os seguintes exemplos.

Exemplo 4.2.1. A EDO z%(z + 1)%y” + (2? — 1)y + Ty = 0, na qual podemos reescrevé-la na

forma
y rx—1 L 7
2 (x + 1)y x2(z + 1)?

y =0,

tem, em x = 0, um ponto singular irregular e, em x = —1, um ponto singular regular.
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Exemplo 4.2.2. Na equacao de Cauchy-Euler,

22y +axy +by =0, a,b€ER,

a Unica singularidade é z, = 0. Por outro lado:

ax 2z s,
1. x —|=aé analitica em 0;
T

b

2. 22 {—2} = b é analitica em 0.
x

Logo, x¢ = 0 € singularidade regular.

A seguir estudaremos o chamado método de Frobenius, usado para se obter solucao
em série de EDQO’s lineares em torno de uma singularidade regular. Os procedimentos que
utilizaremos para achar solucdes de EDO’s, nesta sessdo, sdo bastante similares aos estudados

na sessao anterior.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Frobenius). Seja a EDO

ax(2)y" + a1 (x)y" + ao(z)y = 0.

Se x = xy for um ponto singular regular dessa equacdo, entdo existe pelo menos uma solucdo

em série na forma

o oo
x—xOT’E an(x — )" g an(x — 20)" 1",

onde r é uma constante a ser determinada. A série convergird pelo menos em algum ponto de

| © — x¢ |< R, ou seja, a série de Taylor tem uma cota minima para o raio de convergéncia.

Aqui, pela mesma razdo do Teorema , supomos, por simplicidade, mas, obvia-

mente, sem perda de generalidade, que zo = 0. Assim,

y=2a' i " = i aa" . (4.2.1)
n=0 n=0

Vale destacar algumas observacoes:
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[o.¢]
a) Se xy € ponto ordindrio, entdo na série de poténcias E an(x — xp)" temos a,, a ser

. n=0
determinado;

b) Se x( € ponto singular regular, entdo aplicaremos o método de Frobenius com a,, e r a
oo

serem determinados na série E an(z — xo)”M;

n=0
¢) Os valores de r, para os quais a EDO tenha solug¢@o na forma de série em (4.2.1)) surgem
da resolucdo de uma equacao algébrica quadrética, pois a EDO em questao € de segunda

ordem, denominada equacao indicial, cujas raizes r; e r, sdo chamadas raizes indiciais.
Conforme as raizes indiciais r; e r9, existem trés casos a ser analisados:
(i) As raizes indiciais que nao diferem por um inteiro: |, — r, ¢ Z

Nesse caso, 0 método de Frobenius fornece duas solucdes linearmente independentes.
Analisaremos a seguinte EDO

3zy" +y —y=0.

(0.9}
Fazendo y = E a,x"*", e tomando sua primeira e segunda derivadas e substituindo-as

n=0
na EDO, temos
3> (n+r — D0+ )aa™ 2+ 3 (4 aa™ =Y a0 =0
n=0 n=0 n=0
ou
Z 3(n+r—1)(n+r)a,a" " + Z(n +r)a,z" T — Z ap_12" T = 0.
n=0 n=0 n=1

Igualando os indices e agrupando, temos

(3r — 2)rapz”™" + Z {Bn+r—=Dn+7)+ 1 +7)]ap — anr 2" 1 =0

n=1

ou

r(3r —2) apr” ' + Z [(3n +3r —2)(n+7) — ap_1] 2" = 0.
=0 n=1 =0

Assim,
r(3r—2)=0
(3n+3r —2)(n+r)a, — ap—1 = 0.



CAPITULO 4. RESOLUCAO DE EDO’S POR SERIES DE POTENCIAS 75

2
Da equagdo indicial, temos r(3r —2) =0=r=0our = 3

A relacdo de recorréncia depende das raizes indiciais, entdo para cada raiz:

ap—1
g ¢ n(3n — 2)
2 N Ap—1
r=- ap = —————
3 n(3n + 2)
n>1

Expandindo as duas expressoes, que correspondem séries distintas, nas quais x € arbitrario:

Parar = 0:
4 ao
a = _— — a
! 1-1 0
a1 ao
a - D = i
? 2.4 3
az as ao
a - D = —_— = _
’ 3.7 21 163
\
Portanto
yi(x) = 930(@0 + a1z + asx® + aza® + - )
ou melhor
e
= 1 o4 4.
yi(z) @0( +x+8+168+ )
2
Parar = —
3
( N Qo
al p— _— — —
1-5 5
ax ai ao
a? — -~ = —_— = _
2-8 16 80
az as ao
a3 = = _— fr—
3-11 33 2640
\
Portanto
ya() = 25 (a0 + a1z + apa® + azz® + ..

ou

(o) —aoad (14 54+ 5+ 54
Ya\T) = Go 580 2640 | "

Assim, concluimos que y; () e yo(z) sdo duas solugdes linearmente independentes da
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EDO, cuja combinagdo linear serd a solucdo geral, isto &,

= R B G O S
y=doa TR T e ) Tt 5780 2640 )|

onde ¢, ¢y € R.
(ii) As raizes indiciais sao iguais: r; =

Nessa situacdo s6 se consegue uma solucdo da forma (4.2.1)). Dai, segue a equagdo
abaixo para andlise:
vy +y —4y = 0.

[e.e]
Asssim, sendo y = E a,z"*" e tomando suas respectivas derivadas e depois substituindo-as

n=0

na EDO em questdo, temos

Z(n +r—1D(n+7r)a,z" T + Z(n +7)a,z™ T — 4 Z a,z" " = 0.
n=0 n=0 n=0

Deixando todos os termos com 0 mesmo indice e agrupando-os, segue que

Z(n +r—1D(n+7r)a,z" + Z(n +7)a,z™ T — 4 Z A1z =0,
n=0 n=0 n=1

donde

[(r — D)r + r]agz”™™ + Z{[(n +r—1)m+7)+ (n+r)a, —4a, 2" =0

n=1
Simplificando, obtemos
o0
2 -1 2 -1
r° apx’ "+ Zl(n +r)a, — 4an_1]lx”+r =0.
=0 n=1 ;6
Assim, como r = 0 resulta
4a,,_
a, = — 1, n>1
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Dessa relacao de recorréncia, vem

( - 4@0
ST
4CL1 42a0
Qa = _— —_=
2 22 (1-2)2
4&2 43CL0
a = _— = _—
’ 3? (1-2-3)2
. 4”@0
Ap = T
(n!)?

Logo, a tnica solucdo da EDO sera

y(r) :aoz (:;)anzao (1—|—4x—|—4x2+...)‘
n=0 :

(iii) As raizes diferem por um inteiro positivo: v, — ry € N*

Suponhamos, sem perda de generalidade, que 1 > 75.
e Com 7 sendo a maior raiz indicial, entdo sempre haverd uma tnica solucéo;

e Com 75 sendo a menor raiz indicial, entdo existem duas possibilidades:

a) Ela ndo fornece nenhuma solucao;

b) Ela fornece a solugdo geral, que inclui, portanto, a solucao correspondente a maior raiz,

isto €, 7.

Dessa forma, € natural e, sobretudo, mais pratico, tentarmos obter primeiramente a so-
lucdo correspondente a menor raiz indicial, pois, casso ocorra o item b), a solugdo estard con-
cluida. Assim, seja a andlise da EDO abaixo:

d?y
v dx? dr

Escrevendo y na forma de série de poténcias e suas respectivas derivadas, entao substituindo na

EDO, temos

oo

Z(n +r—1D(n+r)a,2™ 1t +3 Z(n +r)a,z™ T — Z a,z"" = 0.

n=0 n=0 n=0
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Organizando os indices, segue que

Z(n +r—1D(n+7r)a,z" + Z 3(n+r)a,z"t — Z A" =0,
n=0 n=0 n=1

Somando os somatdrios e isolando o termos ag, obtemos

[(r — 1)r + 3r]agz™ ' + Z{[(n +r—=1D(n+7)+3(n+7r)a, — ap_1 2"

n=1

que simplificando, obtém-se

r(r+2) agx" "t + Z [(n+7+2)(n+7)an, — apq] 2" =0.

=0 n=1 =0 g
Dessa ultima expressao concluimos que 7; = —2 e r, = 0 sdo as raizes indiciais. Além disso,

a equacdo de recorréncia depende de r, logo,

Ap—1
a, = , n>1.
(ntr+2)(n+r)

Tomando como referéncial o item b), vamos inicialmente analisar a menor raiz indicial. Por-

tanto,

e Ser = —2, entdo: n(n — 2)a, = a,_1. Assim, a; = —ag e a; = —ag = 0. Ora, como
ao contadiz a nossa hipétese, entdo ndo existe série associada a raiz indicial r = —2.
Seja, agora, o estudo da tnica solu¢do linearmente independente associada a maior raiz

indicial, que conforme vimos, sempre existe.

~ An—1
e Ser =0, entdo: a, = —————.
n(n + 2)
~ s (%) Qo Qo
De acordo com essa relagdo de recorréncia, resulta a; = 3 o = o0 as = 360" e

Temos, portanto, a tnica solug@o linearmente independente associada a EDO,

(2) T Ty
r)=a -4 — 4+ — 4 ].
Y 0 3724 " 360

Nota: Método de Frobenius - 2? parte:
Vimos ao longo dessa se¢do que quando as raizes da equacao indicial diferem por um
inteiro, existem duas possibilidades capazes de encontrar ou ndo solu¢des na forma de séries

de poténcias. Caso ndo seja possivel encontrar tal solu¢do, entdo a segunda parte do método
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de Frobenius garante uma solucao correspondente a menor raiz indicial, que contém um termo

logaritimo. Assim sendo, temos:

1. Raizes que diferem de um inteiro positivo

Existem duas solugdes linearmente independentes:

Y = Z a, " e yy = cyi(x)lnx + Z bzt
n=0 n=0
comag #0,bp #0eceR.
2. Raizes indiciais iguais

H4, também para esse caso, duas solucdes linearmente independentes:

Y = Z a, ™t e Yo =1 (x)Inx + Z b,x"
n=0 n=0

comag #0eby#0

Exemplo 4.2.3. Voltemos a estudar a equagao zy”+1'—4y = 0 como exemplo, onde na ocasido

foi determinada apenas uma solugdo, ja que a equagdo indicial foi 7; = ro = 0. Vamos agora

determinar a segunda solucao tomando como base a segunda parte do método de Frobenius.
Como ja foi visto 1 (z) = ag (1 + 4z + 42? 4+ La* + ...) é uma solugdo e a partir da

equacdo de recorréncia buscaremos a segunda yo (). Como

4a,,—
an(r) = a—l(r)’ n>1,
(n+r)?
obtemos 4
4 . ao
= (r+1)2
4&1 42a0
Qa g g
L r+2? (r+1)2(r+2)?
4”&0
a, =
L [(r+1)(r+2)...(r+n)]
Da expressao
4n
a, = 0

[(r+ 1) (r+2)...(r +n)]?’
resulta

Ina, =In(4"ag) —2[n(r+1) +in(r+2)+ ... + In(r + n)|,
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donde, aplicando a derivagcao

“51(7”):_2{ L — }

r+1 r+2 r+n

Fazendo r = 0, pois r; = ry = 0, segue que

0
Mas, como a,,(0) = —, entdo
n

onde

ay, = 0 (constante)

a}(0) = —2ag-4-1 = —8ay

—26L0'42 1
—9ag - 43 11 176
/
e S T R
as(0) = ( + 5 T 3) T

\

E assim, finalmente, obtemos
yo(r) = y1(z) Inx + Z al (0)z™ .
n=0

Como jé calculamos ¥ (z), entdo concluimos que

17623

yg(x):a0(1+4x+4x2+...)1nx+a0 (—8x—12:z:2— o7

Logo, no intervalo (0, 0o), a solugdo geral da equagdo zy” + ' — 4y = 0¢

y(r) = cryi(z) + caya(z),

comcy,cy € R.

80
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