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Resumo

O presente trabalho apresenta um estudo aprofundado acerca do ensino dos conceitos que
envolvem as areas e os volumes de figuras semelhantes, que, embora estejam presentes nos
curriculos da educacgao basica, em alguns casos, nao sao abordados com a devida énfase.
Ao logo do trabalho deduzimos, por meio de uma sequéncia légico-dedutiva, os resultados
referentes as relagoes existentes entre as areas e entre os volumes de figuras semelhantes,
buscando oferecer ao leitor uma base tedrica, justificando os resultados matematicos
encontrados. Além disso, nesta pesquisa sao aplicadas duas sequéncias didaticas em turmas
do 3° ano do ensino médio, uma sequéncia em formato presencial e outra em formato remoto,
compreendendo que esta segunda modalidade de ensino citada é uma alternativa para
periodos em que as aulas precisam acontecer a distancia. Posteriormente, as aplicacoes das
sequéncias didaticas sao analisadas e comparadas, verificando a viabilidade da abordagem

deste tema através das atividades propostas em cada uma das sequéncias.

Palavras-chave: Semelhanca de figuras; Area; Volume; Sequéncia didatica.






Abstract

This work presents an in-depth study of the teaching of concepts involving areas and
volumes of similar figures, which, although present in basic education curricula, in some
cases, are not addressed with due emphasis. In the course of the work, we deduced, through
a logical-deductive sequence, the results regarding the existing relationships between
areas and between volumes of similar figures, seeking to offer the reader a theoretical
basis, justifying the mathematical results found. In addition, in this research, two didactic
sequences are applied in third-year high school classes, one sequence in face-to-face
format and the other in remote format, understanding that this second teaching modality
mentioned is an alternative for periods when classes need to take place at the distance.
Subsequently, the applications of the didactic sequences are analyzed and compared,
verifying the feasibility of approaching this theme through the activities proposed in each

of the sequences.

Keywords: Similarity of figures; Area; Volume; Following teaching.
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Introducao

A ideia de semelhanca esta ligada a ampliagdo ou a redugdo de uma figura, man-
tendo sua forma, isto é, alterando seu tamanho e mantendo suas proporgoes. No estudo
tradicional da geometria da educacao basica ¢ comum a apresentagao do conceito de
semelhanca através de triangulos da seguinte forma: 'dois triangulos semelhantes tém
angulos correspondentes congruentes e lados correspondentes proporcionais"(BIANCHINI,
2015, p.7). Posteriormente esse conceito é estendido para poligonos, entretanto, a ideia
de semelhanca de figuras pode ser estendida para além dos poligonos, por exemplo, uma
imagem espelhada numa tela de TV é semelhante a imagem da tela do celular que a

espelha e uma bola de gude é semelhante a uma bola de sinuca.

Nos exemplos acima, como em varios outros, a definicio comumente encontrada
de semelhanca nao pode ser aplicada, visto que as figuras citadas nao sdo compostas por
segmentos e angulos. No caso do circulo, por exemplo, na maneira mais natural de se obter
sua area observa-se durante o processo que dois circulos quaisquer sao semelhantes, além
disso o conceito de semelhanca também estabelece relagoes entre as areas das figuras e
entre os seus volumes, mas para fazer observagoes e estabelecer relagoes se faz necessério
uma definicdo de semelhanca mais abrangente, de modo que seja possivel aplica-la a

quaisquer figuras planas ou espaciais.

Para isso esta pesquisa toma como referéncia principal o livro (LIMA, 1991) e
apresenta uma defini¢do de semelhanga através de um tratamento que possa ser valido para
quaisquer formas definidas no plano ou no espago, buscando desenvolver nos estudantes
as habilidades exigidas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018)
do ensino médio que aponta como uma das habilidades a serem desenvolvidas "empregar

diferentes métodos para a obtengdo da medida da drea de uma superficie.”

Ao analisar as habilidades exigidas na BNCC do ensino fundamental e na BNCC
do ensino médio, surgiram os seguintes questionamentos: Quais as relagoes existentes entre
as areas e entre os volumes de duas figuras semelhantes? Como apresentar estas relagoes

para alunos da educagao basica desenvolvendo as habilidades exigidas na BNCC?

Para responder estes questionamentos esta pesquisa busca deduzir as relagoes
existentes entre as areas e entre os volumes de figuras semelhantes para apresenta-las
através de sequéncias didaticas. Inicialmente foi feita uma analise da BNCC do ensino
fundamental anos finais e da BNCC do ensino médio, buscando identificar as habilidades
exigidas que envolvem os conceitos de semelhancga, area e volume de figuras. Em seguida foi
feita uma revisao bibliografica com relagdo aos conceitos de areas de figuras semelhantes,

a fim de deduzir as relagoes entre as areas de figuras semelhantes gerais baseando-se
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nas relacoes estabelecidas entre figuras planas especificas como quadrilateros, triangulos
circulos, etc. Foi feita também uma revisao bibliografica acerca dos conceitos de volumes de
solidos semelhantes, a fim de deduzir as relagoes entre os volumes dos sélidos semelhantes
gerais baseando-se nas relagoes estabelecidas entre solidos geométricos especificos como
cilindros, cones, esferas, etc. Por fim, foram elaboradas duas sequéncias didaticas com base
nas habilidades exigidas na BNCC, uma proposta para a aplicagao presencial e outra para
a aplicacao de forma remota, ambas voltadas para o ensino médio, com foco nas areas e

nos volumes de figuras semelhantes.

Dessa forma, este trabalho caracteriza-se como uma pesquisa de campo exploratéria
de cunho qualitativo. Sua metodologia consiste em identificar, através de um pré teste, o
nivel de compreensao dos alunos em relagao aos conceitos de figuras semelhantes, elaborar
duas sequéncias didaticas para o ensino médio, uma voltada para a aplicagao presencial
e a outra voltada para aplicagao de forma remota e em seguida fazer intervencoes em
dois grupos, um para cada sequéncia proposta, para posteriormente aplicar um pos teste
e analisar os impactos das sequéncias didaticas propostas, comparando os resultados
das sequéncias verificando se cada uma proporcionou o desenvolvimento das habilidades

esperadas.

Esta pesquisa sera estruturada em 3 capitulos da seguinte forma: No primeiro
capitulo é apresentado o referencial tedrico e este esta subidividido em duas se¢oes. Na
primeira secao, intitulada Analise da BNCC, é feita uma andlise da Base Nacional Comum
Curricular que é um documento normativo que define o conjunto de habilidades que
todos os estudantes devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacao
Basica. Nesta andlise buscamos identificar as habilidades referentes ao tema que sao
propostas no documento com a finalidade de nortear a sequéncia didatica que serd proposta

posteriormente.

Na segunda sec¢ao, intitulada Referencial matematico, a pesquisa apresenta uma
revisao bibliografica apresentando uma defini¢cdo de semelhanca de figuras capaz de atender
todas as demandas do estudo. Em seguida, através das figuras geométricas planas usuais,
é feita uma deducgao logica das relagOes existentes entre a razao de semelhanca e as
areas de duas figuras semelhantes quaisquer. Por fim utiliza-se dos sélido geométricos
comumente apresentados na educacao basica para deduzir uma relagdo geral entre a razao

de semelhanca e os volumes de duas figuras geométricas espaciais quaisquer.

No segundo capitulo da pesquisa, intitulado Metodologia, sdo apresentados o ptblico
participante da pesquisa, a metodologia utilizada na coleta e tratamento dos dados e as

sequéncias didaticas que serao aplicadas como proposta de intervencao didatica.

No terceiro capitulo, intitulado resultados e discussoes, sao apresentados e discutidos
os resultados obtidos nos testes diagnosticos aplicados antes e depois da intervencao didatica.

Neste capitulo serdo feitas comparacoes entre os resultados dos testes diagnosticos e entre
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as sequéncias propostas, para posteriormente apresentas as consideracoes finais, analisando
se a aplicagao de cada sequéncia didatica atendeu as expectativas proporcionando aos

estudantes o desenvolvimento das habilidades esperadas.
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1 Referencial Teorico

Neste capitulo sera desenvolvido o referencial tedrico da pesquisa, que estd subdivi-
dido em duas sec¢oes. Na primeira secao, é feita uma andalise da BNCC, destacando algumas
habilidades que devem ser desenvolvidas no final do ensino fundamental e do ensino médio
que sao pertinentes a esta pesquisa. Na segunda se¢ao, é feita uma revisao de literatura
acerca do conceito de semelhanca de figuras, desenvolvendo Proposi¢oes e Teoremas que
representam a base tedrica para os resultados matematicos que serdo utilizados nesta

pesquisa.

1.1 Analise da BNCC

Buscando evidenciar a relevancia do tema da pesquisa, na educacao basica, esta
secao apresenta uma analise do documento que norteia a eduacao basica nacional, a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), pontuando suas recomendagoes e elencando as
habilidades relevantes a esta pesquisa que sao exigidas na BNCC. Pois, como afirma o

préorpio documento:

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de cardter
normativo que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens
essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e
modalidades da Educagao Bésica, de modo a que tenham assegurados
seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento.(BRASIL, 2018, p.7).

Neste sentido, iniciamos esta se¢do pontuando que as expectativas de desenvolvi-
mento das habilidades propostas nesta pesquisa estao de acordo com as recomendagoes
propostas na BNCC que espera que os estudantes desenvolvam a capacidade de identificar
oportunidades de utilizacdo da matematica para resolver problemas, aplicando conceitos,
procedimentos e resultados para obter solucoes e interpreta-las segundo os contextos das

situacoes.

Analisaremos, a BNCC com foco nas habilidades, elencando as habilidades que
estao descritas no documento. Cada habilidade exposta acompanha um codigo alfanumérico
que a representa, este codigo indica caracteristicas da habilidade, tais como: a etapa do
ensino, o ano em que ela esta definida ou o bloco de anos, o componente curricular e a

posicao da habilidade na numeragao sequencial do ano, como mostra o exemplo a seguir:
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Capitulo 1. Referencial Teorico

Tabela 1 — Codigo alfanumérico da BNCC.

(EFO6MA21)
EF Ensino Fundamental.
06 6° Ano.
MA Matematica
21 | posicao da habilidade na numeragao sequencial do ano.

Fonte: Autoria prépria.

Segundo esse critério, esta é a vigésima primeira habilidade proposta em matematica

no 62 ano do ensino fundamental. Vale destacar que o uso de numeracgao sequencial para

identificar as habilidades de cada ano ou bloco de anos nao representa uma ordem ou

hierarquia esperada das aprendizagens. A progressao das aprendizagens, que se explicita

na comparacao entre os quadros relativos a cada ano (ou bloco de anos), pode tanto estar

relacionada aos processos cognitivos em jogo, quanto aos objetos de conhecimento.

Elencamos a seguir algumas das habilidades relacionadas ao tema da pesquisa que

estao descritas na BNCC como habilidades que os estudantes devem ter desenvolvidas ao
final do ensino fundamental segundo (BRASIL, 2018):

(EFO6MA21) Construir figuras planas semelhantes em situagoes de ampliac¢ao e de

redugao, com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou tecnologias digitais.

(EFO6MA29) Analisar e descrever mudangas que ocorrem no perimetro e na area
de um quadrado ao se ampliarem ou reduzirem, igualmente, as medidas de seus
lados, para compreender que o perimetro é proporcional a medida do lado, o que

nao ocorre com a area.

(EFOTMA21) Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de translagao,
rotacao e reflexao, usando instrumentos de desenho ou softwares de geometria
dindmica e vincular esse estudo a representacoes planas de obras de arte, elementos

arquitetonicos, entre outros.

(EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composigdes de transfor-
magoes geométricas (translacdo, reflexao e rota¢ao), com o uso de instrumentos de

desenho ou de softwares de geometria dindmica.

(EFO8MA19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de area de figuras
geométricas, utilizando expressoes de cédlculo de drea (quadrilateros, tridngulos e

circulos), em situagoes como determinar medida de terrenos.

(EF09MA12) Reconhecer as condi¢oes necessérias e suficientes para que dois trian-

gulos sejam semelhantes.
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Ao analisar as habilidades apresentadas nesta secdo, fica evidente a expectativa de
que o estudante ao final do ensino fundamental seja capaz reconhecer figuras semelhantes
obtidas por meio de rotacao, translacao, homotetia ou, possivelmente, uma combinacao de

duas ou mais dessas tranformacoes.

Vale ressaltar que na habilidade (EFO6MA29), a BNCC aponta que o estudante
deve ser capaz de descrever o que ocorre com a area de um quadrado, quando o seu lado
¢ ampliado ou reduzido, deixando claro que o estudante deve ser capaz de verificar qual
a relagao existente entre as areas dos quadrados e as medidas de seus respectivos lados,
para que assim possa concluir que a razao entre as areas nao ¢ a mesma entre os lados e

os perimetros.

A seguir estao elencadas, ainda com base em (BRASIL, 2018), algumas habilidades

que os estudantes devem ter desenvolvidas no final do ensino médio:

o (EM13MAT105) Utilizar as nogoes de transformagoes isométricas (translacao, re-
flexdo, rotagao e composigoes destas) e transformacoes homotéticas para construir
figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produgdes humanas (fractais,

construgdes civis, obras de arte, entre outras).

o (EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencao da medida da area
de uma superficie (reconfiguragoes, aproximagao por cortes etc.) e deduzir expressoes
de célculo para aplicé-las em situagoes reais (como o remanejamento e a distribuigao

de plantagoes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

o (EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de areas
totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situacoes reais
(como o calculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos
formatos sejam composigoes dos sélidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias

digitais.

« (EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem
apoio de aplicativos de geometria dinamica, para conjecturar a respeito dos tipos ou
composicao de poligonos que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando

padroes observados.

o (EM13MAT506) Representar graficamente a variagdo da drea e do perimetro de
um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e

classificando as fungoes envolvidas.

Compreende-se, com base nessas habilidades expostas, que ao final do ensino médio,

o estudante deve ser capaz de utilizar diversas formas para verificar se duas figuras sao
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semelhantes, nao se limitando, portanto aos angulos das figuras e a valores lineares, tais

como, medida dos segmentos que compoem os lados, perimetro, etc.

Além disso, espera-se também que ao final desta etapa do ensino, o estudante possa
empregar diferentes métodos para a obten¢ao da area de uma superficie ou do volume de
um soélido e neste sentido, o conceito de semelhanca torna-se um recurso que pode auxiliar

no desenvolvimento desses métodos.

1.2 Figuras semelhantes

Buscando contemplar os conteiidos matematicos necessarios para desenvolver as
habilidades apresentas na se¢ao anterior, faremos nesta se¢cao uma revisao bibliografica,
apresentando os conceitos e defini¢oes matematicas através de um tratamento que possibilite
desenvolver nos estudantes as habilidades da BNCC que foram elencadas anteriormente,

tomando figuras semelhantes como contetido matematico central da pesquisa.

E importante ressaltar que o objetivo deste capitulo nao ¢ apresentar os resultados
através de um abordagem considerada adequada para a educagao basica, esta revisao
bibliografica foi desenvolvida com base em (LIMA, 1991) e (LIMA et al., 1998), com o
objetivo de servir como fonte para professores interessados em um enfoque mais formal
do conteudo, demonstrando os resultados que serao utlizados na aplicacao da sequéncia
didatica

O conceito de semelhanca esta associado a ideia de ampliacdo ou reducao de uma
forma sem alterar suas proporcoes. E comum na educacio bésica, os livros de geometria
mais tradicionais apresentarem o conceito de semelhanca através dos tridngulos, definindo
como semelhantes os triangulos que possuem angulos correspondentes congruentes e lados

correspondentes proporcionais, como ilustrado a seguir.

Figura 1 — Triangulos semelhantes

A
/\
c c B
Fonte: Autoria prépria.

o A5 BCO AT
E A=A B=B-C=¢ _ _ _
fane ’ ’ © A = BC  AC

r.

A razao r € R entre os lados correspondentes é chamada de razao de semelhanca.
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Este conceito posteriormente é ampliado para os demais poligonos, entretanto, esta
definicao nao se mostra suficiente para esta abordagem, visto que a intencao é estudar a
semelhanca entre formas nao necessariamente poligonais.

Neste sentido abordaremos, em principio, o conceito de semelhan¢a de modo que possamos

apresentar um tratamento valido para quaisquer formas definidas no plano ou no espaco.

Definicao 1.1. Seja, F' e F’ figuras contidas no plano ou no espago e r um numero real
positivo, dizemos que F' e F’ sdo semelhantes por razao de semelhanca r se existe uma
correspondéncia biunivoca o : F' — F’ entre os pontos de F' e os pontos de F’, com a
seguinte propriedade: se X,Y sdo pontos quaisquer de F' e X' = o(X), Y/ = o(Y) séo

seus correspondentes em F’, entao

XY =r-XY

ou ainda,
XY’
XY

O numero real r que multiplica as distancias é chamado de razao de semelhanca e os
segmentos XY e X'Y” sdo chamados de homdlogos. No caso dos tridngulos, a congruéncia
dos angulos correspondentes é uma consequéncia da semelhanca entre as figuras, ou seja,
se 0: AABC — ANA'B'C’, entao A= A'; B=B: C = (.

Como a funcdo o : F — F’ é bijetora ela possui as seguintes propriedades:

o Inversa: Se F' é semelhante a F’, entdo F’ é semelhante a F'.
Pois se 0 : F' — F’ transforma F em F’ com razdo de semelhanca r, entdo o' :

F" — F transforma F’' em F' com razao de semelhanca %

o Transitiva: Se F' é semelhante a I’ e F’ é semelhante a F” entdao I’ é semelhante
a F”. Pois, sejam o : I — F' e ¢/ : F/ — F” semelhancas com razoes r e 1’/
respecitvamente, entao a funcao composta o’ oo : F — F” é uma semelhanca com

razao r.r'.

Lema 1.2. Toda semelhanga transforma pontos colineares em pontos colineares.

Demonstragio. Seja o : F' — F’' uma semelhanca de razao r. Se A, B e C sao pontos
colineares de F', com C entre A e B, mostraremos que A’ = 0(A), B'=0(B) ¢ C' = ¢(C)

sao pontos colineares de F’' com C’ entre A’ e B’.
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Figura 2 — Segmento AB homélogo ao segmento A’B’.
o)
Fonte: Autoria prépria.

De fato, se C' pertence ao segmento AB entao

AB = AC + OB,

aplicando a semelhanca nos segmentos AC e CB

AC"+C'B =r-AC+r-CB=r-(AC+CB)=r-AB= AP,

dai

AC'+C'B"'=AD.
Pela desigualdade triangular temos que C’ estd entre A’ e B'. ]
Teorema 1.3. Uma semelhanca o : F — F’, de razao r transforma:
1. Todo segmento de reta contido em F num segmento de reta contido em F'.

2. Uma circunferéncia de raio a contida em F' numa circunferéncia de raio r - a contida

em F'.
3. Pontos interiores a F' em pontos interiores a F'.
4. Pontos do contorno de I em pontos do contorno de F’.

5. Vértices de F' em vértices de F'. (Se for poligono).

Demonstragio. 1. Seja AB um segmento de reta contido em F e A’ = 0(A) e B’ = o(B)
pontos de F’, sabemos pelo Lema 1.2 que para todo ponto C' pertencente a AB
teremos o seu homologo C" = o(C') pertencente a A’B’ C F.

Para provar a correspondéncia biunivoca, basta tomar o= : F/ — F.

2. Considere um ponto O pertencente a F', o conjunto dos pontos X € F' que estao a
uma distancia a de O formam no plano uma circunferéncia de raio OX = a, cuja
imagem é o conjunto dos pontos X' tais que O'X’ = r - a, com O' = ¢(0), formando

assim uma circunferéncia de raio r - a e centro O’.
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Figura 3 — Circunferéncias homologas.

©
al

Fonte: Autoria prépria.

Este conceito pode ser ampliado se considerarmos o ponto O no espago, assim o

conjunto de pontos X formaria uma superficie esférica.

3. Um ponto O qualquer é interior a uma figura F' se O é centro de uma circunferéncia
contida em F'. Pelo item anterior, se O ¢ interior a F', entdo existe O’ = ¢(O) em F’

tal que O é centro de uma circunferéncia contida em F”’, logo O é interior a F”.

4. Um ponto P pertence ao contorno de F' quando estd em F', mas nao ¢ interior.
Supondo que o ponto P’ homoélogo de P é interior a F’, podemos afirmar pelo item
anterior que seu homoélogo P = o~ (P’) é interior a F, o que ¢ um absurdo, pois P

estd no contorno de F'. Portanto, P’ pertence ao contorno de F”.

Figura 4 — Pontos de contorno homoélgos.

P o P’

Fonte: Autoria prépria.

5. Se F' possui vértices e V' é um vértice de F', entao seu homdlogo V' esta no contorno
de F’. Supondo por absurdo que V' nao é vértice de F’, entao V' pertence a um
segmento V/V/, sendo diferente de V/ = o(V;) e de V] = o(V}), com V;, V;, vértices
consecutivos de F. Com isso V' estd entre V] e V] e pelo Lema 1.2, V = ¢~ '(V)
pertence a um lado de F', o que é uma contradicao, pois V' é um vértice. Logo V' é

um vértice de F.
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Figura 5 — Vértices homologos.

Fonte: Autoria prépria.

Vale lembrar que dois triangulos semelhantes possuem angulos correspondentes
congruentes, ou seja, se 0 : AABC — AA'B'C', entdo A= A'; B=B; C = (".

Observe na figura a seguir que um poligono qualquer pode ser decomposto em

n — 2 triangulos justapostos (para mais detalhes ver Lema 1.17).

Figura 6 — Poligonos decompostos em triangulos.

Fonte: Autoria prépria.

Portanto um angulo interno de um poligono pode ser visto como um angulo interno
de um tridngulo ou como a soma de dois ou mais angulos de triangulos. Com isso conclui-se
que dois poligonos semelhantes quaisquer possuem angulos correspondentes congruentes.

Como ilustra a figura a seguir.
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Figura 7 — Angulos correspondentes congruentes.

Ql

B C B/ C/

Fonte: Autoria prépria.

1.2.1 Relacgao entre area e semelhanca.

Encontrar a area de uma figura significa medir a regiao do plano ocupada por esta
figura. Para isso, considera-se inicialmente um quadrado cujo lado mede 1 unidade de
comprimento (este quadrado é chamado de quadrado unitario) e compara-se a &rea deste
quadrado com a regidao ocupada pela figura. O resultado desta comparagdo é um nimero
real e seu valor indica quantas vezes a figura contém o quadrado unitario.

Na imagem a seguir temos um quadrado unitario e uma figura com area igual a 9 unidades

de area, pois ela contém exatamente 9 quadrados unitarios.

Figura 8 — Area de figuras.

F

Fonte: Autoria prépria.
Usaremos este conceito para verificar a razao entre as areas de duas figuras seme-
lhantes. Para isso, serao considerados validos os seguintes axiomas.
Axioma 1.4. Figuras congruentes' possuem dreas congruentes.

Axioma 1.5. Todo quadrado cujo lado mede 1 unidade de comprimento possui drea igual

a 1 unidade de drea.

1 Figuras congruentes sio figuras que possuem mesma forma e tamanho.
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Axioma 1.6. Se uma figura F' for decomposta em n figuras Fy, Fy, ..., F},, tais que todas

as figuras estao justapostas, entao a drea de F' € igual a soma das dreas de Fi, Fs, ..., F,.

Axioma 1.7. Se uma figura F' estd contida em outra figura F', entdao a drea de F' € menor

ou igual a drea de F".

Demonstraremos a seguir algumas proposicoes acerca da relacdo entre a area de

figuras semelhantes e a razao de semelhanga existente ente elas.

1.2.1.1 Relacao entre as areas dos quadrados.

Definicao 1.8. Um quadrado é uma figura plana fechada, limitada por 4 segmentos
congruentes?, de modo que os angulos formados pelas intersecoes das extremidade sao

retos.

Proposicao 1.9. A razdo entre as dreas de dois quadrados quaisquer € igual ao quadrado

da razao de semelhanca.

Demonstracao. Dado um quadrado () com lado medindo [, mostraremos inicialmente que
a area do quadrado é igual a [2, para qualquer valor real de [, em seguida usaremos este
resultado para provar que dados dois quadrados quaisquer com a razao entre os lados

medindo 7, entdo a razdo entre suas areas é 2.

1. [ é um nimero inteiro. Se [ é inteiro, entdo podemos dividir o lado do quadrado
em uma quantidade [ segmentos unitarios tracando retas paralelas aos lados de @,
formando assim /2 quadrados unitrios que pelo Axioma 1.5 possuem &rea igual a 1.
Portanto Ag = [2.

2. | é um ntmero racional. Supondo que [ ¢ igual a %, com n inteiro, entdo podemos
tomar um quadrado unitario e dividi-lo em n? quadrados justapostos de lado % e
portanto congruentes ao quadrado ). Como a area de um quadrado unitéario é igual
a 1, temos

9 1
n AQzl :>AQ:7.

n2
De uma forma mais geral, [ ¢ um nimero racional se, e somente se, [ = >, com m,n
inteiros e n # 0. Entao se | = ™, podemos dividir cada lado | em m segmentos de
medida %, formando assim m? quadrados de lado % e pelo caso anterior a area dos

quadrados menores é #, entao concluimos que

1 m? m\ 2
Ap=m? — = Ap="" 24 :() _ 2
Q=m n2=> Q n2=> Q o

2 Segementos congruentes sio segmentos que possuem mesma medida.
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3.

[ é um nimero irracional. Na figura a seguir, temos um exemplo no qual, inde-
pendente da unidade de comprimento, pelo menos um dos dois tipos de quadrados

tem lados com medidas irracionais.

Figura 9 — Quadrados irracionais

Fonte: Autoria prépria.

Para este caso, mostraremos de modo indireto que nao existe outro ntimero capaz
de exprimir o valor da 4rea de Q) se ndo [?. Seja a um ndmero real tal que a < [°.
Pela densidade de Q em R,(este fato pode ser visto em (LIMA et al., 2009, p.74))
podemos tomar um nimero racional k < [ suficientemente préximo a [, de modo que
se tenha a < k* < [2. De fato, no interior do quadrado @ tomamos um quadrado K
de lado k, como k é racional a 4rea de K é k%. Como K esté contido no quadrado Q

e pelo Axioma 1.7

Axg < Ag = Kk < Aq.
Além disso,

a<k®= a<k®< A

Disto segue que todo niimero real a < [? é também menor que a 4rea de @, logo a
drea de Q ndo pode ser menor que /2. Seja b um nimero real tal que 2 < b. Pode-se
concluir de modo anédlogo ao caso anterior que todo ntimero real b > [? é também

maior que a area de ), ou seja, a area de @Q ¢é igual a [.

Concluimos assim que a area de um quadrado (), cujo lado mede [, deve ser expressa por

Ag =17 (1.1)

Considere agora dois quadrados @ e Q' com lados medindo [ e I’ respectivamente, tais que

ll

a razao - = r, ou seja, a razao de semelhanca entre os quadrados ¢ igual a r.

l
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Figura 10 - ¢ : F — F' com r = 3

e - - - -

Fonte: Autoria prépria.

Pela equagao (1.1) as areas dos quadrados @ e Q" medem respectivamente
Ag =1 e Ag = (rl)?=r17~

Com isso,

1.2.1.2 Relagao entre areas de retangulos semelhantes.

Defini¢ao 1.10. Um retangulo é uma figura plana fechada, limitada por 4 segmentos
congruentes dois a dois, de modo que os segmentos congruentes estao em lados opostos e

os angulos formados pelas intersecoes das extremidade sao retos.

Proposicao 1.11. A razao entre as dreas de dois retangulos semelhantes € igual ao

quadrado da razdo de semelhanga.

Demonstracio. Dados dois retdngulos R e R’ e uma semelhanca o : R — R’ de razao r

devemos mostrar que
AR/ _ 7’2
Ar

Consideramos inicialmente um retangulo R com lados medindo a e b, em seguida faremos
algumas construgoes. Tracamos um quadrado @ de lado (a+b) com um vértice e dois lados
coincidentes ao retdngulo R em seguida notamos que ) é composto por um quadrado @’
de lado a, um quadrado )" de lado b e dois retangulos congruentes a R. Conforme mostra

a figura a seguir:
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Figura 11 — Area do retangulo

Fonte: Autoria prépria.

Pelo Axioma 1.6 temos que Ag = Ag + Agr + 2Ag e de acordo com a equagao (1.1), se o

lado do quadrado é igual a (a + b), entao
Ag = (a+0b)* = a® + 2ab + b*.
Com isso
AQ/ —+ AQ// + 2AR = a2 + 2ab + b2.

Como as areas dos quadrados Q' e Q" medem respectivamente a? e b*> podemos afirmar
que
2A R — 2ab.

Portanto podemos concluir que a area de um retangulo cujos lados medem a e b é da forma
A R — ab. (12)

Considere agora dois retangulos R e R’ semelhantes de modo que que o : R — R’ com
razao r. Se as medidas do retangulo R sdo a e b, entdao as medidas de R’ sao r.a e r.b. Pela

equagao (1.2) as areas de R e R’ medem
Ap=ab e Ap =ra-rb= Ap =1 ab.
Logo

AR/ _ 7,,2
Agr '

AR/:T2~AR:>

1.2.1.3 Relacao entre areas de paralelogramos semelhantes.

Definicao 1.12. Chamamos de paralelogramo, uma figura plana fechada, limitada por 4
segmentos congruentes dois a dois, de modo que os segmentos congruentes estao em lados

opostos.
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Proposicao 1.13. A razdo entre as dreas de dois paralelogramos semelhantes € igual ao

quadrado da razao de semelhanga.

Demonstragio. Seja o : P — P’ uma semelhanca entre paralelogramos de razao r vamos

provar que
Apr
=72,

Ap
Considerando um paralelogramo Piapcp) tal que AB = b e a altura relativa a AB ¢ igual

a h, faremos algumas construgoes a fim de descobrir como encontrar a area de P.

- Pelo vértice A tracamos um segmento AE perpendicular a C'D e determinamos um
tridangulo AAED (note que AE = h).

- A partir do lado BC construimos, externo ao paralelogramo, um triangulo ABFC
congruente a ANAFED.

Figura 12 — Area do paralelogramo

A

Fonte: Autoria propria.

Note que os pontos E, C, e F' sao colineares, pois « e 3 sao suplementares e como AAED
e ABFC sao congruentes, temos
Apaep = AaBre-
Disto decorre que,
AP(ABCD) - AABFE?
como ABFE é um retangulo e CD = EF, podemos afirmar que
AP(ABCD) = AABFE = b.h.

Considere agora uma semelhanca o : P — P’ de razdo r. Se Papcp) possui base AB =b
e altura h relativa a AB, entao P(’ Arprcrpry Possui base A’B’ = r.b e altura r.h relativa a

A'B’. Calculando as 4reas de P e P’ temos
Ap:bh € Ap/ :Tb'T’h:>Ap/ :TZ'bh.

Com isso,

Ap

AP/ZT2'AP:>AP
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1.2.1.4 Relagao entre areas de tridngulos semelhantes.

Definicao 1.14. Dados trés segmentos a, b e ¢, chamamos de triangulo, uma figura plana

fechada, limitada por esses 3 segmentos consecutivos.

Proposicao 1.15. A razdo entre as dreas de dois triangulos semelhantes € igual ao

quadrado da razao de semelhanca.

Demonstracio. Dados dois triangulos AABC e AA’B'C" semelhantes com razao de seme-
lhanca 7, mostraremos que

Anapc 2

— =7

Aparprcr
Para encontrar a area do triangulo AABC marcamos o ponto médio M no lado AC' e em
seguida refletimos a figura em relagdo ao ponto, formando um quadrilatero ABC'D com

base e altura igual ao tridngulo AABC, como mostra a figura a seguir.
Figura 13 — Paralelogramo composto por triangulos congruentes.

D

Fonte: Autoria prépria.

Note que ABC'D é um paralelogramo, pois B=DeA=C=a+ 3, além disso ABCD é
composto por dois triangulos AABC, AACD congruentes. Seja b a media do lado BC' e

h a altura relativa a BC temos

Aagcp = Aac + Aacp = bh.
Como ANABC = ANACD podemos afirmar que

bh
Aapep = 2.Aapc = bh = Aupe = o>

Por outro lado, se AA'B'C’ é semelhante ao AABC com razao r, entao B'C' =r.be a
altura relativa a B'C" é
' =r.h.

Disto segue que as areas dos triangulos sao

bh rb.rh bh
Apape = 5 ¢ Aparprer = 5 = 2, 5
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dai

Aparper
Apapor =12 Apape = —— " =12
Apape

1.2.1.5 Relacao entre areas de poligonos semelhantes.

Definicao 1.16. Chamamos de poligono uma figura plana fechada, limitada por n > 3

segmentos consecutivos, sem segmentos consecutivos colineares.

Lema 1.17. Um poligono com n lados pode ser decomposto, tracando diagonais internas

que nao se cortam, em n — 2 triangulos justapostos.

Demonstracao. De fato, seja P, um poligono com n lados, mostraremos por indugao em n
que a sentenca ¢ valida para todo n > 3. Fazendo inicialmente para n = 3 o poligono ¢ um
triangulo e o resultado é 6bvio. Consideremos o resultado valido para n, ou seja, P, pode ser
decomposto em (T3, Ty, ..., T,,_2) tridngulos e mostraremos que vale para uma quantidade
n + 1 de lados. Com efeito, tomando um poligono P,;; (com n + 1 lados) e tracando
uma diagonal de modo que P, ; seja dividido em um poligono P! e um triangulo T,
podemos notar que P! possui n lados, podendo entdo ser decomposto em n — 2 tridngulos
justapostos e como P,,; = P!+ T" podemos afirmar que a quantidade de tridngulos de
P, ¢ dada por n — 2+ 1, com isso podemos concluir que P, ; pode ser decomposto em
(11,15, ..., T—9, Tin+1)—2) tridngulos. O

Proposicao 1.18. A razao entre as dreas de dois poligonos semelhantes quaisquer € igual

ao quadrado da razdo de semelhanca.

Demonstragio. Seja o : P — P’ uma semelhanca entre poligonos de n lados e de razao r,
devemos mostrar que
Aps
P2
Ap

Considerando os poligonos P e P’ com n lados e semelhantes por razao r podemos afirmar
pelo Lema 1.17 que P e P’ podem ser decompostos respectivamente em (1,7, ..., T,, o) e

(17,73, ...,/ _,) tridngulos justapostos, nos quais todos os T}, 7] sdo semelhantes.



1.2. Figuras semelhantes 39

Figura 14 — Poligonos decompostos em triangulos.

Fonte: Autoria prépria.

Calculando as areas destes poligonos temos

AP = ATI —|— AT2 + +ATn,2 (§] AP/ = ATI’ —|— AT2/ + +AT’I/7.— .

2

Como todos os tridangulos 7;, 7! sao semelhantes, podemos escrever a area de P’ da seguinte

forma
Ap/ = TQ.ATl + 7’2.AT2 + ...+ TQ.ATH_Q == TQ.(ATl + AT2 + ...+ ATn_g)-

Com isso concluimos que
Aps 9

Ap =712 Ap = 1 =r-.

1.2.1.6 Relagao entre as areas das circunferéncias.

Definicao 1.19. Dado um ponto C' e um comprimento fixo r, chamamos de circunferéncia

o conjunto de pontos que equidistam de C' uma distancia r.

Proposicao 1.20. A razdo entre as dreas de duas circunferéncias € igual ao quadrado da

razao entre seus raios.

Demonstracao. Para desenvolver esta demonstragao mostraremos primeiramente que a
razao entre o comprimento e a medida do didmetro de uma circunferéncia qualquer é
constante.

De fato, considere duas circunferéncias C; e (s de diametros e comprimentos medindo
respectivamente d; e ds e ¢1 e ¢y, com todos contidos numa mesma unidade de comprimento.

Tomamos dois poligonos regulares de n lados P! e P2 inscritos em C} e Cs.
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Figura 15 — Poligonos inscritos.

O

S~ —

Fonte: Autoria propria.

Como os poligonos sao semelhantes, a razdo entre os perimetros de P! e P? e a razio

entre os didmetros das circunferéncias sao iguais.

P, d

P2 dy
Fazendo o niimero n de lados do poligono crescer indefinidamente, as medidas dos perime-
tros P! e P2 tendem a ¢; e cy. (Como pode ser visto em (LIMA, 1991, p.34)).

Figura 16 — Aproximagao por poligonos com n = 12.

Fonte: Autoria prépria.

Assim, com n suficientemente grande temos

a_bB_d_a_c_
Co P 7% dg dl d2 ‘

Vale notar que em uma circunferéncia a medida do didmetro d é o dobro do raio r e por

isso podemos escrever o comprimento de uma circunferéncia como

c = 2mr.
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Devemos agora encontrar uma forma geral para encontrar a area de uma circunferéncia.
Para isto, consideramos uma circunferéncia C', decompomos C' em 2n, com 1 < n € N

setores circulares e reorganizamos os setores da seguinte forma

Figura 17 — decomposicao do circulo

&R VY

Fonte: Autoria prépria.

Pmmm e
<

Note que a medida em que tornamos n maior, os setores circulares tornam-se menores e
sua forma se aproxima da forma de tridngulos isosceles com lados congruentes medindo r

e base medindo ﬁ

Figura 18 — aproximagdo por setores circulares

N O

Fonte: Autoria prépria.

Sabemos que a area do triangulo serd expressa na forma

W sah
"

Como os tridngulos sao isésceles, a medida da altura é

Disto segue que
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Como a circunferéncia C' é composta por 2n triangulos, podemos escrever a area de C' em
funcao de n.

Assim

Acmy =

lim AC(n) = g

n—o0

Note que ¢ = 27r = 5 = 7r. Logo podemos concluir que a drea de C' ¢
Ag = mr?. (1.3)

Com isso, dadas duas circunferéncias C' e C’, com raios medindo r e 7/, respectivamente,
. / ~ /7 /
tais que ”- = a. (Neste caso a razao de semelhanca ¢ dada por a). Calculando as dreas de
C e C' temos
Ac=7rt e Ag =7mr? = Ap = m(ra)?
dai
Ac/ 9

AC/:WT26L2:>AC/:A0.&2:> 1 =a".
C

1.2.1.7 Relacgao entre areas de figuras semelhantes quaisquer.

Até o momento, deduzimos as relagoes existentes entre as figuras planas comumente
estudadas na educagao basica, entretanto todos esses casos vistos sao situacgoes particulares
e, portanto, possuem especifidades. Buscando validar a relagdo entre as areas de figuras
semelhantes para quaisquer figuras que sejam, desenvolveremos a seguir uma deducao
que visa generalizar os casos vistos anteriormente. Na demonstragao do teorema a seguir
mostraremos que é possivel encontrar a medida da area de uma figura plana qualquer
aproximando por falta ou por excesso. No decorrer do processo usaremos aproximagoes por
poligonos retangulares por falta e por excesso, mostrando que para toda aproximacao por
falta cuja area do poligono é menor que o valor da area desejada, é possivel obter outro
poligono com uma aproximag¢do mais precisa, obtendo assim uma medida de area ainda
mais préoxima da area desejada. Mostraremos também que se tomarmos aproximacgoes por
excesso teremos o mesmo fato e que as duas aproximagdes convergem para o mesmo valor

que é a area da figura desejada.
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Teorema 1.21. A razao de semelhanca entre as dreas de duas figuras planas semelhantes

quaisquer ¢ igual ao quadrado da razdo de semelhanca.

Demonstracao. Seja F' uma figura plana qualquer, encontraremos o valor da area de F
aproximando com areas poligonos por falta ou por excesso. Os valores da area de F
aproximados por falta sdo, por definicao, as areas dos poligonos P contidos em F' e os
valores da area de F' por excesso sao as areas dos poligonos () que contém F. Assim,

tomando poligonos P e () que obedecem as condi¢des acima, podemos afirmar que

AP<AF<AQ.

Como ilustra a figura a seguir

Figura 19 — Figura aproximada por poligonos.

Fonte: Autoria propria.

Para facilitar a compreensao desta demonstracdo, usaremos poligonos retangulares que
sao poligonos obtidos pela reunidao de varios retangulos justapostos, portanto o calculo de
suas areas se da de formas mais direta, visto que podemos calcular a area aproximada
da figura, através da soma das areas dos retangulos que formam o poligono. Considere
uma figura F' e um poligono retangular P; contido em F' obtido por uma aproximacao a;
suficientemente proxima de F', de modo que o valor da area de F' aproximado por falta

possa ser expresso por Ap = Ap,.
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Figura 20 — Figura aproximada por poligono retangular P;.

Fonte: Autoria prépria.

Contudo, podemos tomar uma aproximacao as mais precisa, através de um poligono
retangular P, formado pela unido de P, com outros retangulos menores de area Ry,

justapostos a P;, de modo que ainda se tenha

Apl < Ap2 < AF.

Note que

Ap2 = Apl +4R, < Ap,

conforme ilustra a figura a seguir

Figura 21 — Figura aproximada por poligono retangular P.

Fonte: Autoria propria.

Podemos tomar ainda uma aproximagcao az ainda mais precisa que ao através de um outro
poligono retangular P3 composto pela uniao de P, com outros retangulos menores de area

R5, como ¢ possivel notar no caso a seguir
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Figura 22 — Figura aproximada por poligono retangular Ps.

Fonte: Autoria prépria.

Observe que
Ap3 = AP2 + 8RRy < AF

Isto implica que

Apl < Ap2 < Ap3 < AF

Como entre dois niimeros reais sempre had um ooutro niimero real, pudemos tomar uma
sequéncia de nimeros b, = Ap — %, com n > 1 e notar que para todo b,, existe um
poligono retangular P, tal que

b, < Ap, < Ap.

Por outro lado, considerando um poligono retangular ¢); obtido por uma aproximacao
por excesso e aplicamos um raciocinio inteiramente analogo, podemos obter uma outra
sequéncia ¢, = Ap + %, com n > 1 e notar que para todo ¢, existe um poligono retangular
Q. tal que

AF < AQn < Cp-

Observe que quanto maior o valor de n, teremos Ap, e Ag, mais proximas de Ap. Portanto,

fazendo o limite nas duas sequéncias b, e ¢,, com n — 0o temos

n—00

0
0

n—oo

Como

b, < Ap, < Ap < Ag, < Cn,

pelo Teorema do Confronto?, temos que se b, e ¢, convergem para Ar entdo Ap, e Ag,
convergem para a o mesmo valor que as sequéncias. Disto segue que area de uma figura
plana qualquer pode ser vista como o limite da justaposicao de poligonos retangulares.

E, portanto, considerando agora o : F' — F’ uma semelhanca entre figuras F, F’ com

4O Teorems do Confonto estd enunciado e demonstrado em (STEWART, 2013, A37)
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razao de semelhanca r e P, P’ aproximacoes para F, F’, podemos apresentar as areas das

figuras F' e F’ da seguinte forma
AF = llmAp (§ AF/ = lim Ap/.
Como lim P e lim P’ sdo poligonos semelhantes

limAp/ = 7“2 . hmAp = AF/ = TQAF

Ap
= 7’2.

Ap

Portanto, a razao entre as areas de duas figuras semelhantes quaisquer é igual ao quadrado

da razao de semelhnaca. ]

1.2.2 Relagao entre volume e semelhanca

Encontrar o volume de um sélido mensuravel significa medir a quantidade de espaco
limitada ocupado por este solido. Para isso, considera-se inicialmente um cubo com arestas
medindo 1 unidade de comprimento (este cubo é chamado de cubo unitario) e compara-se
o espaco ocupado por esse cubo com o espago ocupado pelo solido. O resultado dessa
comparacao serda um numero real nao negativo e seu valor indica quantas vezes o sélido
contém o cubo unitario.

A figura a seguir mostra um cubo unitario e uma figura com o volume medindo 4 unidades

de volume.

Figura 23 — Volume de figuras

A —

Fonte: Autoria prépria.

Usaremos o conceito acima para verificar a razao entre dois sélidos mensurareis
semelhantes.

Para isso, consideramos validos os seguintes axiomas.

Axioma 1.22. Todo cubo cujo a aresta mede 1 unidade de comprimento possui volume

tgual a 1 unidade de volume.
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Axioma 1.23. Sejam Sy e Sy sdlidos mensurdveis, tais que Int(S1) N Int(Sy) = 0 e

S1U Sy € mensurdvel, entao Vis,us,) = Vs, + VSa.

Axioma 1.24. Se um sélido S estd contido num outro solido Sy, entdo o volume de S;

¢ menor que o volume de Ss.

Axioma 1.25. (Principio de Cavalieri). Sejam Sy e Sy sdlidos mensurdveis e ov um
plano, tal que, todo o/ || « corta os sélidos Sy e Sy em dreas iquais, entdo os sélidos Sy e

Sy possuem volumes iguais.
Figura 24 — Ag, Na/ = Ag, N .

S/

Fonte: Autoria prépria.

Axioma 1.26. Se S; € um solido mensurdvel, e Sy pode ser obtido de Sy por meio de
uma translagdo ao longo de um vetor, uma rotagdo ao longo de um eixo ou uma reflexao

ao longo de um plano, entdo Sy também € mensurdvel e o volume de S1 € igual ao volume
de 52. ?

Com base nesses axiomas e no Teorema 1.3, demonstraremos a seguir algumas
proposicoes a cerca da relagao entre o volume de sélidos semelhantes e a razao de semelhanca

existente entre eles.

1.2.2.1 Relacao entre os volumes dos cubos

Definicao 1.27. Sélido geométrico limitado por 6 faces quadrangulares congruentes.

Proposicao 1.28. A razdo entre o volume de dois cubos quaisquer € igual ao cubo da

razdo de semelhanca.

Demonstracao. Seja C' um cubo com aresta medindo a, mostraremos inicialmente que o
volume do cubo é igual a a®, para qualquer valor real de a, posteriormente usaremos o
resultado alcancado para provar que dados dois cubos quaisquer, se a razao entre os lados

¢ igual a r, entdo a razao entre os seus volumes é 3.

® A ideia da demonstracio do Principio de Cavalieri pode ser vista em (LIMA, 1991, p.71).
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1. a é um nimero inteiro. Se a é inteiro, podemos decompor o cubo em a® cubos

2.

unitarios, que por sua vez, possuem volume igual a 1, portanto o volume de C' é

dado por Vi = a3. A figura a seguir ilustra um caso particular.

Figura 25 — Cubo com a = 3

Fonte: Autoria prépria.

a é um nimero racional. Supondo que a = %, com 1 < n € N, entao podemos
tomar um cubo unitario e dividir suas arestas em um ntmero n de partes iguais,
com isso o cubo fica dividido em n3 cubos de aresta % e portanto congruentes ao
cubo C'. Como o volume do cubo unitario é igual a 1, segue

1
' Ve=1=Vo=—.
n

De uma forma mais geral, a ¢ um ntmero racional se, e somente se, a = =, com

m
n
m,n inteiros e n # 0. Entao considerando agora um cubo C' cuja aresta mede a = ™,
podemos dividir cada arresta a em m segmentos de medidas %, formando assim m?
cubos de arestas % e pelo caso anterior o volume dos cubos menores ¢é %, entao
podemos escrever

1 m? m\?3
VC:m?’.n?’iVC:n:s:(n) :CLS.

a € um numero irracional. Se a é um ntmero irracional, mostraremos de forma
indireta que o volume de C' nao pode ser expresso por outro niimero se nao a>.

Seja x um ntmero real tal que z < a®. E possivel tomar um ndmero racional p < a,
tao proximo de a quanto se queira de tal forma que tenhamos z < kp® < a®. Diante
disso, podemos tomar um cubo C), no interior do cubo C' cuja aresta mede p e

teremos pelo axioma 1.24 e pelo item anterior que
Ve, < Ve =p® < Ve.

Além disso

z<pP=a<pd < Ve

Com isso mostramos que todo nimero real z < a® é também menor que o volume

de C, portanto o volume de C nao pode ser menor que C®. Por outro lado, se
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considerarmos um ¥ real tal que a® < y, concluiremos de modo inteiramente andlogo
que y é também maior que o volume de C.

Isso significa que o volume de C é igual a a3.

Portanto, concluimos que o volume de um cubo C, cujo lado mede a, deve ser
exXpresso por

VC:a.

Consideramos agora dois cubos C' e ' com arestas medindo respectivamente a e a’, de

! . z
modo que ¢ =7, ou seja, a de semelhanca ¢é r.

Figura 26 — Cubos com r = 3.

I v
:

Fonte: Autoria prépria.

J& sabemos que os volumes dos cubos sdo da forma

Vo = CL3 e Vo = (r.a)3 = Vo = 7’3.0,3.

Com isso temos

VC/ 3

VC/:CLS'VC:> VC =a .

1.2.2.2 Relacao entre os volumes de blocos retangulares semelhantes.

Definicao 1.29. Também chamado de paralelepipedo reto retangulo, um bloco retangular
¢ um sélido limitado por 6 faces retangulares com as faces opostas congruentes duas a

duas.

Para determinar um bloco retangular, basta conhecer as medidas de 3 arestas que
concorrem num mesmo ponto. Um cubo é um caso particular de bloco retangular em que

as arestas tém a mesma medida e consequentemente as faces sao quadrados.

Proposicao 1.30. A razao entre o volume de blocos retangulares semelhantes € igual ao

cubo da razao de semelhanca.

Demonstracao. Mostraremos inicialmente que o volume de um bloco retangular é dado
pelo produto de suas dimensoes e em seguida provaremos a relagao entre as razoes.

Seja P um paralelepipedo reto retangulo cujas dimensoes sao racionais, ou seja, as medidas
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das arestas sao g, g e 2’ com a, b, ¢ e ¢ nimeros naturais. Decompondo as arestas em
a b

segmentos de comprimento %, as arestas ¢, 7 e g ficam divididas em a, b e ¢ partes,
respectivamente. Com isso o paralelepipedo fica divido em a.b.c cubos de aresta % que pela

3
Proposicao 1.28 tem volume igual a (é) . Disto segue que o volume do paralelepipedo P

pode ser escrito como
I b
Vp=abc-|-| =—--—-—.
q qa 49 q
Deste modo fica provado que, quando as dimensoes sao racionais, o volume de P; é dado

|
e

pelo produto de suas dimensoes. Resta provar que o mesmo acontece quando pelo menos
uma das dimensodes é irracional. Considere agora um paralelepipedo reto retangulo cujas
dimensoes sao x, y e z, com pelo menos uma das dimensoes sendo irracional. Mostraremos
de modo indireto que nao existe outro nimero capaz de expressar o volume de P; se nao
x.y.z. Tomamos um nimero k < xyz e em seguida podemos tomar niimeros racionais
r<z s<yet<ztao préximos de x, y e z de modo que se tenha k < rst < ryz. Assim,
o paralelepipedo P; contém um outro paralelepipedo P, cujas arestas sao r, s e t. Disto

conclui-se que para todo k < xryz temos
k<7’8t=Vp2 <‘/p1 :>/€<Vp1.

Tomando um ntmero [ > zyz conclui-se de modo inteiramente analogo que existe um

outro paralelepipedo P3, com medidas racionais, tal que
Vpl < Vp3 <.

Com isso fica provado que xyz é o Unico nimero capaz de expressar o volume de P;. Com
base nesses resultados, podemos concluir que o volume de um paralelepipedo reto retangulo
¢é dado pelo produto de suas dimensoes. Consideramos agora dois paralelepipedos retos
retangulos P e P’, semelhantes por razao r e com dimensoes medindo a, b, ce ', I/, ¢
respectivamente.

Calculando os volumes de P e P’ encontramos
Vp=abc e Vpr =d'.b.c.

Como a' =ra,t/ =rbed =rc

VP’_ 3
v =r°.

Ve = ra.rbare = rd.abe = Vpr = r3.Vp =

1.2.2.3 Relacao entre os volumes de prismas semelhantes.

Definicao 1.31. Dados dois poligonos congruentes contidos em planos paralelos, chamam-
se de prisma o solido limitado por esses poligonos e faces laterais em forma de paralelogra-

mos.
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Dizemos que os poligonos congruentes e paralelos sao as bases do prisma, que
pode ser classificado como reto (quando as outras faces sdo perpendiculares as bases) ou
obliquo (caso contrario). A distdncia entre um plano que contém uma base e o plano que
contém a outra base é a altura h do prisma. Além disso, a quantidade de lados do poligono
determina a nomeclatura do soélido.

De acordo com esta definicao, podemos observar que, no caso anerior, um bloco retangular

¢ um prisma quadrangular reto.

Figura 27 — Exemplos de prismas.

(|

Prisma hexagonal reto  Prisma pentagonal obliquo  Prisma triangular reto

Fonte: Autoria prépria.

Proposicao 1.32. A razao de semelhanca entre os volumes de dois prismas semelhantes

quaisquer € igual ao cubo da razdo de semelhanga.

Demonstracao. Para alcancar o resultado desejado mostraremos que o volume de um
prisma qualquer, assim como no caso do paralelepipedo reto retangulo, pode ser encontrado
fazendo o produto entre a area da base e a altura relativa a esta base. Com efeito, considere
um prisma P; cuja base é um poligono de area A contida num plano « e a altura é h.
Ao lado do prisma construimos um paralelepipedo reto retangulo P, de mesma altura h
e a base com area medindo A contida no mesmo plano «. Tomamos agora um plano
cortando os solidos e paralelo a a, como os dois sélidos sao prismas, toda se¢ao paralela
a base é congruente a esta base, ou seja, a intersecao de P, e P, com [ determinam
respectivamente areas A; e A, congruentes a A. Pelo Axioma 1.25, o volume dos sélidos

sdo iguais, isso significa que

VP1 = VPQ = Ah.
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Figura 28 — Areas equivalentes.

4

Fonte: Autoria proépria.

Considere agora dois prismas P e P’, com respectivas bases B e B’, semelhantes com razao
de semelhanca r. Pela Proposicdo 1.18, a 4rea da base de P’ mede Az = Ap.r? e sabemos

que h' = r.h.

Figura 29 — Prismas triangulares semelhantes

/] ".

h Kt

Fonte: Autoria prépria.

Calculando os volumes de P e P’ temos
Vp = ABh e Vpr = AB/]’L/ = Vp = ABT’2.hT = 7’3.ABh

VP / 3

Ve =12 Vp = A =r-.

1.2.2.4 Relagao entre os volumes de cilindros semelhantes.

Defini¢do 1.33. Dados duas figuras planas F' e F’ contidas em planos paralelos nao
conincidentes e um segmento de reta g que une F' e F’. Chama-se de cilindro de base F' e

geratriz g, todos os segmentos congruentes e paralelos a g que unem F' e F".
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Figura 30 — Cilindro por definicao.

Fonte: Autoria prépria.

A partir desta definicdo, podemos concluir que o prisma definido anteriormente é

um caso particular do cilindro cuja a base é um poligono.

Proposicao 1.34. A razdo de semelhanca entre os volumes de dois cilindros semelhantes

quaisquer € igual ao cubo da razdo de semelhanga.

Demonstracao. Para encontrar a relacao desejada mostraremos que o volume de um
cilindro qualquer pode ser encotrado fazendo o produto entre a area da base e a altura
relativa a esta base. Para tal usaremos nos exemplos das figuras cilindros cujas bases sao
circulos, entretanto, fica claro que existem outros tipos de cilindros. Considere um cilindro
C cuja base de area A esta contida num plano « e a distancia entre as bases é h. Ao lado
deste cilindro construimos um prisma P de altura h e uma das bases com area medindo A,
contida no mesmo plano «. Tomamos um plano S paralelo ao plano a cortando os solidos
e pela Definicao 1.33, as regides determinadas pelo plano 3 nos sélidos sdo congruentes as
suas respectivas bases, isto €, a intersecao de C' e P com 3 determinam respectivamente

areas A; e Ay congruentes a A

Figura 31 — Principio de Cavalieri para cilindros.

Fonte: Autoria propria

Como os solidos possuem mesma altura, pelo Axioma 1.25, o volume dos solidos sao iguais
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e isto significa que
Vp = Ve = Ah. (1.4)

Considere agora outro cilindro C” semelhante a C' por razao de semelhanca r e com area

da base medindo A’ e teremos que os volumes de C' e C’ sdo respectivamente
Ve=Ah e Vo =AN.
Ja sabemos que as bases desses séldios sao figuras planas semelhantes e pelo Teorema 1.21
A =r2A.

Logo
Vo=Ah e Vo =1?AN = Vo =r?Arh = r*Ah
Ve 3

Vo = 13V = =73,
C rvc VC T

1.2.2.5 Relacao entre os volumes de piramides semelhantes.

Definicao 1.35. Dados um poligono P com n lados contido em um plano o e um ponto
V fora do plano. Chama-se de piramide a reuniao dos segmentos com uma extremidade

em V' e outra no poligono.

Neste caso dizemos que V' é o vértice da pirdmide e P é a base da piramide. O
valor de n determina a nomeclatura da piramide, por exemplo, uma piramide cuja base ¢é

triangular é chamada de piramide triangular.

Figura 32 — Exemplo de uma piramide pentagonal.

Fonte: Autoria prépria.

No proximo resultado, mostraremos inicialmente como encontrar o volume de uma
piramide qualquer e em seguida encontraremos a razao entre os volumes de duas piramides

semelhantes. Para tal, se faz necessario enunciar e demonstrar o seguinte resultado.
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Lema 1.36. Duas piramides de mesma base e mesma altura possuem o mesmo volume.

Demonstracdo. De fato, considerando duas pirdmides de mesma base S, com vértices V] e
V5, ambas com altura H, faremos nelas algumas construgoes. Tracando um plano paralelo
a base com uma altura H — h, determinamos regides 57 e Sy semelhantes a S como ilustra

a figura a seguir.

Figura 33 — Piramides com mesma altura.

Vi Vs

Sl S?,

S

Fonte: Autoria prépria.

Denotaremos por Vi — 57 uma piramide cujo vértice é V; e a base é S;. Note que as
piramides V; — S1, Vi — S e V5 — 5,5, Vo — S sdo semelhantes entre si e pelo Teorema 1.21

a razao entre as areas das bases das piramides é

Ag (H)Q_ Ag
h

As A,

Dai conclui-se que Ag, = Ag, e pelo Principio de Cavalieri, as duas piramides tém o mesmo

volume. O

Proposicao 1.37. A razao entre os volumes de duas piramides semelhantes é igual ao

cubo da razdo de semelhanca.

Demonstracao. Considerando agora um prisma de base triangular, cujas bases sao AABC
e ANA1B1C e a altura é h. Ja vimos que o volume deste prisma é dado por A,gc.h e se

seccionarmos este prisma com os planos AB,C; e ACB; encontraremos trés pirdmides
A— AlBlcl, Bl — ABC e Bl - ACCl
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Figura 34 — Seccao do prisma em piramides.

Ay c A C A C

Fonte: Autoria prépria.

Como seccionamos um prisma, a piramides A — A; B,C; e By — ABC', possuem mesmo
volume, visto que Aa,5,c, = Aapc e mesma altura h. E valido notar que a piramide
A — A{B,C; também pode ser vista como B; — AA;(C, assim podemos observar de
maneira mais clara que B; — AA;Cy e B — ACC, possuem bases e alturas congruentes,
pois ANAA,C; = AACC e as bases estao contidas no mesmo plano A; AC'C; com 0 mesmo
vértice By. Com isso podemos concluir que
Via—a,B,c1) = VBi—aBc = VB,—acc, -
Assim, fica demonstrado que para uma piramide de base triangular vale o seguinte resultado
‘/(prisma) = S-Wpiramide) = A(base)-h
1
g.A(base).h (15)
Desejando generalizar o caso para uma piramide cuja base é um poligono de n lados, basta

‘/(piramide) =

usar o Teorema 1.17 e dividiremos a base em n — 2 tridngulos justapostos, como ilustra a

figura a seguir.

Figura 35 — Volume de uma piramide.

h

Fonte: Autoria propria.

Desta forma, dada uma piramide P qualquer de altura h e base formada por um poligono
B de n lados temos

1 1 1
Vp = §A1h + §A2h + ...+ gA(n,g)h
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1
Vp - g(Al + AQ + ...+ A(n_g))h

1
Vp = gAB.h

Por fim, dadas duas piramides P e P’, de bases B,B’ e altura h,h’ respectivamente
semelhantes por razao r, sabemos pela Proposicao 1.18 que Ap = Ap.r?, além disso,

h/ = r.h. Calculando os volumes de P e P’ temos
1 1 ,
Vp = gABh e Vp/ = g.AB/.h,
como Ap = Ag.r? e h' = r.h podemos escrever
L, 3
Vpr = g.?" AB.Th = Vp =r ABh

Vp/ :TSVP = E :7”3.
Vp

1.2.2.6 Relagao entre os volumes de cones semelhantes.

Definicao 1.38. Dados uma figura F' contida num plano a e um ponto V fora do plano.

Chama-se de cone a reuniao dos segmentos com uma extremidade em V' e outra na figura.

Figura 36 — Cone por defini¢ao.

iy

=

Fonte: Autoria prépria

Neste caso dizemos que V' é o vértice, F' é a base e o segmento que liga V' a extremidade
de F' é chamado de geratriz do cone. Observe que, com esta definicao, a piramide definida

anteriormente pode ser vista como um caso particular em que a base do cone é um poligono.

Proposicao 1.39. A razdo entre os volumes de dois cones semelhantes € igual ao cubo

da razao de semelhanca.
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Demonstracao. Para demonstrar este resultado, inicialmente mostraremos que o volume de
um cone qualquer ¢ dado por V = %Abh. Para isso, considere um cone C' e uma piramide
P, ambos com altura h e base de area A contida num plano «. Como ilustra a figura a

seguir

Figura 37 — Volume do cone.

Fonte: Autoria prépria

Pelo Axioma 1.25 temos que

Vp =Ve.
Como, pela Equacao (1.37) o volume da piramide P é dado por Vp = %Ah e o cone (
possui area da base e altura congruentes a P, podemos concluir que

1

Considere agora um cone C’ semelhante a C por razao de semelhanca r. Teremos que os

volumes de C' e C' sdo respectivamente
Ve L Ah Ve L AR
= — e 1 = — .
°73 <73

Como as bases dos cilindros sao figuras planas semelhantes, pelos Teoremas 1.21 e 1.3

temos
A'=1r2A e KW =rh.
Disto segue que
1 1 1
Vo=3Ah e Vo= gTQA.rh = Vo = §r""’Ah

1 Ver
V ;) = — 3V = — = 3.
C 37” C VC r

1.2.2.7 Relacao entre os volumes das esferas.

Defini¢cao 1.40. Dados um ponto O, denominamos por esfera de raio R, a reuniao de

todos os segmentos de medida R com um dos extremos em O.
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Proposicao 1.41. A razdo entre os volumes de duas esferras quaisquer € igual ao cubo

da razdo de semelhanca.

Demonstracao. Dada uma esfera centro O e raio r e tangente ao plano horizontal «,
faremos algumas construgoes afim de encontrar uma forma para calcular o volume de E.
Considere um cilindro C' reto, cuja base é um circulo de raio r contido num plano « e a
altura mede 2r. No interior do cilindro tome dois cones circulares C; e Cs, um em cada

base que limita o cilindro e ambos com altura r.

Figura 38 — Volume da esfera.

(0%

Fonte: Autoria prépria

Das Equagoes (1.3), (1.4) e (1.3), (1.6) temos respectivamente que

1 1
Ve =mr2r =21 e Ve, = Ve, = §7TT2.7“ = §7T7’3.

Considere agora um solido S limitado interiormente por C; e Cs e exteriormente por C' e
note que
4 4

Ve =Vo — (V01 + VCQ) = §7T7’ .

Tomamos agora um plano 5//« e distando h do centro da esfera e notamos que para todo

h < r temos
Agrg =12 —mh2 =n(r® = h?) e Aprg=r (, /r2 _ h_2)2 — (12 — ).

Logo
Asng = Apngs-
Com isso podemos concluir pelo Axioma 1.25 que

4
Vo =Vg = gWTS.

/
. . r .
Tomamos agora uma outra esfera E’ com raio medindo ' de modo que — = a, ou seja, a
r

¢é a razao de semelhanca entre E' e E.

Sabemos pela equacao anterior que os volumes das esferas sao

3 3.3

4 4
Ve=-mr’ e Vg = gﬂ(ra)3 = Vg = gm“ a’.

3
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Com isso temos

1.2.2.8 Relacao entre os volumes de dois sélidos semelhantes quaisquer.

Deduzimos até aqui, as relagoes existentes entre os volumes dos sélidos geralmente
abordados na educagao bésica, mas os casos apresentados até entao sao situagoes particu-
lares e se mostram insuficientes para a aplicacgdo em alguns caso do cotidiano. Buscando
validar a relacao apresentada para quaisquer que sejam os solidos semelhantes, desenvolve-
remos a seguir uma deducao, com base nos casos ja vistos que possibilite generalizar os
resultados encontrados anteriormente, permitindo assim a aplicacao em qualquer que seja

a forma do sélido geométrico.

Teorema 1.42. A razdo de semelhanca entre os volumes de dois solidos semelhantes

quaisquer € iqual ao cubo da razao de semelhanca.

Demonstracao. Seja S um sélido qualquer, encontraremos o valor do volume de S aproxi-
mando por poliedros,’ fazendo isto por falta ou por excesso. Os valores do volume de S
aproximados por falta sdo, por defini¢do, os volumes dos poliedros R contidos em S e os
valores do volume de S por excesso sao os volumes dos poliedros T' que contém S. Assim,

tomando os poliedros R e T" que obedecem as condi¢oes acima, podemos afirmar que

Vi < VS < Vr.

Para apresentar um tratamento mais facil entendimento, aproximaremos o sélido por
poliedros retangulares, que sao poliedros formados por varios blocos retangulares jus-
tapostos, assim o céalculo do volume se darda de forma mais direta, visto que podemos
calcular o volume do sélido fazendo a soma dos volumes dos blocos retangulares. Considere
um soélido S e um poliedro retangular R; contido em .S obtido por uma aproximagao a;
suficientemente préxima de S, de tal modo que o valor do volume de S aproximado por

falta possa ser expresso por Vg = Vg, .

6 Poliedro ¢ uma reunido de um niimero finito de poligonos planos chamados faces,
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Figura 39 — Sélido aproximado por poliedro retangular P;.

Fonte: Autoria prépria

No entanto, podemos ainda tomar um poliedro retangular R, por uma aproximacao as
mais precisa formada pela unido de R; com outros blocos retangulares de Volume B;.

Com isso teremos

VR1 < V32 < V.

Figura 40 — Sélido aproximado por poliedro retangular Ps.

Fonte: Autoria prépria

Observe que

VR2 = VRl +2B; < V.

Note que ainda é possivel tomar uma outra aproximacao az ainda mais precisa que as
através de um outro poliedro retangular R3 composto pela uniao de Ry com outros blocos

retanglares de volumes By, como podemos observar na ilustracao a seguir.
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Figura 41 — Sélido aproximado por poliedro retangular Ps.

Fonte: Autoria propria

Observe que
VR3 = VR2 + 6By < V.

Isto implica que
VR1 < V32 < VR3 < Vs.

Como entre dois niimeros reais sempre ha um ooutro nimero real, pudemos tomar uma
sequéncia de nimeros b, = Vg — %, com n > 1 e notar que para todo b, existe um poliedro
retangular R, tal que

bn < VRn < VF

Por outro lado, se considerarmos um outro poliedro retangular 7} obtido por uma apro-
Ximagao por excesso e aplicamos um inteiramente analogo, concluiremos que é possivel
tomar outra sequéncia ¢, = Vg + % e notar que para todo ¢, existe um poligono retangular
T, tal que

Vs < STn < Cp-

Observe que quando tornando maior o valor de n, teremos Vg, e Vi mais proximos de V.

Portanto, fazendo o limite nas duas sequéncias b, e ¢,,, com n — 0o temos

n—oo

0
lim b, :VS—%:VS
0

lim ¢, :VS—F%:VS.

n—oo

Como
b, < Vg, < Vs < Vp < cp,

e by, é crescente, ¢, é decrescente e ambas convergem para Vs, pelo Teorema do Confronto’,
temos que Vg, e Vp, convergem para a o mesmo valor que as sequéncias. Disto segue que
o volume de um solido qualquer pode ser pode ser visto como uma justaposicao de blocos

retangulares. Considerando agora o : S — S’ uma semelhanca entre os sélidos S, S’, com

7 O Teorems do Confonto estd enunciado e demonstrado em (STEWART, 2013, A37)
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razao de semelhanca r e P,P" aproximacoes para S, S’, podemos apresentar os volumes de

S e S’ como
VS = lim VP € VS’ = lim VP’-

Como lim P e lim P’ sdo poliedros retangulares semelhantes temos
lim Ve = r?lim Vp = Ve = Vg

VS/
= T3.

Vs
Portanto, a razao entre os volumes de dois sélidos semelhantes quaisquer ¢é igual ao cubo
]

da razao de semelhnaca.
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2 Metodologia

Neste capitulo esta definida a metodologia deste trabalho, caracterizando o tipo da

pesquisa desenvolvida, o puiblico participante e as etapas da sequéncia didatica desenvolvida.

2.1 Caracterizacao da pesquisa

Uma pesquisa cientifica pode ser inicialmente classificada em trés tipos: exploratoria,
descritiva e explicativa. Como toda classificagdo deve obedecer a alguns critérios, faremos
esta com base nos objetivos da pesquisa, utilizando os critérios apresentados por (GIL,
2002).

Uma pesquisa exploratoria busca apresentar um problema, porporcionando maior
familiaridade com o fenémeno estudado. Pode-se dizer que o objetivo principal é o aprimo-
ramento de ideias ou descobertas de intui¢cdes. Seu planejamento é, portanto, bastante
flexivel, de modo que possibilite a consideragao dos mais variados aspectos relativos ao
fato estudado. Gil aponta ainda que

Embora o planejamento da pesquisa exploratéria seja bastante flexivel,
na maioria dos casos assume a forma de pesquisa bibliografica ou de
estudo de casol...] (GIL, 2002, p.41).

Portanto, o presente trabalho pode ser classificado como uma pesquisa exploratéria
de cunho qualitativo, mais precisamente, um estudo de campo, visto que os procedimentos
utilizados na pesquisa estao de acordo com a defini¢ao de (GIL, 2002) para o estudo de
campo, no qual ele afirma que:

Tipicamente, o estudo de campo focaliza uma comunidade, que nao é
necessariamente geografica, ja que pode ser uma comunidade de trabalho,
de estudo, de lazer ou voltada para qualquer outra atividade humana.
Basicamente, a pesquisa é desenvolvida por meio da observagao direta
das atividades do grupo estudado e de entrevistas com informantes para
captar suas explicagoes e interpretagoes do que ocorre no grupo. Esses
procedimentos sdao geralmente conjugados com muitos outros, tais como
a andlise de documentos, filmagem e fotografias. (GIL, 2002, p.53).

Mais especificamente, este estudo consiste na elaboracgao, aplicagdao e analise de
uma Sequéncia Didatica, como proposta de ensino e aprendizagem de Semelhanca de
Figuras, estabelecendo relagoes entre as dreas e/ou entre os volumes das figuras estudadas,

visando desenvolver nos estudantes as habilidades exigidas na BNCC.
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2.2 Caratecrizacao do publico participante

Para a realizacao da coleta de dados, optou-se por desenvolver a pesquisa em
uma escola da rede publica do estado de Pernambuco, a Escola de Referéncia em Ensino
Fundamental e Ensino Médio (EREFEM) Costa Azevedo, localizada no municipio de
Olinda-PE.

A escolha da escola se justifica pelo fato do pesquisador lecionar na instituicao e
desejar contribuir, por meio desta pesquisa, de forma direta para o aperfeicoamento do

processo de ensio-aprendizagem, na unidade educacional na qual ele atua.

Esta pesquisa serda desenvolvida com uma turma do 3° ano do ensino médio da
EREFEM Costa Azevedo, que serd divida em dois grupos com os quais sera trabalhado os
conceito de volume de figuras semelhantes. Em ambos os grupos o conceito de semelhanca
de figuras serd apresentado através de sequéncias didaticas que serdo propostas neste
capitulo, entretanto com um grupo sera uma didatica de modo presencial, no outro, a

seuquéncia sera trabalhada de forma inteiramete remota.

Devido a necessidade de se cumprir o distanciamento social, por causa do momento
de pandemia que estamos enfrentando, a quantidade de estudantes que participaram da
pesquisa no grupo presencial foi reduzida, pois a escola esta funcionando com capacidade
maxima de 11 alunos por sala no grupo presencial e os demais alunos da turma estao
acompanhando as aulas de forma remota, havendo assim um quantitativo maior de
etudantes participando das atividades remotas. Por este motivo, participaram da pesquisa

7 estudantes no grupo presencial e 18 estudantes no grupo remoto.

As sequéncias didaticas sao compostas por um pré teste, uma sequéncia de atividades
interligadas entre si e um pods teste que serd comparado com o pré teste afim de verificar
se os objetivos foram alcancados em cada sequéncia. Dentre as atividades desenvolvidas
consta resolugao de problemas do cotidiano, investigagdo de problemas e desenvolvimento

de oficinas. A seguir apresentamos de maneira mais detalhada, cada etapa desta pesquisa.

2.3 Pré teste

Em cada turma sera aplicado um pré teste com o objetivo de identificar quais
sdo as habilidades da BNCC relevantes para o andamento da pesquisa que os estudantes

apresentam.

O pré teste é um questionario composto por 5 questoes, disponivel em Anexo A,
com cada questao buscando verificar se o estudante possui uma determinada habilidade,

de uma forma mais precisa, o objetivo de cada questao esta elencado a seguir:

e Questao 1 - o estudante compreende o conceito de semelhanca.
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e Questao 2 - o estudante reconhece figuras planas semelhantes.

e Questao 3 - o estudante calcula a medida da area de uma figura plana utilizando o

conceito de semelhanca de figuras.
e Questao 4 - o estudante reconhece sélidos espaciais semelhantes.

e Questao 5 - o estudante calcula a medida do volume de um sélido geométrico

utilizando o conceito de semelhancga de figuras.

2.4 Sequeéncia didatica

As sequéncias didaticas sao formas de organizagao do trabalho pedagdgico, com
objetivos que podem variar de acordo com a proposta do professor. Além disso, tem como
caracteristica principal desenvolver atividades em sequéncia, nesta proposta uma atividade
esta articulada a outra, como afirma Zabala:

As sequéncias de ensino-aprendizagem ou sequéncias didaticas sdo a
maneira de encadear e articular as diferentes atividades ao longo de
uma unidade didatica. Assim, poderemos analisar as diferentes formas
de intervengao segundo as atividades que se realizam e, sobretudo, pelo
sentido que adquirem sobre uma sequéncia orientada para a construcgao

de objetivos educacionais. (ZABALA; ARNAU, 2010, p.179).

Em concordancia com esta concepcao acreditamos que a elaboragao e a aplicagao
de sequéncia didaticas, fornecera dados relevantes para o desenvolvimento desta pesquisa,
pois o mesmo autor afirma ainda que

As sequéncias podem fornecer pistas acerca da funcao que cada uma das
atividades tem na construgao do conhecimento ou da aprendizagem de
diferentes contetudos e, por seguinte, valorizar a pertinéncia ou nao de
cada uma delas, a falta de outras ou a énfase que devemos lhes atribuir.
(ZABALA; ARNAU, 2010, p.179).

Diante disto, elaboraremos nesta secao duas sequéncias didaticas voltadas para o
ensino médio, uma elaborada para o ensino presencial e outra para o ensino remoto, ambas
com foco na relagao existente entre as areas de figuras semelhantes e entre os volumes de

figuras semelhantes.

2.4.1 Sequéncia didatica - Ensino presencial.

A sequéncia didatica voltada para o ensino médio aborda a relagdo entre as areas e
entre os volumes de duas figuras semelhantes, com o objetivo de apresentar o conceito de
semelhanca aos estudantes através de atividades que possam relacionar os conceitos de
semelhanca, de area de figuras planas e de volumes de sélidos. De forma mais detalhada, a

sequéncia esta estruturada da seguinte forma:
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Habilidades a serem desnvolvidas

Compreender o conceito de semelhaca, identificando figuras semelhantes.
Reconhecer figuras semelhantes obtidas por meio de tranformagcoes.

Reconhecer figuras planas e espaciais semelhantes obtidas por meio de tranformacoes.

Encontrar o valor da area da superficies dos sélidos geométricos a partir das proprie-

dades de figuras semelhantes.

Encontrar o valor do volume de sélidos geométricos a partir das propriedades de

figuras semelhantes.

Habilidades da BNCC

As habilidades elencadas a seguir ja foram descritas anteriormente na Secao 1.1.
(EFO6MA21)

(EFOTMA21)

(EFO6MA29)

(EM13MAT105)

(EM13MAT309)

(EM13MAT506)

Contetidos abordados

Semelhanca de figuras.

Tranformages geométricas (translagao, reflexao, rotagao e homotetia).
Areas de figuras planas.

Volumes de sélidos espaciais.

Materiais didaticos

1 Caderno sem pauta.

4 Folhas de papel com malha quadriculada.
Lapis.

Borracha.
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o Compasso.

o Transferidor

« Régua

« 1 Par de esquadros (45° e 60°).

Além disso, o professor deve dispor de um computador e um projetor de tela.

Tempo de execucao: 9 aulas de 50 minutos

e 12 Encontro - Aplicacao do pré teste exposto no Anexo A, conforme esta descrito na
Secao 2.3.

Para este momento serd necessaria uma aula 50 minutos.

e 22 Encontro - Apresentacao de uma lista com 4 problemas praticos, exposta no
Anexo B, envolvendo semelhanca de figuras planas, exposta na com a finalidade
apresentar aos estudantes a aplicabilidade no seu cotidiano dos conceitos que serao
estudados, motivando os estudantes e tornando-os sujeitos ativos no processo de
construgao do seu conhecimento.

Para a este momento sdo necesarias duas aulas 50 minutos.

o 39 Encontro - Apresentagao da ideia de semelhanca entre figuras planas e entre
figuras espaciais como uma relagdo que transforma uma figura F' em outra figura F’
com mesma forma, mas nao necessariamente o mesmo tamanho, mostrando que a
variagao do tamanho da figura depende da razao de semelhanca r que transforma
distancias d de F' em distancias d = r.d em F”’. Neste momento o professor apresenta
as propriedades da congruéncia dos angulos internos e da razao constante entre os
lados dos poligonos semelhantes, mostrando que as propriedades também sao validas
para os poliedros. Para fixar os conceitos apresentados pelo professor, os estudantes
devem resolver uma lista de exercicios envolvendo semelhanca, disponivel em Anexo
C.

A duragao deste encontro é de duas aulas de 50 minutos.

e 4° Encontro - Revisdo do conceito de volume, mostrando como encontrar o volume de
alguns solidos geométricos. Desenvolvimento de uma oficina com atividades voltadas
para a verificagdo da relagao entre as areas e entre os volumes de figuras semelhantes
com a utilizacao de malha quadriculada e sélidos geométricos constuidos pelos
estudantes, utilizando papelao, conforme esta exposto no Anexo D. Este momento
deve funcionar como uma oficina na qual os estudantes construirao os sélidos afim
de verificar qual a relagao entre os volumes de sélidos semelhantes por razao de

semelhanca r. A verificagdo deve ser feita com areia ou outro material capaz e ocupar
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ao maximo o volume existente no interior dos solidos constuidos. Neste encontro o
professor deve agir como mediador do processo de desenvolvimento da atividades,
auxiliando os estudantes nas construc¢oes dos objetos e no processo de verificacao.

Para este encontro sao necessarias duas aulas de 50 minutos.

o 52 Encontro - Apresentacao das solugdes dos problemas propostos no encontro
anterior, mostrando as relagoes entre as areas e entre os volumes das figuras estudadas.
Apbs a apresentacao das solugoes encontradas no 4° encontro, a sequéncia didatica
¢ finalizada com uma generalizacao apresetada pelo professor, mostrando que as
relagoes encontradas para as areas das figuras estudadas sao validas para quaisquer
figuras planas semelhantes e que as relagoes encontradas para os volumes sao validas
para quaisquer solidos semelhantes. Neste momento o professor deve fazer uma
transposi¢ao didatica dos Teoremas 1.21 e 1.42.

A duracgao deste encontro é de uma aula de 50 minutos.

o 6% Encontro - Aplicacao do pos teste descrito na Secao 2.5 e exposto no Anexo E.

Para este momento serd necessaria uma aula 50 minutos.

2.4.2 Sequéncia didatica - Ensino remoto

Diante das adversidades encontradas durante o periodo de pandemia, que teve
inicio no ano de 2020, no qual as aulas presenciais foram suspensas e passaram a ocorrer
de forma virtual, ficou evidente a necessidade de se pensar em atividades que possam
ser aplicadas de forma remota. E motivados por esta necessidade desenvolvemos uma

sequéncia didatica voltada para o processo de ensino remoto.

A sequéncia didatica voltada para o ensino médio remoto pretende desenvolver as
mesmas habilidades e aborda os mesmos contetidos que a sequéncia didatica presencial,
entretanto esta sequéncia apresenta algumas adaptacoes nas atividades desenvolvidas, de

modo que seja possivel desenvolvé-las sem a necessidade de haver encontros presenciais.

Para desenvolver as atividades propostas nesta sequéncia os estudantes deverao
dispor dos mesmos materiais didaticos expostos na sequéncia didatica para o ensino
presencial, mais 1 computador ou outro aparelho capaz de se conectar a internet para

participar das aulas que serao realizadas por videos chamadas.

De forma mais detalhada, as atividades desta sequéncia estdo organizadas da

seguinte forma:

Tempo de execugao: 7 encontros divididos entre aulas de 50
minutos realizadas através de videochamadas e encontros as-
sincronas, totalizando 7 aulas por videochamadas e 3 encon-
tro assincronos.
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« 19 Encontro -(Encontro assincrono) aplicagao de um férmulério pré teste exposto no

Anexo A, conforme esté descrito na Secao 2.3.

« 2° Encontro - Apresentacao de uma lista (em formato PDF) com 4 problemas
praticos, exposta no Anexo B, envolvendo semelhanca de figuras planas, exposta
na com a finalidade apresentar aos estudantes a aplicabilidade no seu cotidiano
dos conceitos que serao estudados, motivando os estudantes e tornando-os sujeitos
ativos no processo de construgao do seu conhecimento. Neste encontro o professor,
através da videochamada deve mediar a aula auxiliado os estudantes na resolucao
dos problemas.

Para a este momento sao necesarias duas aulas 50 minutos.

o 3° Encontro - Apresentagdo da ideia de semelhanca entre figuras planas e entre
figuras espaciais como uma relagao que transforma uma figura F' em outra figura F”
com mesma forma, mas nao necessariamente o mesmo tamanho, mostrando que a
variacao do tamanho da figura depende da razao de semelhanca r que transforma
distancias d de F' em distancias d’ = r.d em F’. Neste momento o professor apresenta
as propriedades da congruéncia dos angulos internos e da razao constante entre os
lados dos poligonos semelhantes, mostrando que as propriedades também sao validas
para os poliedros. Para fixar os conceitos apresentados pelo professor, os estudantes
devem resolver uma lista de exercicios envolvendo semelhanca, disponivel em Anexo
C.

A duragao deste encontro é de duas aulas de 50 minutos.

e 4° Encontro - (Encotnro assincrono) revisao do conceito de volume, por meio de
um video postado na plataforma de aulas, mostrando como encontrar o volume de
alguns soélidos geométricos. Neste encontro o professor solicita os materiais que serao

utilizados no proximo encontro.

e 52 Encontro - Desenvolvimento de uma oficina com atividades voltadas para a
verificagdo da relacao entre as dreas e entre os volumes de figuras semelhantes com a
utilizacao de malha quadriculada e solidos geométricos constuidos pelos estudantes,
utilizando papelao, conforme esta exposto no Anexo D. Este momento deve funcionar
como uma oficina na qual os estudantes construirao os sélidos afim de verificar qual
a relacdo entre os volumes de solidos semelhantes por razao de semelhanca r. A
verificacdo deve ser feita com areia ou outro material capaz e ocupar ao maximo o
volume existente no interior dos solidos constuidos. Neste encontro o professor deve
agir como mediador do processo de desenvolvimento da atividades, auxiliando os
estudantes nas construcoes dos objetos e no processo de verificacao.

Para este encontro sao necessarias duas aulas de 50 minutos.
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o 6° Encontro - Apresentacao das solucoes dos problemas propostos no encontro
anterior, mostrando as relagoes entre as areas e entre os volumes das figuras estudadas.
Apos a apresentacao das solugoes encontradas no 5° encontro, a sequéncia didatica
¢ finalizada com uma generalizacdo apresetada pelo professor, mostrando que as
relacoes encontradas para as areas das figuras estudadas sao véalidas para quaisquer
figuras planas semelhantes e que as relagoes encontradas para os volumes sao validas
para quaisquer solidos semelhantes. Neste momento o professor deve fazer uma
transposicao didatica dos Teoremas 1.21 e 1.42.

A duragao deste encontro é de uma aula de 50 minutos.

 7° Encontro -(Encontro assincrono) aplicacao de um formulario pés teste descrito na

Sec¢ao 2.5 e exposto no Anexo E.

2.5 Pos teste

Em cada turma sera aplicado um pos teste em forma de questionario, disponivel
em Anexo E com o objetivo de identificar quais as habilidades foram desenvolvidas com
a aplicacao da sequéncia didatica. A fim de tornar mais direta a comparacao entre o os
resultados obtidos no pré teste e no pos teste, as questoes do pés teste serao problemas
com os mesmos objetivos dos problemas propostos no questionario do pré teste, entretanto
a abordagem se da através de problemas contextualizados, nos quais as respostas serao
alcancadas utilizado os conceitos estudados na sequéncia didatica. Esta comparacao ira

compor o proximo capitulo do TCC, intitulado Resultados e dicussoes.
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3 Resultados e discussoes

Neste capitulo seréd feita uma analise detalhada do desenvolvimento das atividades
que compoem as sequéncias didaticas, discutindo o fatores relevantes a esta pesquisa que
foram percebidos no decorrer do processo de aplicacdo. Além disso, serdo expostos neste
capitulo, os restulados dos questionarios pré teste e pos teste da sequéncia didatica voltada

para o ensino presencial e também da sequéncia voltada para o ensino remoto.

No final do capitulo, na se¢ao sera feita uma comparacao entre os resultados do
pré teste e pos teste de cada modalidade utilizada, verificando se a aplicagao de cada

sequéncia didatica apresentou resultados satisfatorios.

3.1 Resultados do pré teste

No primeiro encontro foi aplicado o mesmo questionario pré teste para os grupos
presencial e remoto, com a finalidade de verificar quais as habilidades que os estudantes ja
dominavam e quais habilidades deverriam ser desenvolvidas no decorrer das sequéncias

didaticas. Para o grupo remoto, o questionario foi enviado em formato de formuléario online.

Foi informado aos estudantes que o questionario é parte de uma pesquisa, numa
tentativa de tranqulizar os estudantes, casos os mesmos tivessem dificuldades para responder
corretamente todas as questoes e como esperado, muitos tiveram dificuldades com algumas
questoes. Por outro lado, houve questdes com uma quantidade satisfatéria de acertos. A

seguir apresentamos a porcentagem de acertos por questao em cada grupo.

Questao 1. Aponte qual das afirmacOes a seguir, estd corretamente ligada ao

conceito de semelhanca de figuras.

a) Duas figuras sao semelhantes se, e somente se, sdo iguais.

b) Duas figuras sao semelhantes, se e somente se os lados correspondentes sao

proporcionais.

¢) Duas figuras sao semelhantes se uma pode ser vista como ampliagdo da outra

dada por uma razao r.

d) Duas figuras sao semelhantes se os angulos formados pelos lados sdo congruentes.

No grupo presencial 14, 3% das respostas foram corretas, enquanto no grupo remoto,
a porcentagem de acerto foi de 5,5%. Estes dados mostraram que os estudantes iriam
participar da pesquisa, em sua maioria, nao compreendiam, de maneira precisa, o conceito

de semelhanca.
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Questao 2. Qual das figuras a seguir é semelhante a figura A?

I) Figura B
IT Figura C
III Figura D
IV Figura E

As porcentagens de acertos dos grupos presencial e remoto nesta questao foram
respectivamente 42, 3% e 72,2%. O que nos permite concluir que, mesmo nao compreen-
dendo precisamente o que sao figuras semelhantes, os estudantes sao capazes de reconhecer
figuras semelhantes, dado que o grupo presencial apresentou um quantitativo mediano de

acertos, enquanto o grupo remoto apresentou um quantitativo consideravel de acertos.

Questao 3. A figura R, ¢ semelhante a figura R; por razao de semelhanga r = 2.

Ry

R,

2cm

3em

Com isso podemos afirmar que a area de R, é igual a:

a) 8m?
b) 12m?
c) 18m?
d) 24m?

Visando facilitar o calculo da area da figura semelhante, nesta quetdo foram

utilizados retangulos semelhantes, o que permite aos estudantes formular uma solugao
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encontrando primeiramente as medidas das dimensoes do retangulo R, para, em seguida
calcular sua area, ou seja, a solugdo nao esta restrita apenas a hablidade de conhecer a
relagdo existente entre as areas de figuras semelhantes e a razao de semelhanca. Ainda
assim, a porcentagem de acertos dos grupos presencial e remoto foram respectivamente
iguais a 42,3% e 33,3%, com isso notamos que em nenhum dos grupos houve mais de
50% de acertos, o que nos mostra que a quantidade de acertos, ndo pode ser considerada

satisfatoria.

Questao 4. Qual dos solidos geométricos a seguir é semelhante ao solido S7

No grupo presencial 100% dos estudantes responderam corretamente e no grupo
remoto a porcentagem de acertos foi de 72,2%. Isto mostra que uma quantidade

significativa dos estudantes conseguem identificar dois sélidos semelhantes.

Questao 5. A seguir temos dois cubos C e Csy. A aresta do cubo maior possui o

dobro da medida da aresta do cubo menor e o volume do cubo menor é igual a 1m3.

I

Cy

Podemos afirmar que o volume do cubo maior é igual a:

a) 2m3
b) 4m?
c) 8m?
d) 12m?

Nesta questao foram utilizados cubos como as figuras semelhantes, tendo em vista

que o objetivo da questao foi de verificar se o estudantes encontra o volume de um sélido
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usando o conceito de semelhanca de figuras. Neste caso citado na questao, o estudante
poderia encontrar a medida da aresta do cubo C5 e em seguida calcular seu volume.
Contudo as porcentagens de acertos dos grupos presencial e remoto foram respectivamente
iguais a 28, 6% e 33, 3%, nao podendo ser consideradas satisfatorias, devido as possibilidades

de solugoes que poderiam ser desenvolvidas.

3.2 Discussoes sobre as atividades desenvolvidas

3.2.1 Lista de problemas praticos do cotidiano

No segundo encontro foi aplicada para o grupo presencial e também para o grupo
remoto uma lista com problemas praticos do cotidiano, disponivel em Anexo B. Durante o
desenvolvimento das atividades, foi possivel notar que, em ambos os grupos, os estudantes
apresentavam uma satisfatoria nocao intuitiva de semelhanca, podendo identificar as figuras
semelhantes nos problemas, entretanto apresentavam bastante dificuldade de aplicar os
conceitos de semelhancga na elaboragao de uma estratégia para resolver o problema. A

seguir esta colocado de forma mais precisa o que foi possivel observar em cada questao.

Questao 1. No interior de um lago que possui a forma de um pentagono regular
deseja-se construir uma ilha semelhante a este lago com razao %, conforme ilustra a
figura a seguir:

6m 6m

6m 6m

6m

Qual deve ser a medida do contorno da ilha, se cada lado do lago mede 6 metros?

Alguns estudantes conseguiram resolver esta questao sem dificuldades, enquanto
outros nao souberam aplicar o conceito de semelhaca com base na razao de semelhanca.
Para ajudar estes que tiveram dificuldades, foi exposto dois exemplos utilizando quadrados
e triangulos equilateros, mostrando a relagao entre a razao de semelhanca e os contornos

das figuras.

Questao 2. Em certo momento do dia, um poste projetava sobre a calcada uma
sombra de 4 m. esse mesmo momento, um homem de 1,80 m de altura, que estava

ao lado do poste, rojetava uma sombra de 1,20 m. Qual a altura do poste?
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A maior dificuldade apresentada pelos estudantes do grupo presencial e do grupo
remoto foi identificar que as alturas citadas no problema e suas respectivas projegoes
determinavam triangulos semelhantes. Entretanto, muitos perceberam que a relagao entre
as alturas e suas projegoes eram proporcionais, mas por nao conseguir visualizar, nao
coseguiram estabelecer a propor¢ao na maneira adequada, o que comprometeu a solugao do
problema. Numa tentativa de fornecer um caminho vidvel para a solucao, foi apresentado
aos estudantes os tridangulos que eram determinados pelos dados do problema e lembrado
que o conceito de razao de semelhanga vista no problema anterior poderia ajudar nesta

questao.

Questao 3. Veja na figura o procedimento usado por Marcos para descobrir a

distancia entre as arvores A e B préximas do lago.

Sabendo que a medida do passo de Marcos é 100 cm, determine a distancia entre

essas arvores, em metro.
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Os estudantes perceberam que os tridangulos apresentados na questao eram seme-
lhantes e usaram o conceito de proporcionalidade entre os lados para buscar a solu¢ao do
problema, no entanto alguns estudantes ainda nao aplicaram este conceito da maneira
adequada por nao identificar quais eram os lados correspondentes. Para ajudar a enca-
minhar os alunos para uma solugao correta, o professor fez uma observacao mostrando
que os angulos das figuras semelhantes sao congruentes e pode-se tomar os dngulos como

referéncia para classificar os pares de lados correspondentes.

Questao 4. Para prensentear seu amigo, Jorge comprou um quadro utilizando um
aplicativo de internet e para verificar as medidas do quadro comprado ele solicitou
uma foto da pintura antes que ela fosse enviada. Apds revelar a foto recebida, ele
percebeu que ao lado do quadro havia uma caneta e entao ele efetuou algumas

medigoes e anotou, conforme ilustra a figura a seguir

Sabendo que uma caneta possui 14cm de comprimento, qual o tamanho real do

quadro comprado por Jorge?

Em ambas as sequéncias os estudantes apresentaram bastante dificuldade para
perceber que havia relagdo entre o quadro real e o quadro apresentado na imagem.
Possivelmente pelo fato de haver apenas uma imagem na questao, os estudantes nao
conseguiram identificar a relacao de proporcionalidade estabelecida entre a razao das
dimensoes do quadro real e do quadro na foto e a razdo do comprimento da caneta real e
da caneta na foto. Quando perguntados a respeito da dificuldade de resolver o problema,
os estudantes responderam: "Como vou fazer aqui, se sé tem uma imagem?" "Ta faltando
algum dado no problema." Para minimizar a dificuldade, foi mostrado aos estudantes a

proporcionalidade entre as dimensoes reais e as dimensoes virtuais citadas no problema.
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3.2.2 Apresentacao de figuras semelhantes e lista de exercicios

No terceiro encontro, em ambas sequéncias, foi trabalhado o conceito de semelhanca
de figuras através de uma exposicao de conteido, mostrando inicialmente a semelhanca
entre figuras planas como uma relagdo entre duas figuras com mesma forma, mas nao
necessariamente o mesmo tamanho, mostrando que as dimensoes da figura variam de acordo
com uma razao de semelhanca r. Neste momento foram apresentadas as propriedades
da congruéncia dos angulos internos e da razao constante entre os lados correspondentes
dos poligonos semelhantes. Posteriormente este conceito foi ampliado para os sélidos
semelhantes, mostrando que as propriedades de congruéncia dos angulos internos e da

razao constante entre os segmentos correspondentes também sao validas neste caso.

Em seguida foi aplicada uma lista de exercicios, (disponivel no Anexo C) possi-
bilitando aos estudantes a aplicacao direta das propriedades expostas pelo professor e,
em ambos os grupos, os estudantes apresentaram algumas dificuldades para resolver a
lista por completo, necessitando da intervencao do professor em alguns casos. A seguir
estao apresentados os exercicios que foram aplicados neste encontro, juntamente com os

fenomenos que foram possivel observar.

Exercicio 1. Qual é a razao de semelhanga entre a figura reduzida (a direita) e a

figura original (a esquerda) na ilustragao abaixo?

Os estudantes nao apresentaram dificuldade para resolver este exercicio, salvo
1
29
casos, foi mostrado que o valor da razao de semelhanca determina se a figura originall serd

alguns casos nos quais as respostas eram r = 2 e ndo r = 35, como deveria. Para estes

ampliada ou reduzida.

Exercicio 2. Com uma régua, meca a base e a altura dos retangulos a seguir e,

com o auxilio de um transferidor, meca os angulos de ambos.
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a) Qual é a razao entre a medida da base do retdngulo vermelho e a medida da

base do retangulo verde?

b) Qual é a razao entre a medida da altura do retangulo vermelho e a medida

da altura do retangulo verde?

c) Esses retangulos sao semelhantes? Por qué?

Neste exercicio houve uma divergéncia entre os grupos presencial e remoto, pois
nos dois grupos alguns estudantes nao tinham o material necessario para medir os angulos
das figuras, embora o transferidor faga parte dos materiais didaticos listados anterior-
mente, muitos nao conseguiram adquirir a tempo. No grupo presencial, devido a pequena
quantidade de estudantes, o material que tinhamos na escola foi suficiente para que cada
estudante pudesse fazer o seu exercicio, ja no grupo remoto, a solucao encontrada foi
medir os angulos na videochamada para que todos pudessem verificar as medidas das
figuras. Apesar desta divergenéncia, os dois grupos conseguiram resolver os trés itens,
chagando a conclusao esperada de que as figuras eram semelhantes por possuirem angulos

correspondentes congruentes e a razao entre os lado ser constante.

Exercicio 3. Verifique, utilizando régua e transferidor, qual das figuras a seguir é

semelhante ao retangulo A.

Nos dois grupos, as dificuldades decorrentes da falta de transferidor que ocorreram
no exercicio 3, também ocorreram neste exercicio. No grupo remoto, utlizando de uma
estratégia semelhante a da questdo 3, quando os estudantes solicitaram, foi feita uma
medicao dos angulos através da videochamada. O que se mostrou sufuciente para atingir o

objetivo do exercicio.

Exercicio 4. As figuras F' e F’ a seguir sao semelhantes com razao de semelhanca

r = 3. Encontre a o valor da area de F”
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F/

2cm

2cm

Neste exercicio os estudantes tiveram dificuldade para encontrar o valor da area da
figura F’, alguns responderam afirmando que o valor da &rea seria trés vezes maior, visto
que o valor de semelhanca é r = 3, outros estudantes conseguiram encontrar o valor da
area encontrando primeiramente as dimensoes da figura F” e em seguida calculando a area

do quadrado de lado 9cm.

Exercicio 5. Sabendo que dois cubos quaisquer sao semelhantes e que a aresta do

cubo (5 tem o dobro da medida da aresta do cubo (', determine o volume de (5.

C,

Neste exercicio os estudantes também tiveram dificuldade para encontrar o volume
do cubo (5. Alguns estudantes afirmaram equivocadamente que o volume do cubo Cy
também dobraria, outros responderam que o volume do cubo C seria 4 vezes maior que o
cubo (1, pelo fato da razao de semelhanca ser r = 2. Como neste exercicio, diferentemente
do anterior, as dimensoes da figura original nao estavam explicitas, os estudantes nao
conseguiram encontrar dimensdes do cubo C5 semelhante para em seguida calcular o

volume.

Diante das dificuldades apresentadas pelos estudantes na resolugao dos exercicios 4
e b, ficou evidente que o estudo de semelhanca de figuras, através da abordagem apresenada,
nao foi suficiente para que desenvolver nos estudantes as habilidades de verificar a relagao
enre as areas e entre os volumes de figuras semelhantes, este fato justifica a necessidade de

se desenvolver as atividades programadas para o proximo encontro.
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3.2.3 Revisao de volumes de sélidos e proposta de oficina

No primeiro momento desta etapa da sequéncia o encontro com o grupo remoto
ocorreu em formato assincrono, através de um video postado na plataforma da sala de
aula virtual, contendo uma aula de revisao sobre as formas de calcular os volumes de
cubos, prismas, cilindros, piramides, cones e esferas. O outro momento desta etapa ocorreu
através de uma videochama, na qual foi proposta uma atividade em formato de oficina

para este grupo.

A mesma revisao foi feita com o grupo presencial e posteriormente foi proposta a
mesma atividade em formato de oficina que foi proposta para o grupo remoto. Entretanto
pela dinamica da aula presencial, foi possivel fazer a revisao e desenvolver as atividades da
oficina em duas aulas de 50 minutos, sendo necessario um tempo menor do que o tempo

gasto com o grupo remoto.

A seguir estao apresentadas algumas observagoes que foi possivel notar durante o

desenvolvimento de cada atividades que compoe a oficina.

Atividade 1. Construa na malha quadriculada um tridangulo retangulo com base
medindo 3 e altura 2, em seguida construa, ao lado deste, um retangulo semelhante

com razao de semelhanca r = 2 e encontre o valor das areas das duas figuras.

O uso da malha quadriculada foi um obstaculo para alguns estudantes, visto que
muitos alguns nao puderam imprimir o modelo da mala enviado e também nao possuiam
recursos tecnolégicos para utlizd-la de modo digital. A alternativa encontrada para esta

dificuldade foi criar, uma malha numa folha de papel oficio com o auxilio da régua.

Apds resolver o problema da malha, a atividade foi desenvolvida por ambos os
grupos sem muita dificuldade, com isso foi possivel notar que os estudantes compreenderam

o conceito de semelhanca entre os lados dos tridangulos com base na razao de semelhanca.

Atividade 2. Utilize a malha quadriculada para analisar o que acontece com a
area de um quadrado se dobrarmos o valor dos seus lados. E quando triplicamos o

valor do lado?

Nesta atividade foi possivel notar com o grupo presencial que os estudantes cons-
truiram quadrados semelhantes, de modo analogo a atividade anterior e, em seguida,
calcularam as areas dos quadrados utilizando a soma dos quadrados unitarios presentes
na malha. Os estudantes do grupo remoto também conseguiram constuir os quadrados e
quando perguntados pelo método utilizado, dois estudantes que se pronunciaram decla-
raram ter utilizado o mesmo método que foi observado no grupo presencial. Entretanto,

as comparagoes entre as areas nao foram todas por meio da razao, alguns estudantes
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comparam por meio da diferenca, como o estudantes que afirmou "quando dobrei o lado
do quadrado a drea aumentou 12 unidades’. No seu exemplo, este estudante considerou
inicialmente um quadrado de lado 2 e ao encontrar as areas desejadas, ele comparou fazendo
subtragoes, chegando assim numa conclusao equivocada. Os estudantes que cometeram
este equivoco foram direcionados a usar mais de um exemplo e comparar as areas usando

a razao.

Atividade 3. Os triangulos a seguir sao semelhantes com razao de semelhanga

r = 4. Qual a relagao existente entre as areas dos tridngulos?

g

-SSR S

Devido ao uso da malha quadriculada, os estudantes conseguiram calcular as areas
das figuras somando as areas dos quadrados unitarios e juntando dois tridngulos cujos
catetos medem 1 para formar um quadrado unitario. Nesta atividade ja nao houve casos

em que a comparacao foi feita pela diferenca.

Atividade 4. Com base nos resultados anteriores, responda o que acontece com a

area de um poligono qualquer quando dobramos o comprimento dos lados.

Esta atividade, por se tratar de uma questao mais generalizada, nao apresentando
a figura dos poligonos semelhantes, os estudantes apresetaram dificuldades de apontar
uma solucao. Para direcionar os estudantes a uma estratégia de resolucao adequada para
este problema, foi mostrado o que aconteceu com os poligonos das atividades anteriores,
fazendo uma relagao entre a razao de semelhanca e as areas dos poligonos. Apds esta

observagao, ambos 0s grupos conseguiram apontar a resposta esperada.

Atividade 5. Utilizando papeldo e fita adesiva, construa um paralelepipedo com

as dimensoes apresentadas na figura abaixo. Em seguida calcule o seu volume.
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4em

10cm

Para esta tividade, a maior dificuldade de ambos os grupos foi construir os soli-
dos com medidas indicadas. Para ajudar os estudantes, foi colocado um passo a passo,
mostrando que eles poderiam primeiramente cortar as faces com os tamanhos indicados e
em seguida montar o sélido, envolvendo as faces com fica adesiva. Apds a confeccao dos

solidos, os estudantes apoontaram o volume do paralelepipedo sem muitas dificuldades.

Atividade 6. Construa um paralelepipedo semelhante ao paralelepipedo construido

anteriormente por razao de semelhanca r = 2 e verifique a relagdo entre os volumes.

Para desenvolver esta atividade, boa parte dos estudantes optou por criar primeira-
mente um rascunho do sélido que deveria ser criado, definindo suas medidas com base
no sélido da questao anterior e da razao de semelhanca. Neste caso, nao houve muita
dificuldade no processo de confeccao, pois os grupos utilizaram o mesmo passo a passo da
questao anterior. No entando, para efetuar a verificacado dos volumes, foi necessario dar
um direcionamento, sugeridno que eles poderiam verificar preencehndo o interior do sélido
menor e, em seguida, transferir o contetido para o sélido maior, notando assim a razao

entre os volumes das figuras.

Nos dois grupos esta verificagao foi feita com areia, para o grupo remoto foi passado
no final do encontro anterior uma lista com os materiais que seriam utlizados nesta
ativdade e para o grupo presencial, foi disponibilizado um recipiente com areia, para que
os estudantes pudessem efetuar a verificagao. Os estudantes verificaram e concluiram que
o volume do sélido maior era 8 vezes maior que o outro solido, considerando uma pequena

margem de erro, devido a falta de precisao na confec¢ao dos sélidos.

Atividade 7. Calcule o volume do paralelepipedo maior e verifique se a relagao

encontrada estd correta.

Esta atividade foi desenvolvida juntamente com a verificagdo. Os esudantes cal-
cularam e ao comparar os volumes encontrados concluiram que o resultado visto com o

preenchimento dos sélidos foi valido.
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Atividade 8. Com base no resultado anterior, responda o que acontece com o
volume de um paralelepipedo quando dobramos o valor do comprimento das arestas.

E quando triplicamos o valor do comprimento?

Para responder esta atividade, os estudantes nao tiveram problemas para apontar
o que aconcete quando dobra o valor do comprimento das arestas e optaram por nao
construir outro sélido com razao de semelhanca r = 3. Na opnido da maioria, a construcgao
foi muito complicada. Dai, buscando um método mais pratico de verificar a relacao, eles

desenharam o solido, calcularam os volumes e verificarm por meio da razao.

Apébs o cumprimento de todas as atividades da oficina, os estudantes do grupo
remoto tiveram um momento de apresentacao, onde alguns estudantes se dispuzeram a
apresentar os solidos que eles construiram, mostrando a relacao entre os volumes para
cada caso. Devido a dinamica da aula presencial, na qual os estudantes puderam ver a
construcao do outro no momento da realizagado da oficina, este momento de apresentacao

nao foi necessario.

Por fim, para finalizar a sequéncia didatica, foi apresentada aos estudantes uma
generalizagdo, fazendo uma transposicao didatica dos Teoremas 1.21 e 1.42; tomando como
referéncia as formas estudadas na sequéncia didatica e mostrando que as relagoes entre as
areas e entre os volumes que foram encontradas na realizacao da oficina sao validas para

quaisquer figuras que possuam area ou volume.

3.3 Resultado do pés teste

Apoés a finalizacdo das seuquéncias didaticas foi aplicado, no 1ltimo encontro,
um questionario pos teste para os grupos presencial e remoto, a fim de verificar quais
habilidades foram desenvolvidas com a aplicacdo das sequéncias de atividades propostas.
Para o grupo remoto, assim como o pré teste, este questionario foi enviado no formato de

formulario online.

Nesta secao serd apresentado o resultado do pos teste, além disso, sera realizada
uma comparacao destes dados com os dados do resultado do pré teste. Vale lembrar que
ambos os questionarios foram compostos por questdes com o mesmo objetivo e para tornar
esta comparacao mais direta, tomaremos os resultados de cada questao do pds teste e

faremos uma comparacao com a questao do pré teste que possui o mesmo objetivo.

Além disso, para verificar se os objetivos de cada questao foi alcancado, classifica-
remos as questoes do pos teste de acordo com o parametro apresentado na tabela a seguir.
Assim teremos uma resposta direta quanto a viabilidade da utilizacdo das sequéncias

didaticas.
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Tabela 2 — Parametro

PORCENTAGEM DE ACERTOS (z%)

NIVEL DE ALCANCE DO OBJETIVO

0% <z < 50% Ruim

50% < x < 70% Regular
0% < x < 8% Bom
85% < x < 100% Otimo

Fonte: Autoria prépria.

A seguir estao apresentadas as questoes do poés teste, seguidas de seus resultados e

suas respectivas analises e comparagoes.

Questao 1. Marque qual afirmacgao a seguir esta corretamente ligada ao conceito

de semelhancga de figuras.

a) Duas figuras sdo semelhantes se, e somente se, possuem mesma forma e tamanho.

b) Duas figuras sao semelhantes se uma pode ser vista como ampliacao ou reducao

da outra sem alterar suas proporgoes.
¢) Duas figuras sdo semelhantes, se e somente se as razoes entre os lados sao iguais.

d) Duas figuras sao semelhantes se e somente se os angulos formados pelos lados

correspondentes sao congruentes.

No grupo presencial 57,1% das respostas foram corretas, atingindo um nivel de
alcance regular, enquanto no grupo remoto a porcentagem de acerto foi de 72, 2%, atingindo
um nivel de alcance bom. Embora as porcentagens de acerto sejam maiores que 50%,
acreditamos que porcentagem de acertos nao atingiu um nivel de alcance do objetivo
melhor por causa das atividades desenvolvidas durante as sequéncias que nao focaram em

conceituar precisamente a semelhanca de figuras.

Por outro lado, o grafico a seguir, mostra que ainda assim, houve um considerédvel
aumento nas porcentagens de acertos em ambos os grupos, quando relacionados a do pré

teste que possui o mesmo objetivo.
Figura 42 — Comparacao da questao 1: pré teste x pds teste

Porcentagem de acertos da questdo 1

20,00% 14,30%

pre teste pos teste pré teste pos teste

£rupo presencial ETUpo remoto

Fonte: Autoria proépria.
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Compreendemos entao que na questao 1 o grupo presencial atingiu um nivel regular

e o grupo remoto atingiu um nivel bom, associamos este melhor desempenho do grupo

remoto ao uso dos recursos tecnolégicos que nos permitiu ao logo das atividades mostrar

na pratica uma figura sendo ampliada e reduzida.

Questao 2. Qual das figuras a seguir é semelhante a figura F?

a) Figura A
b) Figura B
c¢) Figura C

)

d) Figura D

As porcentagens de acertos dos grupos presencial e remoto nesta questao foram
respectivamente 100% e 88,9%. Estes dados nos mostra que os dois grupos atingiram um

nivel de alcance do objeto 6timo, atingindo a totalidade no grupo presencial. No entanto,

vale lembrar que ja no pré teste, a quantidade de acertos foi significativa, conforme mostra

o grafico a seguir.

Figura 43 — Comparacao da questao 2: pré teste x pos teste

nnnnnn

nnnnn

Porcentagem de acertos da questio 2

100,00%
88,90%

72,20%

43,30%

pre teste pos feste pré feste pos teste

grupo presencial grupo remoto

Fonte: Autoria prépria.

Notamos aqui que nos dois grupos o desenvolvimento das atividades péde desen-

volver nos estudantes as habilidades necessarias para alcancar o objetivo desta questao.
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Questao 3. . Para cobrir uma piscina com as dimensdes da piscina P;, Jonas gastou
exatamente 40m? de lona plastica. Desejando cobrir outra piscina semelhante a P, e

com as dimensoes da figura P, quantos m? de lona pléstica ele deverd comprar?

P;

P

Diferentemente da questao do pré teste que possui o mesmo objetivo, no pos teste
optamos por utilizar uma questao contextualizada, na qual a area da figura desejada nao
pode ser encontrada sem a aplicagdo da relagdo existente entre as areas das figuras e a
razao de semelhanca. Esta estratégia foi utilzada visando verificar se os estudantes seriam

capazes de utilizar esta relacado em quaisquer que fossem as figuras planas semelhantes.

Mesmo restringindo os meios para encontrar a solugao do problemas, as porcentagens
de acertos nos grupos presencial e remoto foram respectivamente iguais a 85, 7% e 77, 8%.
Comprovando que com a aplica¢ao da sequéncia de atividades foi possivel atingir o objetivo
esperado no grupo presencial, porém o grupo remoto atingiu um nivel de alcance bom,

conforme mostra o grafico a seguir.

Figura 44 — Comparacao da questao 3: pré teste x pos teste

Porcentagem de acertos da questdo 3
90,00% 85,70%
80.00% 73.30% 7780
70,00%
60,00%
50,00% 43,30%

40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0.00%

pre teste pos teste pré teste pds teste

grupe presencial Zrupo remoto

Fonte: Autoria prépria.

Esta diferenca pode ser atribuida ao obstaculo que surgiu durante a realizacao da
oficina, visto que alguns estudantes tiveram dificuldade em resolver o problema referente a

area de figuras semelhantes por falta de recursos para utilizar a malha quadriculada.
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Questao 4. Marque a alternativa que apresenta trés solidos semelhantes.

a) Alternativa A

]

b) Alternativa B

OO
U
5

As porcentagens de acerto para desta questao nos grupos presencial e remoto foram

c) Alternativa C

d) Alternativa D

respectivamente iguais a 100% e 88, 9%, mostrando assim que o objetivo para esta questao
foi alcancado em ambos os grupos. Entretanto, as porcentagens de acertos desta questao
no pré teste também foram altas em ambos os grupos, com o grupo presencial atingindo

100% j& no pré teste, conforme mostra o grafico a seguir.
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Figura 45 — Comparacao da questao 4: pré teste x pds teste

Porcentagem de acertos da questiio 4
120,00%

_ 100,00% 100,00%
100,00% BE,90%
80,00% 72,20%

60,00%
40,00%
20,00%
0.00%

pre tesie pos testz pré teste pos teste

grupe presencial grupo remoto

Fonte: Autoria prépria.

Por outro lado, é possivel notar que no grupo remoto houve uma melhora significa-

tiva, atingindo no pés teste uma porcentagem considerada 6tima.
Questao 5. Uma empresa que fabrica café soltivel fornece seus produtos em potes

que possuem formas dos solidos P; e P, semelhantes por uma determinada razao de

semelhanca r. Como ilustra a figura a seguir:

20cm

10cm

P>

Se o pote P possui 250¢g de capacidade, qual a capacidade do pote P?

Assim como na questao 3, nesta questao também optamos por utilizar uma questao
contextualizada, o que difere da questao do pré teste que possui o mesmo objetivo. Aqui
utilizamos solidos semelhantes diferentes dos solidos vistos na educagao bésica, evitando
que o estudante elabore uma solucdo com a aplicagao direta na férmula para obter o
volume sem a aplicagdo da relacao existente entre os volumes dos sélidos e a razao de
semelhanca. Esta estratégia foi utilizada visando verificar se os estudantes seriam capazes

de utilizar esta relagdo em quaisquer que sejam os sélidos semelhantes.
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Apesar da restricao dos meios para encontrar a solucdo, as porcentagens de acertos
no grupos presencial foi de 85, 7% e no grupo remoto foi de 83,3%. Vale lembrar que para
esta questao as porcentagens de acertos nao foram altas no pré teste, como pode ser visto

no grafico a seguir.

Figura 46 — Comparacao da questao 5: pré teste x pos teste

Porcentagem de acertos da questiio 5
85,70% 83.30%

33,30%

0 nne
0,00%

pre teste pos teste pré teste pos teste

grupo presencial grupo rsmoto

Fonte: Autoria prépria.

Notamos entao que as porcentagens de acertos de ambos os grupos aumentou
consideravelmente apos as aplicacoes das sequéncias didaticas, o que comprova que com a
aplicagdo da sequéncia de atividades foi possivel desenvolver as habiilidades esperadas em

grande parte da turma, atingindo um nivel de alcance do objetivo 6timo nos dois grupos.

Na préxima se¢ao apresentaremos uma analise geral da aplicagoes das sequéncias

didaticas, apontando as consideracoes finais da pesquisa.

3.4 Consideracoes finais

O presente trabalho se propos a verificar quais as relagdes existentes entre as areas
e entre os volumes de duas figuras semelhantes e elaborar uma forma de apresentar estas
relagbes para estudantes do ensino médio desenvolvendo as habilidades exigidas na BNCC.
Buscando atingir o objetivo desenvolvemos uma revisao bibliografica, encontrando as
relagoes desejadas e em seguida elaboramos duas sequéncias didaticas para a aplicacao em

turmas do terceiro ano de ensino médio.

E importante lembrar que esta pesquisa foi desenvolvida durante o biénio 2020-2021
e neste periodo o ensino ptublico em Pernambuco, estado onde desenvolvemos a pesquisa,
aconteceu de forma hibrida, combinando o ensino presencial e remoto e por este motivo,
nos motivamos a desenvolver esta pesquisa pensando nestes dois formatos de ensino e isto
nos levou a desenvolver uma sequéncia didatica para ser aplicada de forma presencial e

outra para ser aplicada de forma remota.

Apoés as devidas aplicagoes e andlises foi constatado que ambas as sequéncias pude-

ram atingir os objetivos propostos, desenvolvendo nos estudantes as habilidades esperadas
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e podendo ser consideradas, com base nestas aplicagoes, como abordagens alternativas para
o ensino de areas e volumes de figuras semelhantes. No entanto, vale ressaltar que devido
aos protocolos de distanciamento social necessarios para o enfretamento do momento de
pandemia que ocorreu neste periodo, a quantidade de estudantes participando da pesquisa

no grupo presencial foi reduzida, contendo apenas 7 estudantes neste grupo.

Portanto, embora os resultados desta pesquisa tenham apresentado dados bastantes
satisfatorios, mostrando uma significativa assimilacao dos conceitos estudados e atingindo
os objetivos para ambos os grupos, a aplicagdo destas mesmas atividades em turmas com
uma quantidade demasiadamente maior de estudantes pode nao apresentar os mesmos
resultados, visto que a dinamica da sala mudara consideravelmente. Por outro lado, ao
optar por utilizar um destas ou as duas sequéncias propostas, o professor estara ciente de

que esta foi uma experiéncia exitosa.

Diante disso, nos encontramos frente a novos questionamentos, tais como: As
atividades propostas nas sequéncias sao capazes de desenvoler as mesmas habilidades nos
estudantes se trabalhadas com turmas maiores? Visto que o cdlculo de drea e volume sélidos
ja esta presente no 2°mno do ensino médio, estas propostas podem ser aplicadas com este

grupo?

Estes questionamentos serao respondidos posteriormente em outros estudos que

serao desenvolvidos pelo pesquisador como relatos de experiéncias de sua pratica docente.
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ANEXO A — Pré teste

Questao 1. Aponte qual das afirmagoes a seguir, estd corretamente ligada ao
conceito de semelhanca de figuras.
a) Duas figuras sdo semelhantes se, e somente se, sdo iguais.

b) Duas figuras sao semelhantes, se e somente se os lados correspondentes sao

proporcionais.

¢) Duas figuras sao semelhantes se uma pode ser vista como ampliagdo da outra

dada por uma razao r.

d) Duas figuras sao semelhantes se os angulos formados pelos lados sdo congruentes.

Questao 2. Qual das figuras a seguir é semelhante a figura A?

I) Figura B
IT Figura C
IIT Figura D
IV Figura E

Questao 3. A figura R, é semelhante a figura R, por razao de semelhanca r = 2.

Ry

Ry

2cm

3cm

Com isso podemos afirmar que a area de R, é igual a:

a) 8m?
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b) 12m?
c) 18m?
d) 24m?

Questao 4. Qual dos sélidos geométricos a seguir é semelhante ao solido S7

Questao 5. A seguir temos dois cubos C e Cs. A aresta do cubo maior possui o

dobro da medida da aresta do cubo menor e o volume do cubo menor ¢ igual a 1m?.

(&

Podemos afirmar que o volume do cubo maior é igual a:
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ANEXO B - Problemas praticos

do cotidiano

Questao 1. No interior de um lago que possui a forma de um pentagono regular

deseja-se construir uma ilha semelhante a este lago com razao %, conforme ilustra a

figura a seguir:

6m 6m

6m

Qual deve ser a medida do contorno da ilha, se cada lado do lago mede 6 metros?

Questao 2. Em certo momento do dia, um poste projetava sobre a calgada uma
sombra de 4 m. esse mesmo momento, um homem de 1,80 m de altura, que estava

ao lado do poste, rojetava uma sombra de 1,20 m. Qual a altura do poste?

Questao 3. Veja na figura o procedimento usado por Marcos para descobrir a

distancia entre as arvores A e B proximas do lago.
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Sabendo que a medida do passo de Marcos é 100 cm, determine a distancia entre

essas arvores, em metro.

Questao 4. Para prensentear seu amigo, Jorge comprou um quadro utilizando um
aplicativo de internet e para verificar as medidas do quadro comprado ele solicitou
uma foto da pintura antes que ela fosse enviada. Apds revelar a foto recebida, ele
percebeu que ao lado do quadro havia uma caneta e entao ele efetuou algumas

medic¢oes e anotou, conforme ilustra a figura a seguir

Sabendo que uma caneta real possui 14cm de comprimento, qual o tamanho real do

quadro comprado por Jorge?
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ANEXO C — Lista de exercicios

envolvendo semelhanca de figuras.

Exercicio 1. Qual é a razao de semelhanga entre a figura reduzida (a direita) e a

figura original (a esquerda) na ilustragao abaixo?

Exercicio 2. Com uma régua, meca a base e a altura dos retangulos a seguir e,

com o auxilio de um transferidor, meca os angulos de ambos.

a) Qual é a razao entre a medida da base do retangulo vermelho e a medida da

base do retangulo verde?

b) Qual é a razdo entre a medida da altura do retdngulo vermelho e a medida da

altura do retangulo verde?

c) Esses retangulos sao semelhantes? Por qué?

Exercicio 3. Verifique, utilizando régua transferidor, qual das figuras a seguir é

semelhante ao retangulo A.
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Exercicio 4. As figuras F' e I’ a seguir sdo semelhantes com razao de semelhanca

r = 3. Encontre a o valor da 4rea de F”

F

2cm

2cm

Exercicio 5. Sabendo que dois cubos quaisquer sao semelhantes e que a aresta do

cubo (5 tem o dobro da medida da aresta do cubo (', determine o volume de (5.

C,

G




103

ANEXO D — Proposta da oficina.

Atividade 1. Construa na malha quadriculada um tridangulo retangulo com base
medindo 3 e altura 2, em seguida construa, ao lado deste, um retangulo semelhante

com razao de semelhanca r = 2 e encontre o valor das areas das duas figuras.

Atividade 2. Utilize a malha quadriculada para analisar o que acontece com a
area de um quadrado se dobrarmos o valor dos seus lados. E quando triplicamos o

valor do lado?

Atividade 3. Os tridngulos a seguir sao semelhantes com razao de semelhanga

r = 4. Qual a relagao existente entre as areas dos tridngulos?

g

h S

Atividade 4. Com base nos resultados anteriores, responda o que acontece com a

area de um poligono qualquer quando dobramos o comprimento dos lados.

Atividade 5. Utilizando papeldo e fita adesiva, construa um paralelepipedo com

as dimensoes apresentadas na figura abaixo. Em seguida calcule o seu volume.

6cm

4em

10cm

Atividade 6. Construa um paralelepipedo semelhante ao paralelepipedo construido

anteriormente por razao de semelhanca r = 2 e verifique a relagdo entre os volumes

Atividade 7. Calcule o volume do paralelepipedo maior e verifique se a relacao

encontrada esta correta.
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Atividade 8. Com base no resultado anterior, responda o que acontece com a area
de um paralelepipedo quando dobramos o valor do comprimento das arestas. E

quando triplicamos o valor do comprimento?
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ANEXO E — Pos teste

Questao 1. Marque qual afirmacgao a seguir estd corretamente ligada ao conceito

de semelhanca de figuras.

a) Duas figuras sdo semelhantes se e somente se possuem mesma forma e tamanho.

b) Duas figuras sao semelhantes se uma pode ser vista como amplia¢ao ou reducao

da outra sem alterar suas proporcoes.
c¢) Duas figuras sao semelhantes, se e somente se as razoes entre os lados sdo iguais.

d) Duas figuras sao semelhantes se e somente se os angulos formados pelos lados

correspondentes sao congruentes.

Questao 2. Qual das figuras a seguir é semelhante a figura F'7

a) Figura A
b) Figura B
c¢) Figura C

d) Figura D

Questao 3. Para cobrir uma piscina com as dimensdes da piscina P1, Jonas gastou
exatamente 40m? de lona pléstica. Desejando cobrir outra piscina semelhante a P1 e

com as dimensoes da figura P2, quantos m? de lona plastica ele deverd comprar?
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Questao 4. Marque a alternativa que apresenta trés sélidos semelhantes.

a) Alternativa A

(|

b) Alternativa B

c) Alternativa C

d) Alternativa D
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Questao 5. Uma empresa que fabrica café soluvel fornece seus produtos em potes
que possuem formas dos solidos P; e P, semelhantes por uma determinada razao de

semelhanca r. Como ilustra a figura a seguir:

20cm

10cm

Se o pote P, possui 250¢g de capacidade, qual a capacidade do pote P»?
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