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Resumo

Desde sua invencao, ainda no século XVII, o Calculo Diferencial e Integral tem sido
de grande relevancia para o desenvolvimento das ciéncias. O estudo do Céalculo é muito
abordado em cursos superiores nas mais diversas areas do conhecimento, e sua importancia
se da devido a sua extensa aplicabilidade, fazendo-se uma poderosa ferramenta de resolugao
de problemas. Um assunto que vem sendo discutido por alguns autores dentro da area
de ensino matematico ¢ a inser¢do do estudo de Calculo no Ensino Médio, mas nao de
maneira tradicional, e sim através de uma abordagem mais contextualizada. A proposta
deste trabalho é criar um material de apoio ao professor do Ensino Médio que deseje
trabalhar a construcao de graficos de fungoes polinomiais de um modo mais aprofundado,
usando os conceitos da derivada para dar mais sentido as férmulas ja existentes. Desta
forma, este trabalho apresenta uma revisao tedrica sobre fungdes polinomiais, derivadas e
conceitos relacionados a derivada, e por tltimo, discorre de um roteiro para a elaboracao
de tais construcoes graficas, trazendo alguns exemplos e analises. A contribuicao desta
dissertacao estd no material de apoio construido, que através de minuciosos exemplos,
auxiliard o professor neste processo. A abordagem desses conceitos no Ensino Médio é
desafiadora, exige conhecimento, confianca e criatividade, mas gera bons resultados, visto
que a assimilacao dos contetidos é mais eficiente, promovendo assim um ensino matematico

contextualizado e enraizado.

Palavras-chave: Célculo. Derivada. Fun¢ao Polinomial.
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Abstract

Since its invention, in the 17th century, Differential and Integral Calculus was
created for the development of sciences. The study of calculus is widely discussed in higher
education courses in the most diverse areas of knowledge, and its importance is due to its
extensive applicability, making it a powerful problem-solving tool. A subject that has been
discussed by some authors within the field of mathematics education is the inclusion of the
study of calculus in high school, not in a traditional way, but through a more contextualized
approach. The purpose of this work is to create a support material for the high school
teachers who want to work on the construction of polynomial function graphs in a deeper
way, using the derived concepts to give more meaning to the already existing formulas.
Thus, this work presents a theoretical review about polynomial functions, derivatives and
concepts related to derivatives, and finally, it discusses a guide for the definition of such
graphic constructions, bringing some examples and analyses. The contribution of this
dissertation is on built support material, which through detailed examples, will help the
teacher in this process. The concepts approach in High School is challenging, requires
knowledge, confidence and creativity, but generates good results, since the assimilation
of contents is more efficient, thus promoting a contextualized and rooted mathematical

teaching.

Keywords: Calculus. Derivatives. Polynomial Function.
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Introducao

Os primeiros estudos do calculo datam do século XVII, e desde entao, o Calculo
Diferencial e Integral tem sido de extrema relevancia para o desenvolvimento de outras
areas do conhecimento [1]. O estudo do calculo é muito abordado nos cursos superiores
nas areas de ciéncias, engenharias e tecnologias, e até mesmo em alguns cursos de ciéncias
humanas e biologicas. Sua importancia se da devido a sua extensa aplicabilidade e por ser

uma poderosa ferramenta de resolugdo de problemas [2].

Embora muito abordado no Ensino Superior, o Calculo Diferencial e Integral ainda
¢é pouco explorado no Ensino Médio. O Ensino Médio, de acordo com a Lei de Diretrizes e
Bases (LDB 9.394/96), é considerado como a tltima e complementar etapa da Educacao

Basica.

O ensino de calculo no Ensino Médio tem sido alvo de discussoes e pesquisas de
autores renomados, como Rezende [3], Avila [4], Machado [5], entre outros. Essas pesquisas
discutem a viabilidade da insercao do ensino de calculo no Ensino Médio e a metodologia

mais adequada para tal finalidade.

A motivacdo dessas pesquisas é o alto indice de reprovacdo nas disciplinas de
Calculo do Ensino Superior, ocasionado pela grande dificuldade dos alunos que saem do

Ensino Médio sem uma boa base preparatéria, como refor¢a Aratjo [6]:

Os autores concordam que hd um fracasso no ensino de Célculo no
Ensino Superior, com altos indices de reprovacoes, e entendem que
ensinar Célculo de forma introdutéria no Ensino Médio seria parte da
solugdo para esse problema. (p. 11).

A grade curricular do Ensino Médio ja contou com o ensino de célculo, que foi

excluido apods a Reforma da Matematica Moderna, em meados da década de 70.

Aratjo [6] faz referéncia ao renomado autor Avila, enfatizando que o calculo
desempenha um papel fundamental no desenvolvimento das ciéncias e tecnologia, e descarta-
lo no Ensino Médio é um erro grave, por deixar de lado uma componente significativa para

a formagao do aluno em um contexto de ensino moderno e atual.

Introduzir conceitos de Calculo Diferencial e Integral no Ensino Médio poderia au-
xiliar no entendimento de algumas propriedades que sao indispensaveis para a compreensao
de fenomenos fisicos, como velocidade, aceleracao, taxa de variacao, entre outros exemplos
encontrados na fisica e em outras areas do conhecimento. Embora muitos desses fendmenos
sejam abordados no Ensino Médio fora do ensino de calculo, tal “aprofundamento” daria

mais embasamento e uma construcao mais “pura” e elaborada de determinados conceitos.
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Desta forma, o estudo do Célculo Diferencial e suas aplicagoes sao as grandes
motivacoes para o desenvolvimento dessa dissertacao. O proposito deste trabalho consiste
em utilizar e aplicar ideias do calculo diferencial para a aprendizagem de outros conceitos

matematicos. Especificamente, na construcao de graficos de fungoes polinomiais.

O estudo do conceito de derivada é muito abordado em varios contextos devido
a sua aplicabilidade em diversas dreas. Como defendido por Avila (2007), citado em
Moreira [2],

O conceito de derivada é da maior importancia na fundamentagao de toda
a Matematica que se originou no século XVII e que vem se desenvolvendo
até os dias de hoje. (...). Daf a enorme importéancia de se ensinar derivada
j& no ensino médio. Mas isso tem de ser feito de maneira adequada a esse
nivel de ensino, ndo como se faz nas disciplinas dos cursos universitarios
de Célculo (p. 19).

A problematizacao desta pesquisa, portanto, gira em torno da aplicagdo dos concei-
tos relacionados a derivada na construcao de graficos de fungoes polinomiais, sendo este

um assunto bastante recorrente tanto no Ensino Médio quanto no Ensino Superior.

Levar a interdisciplinaridade que ocorre entre a matematica e outras areas, como
fisica e biologia, dentre outras, para o ensino de matematica pode ser desafiador, e coloca-la
em pratica, muitas das vezes, requer estudo e criatividade. Porém, o estudo contextualizado
de conceitos matematicos facilita a aprendizagem dos mesmos e traz uma abordagem
mais moderna e aplicada. Ainda com relacdo a matematica, e ao estudo de funcoes, Avila
(2007), também defende que a contextualizacdo beneficia o aprendizado, como citado em
Moreira [2]:

O ensino de fungées, como vemos em varios livros, é que estd carregado
de terminologia e notacdo, de maneira artificial e descontextualizada. O
excesso de “conjuntos” continua presente em varios livros, “entulhando” o
curriculo. Tudo isso pode ser reduzido substancialmente e com vantagens,
beneficiando o bom aprendizado das ideias matemadticas (p. 20).

Visto que o aprendizado matematico gera contribuicoes para todas as areas do
conhecimento, trabalha-lo de forma contextual e pratica, aproxima o aluno dos problemas
do dia~a-dia. Moreira [2], ainda comenta que “atualmente, se discute muito, nas escolas, a
questao da interdisciplinaridade, que deve ser colocada em pratica com frequéncia cada

vez maior, mas o docente constantemente é desafiado com essa abordagem”.

Esta dissertacdo vem ao encontro a esse desafio, trazendo um material de apoio ao
professor para que o mesmo o trabalhe em suas aulas de construgoes graficas de fungoes

polinomiais.
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O ensino matematico no Ensino Médio

Como dito por Franga [7], a histéria cultural para a pesquisa em educagdo propor-

ciona a andlise de praticas escolares que foram se constituindo ao longo da histéria.

O ensino secundario no Brasil no inicio do século XIX era desalinhado: nao existia
um plano de ensino concreto, as aulas eram avulsas, e os alunos eram promovidos por
disciplinas (ndo por séries, como hoje). Em 1890, houve a Reforma Benjamin Constant,
que foi uma reforma educacional importantissima para a organizacao dos contetudos
ministrados na educagao basica, introduzindo uma formacao cientifica em substituicao a
formacdo literaria existente [8]. Esta proposta incluiu o estudo de véarios topicos relativos a

matematica, inclusive o Célculo Diferencial e Integral no ultimo ano do ensino secundario.

Em 1931 a Reforma Francisco Campos estruturou o ensino secundario no Brasil,
inserindo principios mais modernos. As disciplinas matematicas foram unificadas, e apre-
sentadas como “Matemadtica”, cuja ementa incluia, introdugao do conceito de fungoes e
nogoes de Célculo. Esta proposta, inovadora para a época, obteve muita resisténcia para
ser implantada, principalmente por parte dos préprios professores, que nao se sentiam

seguros para trabalhar a Matematica desta forma [7].

Em 1942, com a Reforma Capanema, o ensino secundéario foi dividido em dois ciclos:
ginasial e cientifico, e os contetidos de calculo ficaram restritos ao programa cientifico.

Sobre este fato, Avila [4] comenta que

- O Célculo? - Sim, o Célculo! Pois fazia parte do programa da 3.2 série
do chamado curso cientifico o ensino da derivada e aplicagoes a problemas
de maximos e minimos, além de outros tépicos como polinémio de Taylor.
Isso desde 1943, quando foi instituida uma reforma do ensino secundério
que ficou conhecida pelo nome do ministro da educagao na época, o sr.
Gustavo Capanema. Mas mesmo antes da Reforma Capanema, quando o
K
que hoje chamamos de 5% a 82 série mais o 2° grau era o curso ginasial
de 5 anos, seguido por dois anos de pré-universitario, ja o Célculo fazia
b b
parte do programa no pré das escolas de engenharia (p. 01).

Ja em 1961, com a Lei de Diretrizes e Bases, a estrutura escolar no Brasil foi
dividida em quatro graus: primario, ginasio, colegial e superior. Com tal estrutura, o ensino

de Caélculo desapareceu da escola secundaria, fato que perdura até dos dias de hoje.

O ensino-aprendizagem em Matematica tem sido alvo de discussoes, em todos os
niveis de ensino. Estudiosos do ensino-aprendizagem matematico, e até mesmos autores
renomados, defendem a inclusdo do ensino dos contetidos de cédlculo no ensino médio e uma
reforma no ensino desses mesmos contetidos no ensino superior, motivados pelo grande

indice de reprovagao nas disciplinas de Calculo nas faculdades, como ressalta Rezende [3].

Molon [9] articula que, as raizes do problema estdao além dos métodos e das técnicas,

se referindo ao fracasso do ensino de Célculo e aos altos indices de reprovacao dessa
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disciplina, discutido em sua dissertacao “Calculo no ensino médio: uma abordagem possivel

e necessaria com o auxilio do software geogebra”.

Avila [4] traz que

A idéia de que os programas de Matemaética sd@o extensos e ndo comporta-
riam a inclusdo do Calculo é um equivoco. Os atuais programas estao, isto
sim, mal estruturados. A reforma dos anos 60 introduziu nos programas
um pesado e excessivo formalismo. Nao obstante as modificagoes que tém
sido feitas nos ultimos dez ou quinze anos, num esfor¢co de melhoria do
ensino, muito desse formalismo persiste em muitos livros e é responsavel
pelo inchago desnecessdrio dos programas (p. 01).

O autor ainda que complementa que

O exemplo mais evidente disso estd no ensino das fungdes. Gasta-se muito
tempo para introduzir uma extensa nomenclatura - contradominio, funcao
inversa, funcdo composta, funcdo injetiva, sobrejetiva - num esforco de
poucos resultados praticos (p. 01).

E finaliza dizendo que “Seria muito mais proveitoso que todo o tempo que hoje se

gasta, no 22 grau, ensinando formalismo e longa terminologia sobre func¢oes, que todo esse

tempo fosse utilizado com o ensino das nogoes bésicas do Célculo e suas aplicagoes” [4].

Analisando o ensino matematico hoje, a reforma curricular do Ensino Médio

estabelece a divisao do conhecimento escolar em trés areas do conhecimento:

« Linguagens, Codigo e suas tecnologias;

o (iéncias da Natureza, Matematica e suas tecnologias;

» (Ciéncias Humanas e suas tecnologias.

E, como ressaltado por Pereira [10], esta divisdo por areas

... tem como base a reunido daqueles conhecimentos que compartilham
objetos de estudo e, portanto, mais facilmente se comunicam, criando
condicbes para que a pratica escolar se desenvolva numa perspectiva de
interdisciplinaridade (Pardmetros Curriculares Nacionais: Ensino Médio,
p.- 19 e p. 20).

Ou seja, espera-se hoje que o estudo desenvolvido e aplicado no ensino médio, seja

de carater interdisciplinar, promovendo integragdo entre as areas do conhecimento. E com

grande ambicao, pode-se dizer até que este ensino deve ser nao somente interdisciplinar,

mas sim multidisciplinar.

As orientagoes educacionais complementares ao PCN - Parametros Curriculares

Nacionais - estabelecem trés grandes metas a serem alcangadas durante o Ensino Médio,

nas trés areas do conhecimento:



16

» Representagao e comunicacao, competéncia que inclui a leitura, a interpretacao e a

producao de texto;

» Investigacdo e compreensao, competéncia que enfatiza a capacidade de resolucao de

situagoes-problemas;

« Contextualizagdo das ciéncias no ambito social-cultural
E sobre o ensino de fungoes, as orientagoes sao:

Assim, o ensino pode ser iniciado diretamente pela nogéo de funcgéo para
descrever situagoes de dependéncia entre duas grandezas, o que permite
o estudo a partir de situagoes contextualizadas, descritas algébrica e
graficamente. ... os problemas de aplicacdo nao devem ser deixados para
o final desse estudo, mas devem ser motivo e contextos para o aluno
aprender fungdes. A riqueza de situacoes envolvendo fungdes permite que
o0 ensino se estruture permeado de exemplos do cotidiano, das formas gra-
ficas que a midia e outras areas do conhecimento utilizam para descrever
fendmenos de dependéncia entre grandezas. (Pardmetros Curriculares
Nacionais: Ensino Médio, p. 121).

A BNCC - Base Nacional Comum Curricular, documento mais recente sobre a base
educacional no Brasil, reforga a ideia apresentada pelo PCN sobre a interdisciplinaridade, a

contextualizacao e a resolugdo de problemas no que tange a matematica do Ensino Médio:

A area de Matemadtica e suas Tecnologias tem a responsabilidade de
aproveitar todo o potencial ja constituido por esses estudantes no Ensino
Fundamental, para promover agoes que ampliem o letramento matema-
tico iniciado na etapa anterior. Isso significa que novos conhecimentos
especificos devem estimular processos mais elaborados de reflexdo e de
abstracao, que deem sustentacdo a modos de pensar que permitam aos
estudantes formular e resolver problemas em diversos contextos com mais
autonomia e recursos matemadticos. (Base Nacional Comum Curricular:
Ensino Médio - Matemética e suas tecnologias, p. 528 e p. 529).

O documento ainda defende que o estudante tenha seu préprio modo de raciocionar,
representar, comunicar, argumentar, apresentar e que aprenda conceitos cada vez mais

sofisticados:

Para que esses propdsitos se concretizem nessa area, os estudantes de-
vem desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacao, de
construcdo de modelos e de resolugdo de problemas. Para tanto, eles
devem mobilizar seu modo proéprio de raciocinar, representar, comunicar,
argumentar e, com base em discussoes e validagoes conjuntas, apren-
der conceitos e desenvolver representacoes e procedimentos cada vez
mais sofisticados. (Base Nacional Comum Curricular: Ensino Médio -
Matemética e suas tecnologias, p. 529).

A BNCC explica como as competéncias de raciocinar, representar, comunicar e

argumentar podem ser alcancadas e ainda traz uma série de competéncias especificas de
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matematica e suas tecnologias para o ensino médio, que estao de acordo e que sustentam

o objetivo principal deste trababalho, como as que se seguem:

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢bes e procedimentos mateméaticos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das
solugoes propostas, de modo a construir argumentagao consistente; 4.Com-
preender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de
representagao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computaci-
onal etc.), na busca de solugdo e comunicagio de resultados de problemas.
(Base Nacional Comum Curricular: Ensino Médio - Matemaética e suas
tecnologias, p. 531).

Diante de todo esse contexto, apresenta-se aqui nesta dissertacao, um método
alternativo a construcao de graficos de fungoes polinomiais no Ensino Médio, utilizando
os conceitos de derivada adequadando-os ao nivel de ensino em questao. Tal método é
apresentado como um material que apoie o professor nesse procedimento, embasado nos
conceitos estudados, apresentando-o com conceitos, defini¢des e exemplos minuciosos, nao
necessariamente em forma de sequéncia didatica, mas de uma forma simples e objetiva,

com facilidade de ser aplicado no cotidiano do publico-alvo em questao.

Portanto, o método aqui descrito, embora ja utilizado no Ensino Superior, re-
presenta uma forma inusual de trabalhar este conteiiddo no Ensino Médio, visando a
interdisciplinaridade e a contextualizacao dessas ideias e conceitos matematicos, tal como
requer o PCN - Parametros Curriculares Nacionais - do Ensino Médio e a BNCC - Base

Nacional Comum Curricular - do Ensino Médio.

Estrutura do trabalho

Como ja citado anteriormente, o Calculo Diferencial e Integral ¢ uma grande
ferramenta de resolucdo de problemas nas mais diversas areas do conhecimento. E este
trabalho propde a utilizagdo dos conceitos e aplicagoes da derivada, (compativel ao nivel
de ensino, com conceitos mais contextualizados) para construgao de graficos de fungoes

polinomiais.

Para atingir tal objetivo, esta dissertacao encontra-se organizada conforme descrito

a seguir:

O Capitulo 1 é destinado ao estudo das fungdes polinomais. Apresenta-se uma
revisao bibliografica sobre as referidas fungoes, destacando as principais caracteristicas
como defini¢do, dominio, imagem, grau da funcao, raizes da funcao e seus respectivos
graficos. Todos os conceitos apresentados sao acompanhados de exemplos, que facilitam
sua aplicagao, e que juntos ao elementos explanados no proximo capitulo, edificarao o

método descorrido neste trabalho.
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No Capitulo 2 aborda-se a derivada em sua defini¢ao formal, construindo-a através
de conceitos usualmente utilizados como a ideia intuitiva limite, e as regras de deriva-
¢ao. Além da apresentacao de conceitos tedricos, o capitulo conta com alguns exemplos
relacionados as ideias apresentadas. Ainda neste capitulo, apresenta-se conceitos como
pontos criticos, maximos e minimos, crescimento e decrescimento, concavidade e pontos

de inflexdo.

Ap6s esse aprofundamento teérico, o Capitulo 3 destina-se ao erguimento do
método apresentado de construcao de gréaficos de fungoes polinomiais através de um
roteiro dinamico, referindo e interligando todos os conceitos ja abordados em capitulos
anteriores de forma conectada e contextualizada. Ao fim da formulagao desse método,
apresenta-se exemplos de construcao de graficos de func¢oes polinomais, solucionando-os de

forma minuciosa como arquitetado ao longo do capitulo.

Ja o Capitulo 77 é uma se¢ao dedicada aos professores com algumas possibilidades

de trabalhar o material aqui apresentado em suas aulas.

Em seguida, a Conclusao finaliza este trabalho, onde faz-se as consideragoes finais,
apresentando os resultados alcancados até o momento da publicacao deste, os resultados

ainda esperados, e sugestoes para trabalhos futuros.
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1 Funcoes Polinomiais

-

E comum, em nosso dia-a-dia, nos depararmos com grandezas que se relacionam,
como por exemplo, o valor da corrida do taxi em funcao da quilometragem percorrida,
a area de um circulo em funcao do seu raio, o saldrio de um vendedor em funcao da
quantidade vendida por ele, a taxa de crescimento de uma epidemia em funcao do nimero
de dias descritos, a poténcia de um aparelho eletronico em funcao da sua corrente nominal,

entre inimeras outras situacoes.

Tais relagoes sdo denominadas “fungoes”. Esse conceito é relativamente novo, sendo
os primeiros estudos das fung¢oes desenvolvidos em meados do século XVII, por Newton e

Leibniz, conforme consta em “Histéria da Matemética”, de Boyer [1].

Basicamente, uma funcao pode ser definida como uma relacao entre dois conjuntos,
associando-se aos elementos do primeiro conjunto um tnico elemento do segundo conjunto.
Desta forma, a definicdo de funcdo nao se limita apenas a matematica, sendo abordada e

aplicada em diversas areas do conhecimento e circunstancias.

Este capitulo traz uma abordagem sobre as fungoes e suas caracteristicas, com
enfoque nas fungoes polinomais. Dentro desse contexto, estabelece-se, a definicao de fungoes
polinomiais, operagoes entre polindmios, raizes das fun¢oes polinomiais de primeiro, segundo

e terceiro grau e seus respectivos graficos.

1.1 Funcbes de uma variavel real

Para compreender as caracteristicas e especificidades das fungoes, primeiramente

se faz necessario discorrer sobre o conceito de funcao.

Definicao 1.1.1. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Uma funcao f, de A em B,
¢ a correspondéncia que associa a cada elemento x € A um unico elemento y € B. O
conjunto A é chamado de dominio da fungdio f, denotado por D(f), e o conjunto B de

contradominio da fungio f, denotado por CD(f).
Seja f uma funcao de A em B. Destaca-se:

i) O unico elemento y, em B, associado a z, em A, pela funcao f é indicado por f(x)
(1é-se f de z);

ii) A notacdo f: A — B (Ié-se: f de A em B), significa que tem-se uma fungao f, cujo

dominio e contradominio sao A e B, respectivamente;
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iii) Neste trabalho os conjuntos A e B sempre serao subconjuntos do conjunto dos nimeros

reais, R.

Define-se imagem da fungao f, e denota-se por I'm(f), o conjunto formado pelos

valores que f(x) assume quando z percorre todo o conjunto A. Note que Im(f) C CD(f).

Stewart [11] faz uma analogia interessante, comparando uma fungdo a uma maquina,

ilustrada na Figura 1, conforme segue:

E util considerar uma fun¢do como uma maquina. Se x estiver no dominio
da fungado f, quando x entrar na maquina, ele serd aceito como entrada,
e a miquina produzird uma saida f(z) de acordo com a lei que define a
funcdo. Assim, podemos pensar o dominio como o conjunto de todas as
entradas, enquanto a imagem ¢é o conjunto de todas as saidas possiveis

(p. 10).

Figura 1 — Diagrama de méaquina para a funcao f.

X — i —> f(x)
(entrada) (saida)

Fonte: Stewart [11].

Analisando o exemplo citado anteriormente, em que a area do circulo é dada em
funcao de seu raio: a area do circulo, denotada por A, depende do seu raio r e a lei que
relaciona essas duas varidveis pode ser escrita como A = 7 - 2. Desta forma, cada ntimero
r estd relacionado & um tnico nimero A. Os valores atribuidos & r formam o dominio, e os
valores assumidos por A formam a imagem da funcao. Enquanto a variavel r é chamada de
variavel independente (aquela varidvel que estd sendo manipulada e pode assumir qualquer
valor dentro do dominio da funcao f), a varidvel A é chamada de varidvel dependente

(aquela cujo valor depende da varidvel independente).

Existem varios tipos de fungoes: funcao polinomial, funcao modular, fun¢ao trigo-
nomeétrica, funcao logaritmica, funcao exponencial, entre tantas outras, mas todas elas
definidas por leis generalizadas e propriedades especificas, podendo ainda serem classifi-
cadas de acordo com suas caracteristicas em injetoras, sobrejetoras, bijetoras, limitadas,
ilimitadas, etc. Para mais detalhes veja [11], [12], [13] e [14].

As funcoes aparecem em muitos contextos matematicos e em varios problemas
cotidianos, como afirmou Thomas [12], “As fun¢des sdo o elemento-chave para descrever o

mundo real em termos matematicos” (p. 01).
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De modo geral, é possivel representar uma funcao de quatro formas:

1. verbalmente, descrevendo-a com palavras;
2. numericamente, por meio de tabela de valores;
3. graficamente, através de graficos;

4. algebricamente, utilizando-se uma féormula explicita.

Uma notavel forma de visualizagao e representacdo de uma fungao é através de seu
grafico, como afirma Stewart [11], “O grafico de uma fungao f nos fornece uma imagem
util do comportamento ou “histérico” da fungao” (p. 11). O gréfico de uma funcao f é o

conjunto:

G(f)={(z.y) eR* y=f(x) e zeD(f)}

Utilizando o sistema de eixos cartesianos xy, popularmente conhecido como Plano
Cartesiano, geralmente representa-se o grafico de f colocando a variavel independente no
eixo horizontal (ou eixo das abscissas) e a variavel dependente no eixo vertical (ou eixo
das ordenadas). Como é possivel observar no grafico da funcao y = f(x), ilustrado na
Figura 2 a seguir, o dominio da funcao f esta contido no eixo x e a imagem da funcao
[ esté contida no eixo y, matematicamente expressos por D(f) C {(z,y) € R}y =0} e
Im(f) € {(z,y) € R2[x = 0}.

Figura 2 — Dominio e Imagem de uma funcao f.

|
e

imagem — y=7&)

dominio

Fonte: Produzido pela autora.
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O grafico de uma funcao diz muito sobre suas caracteristicas, como ressalta Queiroz
[15]:

O gréfico de uma fungao real, com valores reais, forma uma curva no
plano zy que mostra o seu comportamento, tais como: continuidade,
descontinuidade, crescimento e decrescimento dos valores de uma funcao
em um determinado intervalo do dominio, zeros da funcao, maximos e
minimos locais, pontos de inflexdo, assintotas, concavidade e curvatura
do gréafico em um determinado intervalo do dominio e ete. (p. 13).

E interessante evidenciar dois aspectos fundamentais na construgao do grafico de
uma func¢ao: O zero ou as raizes da fun¢ao e o ponto onde a fungao intercepta o eixo das

ordenadas. Tais pontos serao abordados posteriormente.

1.2 Funcoes Polinomiais

Como o foco deste trabalho estd nas fungoes polinomiais, hé conceitos importantes
relacionados a tais funcgoes, que estao descritos a seguir, e que sao de suma relevancia para

o alcance do objetivo geral deste trabalho.

“As fungbes polinomais representam uma das classes mais importantes de funcao,
pois modelam diversos problemas, desde os mais simples até os mais complexos, nas
diferentes areas” (p. 01), Nantes [16]. Estas fungoes sao utilizadas na modelagem fisica
para descrever a trajetoria de um projétil, no mercado de a¢oes para prever variagoes de
precos e pontos de equilibrio entre oferta e demanda, no transporte para calcular aluguéis
e fretes, no calculo de salarios e despesas, e até mesmo na area da saude, como indicador
da taxa de crescimento ou decrescimento de uma patologia, por exemplo. Rezende [3]

descreve com entusiasmo essa pluralidade de aplicagoes das fungoes polinomiais:

Em geometria, por exemplo, a area de um circulo é proporcional ao
quadrado do comprimento do seu raio e a area do quadrado é igual ao
quadrado do comprimento do seu lado. Na disciplina de Fisica, vocé ja
deve ter ouvido falar de equacgao horaria de um corpo em queda livre,
energia potencial eldastica de uma mola, energia cinética, etc. A fungao
polinomial do segundo grau é bastante ttil nesses contextos! Outros
exemplos, na area de economia, de biologia ou em areas mais diversas do
conhecimento, podem ser visualizados em textos de matematica aplicada
ou mesmo em um bom livro de Célculo (p. 01).

Sua importancia baseia-se também na sua simplicidade: sao de facil manipulacao,
seus valores numéricos necessitam apenas de aritmética elementar para serem calculados,
e suas raizes podem ser encontradas com agilidade, como destacado adiante. Em outro
trecho de seu artigo, Rezende [3] também menciona a simpleza das fung¢oes polinomiais,

descrevendo-as como encantadoras:
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Assim, dois fatores conspiram a favor das fungdes polinomiais: ou os
fendmenos cientificos se encaixam maravilhosamente em modelos descritos
por fungoes polinomiais, ou essas fungoes satisfazem a condi¢do do “menor
esfor¢co” do intelecto humano que, para vencer problemas de natureza
mais complexa, tende a realizar uma simplificacdo dos modelos a serem
utilizados. De um fato temos certeza: a simplicidade dessas fungoes é
realmente encantadoral! (p. 01).

Devido a sua relevancia, as fungoes polinomiais sao estudadas em diversos niveis

de educagao, desde o ensino fundamental até o ensino médio, como destaca Nantes [16]:

Seu estudo inicia-se no 7° ano, em que o aluno aprende a identificar
os dados de um problema e como traduzi-lo em linguagem matematica
para uma equagao de 1° grau, e segue até o 3° ano do ensino médio,
em que os alunos desenvolvem o conhecimento algébrico, aprendem a
identificar os polindmios, definindo conceitos e propriedades, além de
realizar operagoes com polinémios (p. 01).

Além do mais, as fungdes também sao abordadas no ensino superior, e em algumas
areas do conhecimento, adiante desse, como é o caso do proprio PROFMAT. As fungoes

polinomais sao elucidadas através da defini¢ao:

Definicao 1.2.1. Uma fungdo polinomial de grau n, ou simplesmente polinomio de

grau n, € aquela que pode ser escrita da forma

-1 2
f(x) = apx™ + ap_12" " + ...+ ax” + a1 + ag (1.1)

onden € N; e ag, a1, as, ..., Gn_1, a, € R, com a, # 0.
Os nameros ag, a1, as, ... , a, sdo constantes chamadas de coeficientes do polinémio.

O dominio de qualquer polinémio é R = (—o00, 00). O coeficiente aq é, também, conhecido
como coeficiente independente ou termo independente; e o coeficiente a,, como coeficiente
dominante. Observe que, o grau do polinomio é dado pelo maior expoente com coeficiente

nao-nulo, entre os mondmios (polindémio que contém apenas um termo) que o formam.

Entre as fung¢odes polinomiais podemos destacar algumas que sao mais comuns e
mais facilmente encontradas e trabalhadas no Ensino Médio. Estas serdao discorridas de

forma algébrica a seguir e seus graficos serao abordados na Secao 1.2.4.
e Funcoes constantes

As fungoes constantes sdo do tipo
f(x) =ayg, com ay€R.

Note que, f(z) = ag também pode ser escrita na forma f(x) = agx®, desta forma, podemos

dizer que as fungoes constantes sao polinomiais de grau 0.
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Exemplo 1.2.1. Sdo exemplos de funcoes constantes:

flz) =2, g(z)=-3 e h(x)=m.
o Funcgoes afins

As fungoes afins sdo aquelas que podem ser escritas da forma
f(x) =ax+ay, com aj,apeR e ay#0,

ou seja, sao fungoes polinomiais de grau 1. O coeficiente dominante a; é denominado

coeficiente angular, enquanto o coeficiente independente ag é denominado coeficiente linear.
Exemplo 1.2.2. Sdo exemplos de funcoes afins:

flz)=3z+1, gx)=-20+5 e h(z)=-—4

x
3
e Funcgoes lineares
As fungoes lineares sdo uma particularidade das fungoes afins, onde b = 0. Segue
que, se f é linear, entao
f(z)=azx, com a€R e a#0.
Exemplo 1.2.3. Sdo exemplos de fungoes lineares:

f(z) =—2x, g¢g(x)=5x e h(x)= -z
o Funcgoes quadraticas

As funcao quadraticas sao func¢oes da forma
f(x) = agx® + a1x +ag, com ag,a;,a0 €ER e ay #0.
Note que, as fun¢des quadraticas sao, na verdade, fun¢oes polinomiais de grau 2.

Exemplo 1.2.4. Sdo exemplos de fungoes quadrdticas:

flx)=2*+22-3, glx)=22"-52x e h(z)=—-2>+09.
e Funcgobes cubicas
As funcoes cibicas sao fungoes polinomiais de grau 3, ou seja, aquelas que podem
ser escritas da forma
f(z) = asx® + axx® + a1z + ag, com as,az,a1,a0 ER e asz #0.
Exemplo 1.2.5. Sdo exemplos de fungoes cibicas:

fl@) =22 —dx+4, g(x)=—-2"+27 e h(zx)=32"+62" +38.
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1.2.1 Operacoes entre funcdes polinomiais

Quando se trabalha com funcoes polinomiais pode ser necessario efetuar algumas
operacoes entre as mesmas. As operacgoes entre func¢oes polinomiais se dao da mesma forma

que as operacoes entre nimeros. Tais operacoes resultam em novas fung¢oes polinomiais.
o Adicao e subtracao

A adicao e subtracao de func¢oes polinomiais se da, respectivamente, com a soma e

subtracao dos coeficientes dos monomios de mesmo grau, isto é,

se f(x) = an2" +ap 12" F a0 i+ . tag e
g(x) = bpx™ 4 . A by F by 2" by o™ 2+ .+ by, com m >n, entdo
(f+9)x) = flz)+ygx)
= bp™ 4 oo+ (A +0y)T" + (Apo1 + b))z o+ (ag + D) e
(f=9)@) = flz)—g(x)
= bpa™ 4+ o+ (ay — b)2" + (a1 — by1)2" .+ (ag — bo).

Exemplo 1.2.6. Sejam f(z) =2 + 323 +2 e g(x) = —72® + 22 — 22 + 1.
A soma (f + g)(x), resulta em:

(f+9)(x) = (" +32°+2)+ (-T2° +2° — 220+ 1)
= 2+ 3 -7a* +2? —22 4+ (2+1)
= o' —42® +2° - 27 +3.

De modo andlogo, a subtragio (f — g)(x), resulta em:
(f—g9)(x) = (@*+32°+2) - (-72* + 2% — 22+ 1)

= '+ B (—-")2* -2 — (-22)+(2-1)
= 244+ 102% — 22+ 22 + 1.

e Multiplicacao

A multiplicacao de fungdes polinomiais utiliza, fortemente, a propriedade distribu-
tiva do conjunto dos niimeros reais, popularmente conhecida como “chuveirinho”. De fato,
a multiplicagdo de polindmios se da com a soma dos resultados das multiplicacoes de cada

elemento de um polinémio por cada elemento do outro polinémio, isto é,



26

se f(z) = an2" +an 18" Fa, 00" P+ . tay e
g() = bpar™ 4 . A by F by 2" by 0™ 24+ by, com m >n, entdo
(f-9)(z) = [f(z) g(x)
i=0 j=0
= qap by 2"+ 4a, by 4 a, by 2T 4 4a, by
g by - 2™V g, g by 2O g by (DD

i Qg by ag by 2™ H o Fag by 2+ 4 ag - Do

Lembrando que, pelas propriedades de potenciacao do conjunto dos niimeros reais, ™ -z" =

Mt

Exemplo 1.2.7. Sejam f(z) = 2* — 62* — 5z e g(x) = —22* + 3.
A multiplicagio (f - g)(x), resulta em:

(f-9)(x) = f(z)- g(z)
= —22% +32% +122* — 1822 + 102% — 15z
= —22% 4+ 152% + 102° — 1822 — 15z.

e Divisao

A divisao de fungoes polinomiais é feita de forma analoga a divisao de niimeros
inteiros. Dados dois polindmios f(z) e g(x), com g(x) ndo-nulo, existem polindémios ¢(x) e
r(z), tais que f(x) = g(x) - q(z) + r(z), onde o grau de r(x) é igual a zero ou menor que o

grau de g(z).

Na operagao exposta acima, f(z) é denominado de dividendo, g(x) de divisor, ¢(z)
de quociente e r(z) de resto, assim como na divisao de nimeros inteiros. Este processo é

equivalente a fazer a “divisdo por chave”:

Das propriedades de potenciacao, tem-se que o grau do quociente sera igual a
diferencga entre os graus do dividendo e divisor. Quando o resto r(z) da divisao de f(x)
por g(z) é zero, isto é, r(x) é o polindmio nulo, diz-se que f(z) é divisivel por g(x) ou
ainda que g(x) é divisor de f(x).

Vale ressaltar aqui, que existem outros algoritomos para divisdo de polinémios,

como o método de Descartes e o dispositivo de Briot-Ruffini, este altimo muito utilizado

no Ensino Médio.
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Exemplo 1.2.8. Dados os polinomios f(z) = 223 +622+10x+5 e g(x) = x+2, determine

o quociente q(x) e o resto r(x) da divisao de f(x) por g(z).

203 + 622 + 10 +5 |z + 2
202 + 22+ 6

223 + 4a?

222 4+ 10z + 5

202 + 4z
6x + 5
6x + 12

-7
Seque algoritmo para a operacdo acima:

Primeiramente, faz-se a divisio do termo de maior poténcia de f(x) pelo termo de maior

poténcia de g(x), obtendo q1(x):
20 + 1 =22% = q1 (7).
Vale observar que x™ =+ x" = x™ ™.
Agora, multiplica-se q,(x) por g(x):
q(x) - g(x) =227 - (v +2) = 22° + 422
O resultado dessa multiplicio é entdo subtraido de f(x), obtendo ri(x):
f(z) = (q(z) - g(x)) = (22° + 62 + 10z + 5) — (22° + 42?) = 22° + 102 + 5 = r1(z).

O primeiro resto encontrado, aqui denominado como ri(x), tem grau 2. Esse grau ainda é
maior que o grau de g(x). Desta forma, a sequéncia € repetida até que o resto tenha grau
menor que g(x).

O algoritmo prosseque com a divisao do termo de maior poténcia de r(x) pelo termo de

maior poténcia de g(x), obtendo qa(x):
207 + 1 = 22 = gy().
Entao, multiplica-se go(x) por g(z):
g2(z) - g(x) = (22) - (x + 2) = 22* + 4x.
E subtrai-se este resultado de ri(z), obtendo assim ry(x):
ri(z) — (q2() - g(x)) = (22° + 102 + 5) — (22* + 42) = 62 + 5 = ry(x).

Como o resto ro(x) tem o mesmo grau de g(x), repete-se a sequéncia mais uma vez.
Faz-se entdo a divisio do termo de maior poténcia de ro(x) pelo termo de maior poténcia
de g(z), obtendo qs(x):

6z + 2 =6 = g3(x).
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Multiplica-se q3(x) por g(z):

g(x) - g(x) =6-(x+2) =6x+12.
E subtrai-se este resultado de ro(x), obtendo rs(x):

ro(z) — (g3(x) - g(x)) = (62 +5) — (6x 4+ 12) = =7 = r3(x).

Como o grau do resto r3(x) = —7 é menor que o grau de g(x), entdo a divisio se encerra
aqut.
O quociente q(x) € a soma de todos os quocientes encontrados, ou seja, q(x) = ¢ (x) +
¢@2(x) 4+ q3(x); e o resto da divisao € o ultimo resto encontrado.
Desta forma, f(x) =22+ 62® + 10z + 5 dividido por g(x) = z + 2, tem quociente igual a

202 + 2x + 6 e tem resto iqual a —7. O que equivale a dizer que 223 + 622 + 10x +5 =
(x+2) (222 + 22+ 6) + (=7).

1.2.2  Valor numérico de uma Funcao Polinomial

O valor numérico de uma funcao polinomial f(z) em z =k, com k € R, é o valor
da expressao dada por f(x) substituindo = por k, denotando f(k), e efetuando todas as

operagoes aritméticas indicadas.

Exemplo 1.2.9. O valor numérico da fungio f(x) = 2> +2x -3 emx =2 é:
f2) = 22+2-2-3
= 44+4-3=5.

Desta forma, 5 € o valor numérico da fungao f(x) em x = 2. Pode-se dizer também que 5

¢ a tmagem da fungdo em x = 2.

1.2.3 Raizes de uma Funcao Polinomial

Seja f: A — B uma fungio qualquer, os zeros ou raizes da fungao f sao os valores
de x € A para os quais f(z) = 0, e sdo nesses valores que o grafico da fungao f intercepta

0 eixo das abscissas.

O Teorema do Resto define o resto na divisao de poliné6mios em uma situacao

particular e possui o seguinte enunciado:

Teorema 1.2.2. (Teorema do Resto) O resto da divisio de um polinomio f(x) por

(x —a) €igual a f(a).

Demonstra¢io. Supondo grau f(z) igual a n, sabe-se que f(z) pode ser escrita como
f(z) = (x —a)-q(z)+r(x), onde o grau de ¢(z) é igual a n — 1 e o grau de r(x) é menor

que grau de x — a. O valor f(a) pode ser encontrado fazendo = = a:

fla) = (a—a)-q(a) +r(a).
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Como (a — a) = 0, entao
fla) =0-q(a) +r(a) = r(a),
Como o divisor (x — a) tem grau 1, entdo o resto r(z) (que tem grau menor que o divisor)

tem grau 0, ou seja, r(x) é constante. Sendo r(x) uma constante, entdo r(z) = r(a) = f(a)

para todo x € R. O

Uma consequéncia imediata do Teorema do Resto é o Teorema de D’Alembert.

Teorema 1.2.3. (Teorema de D’Alembert) Um polindmio qualquer f(z) serd divisivel

por (z — a) se, e somente se, f(a) = 0.

Demonstragio. (=) Ao dividir f(x) por (z—a), pode-se escrever f(z) da seguinte maneira:

f(x) = (x —a)-q(z) +r(z).

onde ¢(z) é o quociente e r(x) o resto. Se f(x) é divisivel por (z — a), entao r(x) = 0:

f(x) = (z —a)-q(2).
f(a) pode ser encontrado fazendo x = a, como se segue:
f(a) = (a=a)-g(a)
F(a) = 0-g(a) = 0.
Portanto, se f(z) ¢ divisivel por (z — a), entio f(a) = 0.
(<) Segue do Teorema do Resto que f(z) = (z — a) - ¢(z) + f(a). Como, f(a) = 0,

temos que f(x) = (x —a) - q(x), ou seja, f(z) é divisivel por z — a.

Para compreender a fatoracao, apresentada mais adiante, se faz necessario conhecer

o conceito de “polinomio irredutivel”:

Definigao 1.2.4. Diz-se que um polindmio ndo constante f(x) € irredutivel sobre R se
¢ impossivel expressar f(x) como um produto g(z) - h(z) de dois polinémios g(z) e h(x)

cujos graus sao ambos maiores ou iquais a 1.

Ainda sobre polinémios irredutiveis, tem-se a seguinte proposicao:

Proposicao 1.2.5. Um polinomio f € R € irredutivel sobre R se, e somente se, o grau

de f €1 ou 2, e seu discriminante (A = b* — 4ac) é menor que zero.

A demonstragao desta proposi¢ao pode ser vista em [17].

Segue do Teorema de D’Alembert que, se a é raiz de uma funcao polinomial f de

grau n, entao podemos decompor f da forma:

f(x) = (z = a) - q(x), (1.2)
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onde ¢(x) é uma fungao polinomial com grau n — 1.

De modo geral, segue a proposicao:

Proposicao 1.2.6. Se f tem grau n e possui k raizes distintas, ay,...,ax, entdo f pode

ser fatorada da forma:

fl@)=(—a) (r—a2) ... (xr —ax) - q(z), (1.3)

onde q(x) é uma fungdo polinomial com grau igual a n — k.

Demonstragio. Seja f(x) uma fungdo de grau n com k raizes distintas aq, as, as, ..., ax.

Segue que, como a; € raiz de f, entdo f pode ser escrita da forma:

f(z)=(r —a1) - q(z)

onde ¢i(x) tem grau n — 1. Note que, se a; # ag, entdo ay é raiz de ¢i(x), e ¢1(z) pode
ser escrito como:

@ (z) = (z — az) - g2()
onde go(z) tem grau n — 2. De forma analoga, ag é raiz de go(x), que pode ser escrito como:

@(z) = (z — az) - g3(z)

onde g3(z) tem grau n — 3. E assim sucessivamente, até que ay, seja raiz de g,(x). Portanto,

f(z) pode ser escrita como:

flz)=(—a) (r—az) .. - (x —ax) - q(z).

Deste resultado, segue o corolario:

Corolario 1.2.7. Se f tem grau n e possui n — 2 raizes entao f pode ser fatorada da

forma:
fle)=(z—a1)  (x—az) ... (x — ap—2) - q(x),

onde q(x) é uma fungdo polinomial irredutivel com grau igual a 2.

Analisando f(z) = (x — a1) - ¢1(), pode ocorrer, por exemplo, de a; ser também

raiz de ¢;(z). Nesse caso, terfamos
@ () = (x — a1) - g2()
e consequentemente, f(x) é escrita como:

fl)=(-a) q@)=(r—-a) (r—a) @)= (r— @1)2 - qa(T).
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Neste caso, diz-se que a; é raiz dupla de f(z) ou que a raiz a; tem multiplicidade 2, se
nao for raiz de g,. Caso a; ainda seja raiz de ¢o(x), diz-se entdo que tem multiplicidade 3,

se nao for raiz de g3, e assim por diante.

De modo geral, segue que

Proposicao 1.2.8. Seja f uma funcao polinomial de grau n, cujas raizes sao ay, as, ...,ax,
de multiplicidades ny, no, ..., ng, respectivamente, entao:
f@)=(z —a)™ - (r —a2)"™ - ... (x —ap)™ - q(2), (1.4)

onde q(x) é uma fungdo polinomial com grau igual a n — (nq + ng + ... + ng).

Exemplo 1.2.10. A fun¢io f(z) = x? + 5x + 6, cujas raizes sio 2 e 3, pode ser escrita

como

f(x) = (x—=2)-(z=3).

Exemplo 1.2.11. A fungio f(x) = 2% — 32° + 22" + 162 — 48x + 32, possui raizes 1 e 2,

e pode ser escrita como
fx)=(x—1)-(z—2) (2* + 16).

Observagdo: Note que (z* + 16) apesar de ndo ter raizes reais, é redutivel sobre os reais.
De fato,
(z* +16) = (% — 22z + 4) (2 + 22z + 4).

1.2.3.1 Raiz de Funcdes de Primeiro Grau

Uma fungao de grau 1 ou de 1° grau possui uma tunica raiz. Seja f(x) = ax + b.

Para determinar a raiz desta fungdo, note que f(x) = 0 é equivalente a:
ar +b=0.

Logo, resolvendo-se a equacao de primeiro grau, obtém-se

Note que a fungao de primeiro grau sempre possui, exatamente, uma tUnica raiz.

Exemplo 1.2.12. Considere a fungio f(x) =3z + 1. Fazendo f(z) =0, obtém-se

1
Br+l=0=u=—g

1
A raiz da fungio f(r) =3x+1 ¢€ -3
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1.2.3.2 Raizes de Funcdes de Segundo Grau

Uma fungao de grau 2 ou de 2° grau, ou ainda funcao quadratica, do tipo f(z) =
ax? + bx + ¢, possui no maximo duas raizes. A quantidade de raizes (zero, uma ou duas)
estd diretamente relacionada ao discriminante da funcao, denotado por A e definido por
A =b? — dac:

i) A > 0: a fungdo possui duas raizes;
ii) A = 0: a func¢do possui uma tunica raiz (com multiplicidade 2);

iii) A < 0: a fungao nao possui raizes.

Para determinar a raiz ou as raizes de uma funcao de 2° grau, basta resolver
f(z) = 0. Pode-se entdao usar um método geral, a bem conhecida “Férmula de Bhaskara”,

ou pode-se analisar os casos particulares.

A Férmula de Bhaskara é dada em funcao dos coeficientes a, b, ¢ e do discriminante

A, como acentuado na proposicao abaixo:

Proposicao 1.2.9. Seja f uma fungio de seqgundo grau da forma f(x) = ax® + bx + c,

com a # 0. As raizes de f podem ser determinadas através de

b+ VA

- (1.5)

X

Demonstragio. Seja f(x) = az* + bx + ¢, com a # 0. Fazendo f(z) = 0, tem-se que
az® +br +c=0. (1.6)

Dividindo toda a equagao acima por a, segue que

b c
4 -x+-—=0
a a

x2+éx: —E. (1.7)
a a

O objetivo aqui é obter um trindémio quadrado perfeito do lado esquerdo da equagao (1.7).
Para isto, basta completar o quadrado somando-se um ntimero conviniente. Para obter

este niimero procede-se do seguinte modo:

Divide-se — por 2, encontrando
a

_— (1.8)

(Y ISISH
|
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Elevando o resultado (1.8) ao quadrado, obtém-se

b\* B
() = 1
2
Soma-se, entao, 12 o ambos os membros da equagao (1.7) obtém-se:
2 2

x2—|—2x+41;2:—2+422. (1.9)
Escreve-se o primeiro membro como um produto notavel e simplifica-se o segundo membro
o maximo possivel, fazendo-se a soma através do minimo multiplo comum:

n b 2_—4ac+62
v 2 ) 4a2

Extraindo-se a raiz quadrada de ambos os membros da equacao, segue que

N b\> —4ac + b?
T+ — = 4 —
2a 4a?

< b ) _ v —4ac + b?
vV4a?
b v —4ac + b?

~ = 4+
x+2a 2a

Isolando x, obtém-se
n vV—4ac+b*> b
2a 2a

Reorgizando os termos, observa-se que o discriminante A = b — 4ac é encontrado dentro

Tr =

da raiz quadrada. Desta forma,

b " v —4ac + b2

v 2 2a
 —bx+/—4dac+ b
v 2a
 —bEVA
T =
Desta forma, conclui-se a deducao da Formula de Baskara. n

Exemplo 1.2.13. Considere a funcdio f(z) = 2* + 2x — 3. Fazendo f(x) = 0, pode-se
utilizar a formula de Bhdskara para determinar suas raizes, se existirem. Note que 0s
coeficientes de f sdo a =1, b= 2, c = —3. Desta forma, o discriminante é dado por:
A = b —-4-a-c
= 22 -4.1-(=3)
= 4+12=16.
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Como A =16 > 0, seque que a fungdo f(x) = x* + 2x — 3 possui duas raizes. Utilizando a

formula de Bhaskara, tem-se:

—b+ VA

X =
2a
. —2+16
B 2-1
=244
= SR
Desta forma, as raizes sao:
—244 2 —-2—-4 -6
T = 5 :52]_ e To = 5 :7:—3

H4 dois casos particulares de fungoes quadraticas, cujas raizes podem ser encon-
tradas sem utilizar a férmula de Bhaskara: i) quando b = 0; ii) quando ¢ = 0. Veja estes

casos a seguir:
i) Quando b = 0.
Neste caso, a funcao apresenta a estrutura
f(z) = ax® +c.

Para encontrar as raizes desse tipo de fungao, tomando f(r) = ax?®+c = 0, bastar adicionar

—c de ambos lados:

0
0—c.

f(z) =ax*+c
ar® +c—c
Em seguida, divide-se ambos os lados da igualdade por a # 0:

2

ar® = —c
c
7’ = —=.
a

~ c ~ ~ ~ ~ ~
Caso a expressao —— < 0, entao a equacao nao tem solugao e, consequentemente, nao
a

. ~ c . ,
possui raizes. Caso a expressao —— > 0, extra-se a raiz quadrada e obtém-se:
a

&
To — —|—\/7
a

Quando ¢ = 0, a raiz da fun¢do é tnica: x1 = x5 = 0.

C

a

ry = — e

Exemplo 1.2.14. Considere a fungio f(x) = 22> — 32. Fazendo f(x) =0, vem que:

202 —-32 = 0
20 = 32
32
2
= — =16.
’ 2
Portanto, as raizes da fungio f(x) = 22% — 32 sio 4 e —4.
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ii) Quando ¢ = 0.
Neste caso, a funcdo apresenta a estrutura
f(z) = az® + ba.

Para encontrar as raizes desse tipo de fungao, tomando f(x) = ax? + bx = 0, basta colocar

r em evidéncia, e analisar as partes que compoem a multiplicagao da expressao:
az® + br = x(azx +b) = 0.

Para que esta multiplicacao resulte em zero, uma das parcelas deve ser, necessariamente,

zero. Desta forma, conclui-se que:
x=0 ou ar +b=0.

Resultando em duas raizes:

b
z1=0 e Tog = ——.
a

Exemplo 1.2.15. Considere a funcgio f(x) = 2x* + 5x. Fazendo f(x) =0, vem que:

22% +5r =
r(2r+5) =

Considerando que uma das parcelas tem que, impreterivelmente, ser igual a zero,
tem-se que:
xr=0 ou 20 +5=0.

Portanto, as raizes da fungio f(x) = 22* + 5z sio 0 e —5

1.2.3.3 Raizes de Funcdes de Terceiro Grau

Uma funcao de grau 3 ou de 3° grau, ou ainda fun¢ao ctbica, admite no maximo

trés raizes. Seja f(x) = ax® + bx® + cx + d, a fungdo f pode possuir:

e uma Unica raiz (simples ou de multiplicidade 1);
e uma Unica raiz com multiplicidade 3;
o duas raizes (sendo uma delas com multiplicidade 2);

o trés raizes;
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Note que, no caso de fungoes de terceiro grau, estas possuem no minimo uma raiz.

Ha numerosos e variados métodos para determinar as raizes de uma funcgao cubica,
incluindo a analise de casos particulares, mas nenhum destes tdo popular quanto a Férmula
de Bhéskara, por exemplo. Seguem alguns destes métodos, enumerados a seguir: i) quando
b= c = 0;ii) quando d = 0; iii) fatoragdo por agrupamento; iv) as Rela¢oes de Girard; v)

raizes racionais; vi) andlise pelo discriminante.
Tais métodos estao expostos e exemplicados como se segue:
i) Quando b=c=0

Neste caso particular, a fungao cubica apresenta a estrutura
f(z) = ax® +d.

Para encontrar as rafzes desse tipo de fungao, tomando f(z) = az®+d = 0, basta adicionar
—d de ambos os lados, depois dividir ambos os membros da igualdade por a # 0 e por fim

extrair raiz cubica:

ar® +d = 0
ar’4+d—d = 0—d

ar® = —d

d

= —=

a

Independente do sinal da expressao ——, a funcao tera uma tnica raiz da funcao, dada por:

3 d
T =\—.
a

Exemplo 1.2.16. Seja a fungio f(x) = 32 + 24. Fazendo f(x) =0, vem que

32 4+24 = 0
33 = —24
24
ZU3 = —§:—8

Portanto, a raiz da fungio f(x) = 32> + 24 é —2.
ii) Quando d =0
Neste caso, a funcao apresenta a estrutura
f(z) = az® + bz’ + cx.

Para encontrar as raizes desse tipo de funcio, tomando f(z) = ax® + bx? + cx = 0, basta

colocar x em evidéncia, e analisar as partes que compoem a multiplicacao da expressao:

f(z) = az® + ba® + cx = x(azx® + bz + ¢) = 0.
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Para que esta multiplicacao resulte em zero, uma das parcelas deve ser, necessariamente,
zero. Desta forma:

z=0 ou ax’ +br+c=0.

A segunda parcela pode ser resolvida utilizando os métodos vistos anteriormente. Resul-

tando entao, nas raizes:

1) Se A < 0 = uma tnica raiz (multiplicidade 1): x = 0;

2) Se A =0 = duas raizes: t =0e z = 2% esta ultima com multiplicidade 2;
a

—b+VA b= VA

3) Se A > 0 = trés raizes: =0, x =
2a 2a

Onde A é o discriminante de az? + bz + c.
Exemplo 1.2.17. Seja a funcgio f(x) = 2° + 22> — 3x. Fazendo f(x) =0, vem que:

22 4+2:2 -3z = 0
z(z*+22-3) = 0.

Considerando que uma das parcelas tem que, impreterivelmente, ser igual a zero, tem-se
que:
x=0 ou 2?42 —-3=0.

Resolvendo a sequnda equag¢ao por Bhdskara, tem-se que as raizes da funcgio f(x) =
2%+ 22% — 32 sdo 0, 1 e —3.

iii) Fatoracdo por agrupamento

Esta técnica consiste em fatorar o polinébmio de 3° grau, agrupando-o em duas
partes, e caso tenha um termo em comum colocé-lo em evidéncia para chegar em uma
multiplicacdo de dois fatores, podendo assim, analisar cada fator separadamente. O impasse
desta técnica é que nem sempre, quando se agrupa o polinémio de 3° grau em duas partes,

encontra-se um termo em comum, nao sendo possivel a aplicagao desta técnica.

Exemplo 1.2.18. Seja f(x) = 23+ 32% — 6x — 18. Tomando f(x) = 0, para se determinar

suas raizes, pode-se usar a fatoracao por agrupamento:

2° + 3% — 62 — 18 = 0 <= (2 + 32%) + (—62 — 18) = 0. (1.10)

2 ¢ um termo em comum, e que na sequnda

Percebe-se que na primeira parte (3 + 3x2), ©
parte, (—6x — 18), —6 € um termo em comum. Evidenciando os termos em comum, a

equagdo do lado direito em (1.10) se torna em:

2*(z 4+ 3) — 6(z +3) = 0.
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Como as duas partes contém um fator em comum, pode-se agrupd-lo, obtendo-se:
(2> —6)(x+3) =0

Para que esta multiplicacao resulte em zero, uma das parcelas deve ser, necessariamente,

zero. Desta forma:

2 —6=0 ou r+3=0.
Resolvendo-se as duas equacoes separadamente, conclui-se entdo que as raizes da funcao
f(z) = 2%+ 32% — 62 — 18 sdo —3, V6 e —/6.
iv) As Relacoes de Girard

Estas apresentam uma relacao entre os coeficientes e as raizes da fungao ctbica

f(x) = ax® + bx? + cx + d. De fato, esta relacio é apresentada na proposicao que se segue.

Proposicao 1.2.10. Se x1, xo e x3 sao raizes de uma funcao cubica f e a # 0, entdo 1,

To e x3 satisfazem o sistema

b
$1+$2+$3:—*,
a
C
T1To+ 21 T3+ T2 T3 = —,
a
d
1T Xz = ——.
a

Demonstragio. Considere uma funcio do terceiro grau na forma f(z) = az®+bx?+cx +d,

com a # 0, cujas raizes sdo x1, T2 e x3. Entdo f(z) pode ser fatorada como:
ar® + b’ +ecx+d=a- (v — 1) (v —29) - (¥ — x3).
Desenvolvendo o produto do segundo membro da equacao, obtém-se
3 2 _ 3.2
ax®+br*+cr+d=a-[z°—z° - (r1+xo+a3)+a- (v 2o+ 21 T3+ T2 T3) — X1 To-T3).
Dividindo ambos os membros da equacgao por a, vem que
5,05 c ¢ 3,2
x +am +gm+g =z’ —x° (r1+ 2o+ x3)+ 2 (T T2+ 21 - T3+ T2 T3) — T - To - T3.
Pela igualdade de polinémios, tem-se portanto, que:
x|+ o + r3 = ——
T1-To+ X1 -23+2x2-23 =

T1 T2 Ty —

Qo
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As relagoes de Girard podem ser um método bastante 1til para resolu¢do de uma
fungao cubica se uma das raizes ja for conhecida. Se nenhuma raiz for conhecida, o método

se torna trabalhoso, pois o sistema que se forma é de dificil resolucgao.

Exemplo 1.2.19. Considere a funcio f(x) = x3 — 52* + 2z + 4. Fazendo f(z) =0 e
sabendo que 2 ¢ uma das raizes da fungdo, pode-se encontrar as outras pelas relagoes de
Girard:

1+ 22+ 23 = .
d
Ty T2 T3 =
Substituindo a raiz x1 = 2, e 0s coeficientesa =1, b= —5 ed = 4:
2+ 19+ a5 =2
2-T9-23= —%.

Simplificando o sistema de equagcoes:

I'2+[E3:3

To T3 — —2.

Resolvendo este sistema de equagoes, conclui-se portanto, que as raizes da fungao f(x) =

3—me3+m

3 —ba? 42 4 sao 2
x xz°+ 2 + 4 sao 2, 5 5

v) Raizes racionais

Seja f(z) = ax® + bx? + cx + d uma fungao cibica que apresenta todos os seus
coeficientes inteiros nao-nulos. Este método leva em consideracao os divisores do termo
independente (coeficiente d, com d € Z) e do coeficiente dominante (coeficiente a, com
a € 7Z): a divisao de um dos divisores do termo indepente por um dos divisores do coeficiente
dominante podera ser a raiz do polinémio, sendo que os divisores de d e a considerados
devem ser primos entre si (dois nimeros sdo consideraos primos entre si quando seu unico
divisor em comum é o 1). Esta técnica fornece apenas candidatos a raizes racionais, mas

nao garante que havera de fato uma raiz entre os candidatos.

Encontrada uma raiz x;, basta fazer a divisao do polinémio por (z — x7) e reduzir
o polindmio & um polinémio de segundo grau, e entdo usar as técnicas ja vistas para
resolucdo, ou ainda, utilizar as relacoes de Girard para encontrar as outras duas raizes, se
existirem. Observacgao: Este método pode ser utilizado para encontrar raizes de fungoes

polinomiais de outros graus, seguindo procedimento analogo ao descrito aqui.

Exemplo 1.2.20. Considere a fungio f(z) = 234 32?—6x—18. Os divisores do coeficiente
d=—18 sao: 1, —1, 2, =2, 3, =3, 6, —6, 9, =9, 18 ¢ —18. Como a = 1, o divisor de a
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¢ apenas o 1, e desta forma, a divisao dos divisores de d pelos divisores de a resultard
nos proprios divisores de d. Substituindo-se os valores na fungdo, e sabendo que a fungao

assume valor zero mo ponto onde € raiz, constata-se que —3 € uma das raizes dessa funcdo.

F(=38) = (=3)"+3(-3)" = 6(-3) — 18
— 27427+ 18—18
— 0.

Efetuando-se a divisio do polinémio f(x) = z* + 3x*> — 6x — 18 por (x + 3) tem-se que

f(x) pode ser escrita como:
f(x) =2 + 32% — 62 — 18 = (x + 3)(2* — 6).

Tomando-se f(z) = (z + 3)(z* — 6) = 0, para que esta multiplicagio resulte em zero, uma

das parcelas, deve necessariamente, ser iqual a zero. Desta forma,
r+3=0 ou 22 —6=0.

Resolvendo-se as equagdes, conclui-se que as raizes da fungio f(x) = 2* + 32% — 62 — 18
sao —3, V6 e —/6.
vi) Anélise pelo discriminante (Método de Cardano)

Considere a fungao ctibica f(r) = az® + bx? + cx + d. Sejam as constantes p, ¢ e o

discriminante D definidos em razao dos coeficientes da fungao cubica:

B —b% + 3ac
po= 3a?
B 20° — 9abe + 27a2d
7= 27a3
2 3
q D
D = —+=—.
4 + 27

As constantes definidas acima fornecem informacoes sobre as raizes da funcao:
(a) Se D = 0 a fungao ctbica possui, no maximo, duas raizes distintas.
De forma mais precisa,

a.1) Se p = ¢ = 0, a fungdo possui uma tunica raiz dada por

b
3a’

xr =

a.2) Se pq # 0 a funcdo possui duas raizes distintas dadas por
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3¢ b 3¢ b
rH=—"— € To=—————.
p  3a 2p  3a

(b) Se D > 0 a fungdo ctbica possui uma unica raiz dada por

b
x:dg+¢5+33—¢_—.

(c) Se D < 0 a fungao cubica possui trés raizes dadas por

B D 0 b
Ty, = 24/—z-cos|z | —=—
3 3 3a

D 0+ 27 b
Ty = 24/—=-cos - —
3 3 3a
o [P 0+ 4rm b
T3 = —=.cos - —
s 3 3 3a
Onde
(-3)
6 = arccos 23
_r
27

Mais informacoes sobre esse método e as demonstragoes destas férmulas podem ser vistas,

por exemplo, em [18] e [19].

3 — 2% — 4o + 2. As raizes desta funcgdo

Exemplo 1.2.21. Considere a fungio f(x) = x
podem ser determinadas pela andlise do discriminante. Os coeficientes da fungao sio a = 1,
b=—1,c=—4 ed=2. Desse modo, as constantes p e q serao:

B —b2+3ac_ B

7 N

203 — 9abe + 27a%d T4
27a3 27

Logo, o discriminante D serd igual a

<_q> __<;i)

_ 2/ _ — _ ~
6 = arccos = = arccos = arccos (—0, 789381) ~ 100"

P
27




42

Deste modo, as raizes sao dadas por:

79
p AN 100" | (=1)
= 2 /- cos([2] -2 = - ~2
. 3 COS<3> 3a 3 3.1 7
(—13> 79 49
0+2 b TonT T AT -1
To = 2 —g'cos< —1—?)%)—3@:2 — g - COS 1003 —(3'1)%—2 e
(—13> 79 Ly
0+4 b 00T T T -1
r3 = 2 —g-cos am L TN P . cos | 100 —( )%1.
3 3 3a 3 3 3-1

3

Portanto, as raizes da funcio f(z) = 2 — x? — 4z + 2 sdo, aprorimadamente, 2, —2 e 1.

1.2.4 Graficos das Funcdes Polinomiais

“Normalmente, um grafico é a melhor maneira de representar uma fungao em razao

da transmissdo de muita informacdo em um relance”, Stewart [11].

Cada func¢ao polinomial tem caracteristicas especificas e um modelo de grafico bem
definido, como explicitos adiante, mas duas caracteristicas sdo comuns a todos os graficos

de fungoes polinomais:
i) interceptam o eixo das ordenadas (eixo y) no termo independente da funcao;

ii) interceptam o eixo das abscissas (eixo x) na raiz ou nas raizes da funcao, caso

existam.

As caracteristicas dos graficos de fun¢des polinomiais destacadas a seguir, represen-
tam, em sua maioria, o “roteiro” de construcao de graficos, trabalhado hoje no Ensino
Médio.

O método descrito por esta dissertacao traz a construgdo e a representacao de

outros graficos, através dos conceitos explanados e defendidos, adiante no Capitulo 3.
o Grafico da Funcao Constante

A fungao constante
flz) =k
tem seu grafico como uma reta paralela ao eixo das abscissas sobre o ponto y = k. Isso
acontece porque a imagem é constante, ou seja, para qualquer z € R, a fungdo assume o

valor k.

Exemplo 1.2.22. O grifico da fungio f(x) = 2 € uma reta paralela ao eixo x sobre o

ponto y = 2, como pode ser observado na Figura 5.
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Figura 3 — Gréfico da funcao f(z) = 2.

y

fx) = 2

-9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-3

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

o Grafico de Fungoes Afins

O gréfico da fun¢do de primeiro grau
f(x) =ax+0b, a#0

é uma reta que nao é perpendicular ao eixos das abscissas e nem ao das ordenadas.

O coeficiente dominante (coeficiente a) é também chamado de coeficiente angular,
pois é a medida que caracteriza a declividade da reta em relagdo ao eixo das abscissas. O
coeficiente independente, também chamado de coeficiente linear (ou intercepto) é o ponto
aonde o grafico intercepta o eixo y e a raiz da funcao é o ponto aonde o grafico intercepta

0 €eixo x.

O coeficiente angular também determina o crescimento ou o decrescimento da reta,

conforme descrito abaixo:

i) Se a > 0, a fungdo é crescente, isto é, & medida que z cresce, f(z) também cresce. No
grafico da fungdo de primeiro grau crescente, a reta faz um angulo agudo (menor
que 90°) com o eixo das abscissas, medido do eixo das abscissas até a reta no sentido

anti-horario.

ii) Se a < 0, a fungdo é decrescente, isto é, a medida que = cresce, f(z) decresce. No

grafico da fungdo de primeiro grau decrescente, a reta faz um angulo obtuso (maior



44

que 90°) com o eixo das abscissas, medido do eixo das abscissas até a reta no sentido

anti-horario.

A Figura 4 a seguir ilustra essas duas situacoes.

Figura 4 — Fungoes Afins crescente (esquerda) e decrescente (direita).

Funcgio crescente Funcgio decrescente

6 < 90° 8 > 90°
angulo agudo 2] angulo obtuso

X X

Fonte: Produzido pela autora.

Exemplo 1.2.23. O grdfico da fungio f(x) = 3z + 1 € representado na Figura 5, e como
pode ser notado, é uma reta que intercepta o eizo das ordenadas em y = 1, e intercepta o
eizo das abscissas em x = —%, raiz da fungdo. Como a =3 > 0, a fungdo € crescente, e de

fato, a reta que define a funcao faz um angulo menor que 90° com o eixo das abscissas.

Figura 5 — Gréafico da funcao f(z) = 3z + 1.

y

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.
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o Grafico de Funcgoes Lineares

Particularmente nas fungoes lineares,

f(z)=ax, a#0

pelo fato do coeficiente linear ser igual a zero (b = 0), a reta da fungdo passa pela origem
do plano cartesiano, o que significa que sua raiz também é zero. A analise restante se da

como no caso das fungoes afins.

Exemplo 1.2.24. O grdfico da fungio f(x) = —2x € uma reta que passa pela origem,
como representado na Figura 6. Como a =2 < 0, a fungdo é decrescente, e sua reta faz

um angulo maior que 90° com o eizo das abscissas.

Figura 6 — Grafico da funcao f(z) = —2x.

f(x) = -2 x y
6

5

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

e Grafico de Funcgoes Quadraticas

O grafico da funcao de segundo grau,
fx)=az’+bx+c, a#0

¢ uma pardbola [11]. O coeficiente a e o valor do discriminante da fungdo, A = b? — 4ac,

determinam suas caracteristicas:

i) a > 0e A > 0: pardbola com concavidade voltada para cima, interceptando o eixo x

em dois pontos distintos (raizes de multiplicidade 1);
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ii) a > 0 e A = 0: pardbola com concavidade voltada para cima, tangenciando o eixo x
em um unico ponto (raiz de multiplicidade 2);

iii) a > 0 e A < 0: pardbola com concavidade voltada para cima, sem interceptar o eixo

x (neste caso, f nao tem raiz);

iv) a <0 e A > 0: pardbola com concavidade voltada para baixo, interceptando o eixo x

em dois pontos distintos (raizes de multiplicidade 1);

v) a <0 e A = 0: pardbola com concavidade voltada para baixo, tangenciando o eixo x

em um tnico ponto (raiz de multiplicidade 2);

vi) a < 0 e A < 0: pardbola com concavidade voltada para baixo, sem interceptar o eixo
x (neste caso, f nao tem raiz);
As situagdes descritas acima, estao ilustradas na Figura 7 a seguir.
Figura 7 — Formas dos graficos de fungdes quadraticas.

a>=>0eA<0

a>0eA=0
a>0eA>0

a<0eA=0

a<0eA=0 a<0eA<O

Fonte: Produzido pela autora.

A intersecao do eixo de simetria (linha imaginaria que divide a pardbola em duas
partes simétricas) com a parabola é um ponto chamado vértice. O vértice entdo, é o ponto
em que a parabola muda de sentido de crescimento: de crescente para decrescente, ou

vice-versa, ou ainda o ponto em que a fun¢do assume o maior ou o menor valor.
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i) Quando a > 0, a funcdo quadratica é decrescente até o vértice, e crescente apés o
vértice. Desta forma, o vértice é o ponto de minimo da funcao.

ii) Quando a < 0, a funcdo quadrética é crescente até o vértice, e decrescente apos o

vértice. Desta forma, o vértice é o ponto de maximo da funcao.

Proposicao 1.2.11. Dada uma fungio quadrdtica qualquer f(z) =y = ax® + bx + ¢, com

a # 0, usando a técnica de completar os quadrados, pode-se reescrevé-la como:

y=a(x— 1)+ v, (1.11)
Demonstracdo. Seja
f(z) =az®>+bx+ec, a#0. (1.12)
2
Soma-se e subtrai-se o termo conveniente 1o ™ (1.12), obtendo
a
) 2 b2
- b -
f(z) = ax” + x+c+4a 1

Reorganiza-se os termos, deixando o termo independente como o ultimo termo da equagao

9 v¥oob?
= b —— —+4ec
f(z) = ax” + x—|—4a 4a+c
e e o o dac
Utiliza-se de um artificio algébrico, e substitui-se o termo ¢ por 4—:
a
¥ b dac
2
— b 4 —— — - 4 22
f(w) = a”+br+ da  4da + 4a

Agrupa-se entao as trés primeiras parcelas e as outras duas subsequentes da forma

b? b? dac
_ 2 O I
f(z) = (ax +bx+4a> <4a 4a>‘

Tendo agora duas parcelas, coloca-se a em evidéncia na primeira parcela, saindo para fora

do parénteses e organiza-se a segunda parcela, obtendo

flz)=a- <m2 + 21’ + ﬁ;) - (W) . (1.13)

Como o termo que multiplica a é um trindémio quadrado perfeito, pode-se reescrever (1.13)

o= (ea) (%)

b 62—4ac_ A

4a da

COo1mao:

Faz-se entao

Obtendo-se (1.11):



Proposigao 1.2.12. Seja f(z) = ar?+bx+c=a-(x —x9)* —yo. O par ordenado (x,,y,)

¢ o vértice da pardbola.

Demonstracao. Seja
y=a-(x—10)*— 0. (1.14)

A parcela (z — zg)? é igual ou maior que zero. Caso a > 0, entdo o produto
a-(x—1x)*>0. (1.15)

Desta forma, o valor minimo que y assume em (1.14) é yo, que é quando o produto (1.15)
é igual a zero. Garante-se assim que 3y € o menor valor que a fungao y assume, portanto,
¢é a coordenada y do vértice. Tem-se y = yy quando z = xy, ou seja, as coordenada do

vértice sao (o, Yo)-

De modo andlogo, se faz essa analise para a < 0. O]

Conforme visto acima, as coordenadas do vértice de uma fun¢ao quadratica podem

ser encontradas através das férmulas:

b A
Xo=—— e Y, = ——.
2a 4a
H4 ainda, uma outra forma de encontrar o vértice da parabola, caso a func¢ao tenha
raizes. Suponha x; e xs, raizes da funcao quadratica. O ponto médio entre as raizes sera a

coordenada z do vértice:

x, =t
2
—b+ VA —b— VA
De fato, tem-se 11 = ——— e 1y = ————.
2a 2a
—2b  —b —2b
Dai, x1 + 1o = — = —, donde X, = :x1+$2.
2a a 2a 2

Note que, se a fung¢do possuir apenas uma raiz, entao ali sera a coordenada x do

vértice da pardbola, pois neste caso A =0e x1 = 29 = %
a

Diante disso, basta encontrar a imagem desse valor por meio da propria fungao
analisada:
Y,=f(Xv)=a-Xv*+b-Xv+ec

Exemplo 1.2.25. O grdfico da fungio f(x) = x*+2x —3 é uma pardbola com concavidade
para cima, que intercepta o eizo x em dois pontos distintos: x =1 e x = —3, raizes da
fungdo, e intercepta o eixo y em y = —3, como mostra a Figura 8. Pelo fato de a =1 > 0,
a pardbola tem valor minimo no vértice, cujas coordenadas sio (—1, —4), e eizo de simetria

emx = —1.
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Figura 8 — Gréfico da fungao f(z) = 2 + 2z — 3.

f(x)=x2+2x-3 y

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

o Grafico de Fungoes Ciibicas

O gréfico da fungao cibica
f(z)=az® +b2® +cr+d, a#0

nao tem uma denominacao especial, podendo interceptar o eixo x em trés pontos, dois

pontos ou em um unico ponto, a depender da quantidade de raizes.

Exemplo 1.2.26. A funcio f(x) = 2® — 2% — 4z + 4 tem seu grifico representado na
Figura 9, e como pode ser observado, este intercepta o eizo x em trés pontos distintos:

r=-2,x=1ex =2, raizes da fungdo, e intercepta o eixo y em y = 4.

1.2.5 Comportamento da Funcdo no Infinito

Uma caracteristica geral dos graficos de fungoes polinomiais é que seu compor-
tamento para x tendendo a infinito ou menos infinito esta atrelado ao grau da funcao

polinomial.

A fim de apresentar tal relacdo, primeiramente, sera explicado de forma um pouco
intuitiva a terminologia: = tende (tendendo) a infinito e x tende (tendendo) a menos

infinito.
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Figura 9 — Gréfico da fungao f(z) = 23 — 2? — 4z + 4.

y

-

f(x) =x*-x*-4x+ 4

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

« z tende (tendendo) a infinito: z — oo. Isso significa dizer que z assume valores
superiores a qualquer ntimero real, em outras palavras, que x estd “caminhando”

para valores cada vez maiores.

o z tende (tendendo) a menos infinito: x — —oo. Isso significa dizer que = assume
Y

valores inferiores a qualquer niimero real, em outras palavras, que z esta “caminhando’

para valores cada vez menores (grandes em médulo, porém negativos).

O grafico de uma funcao polinomial de grau par tem a caracteristica que, em ambas
as extremidades do grafico (z — 0o e x — —00), 0 gréafico tem o mesmo comportamento

(ou tende a infinito ou tende a menos infinito).

De forma geral, caso o grau da funcao polinomial seja par:
i) se o coeficiente dominante for positivo, as extremidades do grafico tendem a infinito; e
ii) se o coeficiente dominante for negativo, as extremidades do gréafico tendem a menos

infinito.

J& o grafico de uma funcao polinomial de grau impar tem a caracteristica de

apresentar comportamentos diferentes nas extremidades do gréfico.

De forma geral, caso o grau da funcao polinomial seja impar:
i) se o coeficiente dominante for positivo, quando z tende a infinito a a fungdo também
tende a infinito, e quando = tende a menos infinito, a funcao tende a menos infinito; e
ii) se o coeficiente dominante for negativo, o comportamento é inverso: quando z tende

a infinito, a funcdo tende a menos infinito, e quando x tende a menos infinito, a funcao
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tende a infinito.

Exemplo 1.2.27. Andlise do comportamento da fun¢io f(x) = x? + 2x — 3 quando x

tende a infinito.

De forma intuitiva, pode-se analisar esse comportamento atribuindo-se valores cada

vez matores para x, como visto na Tabela 1.

Tabela 1 — Comportamento de f(x) = x? + 2x — 3 quando z tende a infinito.

x f(z)

1.000 1.001.997
10.000 100.019.997
100.000 10.000.199.997

1.000.000 1.000.001.999.997

Fonte: Produzido pela autora.

Conclui-se portanto que, quando x tende a infinito, a funcgio f(r) = x? + 2x — 3
tende a infinito. Como o grau da funcao é par, entao quando x tende a menos infinito, a

fungao f(x) tende a infinito.

Uma analise mais detalhada sobre esse conceito intuitivo de “tender”, e mais
exemplos sobre o comportamento da func¢ao quando x tendo ao infinito e a menos infinito,

podem ser vistos na Segao 2.1.

Com esse tépico de graficos e suas respectivas caracteristicas, antecedidas por
outras defini¢oes importantes, finaliza-se aqui este capitulo dedicado ao estudo das fungoes
polinomiais. Todos os conceitos abordados serao uteis e de fundamental importancia para o

entendimento do contetido relacionado a derivada, discorrido adiante no préximo capitulo.
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2 Derivada e Conceitos Relacionados

Hoje em dia, o contetido de derivada é bastante abordado em cursos superiores nas
areas das ciéncias da natureza, engenharias e tecnologias. Sua importancia se da devido a

grande aplicabilidade em diversas dreas do conhecimento, como ressalta Sousa [20]:

Desenvolvido ha cerca de 300 anos por Newton e Leibniz, o cdlculo é uma
das ferramentas matematicas mais utilizadas pelas ciéncias para reduzir
a complexidade de problemas diversos. O estudo do Célculo Diferencial e
Integral é considerado um dos conteiidos matematicos mais influentes no
desenvolvimento cientifico e tecnolégico atual. Permitiu a obtencao de
Nnovos processos, equipamentos, métodos no processo de transformagao
da natureza, entre outros (p. 45).

Simmons [21] ainda destaca a importancia da derivada em relagdo a outros conceitos

fisicos da natureza:

(...) é uma das trés ou quatro ideias mais fecundas que qualquer matems-
tico ja tenha tido, pois sem ela, ndo haveria o conceito de velocidade ou
aceleracdo ou forga fisica, nem dindmica ou astronomia newtoniana, nem
ciéncia fisica de qualquer natureza, excerto como uma mera descricao
verbal de fenémenos, e certamente nao terfamos a idade moderna de
engenharia e tecnologia (p. 72).

A derivada, portanto, possui uma abundancia de aplicagdes e pode ser interpretada
de multiplas formas. E ainda, dispoe de uma variedade de outros conceitos que estao

relacionados a ela, como mencionado no decorrer deste capitulo.

Uma das formas de definir a derivada ¢é através do conceito de limite, assim como

Sousa [20] enuncia em seu trabalho:

Em matematica, o mais usual é utilizar o conceito de limite para descrever
o comportamento de uma funcdo a medida que o seu argumento se
aproxima de um determinado valor, assim como o comportamento de
uma sequéncia de ntimeros reais, & medida que o indice (da seqiiéncia) vai
crescendo e tende para infinito. Os limites sdo usados no calculo diferencial
e em outros ramos da andlise matemadtica para definir derivadas e a
continuidade de fungoes (p. 54).

Silva [22] reafirma a ideia de que, para entender o conceito de derivada é preciso

entender primeiramente o conceito de limite:

Para compreender a definicdo de derivada, em linguagem matematica, é
necessario que o aluno se aproprie do entendimento do que é um limite,
ou seja, o discente precisa entender que o limite de uma fungdo é uma
aproximacao infinitesimal de algum valor, mas sem que seja exatamente
aquele valor (p. 23).
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2.1 Nocao Intuitiva de Limite

Como mencionado anteriormente, “o calculo é um ramo extremamente poderoso
da matemética, com um grande nimero de aplicagoes (...). O que torna o calculo tao

poderoso e o distingue da algebra é a nocao de limite” (p. 48), Bradley e Hoffman [13].

“A ideia de limite é utilizada no intuito de expor o comportamento de uma funcao
nos momentos de aproximacao de determinados valores”, Neves [23]. Bradley e Hoffman [13]
também solidificam essa ideia: “Falando de maneira geral, o processo de determinar o
limite consiste em investigar o comportamento de uma func¢ao f(z) quando z se aproxima

de um numero ¢ que pode ou nao pertencer ao dominio da fungao f”.

O primeiro contato do aluno de Ensino Médio com a nogao intuitiva de limite é no

estudo das progressoes geométricas, as “P.G’s”, que pode ser exemplificado com a andlise

. . 111 1 e

da sequéncia —, —, —, ... , —, com n € N, quando n tende ao infinito, isto é, a quando n
2 ? 4 Y 8 Y 9 27L Y 7 Y 9

cresce ilimitadamente, o valor de 2% se aproxima cada vez mais de zero (quanto maior o

valor de n, maior a expressao 2", e a divisao de 1 por nimeros cada vez maiores resulta
em valores cada vez mais préximos de zero). Ou seja, quando n tende ao infinito o limite

da expressao 2% é zero. [24]. Matematicamente, escreve-se essa andlise como:

li ! =0
Jim 5o =0.

Outro modo que permite compreender o conceito de limite é por aproximacao, que

2 — 1+ 2 para

pode ser exemplificado pela anélise do comportamento da fungao f(z) = =
valores de = préximos a 2. Na Tabela 2 a seguir constam alguns valores de x que ficam
cada vez mais proximos de 2, e os respectivos valores que a func¢ao f(x) assume para cada

valor atribuido a x:

2

Tabela 2 — Comportamento de f(z) = 2° — x + 2 quando z se aproxima de 2.

x f(x) x f(z)
1,0 2,000000 3,0 8,000000
1,5 2,750000 2,4 3,750000
1,8 3,440000 2,2 4,640000
1,9 3,710000 2,1 4,310000
1,95 3,852500 2,05 4,152500
1,99 3,970100 2,01 4,030100

1,995 3,985025 2,005 4,015025
1,999 3,997001 2,001 4,003001

Fonte: Produzido pela autora com base em um exemplo extraido de [11].

Da Tabela 2, vé-se que quando x estd préximo de 2 (tanto para valores que se

aproximam de 2 pela esquerda, que no caso sdo valores menores que 2, quanto para valores
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que se aproximam de 2 pela direita, que no caso sao valores maiores que 2), a funcao f(z)
estd caminhando (se aproximando cada vez mais) a 4, ou seja, f(x) tenderd a 4 . “De fato,
parece que podemos tornar os valores de f(x) tdo préximos de 4 quanto quisermos, ao

tornar x suficientemente préximo de 2”7 [11]. Observa-se isso na Figura 10:

2

Figura 10 — Anélise da fungao f(z) = x* — x + 2 para valores de x préximos a 2.

y F
5
1 / f(x) tende a 4
4
a
2
1
-3 -2 -1 0 1 —_— 2 — 3 4
X
Quando x tende a 2
-1

Fonte: Produzido pela autora com base em um exemplo extraido de [11].

2

Expressa-se isso dizendo que “o limite da fun¢do f(z) = x* — x + 2 quando x tende

a 2 ¢ igual a 4”. Matematicamente, pode ser escrito como:

limz? — 2+ 2 = 4.
r—2

Em vista disso, Stewart [11] define limite como:

Defini¢ao 2.1.1. Suponha que f(x) seja definido quando x estd proximo ao nimero
a. (Isso significa que f é definido em algum intervalo aberto que contenha a, exceto
possivelmente no proprio a). Entdo escrevemos:

lim f(z) =L

Tr—a

[y

e dizemos “o limite de f(x), quando x tende a “a”, € igual a L”, se pudermos tornar os
valores de f(x) arbitrariamente prozimos de L (tao proximos de L quanto quisermos),

tornando x suficientemente prozimo de a (por ambos os lados de a), mas nao igual a “a’.

Stewart [11] ainda complementa a defini¢do, explanando que:
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Grosso modo, isso significa que os valores de f(z) tendem a L quando x
tende a a. Em outras palavras, os valores de f(z) tendem a ficar cada
vez mais préximos do ntimero L & medida que x tende ao nitimero a (por
qualquer lado de a), mas x # a (p. 81).

r—1

Exemplo 2.1.1. Estime o valor de lim —
=14 — 1
r—1
A fungio f(x) = P nao € definida para x = 1, mas isso ndao importa, jdi que
m —

para determinar o lim,_,, f(z), toma-se valores prézimos a 1, mas nao de fato o proprio
1. Fazendo o estudo deste limite por aprorimagdo, pode-se montar a sequinte tabela com

valores de x e os respectivos valores para f(x):

z—1
5 quando x se aproxima de 1.
x 1

Tabela 3 — Comportamento de f(z) =

x f(z) x f(z)
0,5 0,666667 15 0,400000
0,9 0,526316 1,1 0,476190
0,99 0,502513 1,01 0,497512

0,999 0,500250 1,001 0,499750
0,9999 0,500025 1,0001 0,499975

Fonte: Produzido pela autora.

Conclui-se, portanto, pela andlise da tabela que a medida que x se aproxima de 1,

0s valores de f(x) tendem a 0,5. Desse modo,

Exemplo extraido de [11].

Ressalta-se aqui que este método, que consiste em montar a tabela de valores
préoximos ao valor que z estd tendendo no limite e analisar como a funcao se comporta
para tais valores, pode levar a erros graves no calculo de limites, sendo utilizado apenas
para desenvolver essa ideia intuitiva. Observe, porém, que funciona relativamente bem

para polinémios.

Conhecendo essa ideia intuitiva de limite, é possivel abordar o conceito de derivada.

2.2 Definindo a Derivada

Dada uma fungao f(x), considere dois pontos quaisquer A = (zg, f(x)) e B =
(z1, f(z1)) no grafico de f, onde z( e 1 pertencem a D(f) ou ao dominio de f, com

xo < x1, representados na Figura 11 a seguir:
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Figura 11 — Grafico com os pontos A e B.

yu

f(x1)
f(x0)

Fonte: Produzido pela autora.

Considerando A como a distancia entre os pontos xg e x1, x1 pode ser escrito como:
1 = Xy —|— h
E consequentemente,
f(z1) = f(zo + h).
onde h é conhecido como o deslocamento no eixo das abscissas, ocorrido do ponto A ao

ponto B.

Seja S a reta secante ao grafico de f que passa pelos pontos A e B, como na Figura
12.

Sabe-se que o coeficiente angular da reta S é expresso pela razao:

f(a:xl) :i(ﬂfo) _ f(xo“‘h})l_f(%)‘ (2.1)

Fixando-se o ponto A = (xo, f(x)), e “levando” o ponto B = (x1, f(x1)) = (xo + h, f(zo +
h)) de encontro ao ponto A, de modo z; tenda a zg, isto é, de modo que h se aproxime de
zero, tem-se que o coeficiente angular de S tende a

lim f(x1) — f(w0) — lim f(zo+h) — f(fo)_
h

T1—T0 T — Tg h—0

Quando h se aproxima de zero, ou seja, quando x; se aproxima de xy, obtém-se

varias retas secantes, que se aproximam cada vez mais da reta tangente em xy. Quando
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Figura 12 — Grafico com reta secante S.

f(x1)
f(x0)

X Xq X

Fonte: Produzido pela autora.

f(wo +h) — f(xo)
h

h se aproxima de zero, o quociente se aproxima de um valor, que é o

coeficiente angular da reta tangente.

Deste modo, o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungao f no ponto

A, denotado por m, é expresso por

o — i 10 1) = Flw)
h—0 h

quando este limite existe.

Esses principios resultam na definicdo de derivada de f em 1z, como ressalta

Biano [24] em sua dissertacao:

Definicao 2.2.1. Sejam f uma funcio e xo um ponto de seu dominio. O limite

lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

quando existe e € finito, denomina-se derivada de f em xq e indica-se por f'(xg).

Caso este limite ezista, diz-se que a fungdo é diferencidvel (ou derivdvel) no ponto xg.

Exemplo 2.2.1. Encontre a derivada da funcio f(z) = 2* — 8z + 3 no ponto xo = 3.

De acordo com a Definicio 2.2.1, a derivada da fungio f(z) = 2> — 8z + 3 no

ponto xo = 3, se existir, pode ser encontrada através do limite:
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f'(xg) = lim

h—0

/ o . f(3+h)_f(3)
F®) = Jm h
Sendo f(3+h)=(3+h)>—8-(3+h)+3 e f(3)=3"-8-3+3=—12

flwo + h})L — f(xo)‘ Logo,

2 —_— . — p—
_ im [(3+h 8-(3+h)+3]—(-12)
h—0 h
Fazendo (3+h)* =9+ 6h+h> e8-(3+h) =24+8h
[0+ 6h + h? — 24 — 8h + 3] — (—12)
= lim
h—0 h
Reorganizando os termos e simplificando a expressdo
_ o B2 2k
=

Fazendo uma manipulacdo algébrica e colocando h em evidéncia

= limih.(h_m
h—0 h

Dividindo toda a expressao por h

= limh—2
h—0

Substituindo h por 0, a expressio se torna:

= 0-2=-2.

Portanto, a derivada da fungio f(x) = x* — 8z + 3 no ponto xy = 3, denotada por f'(3), é
iqual a —2:

73 = -2

Com esse resultado, pode-se afirmar que a funcio f(x) = 2% — 8x + 3 é derivdvel no ponto

.1'0:3.

Segue mais um exemplo do célculo de derivada no ponto através de sua definigao:

Exemplo 2.2.2. Encontre a derivada da fungio g(x) = 5x 4+ 1 no ponto xy = 0.

De acordo com a Definicio 2.2.1, a derivada da fung¢io g(x) = 5z + 1 no ponto

xo = 0, se existir, pode ser encontrada através do limite:

) . glzo+ h) — g(0)

g () = lim h . Logo,
v g9(04h) —g(0)

g(0) = lim

Sendo g(0+h)=5-(0+h)+1=5h+1eg(0)=5-0+1=1
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— lim M
h—0 h

Reorganizando os termos e simplificando a expressao

Simplificando

= limb=>5.
h—0

Portanto, a derivada da fungio g(x) = 5z + 1 no ponto o = 0, denotada por ¢'(0) € igual
ad:
g'(0) =5.

Com esse resultado, pode-se afirmar que a func¢io g(x) = 5z + 1 é derivdvel no ponto

I'O:O.

Nao cabe aqui entrar em detalhes nas resolugoes de limites, pois o foco deste
trabalho se da em calcular derivadas de uma forma mais simples, adequada ao nivel de
ensino em questao. Para mais informacoes sobre limites e cdlculo de limites, veja, por
exemplo, [11], [12] e [13].

Viu-se até aqui a definicdo de derivada de uma funcao em um ponto. Quando nao
ha um ponto especificado, a derivada de uma func¢ao resulta em uma nova funcao, como

segue:

Definigao 2.2.2. Seja f uma fung¢io e D o conjunto dos z para os quais se tenha f'(x),
ou seja, o limite da Definicio 2.2.1 existe. A funcgao f': D — R que associa a cada valor

de x € D o nimero f'(x) é denominada fungdo derivada de f, ou simplesmente, derivada
de f.

Seguem alguns exemplos de derivadas de fungao:

Exemplo 2.2.3. Encontre a derivada da fungio f(x) = 23 + 22,

De acordo com a Defini¢ao 2.2.2, a derivada da fungio f(x) = x3 + 22 pode ser

encontrada através do limite:



60

oy o fl@th) = fz)
fiz) = Jm h
Sendo f(x 4+ h) = (z + h)® + (z + h)®
. [+ h)?+ (x+ h)?] — [2° + 2?
= lim
h—0 h
Desenvolvendo as expressées na forma de produtos notdveis
_ 3 23 + 32°h + 3zh? + k3 + 2% + 2zh + h? — 2% — 22
— al h
Reorganizando e simplificando a expressdo
. h*+ 3xzh? 4 32%h + 2zh + h?
= lim
h—0 h
Colocando h em evidéncia
. h-(h*+3zh+32*+ 2z + h)
= lim
h—0 h

Dividindo toda a expressdo por h

= limh®+3zh+ 322+ 22+ h
h—0
Substituindo h por 0, a expressdo se torna:

= 0%+ 320 + 32% 4+ 22 + 0 = 32* + 2z.
Portanto, a derivada da fungio f(z) = 2° + 2%, é f'(x) = 32? + 2x.

Exemplo 2.2.4. Encontre a derivada da fungio g(z) = 22* — 5.

De modo andlogo ao exemplo anterior, e utilizando a Definicio 2.2.2, a derivada

da funcdo g(x) = 22 — 5z pode ser encontrada através do cdlculo do sequinte limite:

) z+h)—glx
J(@) = lim 9( })L 9(x)
Sendo g(x +h) =2-(x+h)> =5 (z +h)
_ oy 2@ )7 =5 (x4 b)) - [22° - 5a]
h—0 h
Desenvolvendo as expressoes na forma de produtos notdveis
T [2- (2% + 2zh + h?) — 5 — 5h] — [22? — 5]
h—0 h

Reorganizando e simplificando a expressdo

222 + 4xh + 2h% — 5z — 5h — 222 + b
m

= 1l
h—0 h
Colocando h juntando os termos de mesmo grau em x
4xh + 2h* — 5h
= 1m
h—0 h
Colocando h em evidéncia
_ h-(4z+2h —5)
= lim
h—0 h

Dividindo toda a expressdo por h

= lim4z+2h—-5=lim4x +2-0—5=4x — 5.
h—0 h—0
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Portanto, a derivada da fungio g(z) = 2z* — bz, é ¢'(x) = 4z — 5.

2.2.1 Regras de Derivacao

O célculo de derivadas usando a definicao, pode, muitas das vezes, se tornar um
processo trabalhoso. Em razao disso, as regras de derivacao permitem calcular, com mais
facilidade, as derivadas de fungoes polinomiais, fungoes racionais, fungoes algébricas,
fungdes exponenciais, fungoes logaritmicas e fungoes trigonométricas. Sao elas: Regra da
constante; Regra da poténcia; Regra da multiplicagao por uma constante; Regra da soma

e da diferenca; Regra do produto; e Regra do quociente; enunciadas a seguir:

« Regra da Constante
Proposicao 2.2.3. Se f é uma fungao constante, f(x) =c, com ¢ € R, entao
f'(@)=o.

Demonstragio. Seja uma fungao constante f(x) = c. Por defini¢do, sua derivada é encon-

trada pelo limite:

_fla+h) - f(z)

! —

o) = fimy ==

Como a fungao é constante para todo x € R, entao f(x+ h) = ¢. Substituindo na defini¢ao

acima, obtem-se

Exemplo 2.2.5. Encontre a derivada da funcao f(z) = 5.

Sendo f(x) =5 uma fungdo constante, entao

f'(z) =0.
Exemplo 2.2.6. Encontre a derivada da fungio g(x) = —2m.
Sendo g(x) = —2m uma fung¢ao constante, entdao
g'(x) =0.

 Regra da Poténcia

Proposigao 2.2.4. Se n é um nimero inteiro positivo e f(x) = x™, entdo

fl(x)=n-a""



Demonstragio. Seja f(x) = 2™, sua derivada serd dada através do limite:
x4+ h)"—a"

Fla) i LEED I@)

h—0 h h—0 h

(2.2)

Sabe-se que (z + h)™ pode ser desenvolvido pelo Teorema Binomial como

n(n —1)

5 2" 2h? + . 4+ nah™ T+ B

(x+h)"=2" +na™ ! +

Substituindo a rela¢ao acima, no limite (2.2), tem-se

(n—1)

n
" +nz"h + 2" 2h? 4+ .. 4+ nxh® Y+ A — 2"

2
1 BT
fz) = |im n
Efetuando a diferenca no numerador da fracao, obtem-se
—1
na™ th + n(n2 )x”_zhz + ...+ nzh* 1+ A"
/ T
fiz) = lim, h

Dividindo numerador e denominador por h, segue que

—1
f'(x) = limna™ " + Mm””h + o+ nxh™ 4 B

h—0 2
Todos os termos, exceto o primeiro, tem o fator h. Logo, quando h — 0, estes termos

tendem a 0. Conclui-se entao que este limite ¢ igual a

f'(x) = na™ !,

A regra da poténcia é popularmente conhecida como regra do tombamento.

Observacao: E importante ressaltar aqui que, a regra da poténcia também pode ser
aplicada para expoentes inteiros negativos e expoentes fracionarios. A prova destes casos,

nao serd apresentada, contudo alguns exemplos estao elucidados no final desta secao.

Exemplo 2.2.7. Encontre a derivada da funcio f(z) = 3.

Se f(x) = x®, entdo pela regra da poténcia,
fl(x) =3 2°"" =322

Exemplo 2.2.8. Encontre a derivada da fungio g(x) = °.

Se g(x) = x°, entdo pela regra da poténcia,

g (x) =5 2" = bt
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 Regra da Multiplicagdo por uma Constante

Proposicao 2.2.5. Sejam g(z) = c- f(x), onde ¢ € R é uma constante e f uma fungao

derivdvel (quando sua derivada existe em cada ponto do seu dominio), entao
g(x) =c- f'(x).

Demonstracio. Seja g(x) — c¢- f(x). Entao, sua derivada é dada pelo limite:

(o) — tim SN @) e fa ) e f(r),

h—0 h h—0 h

Colocando ¢ em evidéncia segue que

oy e € Lf (@4 h) = f(2)]
o) = iy

Pelas propriedades de limite, esse ¢ pode sair do limite, multiplicando toda a estrutura,

como segue

O

Em outras palavras, a formula anterior nos diz que a derivada de uma constante vezes

uma funcao é a constante vezes a derivada da funcao.

Exemplo 2.2.9. Encontre a derivada da fungio f(x) = 5z?.

Seguindo a regra da multiplicagdo por uma constante juntamente com a regra da

poténcia, a derivada da fungdo [ € igual a

fl(x)=5- (2221 =522 = 10z.

Exemplo 2.2.10. Encontre a derivada da fungio g(z) = iz

4
5L

Neste caso, a constante é o % que multiplica o x*. De acordo com a regra da
multiplicacao por uma constante juntamente com a regra da poténcia, a derivada da fungao
g € igual a

/ 1 3 4 4 3
g(a:):§-(4a:):§:v = 2z°.

Exemplo 2.2.11. Encontre a derivada da fung¢io h(x) = 2.

A fungio h pode ser reescrita como h(x) = 2x'. Desta forma, fica mais claro
perceber que a constante 2 multiplica uma poténcia. Aplicando a regra da multiplicacao

por uma constante juntamente com a regra da poténcia, a derivada de h é
(z)=2 (1a")=2-1=2.

(Lembre-se aqui que z° = 1).
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 Regra da Soma e da Diferenca

Proposicao 2.2.6. Seja H(x) = f(x) + g(x), onde f(x) e g(x) sio fungdes derivdveis. A
derivada de H(x) €
H'(z) = f'(z) + g'(x).

Demonstragio. Seja H(z) = f(x) + g(x). Entdo, sua derivada é dada pelo limite:

Hw) = i TEED =B _ g, [l b glo o+ )= () + 9(o)]

Agrupando os termos “semelhantes”; segue que

oy L@+ h) = f(@)] +[g(z + h) — g()]
H'(z) = |im h '

Pelas propridades de limite, pode-se separar essa soma em dois limites, da forma
gz +h) —g(x)

h_
) =t PO Iy ol 1) —glr)

Que resulta em

]

Em outras palavras, a regra nos diz que a derivada de uma soma de fung¢oes é a soma das

derivadas das funcgoes.

A diferenga é dada de forma andloga. Seja h(z) = f(z) — g(z), onde f(z) e g(x)

sdo fungoes derivaveis, entdo a derivada de h(z) é dada por:

Exemplo 2.2.12. Encontre a derivada da funcdo h(z) = 22% + 5.

Note que h € a soma de duas fungoes derivdveis f(x) = 22* e g(x) = 5. E que,
para derivd-las, serao usadas as regras de derivacao anteriores: regra da constante, regra

da poténcia e regra da multiplicagdo por uma constante. Desta forma, a derivada de f é
h(z) =2-(2z) + 0 = 4x.

Exemplo 2.2.13. Encontre a derivada da funcao h(z) = 423 — 2.

Note que h é a diferenca de duas fungoes derivdveis f(x) = 423 e g(x) = 2%. E que,
de forma andloga ao exemplo anterior, para derivd-las serao usadas regras de derivagdo

anteriores. Desta forma, a derivada de h é

W (z) =4 (32%) — 22 = 122° — 2.
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Exemplo 2.2.14. Encontre a derivada da funcao h(z) = 22° + 32% — 42% + 2z.

A fungdo h é formada pelaa soma e diferenca de vdrias fungoes. Da mesma forma
que nos exemplos anteriores, deriva-se termo a termo, mantendo as operagoes de soma e

diferenca. A derivada de h €

R (z)=2-(52")+3-(32%) —4-(22) + 2 = 102" + 92% — 8z + 2.
 Regra do Produto

Ao contrario da regra da soma e da diferenca, que sdo de certa forma “intuitivas”,
a derivada do produto de fungdes nao é o produto das derivadas das mesmas fungoes. Ou
seja,

(f-9)#f 4.

A férmula correta para encontrar tal derivada foi descoberta por Leibniz, e é

conhecida como Regra do Produto.

Proposicao 2.2.7. Seja H uma funcdo determinada pelo produto das fungoes derivdveis

f e g, assumindo a forma H(z) = f(z) - g(x). Sua derivada é dada por
H'(z) = f(z) - g'(z) + g(z) - f'(2).

Demonstragio. Seja H(z) = f(z) - g(x). Entao, sua derivada é dada pelo limite:

muh¢%H@+2—Hw:$%Uu+mg@i@—ww»wm,

Utilizando-se de um artificio algébrico, subtrai-se e soma-se o termo f(x + h) - g(x), como

se segue

H() — tim L) 0@+ 0) = f( 4 B) - g(a) + f(o -+ B) - gla)  F(x) - o(x)
h—0 h
Colocando f(xz + h) em evidéncia entre os dois primeiros termos e g(z) em evidéncia nos

dois ultimos termos, obtem-se

r+h) —g() flx+h) = fx)

+g(z) - Y

H'(a) = lim | 7(z +h) - &

Pelas propriedades de limite, esse limite pode ser separado como se segue

z+h) —g() f(x+h) - flz)
- :

h

N i 90 . L
Hlw) = s+ ) oy et oy

Que resulta em
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Em outras palavras, a Regra do Produto diz que a derivada de um produto de duas fungoes
¢ a derivada da primeira funcao vezes a segunda fun¢ao mais a primeira funcao vezes a

derivada da segunda funcao.

Exemplo 2.2.15. Encontre a derivada da fungio f(x) = 22% - (3z% + 23).

Como se percebe, a funcio f é o produto da fungdo 2x* pela funcdo 3xz* + x3.

Portanto, pela Regra do Produto, a derivada de f(x) é

fl(x) = 22%-(122° + 32?) 4 42 - (32" + 2°)
= (242° + 62) + (122° + 42%)
= 362° + 102",

Note que aqui, como as duas fungoes sao polinomiais, poderia ter feito a multipli-

cacao entre elas utilizando a propriedade distributiva, e derivado posteriormente:
f(z) =227 - (32" + 2°) = 62° + 22°.

Logo,
f'(z) = 362° + 102*.

Independente de como se faga, o resultado é o mesmo. A Regra do Produto se
torna muito util em fungoes mais complexas, quando envolve exponenciais, logaritimas e

trigonométricas.

Exemplo 2.2.16. Encontre a derivada da fungio g(z) = (3z — 2) - (22% + 5x).

Como se percebe, a fungdo g é o produto da funcdo 3z — 2 pela funcio 2x° + 5x.

Portanto, pela Regra do Produto, a derivada de g(x) é

d(x) = (3v—2)-(4x+5)+3-(22% + 52)
= (1222 + 152 — 8z — 10) + (62° + 15z)
= 18z% 4 22z — 10.

 Regra do Quociente

Assim como na Regra da Produto, a derivada do quociente entre duas fun¢oes nao

(e
g g

A férmula para encontrar a derivada de um quociente é conhecida como Regra do

¢ o quociente das derivadas, ou seja,

Quociente.



67

Proposicao 2.2.8. Seja H uma funcao determinada pelo quociente das fungoes derivdveis

f eg, comg#0, assumindo a forma H(zx) = :6];((;:)) Sua derivada é encontrada através
da formula:
[9()]
Demonstracio. Seja H(x) = f((xi’ com g(x) # 0. Entao, sua derivada é dada pelo limite:
g(x
fla+h)  flz)
h—0 h h—0 h

Efetuando-se a diferenga no numerador do limite (através do minimo miltiplo comum),

obtem-se
g(z) - flx+h) = f(z) - glx+h)

A fragao dentro do limite em (2.3) pode ser reescrita como

g(x) - flz+h) - f(x)-g(z+h)

() = lim h
H(@) = jim 9() gz + h)

Uilizando-se de um artificio algébrico, soma-se e subtrai-se o termo f(x) - g(z), como se

segue

g(x) - flx+h) = f(x) - g(x) + fz) - g(x) = f(x) - g(x +h)

() = lim h
H(z) = Jimy g(@) g h)

Colocando g(z) em evidéncia entre os dois primeiros termos e f(z) em evidéncia nos dois

ultimos termos, obtem-se
flx+h)— f(z)

BN L L ated o2k
(w) = Jimy g(@) g+ h)

gz +h) —g(x)
h

Pelas propriedades de limite, esse limite pode ser separado como se segue

[z +h) = f(x) o, 9@+ h) —g(z)

o o L o 2
S e R R R R ey
fz+h) - flz) gz +h) —g()
H'(z) = L g(x) lim h — f(z) lim h
g(x) h=0 | gz +h) h=0 | gz +h)
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Como
h) — h) —
?%ﬂx+2 f@):f@L ygmx+2/g@):d@>e lim g(o + ) = g()

Segue da equacao anterior, que:

]

Em outros termos, a Regra do Quociente diz que a derivada de um quociente é a derivada
do numerador vezes o denominador menos o numerador vezes a derivada do denominador,
todos divididos pelo quadrado do denominador.
241 —2

346

Como se percebe, a fungido h é o quociente da fungio f(x) = x>+ x — 2 pela fungio

Exemplo 2.2.17. Encontre a derivada da func¢io h(x) =

g(z) = 23 + 6. Portanto, pela Regra do Quociente, a derivada de h(x) é

(23 4+6)- 2z +1) — (22 + 2 — 2) - (32?)

n =

(22" + 12z + 2% 4+ 6) — (32" + 32 — 62?)
B (23 +6)2

_ —x* — 22% + 622 + 120+ 6

- @ror

Exemplo 2.2.18. Encontre a derivada da func¢io h(x) = ’ T
x J—
Como se percebe, a fungio h é o quociente da func¢ao f(x) = x pela fungio

g(x) = x — 1. Portanto, pela Regra do Quociente, a derivada de h(x) é

(r—1)-1—x-1

Wz) = (x —1)?
_ (x—1)—x
(z —1)?
B —1
ICE e

As regras de derivac¢ao nos permitem calcular com relativa facilidade as derivadas de
funcoes polinomiais, fungoes racionais, exponenciais, logaritmicas e trigonométricas. Além
das regras mencionadas aqui, vale ressaltar que muitas derivadas podem ser encontradas
através da Tabela de Derivadas, facilmente encontrada em livros de célculos, como em
[11], [12] e [13]. Seguem mais alguns exemplos do cdlculo de derivadas:

1

Exemplo 2.2.19. Encontre a derivada da fungio f(r) = —.
T
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A derivada da funcao f pode ser encontrada através da Regra do Quociente, mas
pode ser encontrada também pela Regra da Poténcia, se reescrita de outra forma. Pelas

regras de potenciag¢ao,

1
flz) = 2 a?
Agora, utilizando a Regra da Poténcia,
o _ 2
flr)=—2-2721= 2z 3:—5.

Exemplo 2.2.20. Encontre a derivada da funcio g(z) = v/a2.

A funcao g tem uma raiz cubica de uma poténcia, e ainda pelas regras de potenciagdo,

a fungdo g pode ser reescrita como
glz) = Va2 = @,

Agora, utilizando a Regra da Poténcia,

2.2.2 Derivadas Sucessivas ou de Ordem Superior

Se f for uma funcao derivavel, entdo sua derivada f’ também é uma funcao, de
modo que f’ pode ter sua propria derivada, denotada por (f') = f”. Esta nova fungéo,

f", é chamada de segunda derivada de f ou derivada de ordem 2 de f.

De modo andlogo, pode-se definir as demais: a derivada de f”, denotada por f”, é
a terceira derivada ou derivada de ordem 3 de f; a derivada de f””, denotada por f®¥, é a

quarta derivada ou derivada de ordem 4 de f; e assim, sucessivamente.
Observagao: Observe que fungoes polinomiais possuem derivadas de todas as ordens.
Exemplo 2.2.21. Seja f(z) = 42® 4+ 222 — 5z + 8. Suas derivadas sucessivas, até ordem
4, sao:

() = 122° +4x — 5,
() = 24x+4,

(x) = 24,

(r) = 0.
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Exemplo 2.2.22. Seja g(x) = —2z* + 622 + 7. Suas derivadas sucessivas, até ordem 5,
sG0:
g'(x) = —8z°+12z,
J'(z) = —242* +12,
§"(x) = 8z,
gW(z) = —48,
g(z) = 0.

2.3  Conceitos Relacionados a Derivada

Conseguinte, “a derivada é um conceito que pode ser explorado a partir de diferentes

focos: derivada como um limite, como inclinacdo da reta tangente a uma curva em um
ponto dado, (...)” (p. 31) [22].

A derivada fornece informagoes importantes e precisas quanto ao comportamento
de uma funcao. Tais informacgoes viabilizam o esbogo do grafico que representa a fungao,
pois indicam a continuidade, o comportamento da funcao em um determinado intervalo,
o crescimento ou o decrescimento e os pontos criticos, além de outras caracteristica,

abordadas no decorrer deste topico [22].

Silva [22] menciona Avila (2006) em um trecho em que o referido autor defende o
ensino do conceito de derivada no ensino médio, como uma grande vantagem no estudo de

fungoes, e ainda complementa que:

(...) o ensino do célculo é de grande valor, pois além de ajudar no
tratamento de intimeras propriedades das fungoes e de ter aplicagoes
interessantes em problemas de maximo e minimo, crescimento e decres-
cimento, dentre outros, integra-se harmoniosamente com muitas das
ciéncias conhecidas, pois o Calculo pode tornar o estudo de alguns destes
tépicos mais simples e compreensiveis para os alunos do Ensino Médio.

(p. 32).

2.3.1 Continuidade de uma Funcao

“A definicdo matematica de continuidade tem correspondéncia bem préxima ao
significado da palavra continuidade no uso comum. (Um processo continuo é aquele que

ocorre gradualmente, sem interrupgoes ou mudancas abruptas.)” (p. 109) [11].

Definicao 2.3.1. Uma funcao f é continua em um ponto a se

lim f(z) = f(a).

T—ra

Ou seja, da Defini¢ao 2.3.1, segue que para que uma func¢ao seja continua, as trés

condigoes a seguir devem ser satisfeitas:
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a) f(a) é definida (a pertence ao dominio da fungao f);

b) lim f(z) existe;

T—a

c) lim f(z) = f(a).

r—a

Definicao 2.3.2. Uma funcio f é continua em um intervalo se for continua em todos os

pontos do intervalo.

“Se uma fungao f é derivavel em x = a, a curva de f possui uma tangente nao-
vertical no ponto P(c, f(a)) e em todos os pontos préximos de P. Isto sugere que a funcao
é continua em = = a, (...)” [13]. A relacdo entre continuidade e derivabilidade pode ser

resumida em:

Proposicao 2.3.3. Se a funcio [ € derivdvel em x = a, entdo f é continua em x = a.

Demonstragio. Demonstra-se que f é continua em ¢, mostrando que lim,_,, f(z) = f(a).
Isto é comprovado quando a diferenca f(z) — f(a) tende a 0.

Se f ¢é diferencidvel em a, entao

(@) = i 1@ (2.4)
existe. Quando x # a, pode-se escrever f(z) — f(a) como:
1)~ gy = T2 ) (2.5)

Usando a equagdo (2.5), e partindo-se do limite de f(z) — f(a) quando x tende a a, vem

que

lim £(x) — f(a) = lim L2 = /(@)

Tr—a r—a xrT— Q

(x —a).

Pelas propriedades de limite, esse limite acima pode ser separado em

lim f(z) — f(a) = lim J) = fa) lim(z — a).

T—a r—a T — Q r—a

O primeiro limite é a prépria definicao de derivada. Deste modo, portanto,

lim £(2) = F(0) = (@)l (@ — @) = f'(a) -0 =0, (2.
Conclui-se portanto que, f é continua em a. n

Esta ultima proposicao relaciona o conceito de continuidade da funcao a derivada

da func¢ao. Ainda sobre polinomios, foco deste trabalho, tem-se que:

Proposicao 2.3.4. Se f(x) é um polinémio, entdio

lim /(2) = /(a).

T—a
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Demonstragio. Seja f(x) um polinémio do tipo f(z) = a, - 2" +a,_1- 2" '+ ... +ag- 2>+

ai -+ ap.

lim f(z) = lim (ay - 2" + an—y " b a2+ ar T+ ag).

Pelas propriedades de limite, o limite acima pode ser separado termo a termo como segue

. IRT an . -1 . ) . ) .
lim f(z) = lim(ay - 2") + lim (an—1 - 2"77) 4 ... + lim(az - 27) 4 lim(ay - ) + lim ao.

Ainda pelas propriedades de limite, tem-se:

lim f(2) = a, - im 2™ + @, - lim 2" ' 4+ ... + ay - lim 2 + a; - lim & + lim aq.
Tr—a Tr—a Tr—a r—a r—a r—a

Que resulta em

lim f(z) =ap-a" 4+ ap1-a" 4. 4 ax-a®+ar-a+ag = f(a)

rT—a

O

O ultimo resultado equivale a dizer que as fungoes polinomiais sdo continuas em

todos os pontos em que sao definidas.

No que se segue, enuncia-se aqui duas propriedades importantes sobre fungoes

continuas.

P.1) Se f é continua em a e f(a) > 0 (< 0), entdo f(x) > 0 (< 0) para todo x
suficientemente préximo de a, isto é, existe um intervalo aberto contendo a e

f(z) > 0(< 0) para todo x neste intervalo.

P.2) Uma fung¢do continua nao muda de sinal sem assumir o valor zero.

Estas propriedades sao conhecidas, respectivamente, por Teorema da Permanéncia do Sinal
e Teorema do Anulamento (ou de Bolzano). E a prova dos mesmos podem ser encontradas

na maioria dos livros de célculo, como por exemplo em [25].

2.3.2 Intervalos de Crescimento e Decrescimento

Intuitivamente, sabemos que uma fungio f(x) é crescente quando a curva de f se
inclina para cima, e decrescente quando a curva de f se inclina para baixo. Matemati-
camente, uma fungao pode ser classificada como crescente, decrescente ou constante; de

acordo com as defini¢bes a seguir:

Definicao 2.3.5. Uma funcao f € dita crescente em um determinado intervalo I se, para

quaisquer x1 € Ty pertencentes a I, tais que 1 < xq, tem-se f(x1) < f(xq).
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Definicao 2.3.6. Uma funcio f ¢é dita decrescente em um determinado intervalo I se,

para quaisquer Ty e Ty pertencentes a I, tais que x1 < o, tem-se f(x1) > f(x3).
Definicao 2.3.7. Uma funcao f é dita constante em um determinado intervalo I se, para

quaisquer xy € Ty pertencentes a I, tem-se f(x1) = f(x2).

O Teorema do Valor Médio, enunciado abaixo, se faz necessario para entender a

relagao entre os intervalos de crescimento e decrescimento com a derivada da funcgao.

Teorema 2.3.8. Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado [a,b] e derivdvel no

intervalo aberto (a,b). Entdo existe pelo menos um nimero ¢ € (a,b) tal que

F(0) = fla)

fle) =10

Ou, de maneira equivalente,

f(b) = fla) = f'(c) - (b —a).

A demonstrac¢ao desse teorema pode ser vista em [11].

A derivada de uma funcdo pode ser usada para determinar se a fungdo é crescente

ou decrescente em um intervalo, como mostra o Teorema a seguir.

Teorema 2.3.9. Seja f uma func¢io continua em [a,b):

i) Se f'(x) > 0 para todo x em (a,b), entdo f é crescente em [a,b];
ii) Se f'(x) <0 para todo xz em (a,b), entdo f é decrescente em |a,b|;

iii) Se f'(x) = 0 para todo x em (a,b), entdo f é constante em |a,b).

Demonstragio. Seja x1,xs € [a,b], com x1 < x9. Como f é continua em [a, b] e derivavel
em (a,b), entdo, claramente, f é continua em [z, 23] e derivavel em (xy, z3). Pelo Teorema
do Valor Médio tem-se que, existe ¢ € (z1,x2) tal que f(z2) — f(x1) = f'(¢) - (x2 — x1).

Segue analise caso a caso:

i) Se f'(c) > 0, e sendo (g — x1) > 0, j& que x; < x9, entdao f(xs) — f(z1) é igual a
multiplicagdo de dois valores positivos, resultando em f(z2) — f(x1) > 0 ou que

f(zg) > f(x1), concluindo que f(x;) é crescente.

ii) Se f'(c) < 0, e sendo (z2 — x1) > 0, j& que z1 < X9, entao f(za) — f(x1) é igual a
multiplica¢ao de um valor positivo por um valor negativo, resultando em f(zy) —

f(z1) < 0ou que f(zy) < f(z1), concluindo que f(x;) é decrescente.

iii) Se f'(¢) = 0, entao f'(c) - (xg — x1) = 0, 0 que equivale a dizer que f(x2) — f(z1)

também ¢é igual a zero, concluindo-se que f(x;) é constante.
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]

Pautado nas propriedades P.1 e P.2 da Secao 2.3.1, sob algumas condigoes, pode-se
analisar o sinal da derivada de uma funcao f em um intervalo, calculando seu valor em um

ponto ¢ qualquer deste intervalo, como ressalta [13], no trecho a seguir:

Se assinalarmos em uma reta de nimeros todos os nimeros x para os
quais f'(z) é descontinua ou f’(x) = 0, a reta serd dividida em intervalos
nos quais f’(z) ndo muda de sinal. Assim, se escolhermos um ntimero
de teste ¢ pertencente a um dos intervalos e constatamos que f’(c) > 0,
ficamos sabendo que f’(z) > 0 para todos os niimeros x pertencentes a
este intervalo e f(x) é crescente em todo o intervalo. Se, por outro lado,
1'(c) < 0, ficamos sabendo que f(z) é decrescente em todo o intervalo
(p. 156).

Estas observagoes podem ser resumidas da seguinte forma:

Para determinar os intervalos em que a fungao f(x) é crescente ou decrescente,

1) determine todos os valores de = para os quais f'(x) = 0 ou f’'(z) nao é continua e
assinale estes valores em uma reta numérica, dividindo a reta em um certo niimero de
intervalos abertos;

2) Escolha um ntimero de teste ¢ para cada intervalo, e calcule f(c).

i) se f'(c) > 0, a fungao f(z) é crescente naquele intervalo; e ii) se f'(¢) < 0, a

fungao f(x) é decrescente naquele intervalo.

Exemplo 2.3.1. Determine os intervalos em que a fungio f(x) =223 + 322 — 120 — 7 ¢
crescente ou decrescente.

Primeiramente, encontra-se a derivada da fungao f(x):
f'(z) = 62° + 62 — 12.

Analisando f'(z), que é uma fung¢ao polinomial de sequndo grau, tem-se que a mesma se
anula em x =1 e x = —2, raizes da fungao f'(x). Estes nimeros dividem o eizo horizontal

(eizo x) em trés intervalos abertos:

e (—00,—2) ou o intervalo onde xr < —2;
e (—2,1) ou o intervalo onde =2 < x < 1;

e (1,00) ou o intervalo onde x > 1.

Conforme a Figura 13 a sequir.

Em cada um destes intervalos, escolhe-se um nimero de teste ¢, como por exemplo:

e ¢ = =3, para o intervalo (—oo, —2);
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Figura 13 — Intervalos definidos pelos pontos x =1 e x = —2.
X < —2 2<x<1 x>1
-2 1 X

Fonte: Produzido pela autora.

e ¢ =0, para o intervalo (—2,1);

e ¢ =2, para o intervalo (1,00).

Em seguida, calcula-se o valor de f'(c) para cada nimero teste:
f'(=3)=24>0, f0)=-12<0, e [f'(2)=24>0.

Conclui-se, entdo, que a fungio f(x) = 223 + 32* — 12z — 7 € crescente nos intervalos
(—00,—2) e (1,00); e decrescente no intervalo (—2,1), conforme explicito na Tabela /

abaizo.

Tabela 4 — Intervalo de crescimento e decrescimento da fungao f(z) = 223+ 32* — 122 — 7.

Intervalo Nimero de teste ¢ f'(e) Conclusao

(—o0, —2) -3 f'(=3)=24>0 crescente
(—2,1) 0 f(0)=-12<0 decrescente
(1,00) 2 f(2)=24>0 crescente

Fonte: Produzido pela autora com base em um exemplo de [13].

Exemplo extraido de [13].

2.3.3 Valores Maximos e Minimos

Seja f a funcao cujo grafico estd ilustrado na Figura 14 a seguir. O ponto mais alto
do gréafico é o ponto (2,5), ou seja, o maior valor que a fungao f assume é 5 ou f(z) =5

em r = 2. K, de forma andloga, o menor valor que a funcao f assume é 1 em x = 4.
Definicao 2.3.10. Seja ¢ um numero pertencente ao dominio D de uma funcgao f. Entao
fe) éo

e wvalor mdximo absoluto de f em D se f(c) > f(x) para todo x em D;

e wvalor minimo absoluto de f em D se f(c) < f(x) para todo x em D.
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Figura 14 — Grafico com pontos de maximo e minimo.

Fonte: Produzido pela autora

Os valores maximos e minimos de f sao chamados de valores extremos de f. Se
um valor ¢ ndo é um maximo absoluto, mas é o maior valor que a funcio assume dentro
de um “sub-intervalo” contido no dominio da funcao, diz-se portanto que, o valor ¢ é um

maximo local. De forma andloga, define-se minimo local:

Definigao 2.3.11. O namero f(c) é um

e wvalor maximo local de f se f(c) > f(x) quando x estd préximo de c;

e wvalor minimo local de f se f(c) < f(x) quando x estd proximo de c.

Todo minimo absoluto ou maximo absoluto é um minimo ou méaximo local, respec-
tivamente, mas nem todo minimo ou maximo local € um minimo ou maximo absoluto. Tal

situagao pode ser vista na Figura 15 a seguir.

Exemplo 2.3.2. O esbogo do grifico da fungio f(z) = 3x*—162°+ 1822, com —1 < 2 < 4

esta mostrado na Figura 16.

Para a referida funcao representada na Figura 16, percebe-se entao, diante das
definig¢oes de minimo e mdzximo local e absoluto que, no intervalo [1,4] o ponto (—1,37)
¢ ponto mdzimo absoluto; (0,0) e ‘ponto de minimo local; o ponto (1,5) € ponto mdximo
local; o ponto (3, —27) é ponto minimo local e minimo absoluto, e o ponto (4,32) é ponto

de mazximo local.

O Teorema do Valor Extremo, ou Teorema de Weierstrass, enunciado a seguir,
afirma que qualquer fungao continua em um intervalo fechado ¢ limitada, e também que

esta tem um méximo e um minimo neste intervalo.



Figura 15 — Grafico com pontos de maximo de minimo locais e absolutos.

yu

Mdximo
local

Minimo local e
absoluto

Fonte: Produzido pela autora.
Figura 16 — Esbogo do grafico de f(x) = 32* — 1623 + 1822, com —1 < z < 4.

yu

(—1,37)

(4,32)

(1,5)

(3,-27)

Fonte: Produzido pela autora
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Teorema 2.3.12. Se f for continua em um intervalo fechado [a,b], entdo f assume um

valor mdzimo absoluto f(c) e um valor minimo absoluto f(d) em certos valores ¢ e d em

a, b].

A prova deste teorema pode ser encontrada em [11].

Embora o Teorema do Valor Extremo afirme que uma funcao continua em um
intervalo fechado tem um valor méaximo e um minimo, ele nao diz como encontra-los. No
entanto, o Teorema de Fermat relaciona os maximos e minimos locais a derivada da funcao,

da seguinte forma:

Teorema 2.3.13. Se [ tiver um mdzimo ou um minimo local em c e se f'(c) existir,
entao f'(c) = 0.

A demonstra¢ao do Teorema de Fermat pode ser encontrada em [11].

Todavia, a reciproca do Teorema de Fermat nao é verdadeira. Apenas o fato de
f'(¢) = 0 nao garante que ¢ seja um ponto de maximo ou minimo local da funcao f. De
certo modo, o Teorema de Fermat sugere que devemos, pelo menos, “comecar procurando”
por valores extremos de f nos pontos ¢ onde f’(¢) = 0 ou onde f'(c¢) nado existe. Esses

numeros tém um nome especial, sdio denominados pontos criticos ou ntimeros criticos.

Definicao 2.3.14. Um nidmero critico de uma fungio f é um nimero ¢ no dominio de f

tal que ou f'(c) =0 ou f'(c) nao existe.

Exemplo 2.3.3. Encontre os pontos criticos da funcgio f(x) = 22® — 92% + 122 + 9.

Primeiro, deve-se encontrar a derivada da funcio f(x):
f'(z) = 62° — 18z + 12.

Fazendo f'(x) = 0, encontra-se v = 1 e x = 2, ou seja, para esses valores a fungio f'(x) se
anula. Desta forma, os mimeros (ou pontos) criticos da funcdo f(x) = 223 — 92 + 122 +9

sao 1l e 2.

Para encontrar um maximo ou minimo absoluto de uma fun¢ao continua em um

intervalo fechado, observa-se que:

i) ou este é um ponto de maximo ou minimo local, e neste caso, ocorre em um ponto

critico, conforme visto acima no Teorema de Fermat;

ii) ou acontece em uma extremidade do intervalo.

O procedimento a seguir, denominado como “Método do Intervalo Fechado”, enun-
ciado em [11], fornece um algoritmo para encontrar o méximo e minimo absoluto de uma

funcao continua em um intervalo fechado.
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Método do Intervalo Fechado

Para encontrar os valores maximo e minimo absolutos de uma fun¢ao continua f

em um intervalo fechado [a, b]:

1) Encontre os valores de f nos nimeros criticos de f em (a, b);
2) Encontre os valores de f nas extremidades do intervalo;

3) O maior valor entre as etapas 1 e 2 é o valor maximo absoluto, ao passo que o menor

desses valores é o valor minimo absoluto.

Exemplo 2.3.4. Encontre os valores maximo e minimo absoluto da funcio f(x) =
322 — 1224+ 5, com 0 <z < 3.

Visto que a funcgao f(x) é uma fungdo polinomial de grau 2, e que em consequéncia disto,

¢ uma funcao continua, pode-se usar o Método do Intervalo Fechado.

Desta forma, primeiro encontra-se a derivada da fungao f(x):
f'(x) = 62 — 12.

Uma vez que f'(x) existe para todo x, os pontos criticos de f ocorrem quando f'(x) =0,

ou seja, em x = 2. O valor de f neste ponto critico é:

Comparando esses niumeros, vé-se que o valor maximo absoluto é 5 e ocorre em x =0 e o

valor minimo absoluto ¢ —7 e ocorre em x = 2.

2.3.4 O Teste da Primeira Derivada: Intervalos de Crescimento e Maximos e

Minimos locais

Como ja visto anteriormente, a derivada de uma funcao diz quando a mesma é

crescente, decrescente ou até mesmo constante.

Para determinar onde uma func¢ao f é crescente e decrescente, divide-se a reta real,
ou o intervalo onde f esta definida, em intervalos cujas extremidades sao os pontos criticos
da funcao f. Analisa-se portanto, o valor que a derivada da fungao f assume dentro de

cada intervalo.

Nos casos em que ha uma mudanca no sentido de crescimento de um intervalo para

outro intervalo subsequente, entao o ponto critico que delimita esses dois intervalos é um
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ponto de maximo ou minimo local. Tal fato é formulado no Teste da Primeira Derivada,

enunciado a seguir.

Teste da Primeira Derivada

Suponha que ¢ seja um nimero critico de uma fungdo continua f.

a) Se o sinal de f’ mudar de positivo para negativo em ¢, entdo f tem um méaximo local

em c;

b) Se o sinal de f’ mudar de negativo para positivo em ¢, entdo f tem um minimo local

em c;

¢) Se f' nao mudar de sinal em ¢ (isto é, se em ambos os lados de ¢ f for positivo ou

negativo), entdo f ndo tem maximo ou minimo locais em c.

Portanto, o Teste da Primeira Derivada fornece um método, ou um algoritmo, para
encontrar os maximos e minimos locais de uma funcao continua f, conforme o exemplo a

seguir.

Exemplo 2.3.5. Encontre os pontos criticos da fungio f(x) = 20t —422+3, e classifique-os

como mazximo local, minimo local, ou nem minimo e nem mdximo local.

A derivada da funcio f(x) é
f(z) = 82 — 8.

Como f'(x) € continua, os pontos criticos sio aqueles para os quais f'(x) =0, que sao

Estes niumeros dividem o eizo x em quatro intervalos: (—oo, —1) ou onde x < —1, (—1,0)
ou onde —1 < x <0, (0,1) ou onde 0 <z <1 e (1,00) ou onde x > 1, como se vé na
Figura 17.

Figura 17 — Intervalos divididos pelos pontos criticos de f(z) = 2z* — 422 + 3.

x < —1 —1<x<0 0<x<1 x>1

Fonte: Produzido pela autora.
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Escolhendo-se um nimero de teste ¢ em cada um destes intervalos (como por

1

exemplo, —2, ~37 3

numero de teste, tem-se os valores:

F(~2) =

48,

()

2

1
e 2, respectivamente), e calculando-se o valor de f'(c) para cada

f (1) — 3 ¢ f/(2)—48

Desta forma, a curva da fung¢io f(x) é decrescente para x < —1; crescente para —1 < x < 0

decrescente para 0 < x < 1; e crescente para x > 1.

A Tabela 5 a sequir, permite uma melhor visualiza¢io destes resultados:

Intervalo de crescimento e decrescimento da fungéo f(x) = 2z* — 42 + 3.

Tabela 5 —
Intervalo Nimero de teste ¢ f’ (c) Conclusao
(—o0, —1) -2 f(=2)=-48 <0 decrescente
1 1
(—1,0) —15 ( 5 =3>0 crescente
(0,1) 5 > -3 <0 decrescente
(1,00) 2 =48>0 crescente

A andlise indica que houve mudanga de sentido na curva de f(x) do intervalo (

Fonte: Produzido pela autora.

—00, —1)

para o intervalo (—1,0); assim como do intervalo (—1,0) para o intervalo (0,1) e do

intervalo (0,1) para o intervalo (1,00), como indica as setas da Figura 18 a sequir.

Figura 18 — Intervalos de crescimento e decrescimento da funcao f(x) = 22* — 42° + 3

- 4+t +

x < —1

O

-1
—1<x<0

o0

D<x<1

Fonte: Produzido pela autora.

x>1

Conclui-se portanto que, pela andlise dos pontos criticos, existe um mdximo local em x = 0

e minimos locais em x = —1 e x = 1.

Ezercicio extraido de [13] e resolvido pela autora.
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2.3.5 O Teste da Segunda Derivada: Analise da Concavidade

A propriedade do grafico de uma funcgdo curvar-se para cima ou para baixo é
denominada de concavidade. Como pode se observar na Figura 19, a concavidade pode

ocorrer para cima ou para baixo.

Figura 19 — Concavidadade de uma funcao.

Cdncavo para baixo Céncavo para cima

Fonte: Produzido pela autora.

Definigao 2.3.15. Seja f uma funcgdo diferencidvel em um intervalo aberto I. O grifico
de f ¢

1. Concavo para cima em I se [’ for crescente no intervalo;

2. Concavo para baizo em I se f' for decrescente no intervalo.

Geometricamente, uma curva é concava para cima se esta acima de todas as suas
retas tangentes, e é concava para baixo se estd abaixo de todas as suas retas tangentes,

conforme mostra a Figura 20.

Este teste visual da concavidade ¢é 1til quando o grafico da func¢ao é dado. Para

determinar a concavidade sem ver o grafico, é necessario um teste analitico.

O Teste da Concavidade, enunciado abaixo, fornece um método para determinar
em quais intervalos o grafico de uma funcao continua f tem concavidade para cima ou

para baixo.

Teste da Concavidade

Seja f uma func¢ao cuja segunda derivada exista em um intervalo aberto I.

a) Se f”(x) > 0 para todo x € I, entdo o grafico de f é concavo para cima em I;



Figura 20 — Comparativo entre a concavidade e as retas tangentes do grafico de uma
funcao.

Céncavo para cima
f’ crescente _ Céncavo para baixo
f’ decrescente

Fonte: Produzido pela autora.

b) Se f"(xz) < 0 para todo = € I, entdo o grafico de f é concavo para baixo em I.
c) Se f"(z) = 0 para todo x € I, entdo o gréafico de f nao tem concavidade em I, ou seja,
é um segmento de reta neste intervalo.

Exemplo 2.3.6. Analise a concavidade do grifico da fungdo f(x) = 2.

A sequnda derivada da fungao f(x) é
P(a) =2

Como f"(x) € positiva para todos os valores de x, conclui-se que o grdfico da fung¢io f(x)
¢ concavo para cima em toda a reta real.
Exemplo 2.3.7. Estude a concavidade da funcgio f(z) = 2z* — 82% + Tz — 3.
Primeiramente, a derivada sequnda deverd ser encontrada:

flz) = 22* —82° +7x — 3,

fl(x) = 8z®—242% +7,

f(z) = 242* — 48z.
A derivada sequnda f"(x) € continua para qualquer valor de x, e esta se anula (f"(x) =0)

em x =0 e x = 2. Fstes numeros dividem a reta real em trés intervalos, conforme Figura
21.
Calculando o valor de f"(x) para nimeros de teste em cada um destes intervalos, tem-se

0s sequintes resultados:

Tais resultados podem ser mais facilmente interpretados na Figura 22. O grdfico da fungao
f(x) = 22* —8x3+Tx—3 tem concavidade para cima para x < 0 ex > 2; e tem concavidade

para bairo para 0 < x < 2.
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Figura 21 — Representacao dos intervalos definidos pelos pontos criticos da derivada de
f(x) =22% — 8x® + T — 3.

x<0 0 <x<?2 x> 2

QO C
N
x

Fonte: Produzido pela autora.

Tabela 6 — Andlise da Concavidade da fungao f(x) = 2z — 82® + 7z — 3.

Intervalo Nimero de teste ¢ 1" (c) Conclusao

(—00,0) -2 f'(=2)=192 >0 concavo para cima
(0,2) 1 f'(1)=-24<0 concavo para baixo
(2,00) 3 1"3)=72>0 concavo para cima

Fonte: Produzido pela autora.

Figura 22 — Andlise de Concavidade da fungao f(r) = 22* — 823 + 7z — 3.

+++ + ————— Tt

o0
3

O

x <0 0<x <2 x> 2

Fonte: Produzido pela autora.

Outro conceito importante no estudo das derivadas é o de ponto de inflexdo. Sua

definicao segue abaixo.

Definigao 2.3.16. Um ponto P na curva y = f(x) é chamado ponto de inflexao para o
grifico de f se f € continua no ponto e a curva mudar de concava para cima para concava

para baixo ou vice-versa em P.

De forma geral, um ponto de inflexao é aquele em que a curva do grafico muda a
direcao de sua concavidade. Na Figura 23, percebe-se que os pontos P, () e R sdao pontos

de inflexao.
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Figura 23 — Pontos de Inflexao.

Fonte: Produzido pela autora.

Relacionando o ponto de inflexdo com o Teste da Concavidade, ha um ponto de inflexao

sempre que a segunda derivada mudar de sinal.

Uma propriedade dos pontos de inflexdo, mencionada a seguir, se torna um impor-

tante método na determinagao dos mesmos:
Propriedade dos pontos de inflexao
Seja (¢, f(c)) um ponto de inflexdo do grafico de uma funcao f, entdo f”(c) =0 ou
f"(¢) nao é definido.
Exemplo 2.3.8. Determine todos os pontos de inflexio da funcdao f(x) = 32° — bzt — 1.
A partir de f(z), a primeira e a sequnda derivada podem ser encontradas:
f(zr) = 32° -5z —1,
f'(x) = 152* — 2023,
f(z) = 60z* —60z”.
Desta forma, f"(x) é continua para qualquer valor de x e f"(x) =0 para x =0 e x = 1.
Tais pontos resultam em trés intervalos na reta real: (—o0,0), (0,1) e (1,00). Escolhendo

numeros de testes pertencentes a cada intervalo, tem-se os resultados mostrados na Tabela

7.
O mesmo resultado pode ser ilustrado através do diagrama da figura 24.

Percebe-se que a concavidade nao muda em x = 0, mas muda de “concavo para baixo” para
“concavo para cima” em x = 1. Desta forma, conclui-se que x =1 € um ponto de inflexao
do grifico de f(x) = 3x° — 5xt — 1.
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Tabela 7 — Andlise de Concavidade da fungdo f(x) = 3z° — 2% — 1.

Intervalo Ntumero de teste ¢ 1" (c) Conclusao
(—00,0) —2 f'(=2)=-720<0 concavo para baixo
1 1 15
(0,1) 3 f”(i) =-75 < 0 concavo para baixo
(1,00) 2 f"(2) =240 > 0 concavo para cima

Fonte: Produzido pela autora.

Figura 24 — Andlise de Concavidade da fungao f(z) = f(z) = 32° — 5z — 1.

———— = ————— 44+ +

= O

x<0 0<x<1 x >1

Fonte: Produzido pela autora.

Ezercicios extraido de [14] e resolvido pela autora.

Outra aplicagdo da segunda derivada é o Teste da Segunda Derivada, que é uma

consequéncia do Teste da Concavidade.
Teste da Segunda Derivada

Suponha que f” seja continua na proximidade de c.

a) Se f'(¢c) =0e f"(c) >0, entdo f tem um minimo local em c;

b) Se f'(c) =0e f’(c) <0, entdo f tem um méximo local em c.

O Teste da Segunda Derivada é inconclusivo para quando f”(c¢) = 0. Neste caso,
este pode ser um ponto de maximo ou minimo local, ou nenhum dos dois. O teste também
falha quando f”(c) nao existe. Em ambas as ocorréncias, o Teste da Primeira Derivada

pode ser utilizado.

Exemplo 2.3.9. Ezamine a curva y = x* — 42 em relagio a concavidade, aos pontos de

inflexao, minimos e maxrimos locais.
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Se f(x) = z* — 423, entdo a primeira e a sequnda derivada sio dadas por
f(z) = 42° — 1222
f"(x) = 122% — 24x.

Fazendo f'(x) = 0, encontra-se x = 0 e x = 3, ndmeros (ou pontos) criticos da fungao

f(z). Para usar o Teste da Sequnda Derivada, calcula-se f" nesses pontos criticos:

F10)=0  f"(3) =36>0.

Como f'(3) =0 e f"(3) =36 > 0, entao f(3) = —27 é um minimo local. Jd para
o namero critico 0, como f"(0) =0, o Teste da Sequnda Derivada é inconclusivo. Neste
caso, pode-se usar o Teste da Primeira Derivada para mostrar que f nao tem um maximo

e nem um minimo local em 0.

Fazendo f"(x) = 0, encontra-se x = 0 e x = 2, que dividem a reta real em trés
intervalos e, sequindo o procedimento para andlise da concavidade e determinacdo dos

pontos de inflexdo, tem-se a Tabela 8. Tais resultados geram o diagrama da figura 25.

Tabela 8 — Andlise Concavidade da funcio f(x) = f(z) = o' — 4a3.

Intervalo Ntmero de teste ¢ 1" (c) Conclusao

(—o0,0) -2 f"(=2) =96 >0 concavo para cima
(0,2) 1 f(1)=-12<0 concavo para baixo
(2,00) 3 f"(3) =240 >0 concavo para cima

Fonte: Produzido pela autora.

Figura 25 — Andlise Concavidade da funcio f(z) = 2* — 4a3.

O

o 0
x

x <0 0<x <2 x> 2

Fonte: Produzido pela autora.

Conclui-se, portanto, que os pontos x = 0 e x = 2 sdo pontos de inflexao do grifico de

f(z).
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Ezxemplo extraido de [11], adaptado e resolvido pela autora.

Com este ultimo exemplo, encerra-se aqui este capitulo sobre a derivada e conceitos
relacionados. Conceitos estes, que serao fundamentais para a constru¢ao do método

abordado neste trabalho explanado no capitulo a seguir.

Ademais, percebe-se que além de conhecimento sobre a ferramenta matematica,
é necessaria uma analise critica das fungoes estudadas, que exigem interpretacao, conhe-
cimento, técnica e pensamento critico de quem esta analisando. As derivadas e todos os
seus conceitos representam um importante instrumento de resolucées de problemas nas
mais diversas areas de conhecimento. Para mais informagoes e exemplos de derivadas,

consulte [11], [12], [13], [14], dentre outros.
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3 Construcoes Graficas

O conceito de fungoes foi um marco que revolucionou o estudo dos fenémenos da
natureza onde se relacionam duas ou mais grandezas, como ja exposto anteriormente na
introducao e no Capitulo 1 deste trabalho. As fungoes estao presentes em nosso cotidiano,

desde situagoes corriqueiras até grandes e complexos projetos de engenharia.

Nesse contexto, observa-se entdao a grande importancia das representagoes graficas,

como citado por Barbosa [26] em um trecho de sua dissertagao:

Percebe-se a grande importancia do estudo de fungoes, bem como da sua
representacao grafica, uma vez que esta ilustra todos os pontos, raizes e
caracteristicas do comportamento daquela func¢ao, além de traduzir por
imagem, a solucdo e compreensdo de um problema (p. 21).

O objetivo deste trabalho consiste em apresentar um material de apoio a professores
do Ensino Médio que desejem trabalhar o conteido de “Contrugoes graficas de fungoes
polinomiais” de uma forma alternativa, similar a que é trabalhada no Ensino Superior.
Através da derivada e conceitos a ela relacionados, tais construcoes se dariam de forma
mais expressiva, permitindo uma analise contextualizada e enriquecedora por parte do

aluno, como ressalta Biano [24]:

Em particular o uso de derivadas no ensino médio pode e deve ser
trabalhada para facilitar os esbogos de graficos dos polinémios e fazer
com que os alunos tenham uma aprendizagem significativa sobre esses
conceitos (p. 12).

Biano [24] ainda salienta que hd uma dificuldade dos alunos em fazer esbocos de
graficos de fungdes polinomiais, e por vezes, também uma dificuldade dos professores em

apresentarem tais conceitos:

Durante a pratica docente nés professores percebemos que os alunos tém
uma enorme dificuldade em esbogar graficos de polinémios de primeiro e
segundo grau. Ja os graficos de terceiro grau na maioria das vezes nao
sao trabalhados em sala de aula e quando trabalhados, sdo expostos
de maneira errénea pelos professores, que pedem para que os alunos
atribuam valores quaisquer para x e achem um valor correspondente para

y (p. 11).

O método apresentado aqui fornece ferramentas e técnicas para fazer um esboco do
grafico de fungoes polinomais. Tal processo é apresentado na forma de um “roteiro”, afim
de facilitar a compreensao do leitor, e logo em seguida serao apresentados alguns exemplos

utilizando o método descrito.
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3.1 Roteiro para esboco de graficos de funcoes polinomiais

Dada uma fung¢ao polinomial, como na Definicao 1.1, o esbogo do seu grafico podera

ser feito seguindo o descritivo a seguir.
o Passo 1. Observe caracteristicas basicas do polindémio.

E importante reconhecer a funcao a ser trabalhada e identificar caracteristicas que
serdao importantes, como por exemplo, o grau do polindmio, existéncia de todos coeficientes

e o dominio a ser considerado.
o Passo 2. Identifique e marque o coeficiente linear.

O coeficiente linear, ou termo independente, é o ponto aonde o grafico do polinénio

interceptard o eixo y. Identifique-o e marque-o sobre o eixo y do plano cartesiano
o Passo 3. Encontre as raizes.

A quantidade de raizes esta diretamente ligada com o grau da fungdo: uma funcgao
de segundo grau, pode ter até duas raizes reais; uma funcao de terceiro grau, pode ter
até trés raizes reais; e assim por diante, ou seja, se a fun¢ao tem grau n, entao tera no
maximo n raizes reais. As raizes, caso existam, sdo os pontos aonde o grafico do polindmio

interceptard o eixo x.

Mais informagoes sobre as raizes, e como encontra-las, estao descritos na Secao
1.2.3. Aplique o método que melhor se enquadrar a fun¢do polinomial em questao. De

posse das raizes, marque-as sobre o eixo x do plano cartesiano.
o Passo 4. Determine os intervalos de crescimento e decrescimento.

Neste passo, calcule a derivada da funcao polinomial, e se necessario, determine seus
pontos criticos. Em seguida, fazendo uso de um ntimero de teste, determine os intervalos

de crescimento e decrescimento da funcao. Veja este procedimento na Secao 2.3.2.
o Passo 5. Encontre os maximos e minimos locais.

Encontre os pontos criticos da fungao (valores para os quais f'(z) = 0 ou f’(z) nao
é definida), caso nao teham sido encontradas no passo anterior, e use o Teste da Primeira
Derivada para determinar os maximos e minimos locais. Veja este procedimento na Se¢ao

2.3.3. Marque os pontos no plano cartesiano.
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o Passo 6. Analise a concavidade e identifique os pontos de inflexao.

Encontre a segunda derivada da funcao polinomial e use o Teste da Concavidade
para analisar a concavidade da funcao. Identifique os pontos de inflexao e, caso existam,

marque-os no plano cartesiano . Veja este procedimento na Se¢ao 2.3.5.

o Passo 7. Analise e observe o comportamento do polinémio para valores suficiente-

mente proximos dos extremos do dominio.

Analise o comportamento da func¢ao para valores suficientemente proximos dos
extremos do dominio da funcao, quando o dominio considerado da funcao for um intervalo
(fechado ou aberto); ou analise o comportamento da fungdo quando x tende ao infinito e
quando z tende a menos infinito, quando o dominio da fung¢ao for o conjunto dos nimeros

reais. Mais informagoes sobre esta analise podem ser vistas na Secao 1.2.5.
« Passo 8. Esboce a curva.

Esboce a curva do grafico, fazendo com que ela passe por todos os pontos marcados:
ponto de intersec¢ao com o eixo y, ponto(s) de intersec¢ao com o eixo x, pontos de maximos
e minimos locais e pontos de inflexdo, respeitando o sentido de crescimento e decrescimento

e a concavidade de acordo com os resultados obtidos nos passos anteriores.

O método aqui descrito, através deste passo-a-passo, representa um roteiro para
o esboco de gréficos de polinémios, entretanto nao deve ser engessado e interpretado
como um roteiro rigido. Cabe muito da observacao do estudante, analisar os passos aqui
descritos, se cabem ou nao a fungao em questao e apresentar a melhor solucao para o

esboco do grafico.

A seguir, alguns exemplos de construgoes graficas utilizando o roteiro acima.

3.2 Exemplos de esbocos de graficos pelo método apresentado

Os exemplos aqui apresentados visam ilustrar o procedimento descrito. Para facilitar
o entendimento, os passos serao descorridos minuciosamente, nomeando-os conforme o

roteiro, acompanhados de algumas observacoes e analises.

3.2.1 Exemplo 1 - Esboco do grafico de f(z) =3z + 1

Conforme o esquema descrito na se¢ao anterior, segue-se 0 passo-a-passo:

Passo 1. Observando as caracteristicas basicas do polinomio.
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Analisando a funcao f(z) = 3x + 1, observa-se que esta é uma fungao polinomial
de grau 1, que apresenta todos os coeficientes nao nulos e que o dominio é o conjunto dos

niumeros reais (z € R).
Passo 2. Identificando o coeficiente linear.

O coeficiente linear é 1, ou seja, é nesse ponto que o grafico intercepta o eixo y.
Marca-se este ponto sobre o eixo y no plano cartesiano, indicado por A na Figura 26 a

seguir.
Passo 3. Encontrando as raizes.
Como a fungao f(x) é um polinémio de grau 1, isso significa que ela tera apenas

uma raiz real. A raiz pode ser encontrada, fazendo f(z) = 0:

1
3x+1:0:>3x:—1:>x:—§.
L 1 o .
Ou seja, é no ponto x = 3 que o grafico interceptara o eixo x. Marca-se este ponto sobre
o eixo z no plano cartesiano, indicado por B na Figura 26.

Figura 26 — Interse¢ao com os eixos = e y de f(z) = 3z + 1.

y

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 4. Analisando os intervalos de crescimento e decrescimento.

Para tal, primeiramente, encontra-se a derivada da funcao f(z):
f'(z) = 3.

Como a derivada de f(x) é positiva (f'(x) > 0) para qualquer z, entdo conclui-se que f(x)

é crescente em R ou em todo o dominio de f.
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Passo 5. Encontrando os maximos e minimos locais.

Analisando f’(x), percebe-se que a mesma é constante em todo intervalo real, ou
seja, nao ha pontos criticos. Nao havendo pontos criticos, podemos concluir entao que nao

h4 méximos ou minimos locais.
Passo 6. Analisando a concavidade.

Para tal, encontra-se a segunda derivada da fungao f(z):

f"(x)=0.

Como a f”(z) = 0 para todo z € R, pelo item ¢ do Teste da Concavidade pode-se concluir

que o grafico de f(x) é uma reta em todo dominio de f.

Passo 7. Analisando o comportamento da funcao para valores suficientemente

proximos dos extremos do dominio.

Nesta funcao, o dominio é R, portanto deve-se analisar o comportamento da fungao

quando x tende a infinito e quando x tende a menos infinito.

Como o grau da funcdo f(x) é impar (grau 1), sabe-se que a fungio terd comporta-
mentos diferentes quando = tende a infinito e quando = tende a menos infinito. E como o
coeficiente dominante é positivo, entdo quando z tende a infinito, a funcdo f(z) também

tende a infinito, e quando x tende a menos infinito, f(x) tende a menos infinito.
Passo 8. Fazendo o esbogo do grafico.

Conclui-se apds todos os passos que o grafico da fungao f(x) é uma reta crescente,
que intercepta o eixo x no ponto x = —3 e intercepta o eixo y no ponto y = 1.

O esboco do gréfico é visto na Figura 27.

Figura 27 — Esbogo do grafico de f(x) = 3z + 1.

y

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.
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3.2.2 Exemplo 2 - Esboc¢o do grafico de f(x) = —2x 4+ 6

De forma analoga ao exemplo anterior, segue o passo-a-passo descrito anteriormente.
(Qualquer duvida sobre o procedimento, sugere-se o retorno ao roteiro, em 3.1, para melhor

entendimento dos passos).

Passo 1. Analisando a fungdao f(x) = —2x + 6, observa-se que esta é uma fungao

polinomial de grau 1, que apresenta todos os coeficientes nao nulos, cujo dominio é R.

Passo 2. O coeficiente linear é 6, ou seja, é nesse ponto que o grafico interceptara
o eixo y. Marca-se este ponto sobre o eixo y no plano cartesiano, representado por A na

Figura 28.

Passo 3. Como a funcao f(x) é um polinémio de grau 1, isso significa que ela terd

apenas uma raiz real. A raiz pode ser encontrada, fazendo f(x) = 0:
—2r4+6=0= -2r=—-6=2=3.

Ou seja, é no ponto x = 3 que o grafico interceptara o eixo x. Marca-se este ponto sobre o

eixo x, representado por B, conforme visto na Figura 28.

Figura 28 — Interse¢do com os eixos = e y de f(z) = —2x + 6.
7Ty

A
6@

-

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.
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Passo 4. Para analisar os intervalos de crescimento e decrescimento da funcao,

primeiramente, encontra-se a derivada da funcao f(x):

/() = -2

Como a derivada de f(z) é negativa, f'(z) < 0, para qualquer z, entdo conclui-se que f(z)

é decrescente em todo intervalo real.

Passo 5. Analisando f’(zx), percebe-se que a mesma é constante em todo intervalo
real, ou seja, nao hé pontos criticos. Nao havendo pontos criticos, podemos concluir entao

que nao ha maximos ou minimos locais.

Passo 6. Para realizar a analise da concavidade, encontra-se a segunda derivada
da fungao f(x):
f'(x) =0.

Como a f”(z) = 0 para todo = € R, pelo item ¢ do Teste da Concavidade pode-se concluir

que o grafico de f(x) é uma reta em todo dominio de f.

Passo 7. Como aqui nesta funcao, o dominio é R, deve-se analisar o comportamento

da func¢do quando z tende a infinito e quando = tende a menos infinito.

O grau da funcdo f(x) é impar (grau 1), entao sabe-se que a fungao terd comporta-
mentos diferentes quando = tende a infinito e quando x tende a menos infinito. E como o
coeficiente dominante é negativo, conclui-se que, quando x tende a infinito, a fungao f(x)

tende a menos infinito, e quando = tende a menos infinito, f(x) tende a infinito.

Passo 8. Das anélise anteriores, sabe-se entao que o grafico da fungao f(z) é uma
reta decrescente, que intercepta o eixo x no ponto z = 3 e intercepta o eixo y no ponto

y = 6. O esbogo do grafico é visto na Figura 29.

Figura 29 — Esbogo do grafico de f(z) = —2z + 6.

6@

5

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.
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3.2.3 Exemplo 3 - Esboco do gréfico de f(z) = 2> — 52 + 6

Passo 1. Observando as caracteristicas basicas do polinémio.

Ao analisar a fungdo f(x) = 22 —5x+6, observa-se que esta é uma funcio polinomial

de grau 2, que apresenta todos os coeficientes nao nulos e que o dominio é R.
Passo 2. Identificando o coeficiente linear.

O coeficiente linear é 6, ou seja, é nesse ponto que o grafico interceptara o eixo y.
Marca-se este ponto sobre o eixo y no plano cartesiano, representado por A, conforme

visto na Figura 30.
Passo 3. Encontrando as raizes.

Como a fungao f(z) é um polindémio de grau 2, isso significa que ela poderd ter até
duas raizes reais. As raizes podem ser encontradas, fazendo f(x) = 0, e neste caso através
da Formula de Bhaskara.

Calculando o valor de A:
A = b —dac=(-5)2—4-1-625—-24=1.

E agora, usando esse resultado na Férmula de Bhaskara:

—b+ VA

2a
_ (H)EVI
B 21
5=l
-2
Desta forma, segue que
:131:5;1:3 e x2:5;1:2

Portanto, as raizes de f(z) = 2% — 5z + 6 sao 2 e 3. Marca-se esses pontos sobre o eixo

representados por B e C, respectivamente, conforme visto na Figura 30.
Passo 4. Analisando os intervalos de crescimento e decrescimento.
Primeiramente, encontra-se a derivada da fungao f(x):

f(z) =2x—5.

Fazendo f'(z) =0,

2x—5:O:>2x:5:>x:g.

5
tem-se que a mesma se anula em x = — (ponto critico da fungdo). Este resultado divide a

5 5
2) e <2, oo), conforme representado na Figura 31.

Em cada um destes intervalos, escolhe-se um ntimero de teste ¢, como por exemplo:

reta real em dois intervalos: <—oo,
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Figura 30 — Intersecdo com os eixos z e y de f(x) = x*> — 5z + 6.
7Ty

A
6@

N J
«@

-7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Figura 31 — Intervalos definidos pelo ponto critico de f(z) = 2* — 5z + 6.

x <z X > -
2

(SN

Fonte: Produzido pela autora.

e c=2,parax < —;
2
. C:B,para$>§.

Calculando o valor de f’(z) para cada nimero de teste, obtem-se:
f(2) = 2:2-5=4-5=-1.
f'(3) = 2:3-5=6-5=1.
Conclui-se entdo que, a funcio f(r) = 2> — 5x + 6 ¢é crescente no intervalo (oo, 2) e

5
decrescente no intervalo (2, oo), como pode ser observado na Tabela 9.

Passo 5. Encontrando os maximos e minimos locais.



Tabela 9 — Intervalos de crescimento e decrescimento da funcao f(z) = 2 — 5z + 6.

Intervalo Ntmero de teste ¢ f'(c) Conclusao
(—oo, ;) 2 f(2)=-1<0 decrescente
(Z, oo) 3 f'3)=1>0 crescente

Os pontos criticos sdo aqueles tais que f'(z) = 0, ou seja, para f(x) = 2% — 5z + 6

Fonte: Produzido pela autora.

o ponto critico é o ponto x = 5

5
Como a funcao f(x) muda de sentido no ponto x = 2 de decrescente para crescente, entao

conclui-se que z = 5 ¢ minimo local. A imagem deste ponto é dada por:

/) -
-

) -5 (3) o

25
4

)~

25-50+24 1

4

25
— 6
)+

1

5 1
Portanto, o ponto < —> também deve ser marcado no plano cartesiano, aqui represen-

27 4

tado por D, conforme visto na Figura 32.

Figura 32 — Minimo local de f(x) = 2% — 5x + 6.
Ty
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Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.
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Passo 6. Analisando a concavidade.

Para analisar a concavidade da fungdo f(z), primeiramente, encontra-se a segunda
derivada, dada por:
F() = 2.
Como f"(z) é positiva em R, conclui-se que o grifico de f(x) é cdncavo para cima. (Nesse

caso, nao ha pontos de inflexao).

Passo 7. Analisando o comportamento da funcgao para valores suficientemente

proximos dos extremos do dominio.

Aqui nesta funcao, o dominio é R, entao deve-se analisar o comportamento da

funcao quando z tende a infinito e quando x tende a menos infinito.

Como o grau da func¢do f(x) é par (grau 2), sabe-se que a funcao terd o mesmo comporta-
mento quando z tendo a infinito e quando = tende a menos infinito. E neste caso, como o

coeficiente dominante é positivo, a funcao tendera a infinito.
Passo 8. Fazendo o esbogo do grafico.

Com todos os pontos necesséarios marcados, o esbogo do gréfico de f(z) se dd com a curva

que passa por todos os pontos, conforme Figura 33.
Figura 33 — Esboco do grafico de f(z) = 2* — 5z + 6.
Ty flx) = 2> 5246

A
60

N J

(o)

D,
@ o

-7 -6 -5 —-4 -3 -2 -1 0 1

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

3.2.4 Exemplo 4 - Esboco do gréfico de f(z) = 2> + 22 + 3

De forma andloga aos exemplos anteriores, segue o passo-a-passo para esboco do
grafico da fungdo f(z). (Qualquer divida sobre o procedimento, sugere-se o retorno ao

roteiro, em 3.1, para melhor entendimento dos passos).
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Passo 1. Observando a funcio f(z) = x? + 2z + 3, vé-se que esta é uma fungao

polinomial de grau 2, que apresenta todos os coeficientes nao nulos, cujo dominio é R.

Passo 2. O coeficiente linear é 3, ou seja, é nesse ponto que o grafico interceptara
o eixo y. Marca-se este ponto sobre o eixo y no plano cartesiano, representado na Figura
34 como A.

Passo 3. Como a fungdo f(z) é um polinémio de grau 2, isso significa que ela
poderd ter até duas raizes reais. As raizes podem ser encontradas, fazendo f(x) = 0. Aqui,

através da Férmula de Bhéskara, tem-se que:

Calculando o valor de A:
A = b —dac=(2*-4-1-3=4-12=-8.

Como A = —8 < 0, pode-se concluir que a fungao f(r) = 2? + 2z + 3 ndo tem nenhuma
raiz real, ou seja, seu grafico nao intercepta o eixo x. Deste modo, nao ha nenhum ponto a

marcar sobre o eixo x.

Figura 34 — Intersecao com os eixos x e y de f(z) = 2* + 2z + 3.

y
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-2

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 4. Para analisar os intervalos de crescimento e decrescimento da funcao

f(z), primeiramente, encontra-se a derivada da funcao f(x):
f(z) =2z + 2.
Fazendo f'(z) =0,
20 +2=0=2z=-2=x=—-1.

tem-se que a mesma se anula em x = —1 (ponto critico da fungao). Este ponto divide a

reta real em dois intervalos: (—oo, —1) e (—1, 00), conforme representado na Figura 35.
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Figura 35 — Intervalos definidos pelo ponto critico de f(z) = 2 + 2z + 3.

x < -1 x>-1

v »

-1

Fonte: Produzido pela autora.

Em cada um destes intervalos, escolhe-se um ntimero de teste ¢, como por exemplo:
e ¢ = —2, para o intervalo (—oo, —1);
e ¢ =2, para o intervalo (—1, 00).

Calculando o valor de f’(z) para cada nimero de teste, obtem-se:

f/(_Q) _ 2.(_2)+2:—4+2:—2.
f(2) = 2:242=4+2=6.

Conclui-se entao que, a fungao f(z) = 2% + 2z + 3 é decrescente no intervalo (—oo, —1) e

crescente no intervalo (—1, 00), como pode ser observado na Tabela 10.

Tabela 10 — Intervalos de crescimento e decrescimento da fungao f(z) = 2 + 2z + 3.

Intervalo Ntmero de teste ¢ f'(e) Conclusao
(—o0, —1) -2 f(=2)=-2<0 decrescente
(—1,00) 2 f(2)=6>0 crescente

Fonte: Produzido pela autora.

Passo 5. Os pontos criticos sao aqueles tais que f’(z) = 0, ou seja, para f(x) =

2% + 22 + 3 o ponto critico é o ponto x = —1.

Como a fungao f(x) muda de sentido no ponto z = —1, de decrescente para crescente,
entdo pode-se concluir que z = —1 é um ponto de minimo local. A imagem deste ponto é
dada por:

f(=1)=(-1)2+2-(-1)+3=1—-2+3=2.

Portanto, (—1,2) é um ponto de minimo local, e deve ser marcado no plano cartesiano,

aqui representado por B como mostra a Figura 36.

Passo 6. Para analisar a concavidade da fun¢ao, encontra-se primeiro a segunda

derivada:

[(x) = 2.
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Figura 36 — Minimo local de f(z) = 2 + 2z + 3.

y

30

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Como f”(z) é positiva em R, conclui-se que o grafico de f(x) é cdncavo para cima. (Nesse

caso, nao ha pontos de inflexao).

Passo 7. Como aqui nesta fun¢ao, o dominio é R, deve-se analisar o comportamento

da func¢do quando z tende a infinito e quando z tende a menos infinito.

O grau da funcao f(x) é par (grau 2), entao sabe-se que a funcao terd o mesmo
comportamento quando x tende a infinito e quando x tende a menos infinito. E como o
coeficiente dominante é positivo, entao a funcao tende a infinito, tanto a direita tanto a

esquerda do plano cartesiano.

Tabela 11 — Comportamento de f(z) = z? 4+ 2z + 3 quando x — 00 e & — —00.

x f(x) z f(z)
1.000 1.002.003 —1.000 998.003
10.000 100.020.003 —10.000 99.980.003

100.000 10.000.200.003 —100.000 9.999.800.003
1.000.000 1.000.002.000.003 —1.000.000 999.998.000.003

Fonte: Produzido pela autora.

Passo 8. Com todos os pontos necessarios marcados, o esbogo do grafico de f(x)

se d& com a curva que passa por todos os pontos, conforme Figura 37.
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Figura 37 — Esbogo do grafico de f(x) = 2 + 2x + 3.

: 7y
fl@) =\a>+22+3
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Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

3.2.5 Exemplo 5 - Esboco do gréfico f(z) = —2? — 2z

De forma andloga aos exemplos anteriores, segue o passo-a-passo para esbogo do
grafico da fungao f(x). (Qualquer duvida sobre o procedimento, sugere-se o retorno ao

roteiro, em 3.1, para melhor entendimento dos passos).

Passo 1. Contemplando a funcao f(z) = —z? — 2z, observa-se que esta ¢ uma
fungédo polinomial de grau 2, que nao apresenta todos os coeficientes nao nulos (o coeficiente

¢ é igual a 0) e que o dominio é R.

Passo 2. Percebe-se que na fungao f(r) = —a? — 2z o coeficiente ¢ é 0. Nessa
situacao, o grafico interceptara o eixo y na origem do plano cartesiano. Marca-se entao

este ponto no plano cartesiano, na Figura 38 representado como A.

Passo 3. Como a fun¢do f(x) é um polinémio de grau 2, isso significa que ela
podera ter até duas raizes reais. As raizes podem ser encontradas, fazendo f(x) = 0,
através da Formula de Bhaskara. Ou, como ela apresenta ¢ = 0, pode-se colocar termos

em comum em evidéncia e resolver a equagao (aqui, a titulo de variedade, seré feito pelo
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segundo modo).

—2? =2z = 0
Colocando x em evidéncia
r-(—x—2) = 0
Tem-se entdo que, para que o produto resulte em 0,
uma das parcelas deve, necessariamente, ser zero
r=0 ou (—z—2) = 0
este segundo resulta em

r = —2.

Portanto, as raizes de f(z) = —2% — 22 sdo 0 e —2. Como o ponto 0 sobre o eixo z é a
)
propria origem, e ja foi marcada anteriormente, marca-se somente o segundo ponto sobre

o0 eixo x, representado por B, conforme visto na Figura 38.

Figura 38 — Intersecdo com os eixos z e y de f(x) = —x? — 2x.

y
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Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 4. Primeiramente, encontra-se a derivada da fungao f(z), para analisar os

intervalos de crescimento e decrescimento da funcao.
f(x) = =2z — 2.

Fazendo f'(z) =0,
20 —-2=0=-2r=2=a0=—1

tem-se que a mesma se anula em x = —1 (ponto critico da funcado). Este ponto divide a

reta real em dois intervalos: (—oo, —1) e (—1, 00), visualizados na Figura 39 a seguir.

Em cada um destes intervalos, escolhe-se um ntimero de teste ¢, como por exemplo:
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Figura 39 — Intervalos definidos pelo ponto critico de f(r) = —z* — 2.

x < -1 x>-1

Fonte: Produzido pela autora.

e c=—3, para x < —1;

e c=3, para x> —1.

Calculando o valor de f’'(z) para cada nimero de teste, obtem-se:

F(=3) = —2-(-3)—2=6-2=4, e
F(3) = —2:3-2=-6-2=-8.
Conclui-se entdo que, a fungio f(x) = —x? — 2z é crescente no intervalo (—oo,—1) e

decrescente no intervalo (—1, 00), como pode ser observado na Tabela 12.

Tabela 12 — Intervalos de crescimento e decrescimento da funcio f(z) = —x? — 2u.
Intervalo Nimero de teste ¢ f'(e) Conclusao
(—o0, —1) -3 f[(=3)=4>0 crescente
(—1,00) 3 f(3)=-8<0 decrescente

Fonte: Produzido pela autora.

Passo 5. Os pontos criticos sao aqueles tais que f’(z) = 0, ou seja, para f(x) =

2% + 22 + 3 o ponto critico é o ponto z = —1.
Como a fungao f(x) muda de sentido no ponto z = —1, de crescente para decrescente,
entao pode-se concluir que x = —1 é um ponto de maximo local. A imagem deste ponto é
dada por:

f(=1) = —(-1)*=2-(-1)=-1+2=1.

Portanto, (—1,1) é um ponto de maximo local. Este ponto esté representado como C, na
Figura 40.

Passo 6. Primeiramente, a segunda derivada é dada por:

f"(x) = —2.

Como f”(z) é negativa em R, conclui-se que o gréafico de f(x) é concavo para baixo. (Nesse

caso, nao ha pontos de inflexao).
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Figura 40 — Maximo local de f(z) = —2* — 2z.
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Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 7. Como aqui nesta fun¢ao, o dominio é R, deve-se analisar o comportamento

da func¢do quando z tende a infinito e quando z tende a menos infinito.

Como o grau da func¢ao f(x) é par (grau 2), sabe-se que a funcao terd o mesmo comporta-
mento quando x tende a infinito e quando x tende a menos infinito. E como o coeficiente
dominante é negativo, entdo, a fungao f(x) tende a menos infinito, tanto a direita tanto a

esquerda do plano cartesiano.
Passo 8. Com todos os pontos necessarios marcados, o esbogo do grafico de f(x)

se da com a curva que passa por todos os pontos, conforme Figura 41.

Figura 41 — Esbogo do grafico de f(x) = —x? — 2x.

y
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Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.
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3.2.6  Exemplo 6 - Esboco do grafico f(x) = 32? — 3z + 2 para —3 < x < 3

De forma andloga aos exemplos anteriores, segue o passo-a-passo para esboco do
grafico da fungdo f(z). (Qualquer divida sobre o procedimento, sugere-se o retorno ao

roteiro, em 3.1, para melhor entendimento dos passos).

Passo 1. Analisando a funcio f(x) = 3z% — 3z + 2, nota-se que esta ¢ uma fungao
polinomial de grau 2, que apresenta todos os coeficientes nao nulos, cujo dominio esta

restrito ao intervalo [—3, 3] .

Passo 2. Percebe-se que o coeficiente linear da func¢ao f(x) é 2, ou seja, é neste
ponto que grafico interceptara o eixo y. Marca-se entao este ponto no plano cartesiano,

aqui representado por A na Figura 42.

Passo 3. Como a fungdo f(x) é um polinémio de grau 2, isso significa que ela
terd até duas raizes reais. As raizes podem ser encontradas, fazendo f(z) = 0, através da

Férmula de Bhéskara.
Primeiramente, calculando o valor de A:
A = b —dac=(-3?*—-4-3-2=9-24=—15,

Como A = —15 < 0, a funcio f(z) = 32® — 3z + 2 ndo tem nenhuma raiz real, ou seja,
seu grafico nao intercepta o eixo x. Deste modo, nao ha nenhum ponto a marcar sobre o

eixo .

Figura 42 — Interse¢do com os eixos z e y de f(x) = 3z? — 3z + 2.

y

20

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 4. Ao analisar os intervalos de crescimento e decrescimento, primeiramente,

encontra-se a derivada da fungao f(z):

f'(z) = 6z — 3.
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Fazendo f'(z) =0,
3 1

tem-se que a mesma se anula em x = — (ponto critico da fungao). Este ponto divide o

DO | —

dominio da fun¢do em dois intervalos: [—3, 2) e (2, 3] , conforme visto a seguir, na Figura
43.

Figura 43 — Intervalos definidos pelo dominio e ponto critico de f(x) = 3z — 3z + 2.

—3=x<z - <x=3
X< 7 <X

1
2
Fonte: Produzido pela autora.

Em cada um destes intervalos, escolhe-se um ntmero de teste ¢ (lembrando que esse
nimero pode ser qualquer um dentro do interlavo, exceto os extremos do intervalo), como

por exemplo:

1
. c:O,para—3§x<§;

1
. c:2,para§<x§3.
Calculando o valor de f'(z) para cada ntimero de teste, obtem-se:
f(0) = 6-(00—-3=0-3=-3, e

f(2) = 6-2-3=6-3=3.

1
Conclui-se entdo que, a fungao f(z) = 3z — 3z + 3 é decrescente no intervalo [—3, 2) e

1
crescente no intervalo (2, 3}, como pode ser conferido na Tabela 13.

Tabela 13 — Intervalos de crescimento e decrescimento da fungao f(x) = 3z% — 3x + 3.

Intervalo Ntmero de teste ¢ f'(c) Conclusao
I 1
-3, 2) 0 f(0)=-3<0 decrescente
1
(2, 3} 2 f(2)=3>0 crescente

Fonte: Produzido pela autora.



Passo 5. Os pontos criticos sao aqueles tais que f'(z) = 0, ou seja, para f(x) =

322 — 3z + 3 o ponto critico é o ponto x = 3

1
Como a funcao f(z) muda de sentido no ponto z = 5 de decrescente para crescente, entao

pode-se concluir que x = 3 ¢ um ponto de minimo local. A imagem deste ponto é dada

por:

1(3) = o) -2 ()
(3)-()+

1

2

1

4

3
—+2
2
-6+
4

5
Portanto, (2, 4) é um ponto de minimo local. Este ponto esta representado como B, na

Figura 44.

Figura 44 — Minimo local de f(z) = 32% — 3z + 2.
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Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 6. A segunda derivada é dada por:

f'(x) = 6.

Como f”(z) ¢é positiva em R, conclui-se que o grafico de f(z) é concavo para cima. (Nesse

caso, nao ha pontos de inflexao).

Passo 7. Como aqui nesta funcao, o dominio esta restrito ao intervalo —3 < x < 3,

deve-se analisar o comportamento da funcao quando x tende aos extremos do intervalo.
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Quando z tende a 3, a funcao f(z) tende a 20, como visto abaixo:
1%3x2—3x+2:3.32—3-3+2:27—9+2:20
Ja por outro lado, quando = tende a —3, a funcao f(z) tende a 38, como visto abaixo:

lim33x2—3:c—|—2:3-(—3)2—3~(—3)+2:27+9+2:38

T——

Passo 8. Com todos os pontos necessarios marcados, o esboco do gréfico de f(z)
se d& com a curva que passa por todos os pontos que estao dentro do intervalo —3 < x < 3

(dominio da fungéo), conforme visto a seguir na Figura 45.
Figura 45 — Esbogo f(x) = 32? — 3x + 2 para —3 <z < 3.

y
flz) =323z +2
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Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

3.2.7 Exemplo 7 - Esboco do gréafico f(z) = —4x? + 8

De forma andloga aos exemplos anteriores, segue o passo-a-passo para esboco do
grafico da fungao f(z). (Qualquer divida sobre o procedimento, sugere-se o retorno ao

roteiro, em 3.1, para melhor entendimento dos passos).

Passo 1. Analisando a fungdo f(x) = —42? + 8, vé-se que esta é uma fungao
polinomial de grau 2, que nao apresenta todos os coeficientes nao nulos (aqui o coeficiente

b é nulo), cujo dominio é R.

Passo 2. Percebe-se que o coeficiente linear da funcao f(z) é 8, ou seja, é neste
ponto que grafico interceptara o eixo y. Marca-se entao este ponto no plano cartesiano,

sobre o eixo y, aqui representado por A na Figura 46.

Passo 3. Como a fungdo f(x) é um polinémio de grau 2, isso significa que ela

terd até duas raizes reais. As raizes podem ser encontradas, fazendo f(z) = 0, através da
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Formula de Bhaskara. Ou, como ela nao apresenta todos os coeficientes, pode-se resolver a
equacgao utilizando artificios algébricos simples (aqui, a titulo de variedade, sera feito pelo

segundo modo).

—42* +8 = 0,
—42* = =8,

8

2 J—

T = 4,

2 = 2:>:L’:j:\/§.

Portanto, as raizes de f(z) = —42% 4+ 8 sdo /2 e —v/2. Marca-se esses pontos sobre
o eixo z (lembrando que V2 é, aproximadamente 1,4142), representados por B e C,

respectivamente, conforme visto na Figura 46.

Figura 46 — Intersecao com os eixos x e y de f(r) = —4x? + 8.

y
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Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 4. Ao analisar os intervalos de crescimento e decrescimento, primeiramente,

encontra-se a derivada da funcao f(z):

f'(z) = —8a.
Fazendo f'(z) =0,
—8r=0=2=0.

tem-se que a mesma se anula em z = 0 (ponto critico da fungdo). Este ponto divide
o intervalo real em dois intervalos: (—o0,0) e (0, 00), conforme pode ser visualizado na
Figura 47.

Em cada um destes intervalos, escolhe-se um ntimero de teste ¢, como por exemplo:
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Figura 47 — Intervalos definidos pelo ponto critico de f(z) = —4x* + 8.

x<0 x>0
:
Fonte: Produzido pela autora.
e c= —4, para x < 0;
e c=4, parax > 0.
Calculando o valor de f'(z) para cada ntimero de teste, obtem-se:
fl(—4) = —8-(—4)=32, e
F4) = —8-(4) = —32.
Conclui-se entdo que, a fungao f(x) = —4x? + 8 é crescente no intervalo (—o0,0) e
decrescente no intervalo (0, 00), como colocado na Tabela 14.

Tabela 14 — Intervalos de crescimento e decrescimento da funcio f(z) = —4x? + 8.
Intervalo Ntmero de teste ¢ f'(c) Conclusao
(—00,0) —4 f(—=4)=32>0 crescente

(0, 00) 4 f'(4)=-32<0 decrescente

Fonte: Produzido pela autora.

Passo 5. Os pontos criticos sdo aqueles tais que f'(z) = 0, ou seja, para f(z) =

—422 + 8 o ponto critico é o ponto x = 0.

Como a fungao f(z) muda de sentido no ponto x = 0, de crescente para decrescente, entao
pode-se concluir que z = 0 é um ponto de maximo local. Como x = 0 esta sobre o eixo ¥,

a imagem deste ponto é o proprio coeficiente linear, ou seja, f(0) = 8.

Portanto, (0,8) é um ponto de maximo local. Coincidentemente, esse ponto também é

onde o grafico intercepta o eixo y, que ja foi marcado aqui como A.

Passo 6. Ao analisar a concavidade da funcao, se faz necessario, primeiramente,

encontrar a segunda derivada, que neste caso é dada por:
f"(x) = =8.

Como f”(z) é negativa em R, conclui-se que o gréafico de f(x) é concavo para baixo. (Nesse

caso, nao ha pontos de inflexao).
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Passo 7. Como aqui nesta fun¢ao, o dominio é R, deve-se analisar o comportamento

da funcdo quando z tende a infinito e quando z tende a menos infinito.

Como o grau da funcao f(x) é par (grau 2), sabe-se que a funcao terd o mesmo
comportamento quando x tende a infinito e quando x tende a menos infinito. E como o
coeficiente dominante é negativo, a fungao f(x) tende a menos infinito, tanto a direita

tanto a esquerda do plano cartesiano.

Passo 8. Com todos os pontos necessarios marcados, o esboco do gréfico de f(z)

se dd com a curva que passa por todos esses pontos, conforme representado na Figura 48.

Figura 48 — Esbogo do grafico de f(x) = —42% + 8.
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Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

3.2.8 Exemplo 8 - Esboco do gréfico f(z) = 2

Passo 1. Observando as caracteristicas do polinémio.

Analisando a funcio f(x) = 23

, nota-se que esta é uma funcao polinomial de grau
3, que nao apresenta todos os coeficientes nao nulos (aqui os coeficientes b, ¢ e d sao nulos),

cujo dominio é R.
Passo 2. Identificando o coeficiente linear.

Percebe-se que o coeficiente linear da func¢ao f(z) é 0, ou seja, nesse caso o grafico
interceptard o eixo y na origem do plano cartesiano. Marca-se entao este ponto no plano

cartesiano, aqui representado por A na Figura 49.
Passo 3. Encontrando as raizes.

Como a fungao f(z) é um polindémio de grau 3, isso significa que ela poderd ter até

trés raizes. Varios métodos de resolucao de equagoes de terceiro grau foram apresentados



na Sec¢ao 1.2.3.3. Aqui, pode se fazer:
¥ =0=2=0.

Portanto, a raiz da fungao f(z) = z3 é 0, e esta tem multiplicidade 3 (a mesma raiz
aparece trés vezes). Como a raiz é igual ao coeficiente linear, este ponto, representado por

A, ja esta marcado no plano cartesino, como mostra a Figura 49.

Figura 49 — Intersecdo com os eixos z e y de f(x) = 3.

41y

-

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 4. Analisando os intervalos de crescimento e decrescimento.

Primeiramente, encontra-se a derivada da fungao f(x):
f'(z) = 32°.
Fazendo f'(z) = 0, tem-se
312 =0=2>=0=2=0.

ou seja, f’ se anula em x = 0 (ponto critico da fungdo). Este ponto divide a reta real em

dois intervalos abertos: (—o0,0) e (0, 00), conforme representado na Figura 50.

Em cada um destes intervalos, escolhe-se um nimero de teste ¢, como por exemplo:

e c= —2,para x < 0;

e c=2, para x > 0.

Calculando o valor de f’(z) para cada nimero de teste, obtem-se:

(=2)? =12, e

3-
3-(2)? =12.
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Figura 50 — Intervalos definidos pelo ponto critico de f(z) = x°.

x <0 x>0

@]
A

Fonte: Produzido pela autora.

3 ¢ crescente no intervalo (—oo,0) e crescente

3

Conclui-se entao que, a fungdo f(z) = x
também no intervalo (0, 00), como colocado na Tabela 15. Ou seja, a funcdo f(x) = z° é

crescente em todo intervalo real.

Tabela 15 — Intervalos de crescimento e decrescimento da funcao f(z) = 23

Intervalo Ntmero de teste ¢ f'(c) Conclusao
(—00,0) -2 f(=2)=12>0 crescente
(0, 00) 2 f(2)=12>0 crescente

Fonte: Produzido pela autora.

Passo 5. Encontrando os maximos e minimos locais.

Os pontos criticos sdo aqueles tais que f'(z) = 0, ou seja, para f(x) = 2% o ponto
critico é o ponto x = 0.
Como nao houve mudanga no sentido de crescimento da fungao f(x) no ponto z = 0,
conclui-se entao que x = 0 nao é ponto de maximo e nem de minimo local.

Passo 6. Analisando a concavidade.

A segunda derivada da funcao f(z) é dada por:

f"(z) = 6.

A f"(z) se anula em = = 0. Esse valor divide a reta real em dois intervalos, de forma
analoga a andlise dos intervalos de crescimento. Calculando o valor de f”(x) para nimeros
de teste em cada um destes intervalos, tem-se os seguintes resultados, visualizados na

Tabela 16 a seguir.

Conclui-se que o grafico da fungdo f(x) = 2 tem concavidade para baixo no intervalo
(—00,0); e tem concavidade para cima no intervalo (0, 00). Como o grafico muda a dire¢ao

de sua concavidade no ponto x = 0, infere-se que x = 0 é um ponto de inflexdo.

Passo 7. Analisando o comportamento da funcao para valores suficientemente

proximos dos extremos do dominio.
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Tabela 16 — Anélise da concavidade de f(z) = 2.

Intervalo Ntimero de teste ¢ 1" (c) Conclusao
(—00,0) —2 f"(=2)=-12<0 concavo para baixo
(0,00) 2 f"(2)=12>0 concavo para cima

Fonte: Produzido pela autora.

Como aqui nesta func¢ao, o dominio é (R, deve-se analisar o comportamento da fungao

quando x tende a infinito e quando x tende a menos infinito.

O grau da funcao f(z) é impar (grau 3), entao sabe-se que a fungao terd comporta-
mentos diferentes quando = tende a infinito e quando z tende a menos infinito. Como o
coeficiente dominante é positivo, entao conclui-se que, quando z tende a infinito, a func¢ao
f(x) também tende a infinito, e quando = tende a menos infinito, f(x) tende a menos

infinito.
Passo 8. Esboco do grafico.

Com todos os pontos necessarios marcados, o esbogo do grafico de f(z) se dd com
a curva que passa por todos esses pontos, respeitando o sentido da concavidade analisada

no passo 6, conforme representado na Figura 51.

Figura 51 — Esbogo de f(r) = 3.

4y

-2

-3

fl@) = o

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

3.2.9 Exemplo 9 - Esboco do gréfico f(z) = 2* — 5% + 6z

De forma andloga aos exemplos anteriores, segue o passo-a-passo para esboco do

grafico da fungao f(x). (Qualquer duvida sobre o procedimento, sugere-se o retorno ao
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roteiro, em 3.1, para melhor entendimento dos passos).

Passo 1. Analisando a funcao f(z) = 2% — 5% + 6z, vé-se que esta é uma fungio
polinomial de grau 3, que nao apresenta todos os coeficientes nao nulos (aqui o coeficientes

d é nulo), cujo dominio é R.

Passo 2. O coeficiente linear da fungao f(x) é 0, ou seja, nesse caso o grafico
interceptara o eixo y na origem do plano cartesiano. Marca-se entao este ponto no plano

cartesiano, aqui representado por A na Figura 52.

Passo 3. Como a fungdo f(z) é um polinémio de grau 3, isso significa que ela
podera ter até trés raizes. Varios métodos de resolucao de equagdes de terceiro grau foram
apresentados na segao 1.2.3.3. Aqui, como a fungao f(z) ndo apresenta o coeficiente linear,
pode-se colocar x em evidéncia e resolver a equacao de segundo grau que se forma através

da Férmula de Bhéskara.

=52 +6x = 0
Colocando = em evidéncia
r-(2* —5r+6) = 0
Tem-se entdo que, para que o produto resulte em 0
uma das parcelas deve, necessariamente, ser zero. Desta forma,
r=0 ou (2> —5x+6) = 0
essa segunda parcela, por Bhaskara, resulta em
A = b —dac=(-52—-4-1-6=25—-24=1
—b+ VA

v 2a
(-5 VI 5+1
a 2.1 2

541

T, = T:?’ e
5—1

Ty = TIQ

Deste modo, as raizes da fungdo f(z) = x® — 5% + 62 sdo 0, 2 e 3. O gréfico de f(x)
interceptard o eixo x nestes trés pontos. O ponto 0 é a origem do plano cartesiano, o qual
ja foi marcado e aqui representado por A. Portanto, marca-se os outros dois sobre o eixo

x, representados respectivamente por B e ', como mostrado na Figura 52.

Passo 4. Ao analisar os intervalos de crescimento e decrescimento, faz-se necessario,

primeiramente, encontrar a derivada da fungao f(z):

f'(z) = 32* — 10z + 6.
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Figura 52 — Intersecdo com os eixos z e y de f(x) = x® — 5z* + 6.

41y

@ o

N J

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

-2

-3

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Fazendo f’(z) = 0, tem-se, através da Formula de Bhéskara

A =1 —dac=(—10)2 —4.3-6 =100 — 72 = 28,

b+ VA

Tr =
2a
. —(~10) £ V28 10+ V28
B 2.3 6
104++v28 5+7
xl = = s
6 3
10-+v28 5—7
Ty = = .
? 6 3
5 7 5 — T
ou seja, f' se anula em = = V7 ~ 2,5486 e x = V7 ~ 0, 7847, pontos criticos da

funcao. Estes pontos dividem a reta real em trés intervalos:

57
3

e [ :ondez<

9

e J:onde

5—=V7 5+ VT,
3

<T <

5—ﬁ'

e K :ond >
onde 3

conforme representado na Figura 53.

Em cada um destes intervalos, escolhe-se um ntimero de teste ¢, como por exemplo:
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Figura 53 — Intervalos definidos pelos pontos criticos de f(x) = z* — 52% + 6.

i <5f\/7 .57\/7< <5+J7 . >5+ﬁ
DX 3 I: 3 X 3 P X 3
5 — 7 5+ 7 X
3 3
Fonte: Produzido pela autora.
e ¢ = —4, para o intervalo I;

e ¢ =2, para o intervalo J;

e ¢ =4, para o intervalo K.

Calculando o valor de f’(z) para cada nimero de teste, obtem-se:

3-(=4)*> =10+ (—4) + 6 = 94,
fl2) = 3-(2°-10-2+6=-2, e
3-(4*—-10-4+6 = 14.

Conclui-se entao que, a fungio f(z) = 2® — 52 + 62 é crescente no intervalo I e K, e

decrescente no intervalo J, como melhor visualizado na Tabela 17.

Tabela 17 — Intervalos de crescimento e decrescimento da funcio f(z) = 23 — 522 + 6.

Intervalo Ntmero de teste ¢ f'(c) Conclusao
I —4 f(=4)=94>0 crescente
J 2 f'(2)=-2<0 decrescente
K 4 f'(4)=14>0 crescente

Fonte: Produzido pela autora.

Passo 5. Os pontos criticos sdo aqueles tais que f'(z) = 0, ou seja, para f(x) =

547 5—+/7
e xr = .

3 3
5_

2% — 5x? + 62 os pontos criticos sdo os pontos T =

Is

Analisando a Tabela 17 percebe-se que no ponto x = , 0 grafico de f(x) muda de
crescente para decrescente, portanto este é um ponto de maximo local. Sua imagem é dada

por:

/ (5_3ﬁ

) ~ 2,1126,
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e no ponto r = o grafico de f(x) muda de decrescente para crescente, sendo este

entdo, um ponto de minimo local. Sua imagem é dada por:

; <5 +3\/7

) ~ —0,6311.

Os pares ordenados, que representam o maximo e minimo local, devem ser marcados no

plano cartesiano, representados por D e E aqui na Figura 54.

Figura 54 — Maximo e minimo local de f(z) = 2% — 522 + 6.

a1y

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 6. Com a intencao de analisar a concavidade, a segunda derivada da fungao
f(x) é dada por:
f"(z) = 6z — 10.
A f"(x) se anula em = = 2 Esse ponto divide a reta real em dois intervalos: (—oo, ?,) e
(g, oo). Calculando o valor de f”(x) para nimeros de teste em cada um destes intervalos,
tem-se os seguintes resultados, visualizados na Tabela 18 a seguir.

Tabela 18 — Anélise da concavidade de f(z) = z® — 52% + 6z.

Intervalo Ntmero de teste ¢ f"(c) Conclusao
(—oo, %) 1 (1) =-4<0 concavo para baixo
(g, oo) 3 f"(3)=8>0 concavo para cima

Fonte: Produzido pela autora.

Conclui-se que o grifico da fungao f(r) = ® — 52 + 6x tem concavidade para baixo no

. 5 . . : 5 )
intervalo (—oo, 3); e tem concavidade para cima no intervalo (3, oo> Como o grafico
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o . o . ,
muda a direcao de sua concavidade no ponto x = 3’ induz-se que este é um ponto de

inflexao.
5 . 5
O ponto z = — tem como imagem o valor f () ~ 0,74. Este par ordenado deve ser

marcado no plano cartesiano, aqui sendo representado por F', como visto a Figura 55.

Figura 55 — Ponto de inflexdo de f(z) = z® — 52% + 6.

41y

-2

-3

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 7. Como aqui nesta fungao, o dominio é (R, deve-se analisar o comportamento

da func¢do quando z tende a infinito e quando = tende a menos infinito.

Como o grau da funcdo f(x) é impar (grau 3), sabe-se que a fungio terd comporta-
mentos diferentes quando = tende a infinito e quando x tende a menos infinito. E pelo
fato do coeficiente dominante ser positivo, entao conclui-se que, quando = tende a infinito,
a funcdo f(r) também tende a infinito, e quando x tende a menos infinito, f(x) tende a

menos infinito.
Passo 8. Esboco do grafico.

Com todos os pontos necessarios marcados, o esbogo do gréfico de f(z) se dd com
a curva que passa por todos esses pontos, respeitando o sentido de crescimento e decresci-
mento, e ainda da concavidade analisada nos passos anteriores, conforme representado na

Figura 56.

3.2.10 Exemplo 10 - Esboco do gréfico f(z) = 23 — 22 — 52 — 3

De forma andloga aos exemplos anteriores, segue o passo-a-passo para esboco do
grafico da fungdo f(x). (Qualquer duvida sobre o procedimento, sugere-se o retorno ao

roteiro, em 3.1, para melhor entendimento dos passos).



122

Figura 56 — Esbogo de f(z) = x3 — 522 + 6.

41y

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

{2

-3

flz) = 2*—52°+6x

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

3

Passo 1. Analisando a funcio f(r) = 23 — 22 — 5z — 3, percebe-se que esta é uma

funcao polinomial de grau 3, que apresenta todos os coeficientes nao nulos, cujo dominio é
R.

Passo 2. O coeficiente linear da func¢ao f(x) é —3, ou seja, é nesse ponto que o
grafico de f(x) interceptara o eixo y. Marca-se entdo este ponto no plano cartesiano sobre

o eixo y, aqui representado por A na Figura 57.

Passo 3. Como a fungdo f(z) é um polinémio de grau 3, isso significa que ela
poderd ter até trés raizes. Varios métodos de resolugao de equacoes de terceiro grau foram
apresentados na Secao 1.2.3.3. Aqui, como a fun¢do f(z) tem no coeficiente d um nimero
com poucos divisores, vale a pena tentar encontrar uma das raizes pela método das raizes
racionais, descrito no item “v” da Subsecao 1.2.3.3. Apés encontrar essa raiz, pode se
efetuar a divisdo do polinémio, fatorando-o, e encontrando as raizes do outro fator (de

segundo grau) através da Férmula de Bhaskara.

2* — 2 —5r—-3=0
Os divisor de a = 1 sdo 1 e —1, e os divisores de d = —3 sdo 1, —1, 3 e —3.
Desta forma, os possiveis candidatos a raiz de f(z) sdo: 3 e —3.

Testando a fungdo f para ambos os candidatos:

F3)=0 e f(—3)=—24.
Como f(3) =0, entdo 3 é uma das raizes de f(x). Para encontrar as demais,

pode-se fatorar o polindmio f(z) dividindo-o por (z — 3):



123

= 22422+ 1.

O procedimento de divisdo de polinémios pode ser visto na Segao 1.2.

Agora, através da Formula de Bhaskara:
A = b —dac=(2?—-4-1-1=4—-4=0.
—b+ VA

2a
=2 £V0 240
B 2-1 2
-2
T = x2:7:—1.

Portanto, as raizes da funcao f(r) = z® — 2> — 5bx — 3 sdo 3 e —1, esta ultima com
multiplicidade 2. O grafico de f(x) interceptara o eixo = nestes dois pontos. Logo, marca-se
estes pontos sobre o eixo x, representados respectivamente por B e C', como mostrado na

Figura 57.

Figura 57 — Intersecao com os eixos x e y de f(z) = 2® — 2* — bx — 3.

y

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 4. Ao analisar os intervalos de crescimento e decrescimento, faz-se necessario,

primeiramente, encontrar a derivada da funcao f(z):
f'(x) = 32* — 22 — 5.
Fazendo f’(z) = 0, tem-se, através da Formula de Bhéaskara

A=0b—4ac=(-2)>—4-3-(—5) =4+ 60 = 64.
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—b+ VA

2a
 —(=2)£v64 2+£38
B 2-3 6
R 2+8 10 5
Y6 63
gy = 228 _6_
2 = s~ — b
o ) . < -
ou seja, f' se anula em r = — e x = —1, pontos criticos da funcao. Estes pontos dividem

3

)
a reta real em trés intervalos: (—oo, —1), (—1,

3) e (3, oo), conforme representado na

Figura 58.

Figura 58 — Intervalos definidos pelos pontos criticos de f(x) = 23 — 2% — 5z — 3.

5
x < -1 —1<x<§ x>

)
J

wl

Fonte: Produzido pela autora.

Em cada um destes intervalos, escolhe um niimero de teste ¢, como por exemplo:

e c=—2,parax < —1;

)
. c=0,para—1<x<§;

5
. c:3,parax>§.

Calculando o valor de f’'(z) para cada nimero de teste, obtem-se:

3-(=2)°—2-(—4)—5=11,
f'(0) = 3-(0°-2-2—-5=-5, e
3-(3)*~2-4—-5=16.

3

Conclui-se entao que, a fungao f(x) = x® —x? — 5x — 3 é crescente nos intervalos (—oo, —1)

e (?,’ oo); e decrescente no intervalo (—1, 3), como visualizado na Tabela 19.

Passo 5. Os pontos criticos sao aqueles tais que f'(z) = 0, ou seja, para f(x) =

2% — 2% — 5 — 3 os pontos criticos sdo os ponto x = —1 e x = 3
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Tabela 19 — Intervalos de crescimento e decrescimento da funcio f(z) = 2% — 522 + 6z.

Intervalo Ntmero de teste ¢ f'(c) Conclusao

(—o0, —1) -2 f(=2)=11>0 crescente
(—1, g) 0 f(0)=-5<0 decrescente
(g, oo) 3 f(3)=16>0 crescente

Fonte: Produzido pela autora.

Analisando a tabela 19 percebe-se que no ponto x = —1, o grafico de f(x) muda
de crescente para decrescente, portanto este ¢ um ponto de méaximo local. Sua imagem é

dada por:
f(=1)=0.

5 ~
e no ponto x = — o grafico de f(z) muda de decrescente para crescente, sendo este entao,

um ponto de minimo local. Sua imagem é dada por:
5 —256
- = — &~ —9,4815.
/ (3> 27
Como o par ordenado (—1,0) j& estd representado no gréafico como C, marca-se

apenas o outro par ordenado correspondente ao minimo local, aqui representado por D,

como visto na Figura 59.

Figura 59 — Mdximo e minimo local de f(z) = 2% — 2% — 5z — 3.

y

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 6. Com a intencao de analisar a concavidade, a segunda derivada da fungao
f(z) é dada por:
f"(x) =62 — 2.
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1 1
A f"(z) se anula em z = 3 Esse ponto divide a reta real em dois intervalos: (—oo, 3) e

1
(3, oo). Calculando o valor de f”(x) para nimeros de teste em cada um destes intervalos,

tem-se os seguintes resultados, visualizados na Tabela 20 a seguir.

Tabela 20 — Anélise da concavidade de f(z) = 2® — 2* — bxr — 3.

Intervalo Ntmero de teste ¢ 1" (e) Conclusao
1 N .
<—oo, §> 0 f"(0)=-2<0 concavo para baixo
1
<§, oo> 2 1"(2)=10>0 concavo para cima

Fonte: Produzido pela autora.

3

Conclui-se que o grafico da fun¢ao f(x) = 2® — 2% — 5z — 3 tem concavidade para baixo no

. 1 . . ) 1 ,
intervalo (—oo, 3); e tem concavidade para cima no intervalo (3, oo). Como o grafico

muda a direcao de sua concavidade no ponto x = 3 diz-se que este é um ponto de inflexao.

1 1
O ponto de inflexdo x = - tem como imagem f (3) ~ —4,74. Este par ordenado deve

ser marcado no plano cartesiano, sendo representado por F, como mostra a Figura 60.

Figura 60 — Ponto de inflexdo f(x) = 2* — 2 — 5z — 3.

y

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 7. Como aqui nesta fungdo, o dominio é R, deve-se analisar o comportamento

da funcdao quando x tende a infinito e quando x tende a menos infinito.

O grau da funcao f(z) é impar (grau 3), entao sabe-se que a fungao terd comporta-
mentos diferentes quando = tende a infinito e quando z tende a menos infinito. Como o

coeficiente dominante é positivo, entao conclui-se que, quando z tende a infinito, a func¢ao
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f(z) também tende a infinito, e quando x tende a menos infinito, f(z) tende a menos

infinito.
Passo 8. Esbogo do grafico.

Com todos os pontos necessarios marcados, o esbogo do grafico de f(z) se dd com
a curva que passa por todos esses pontos, respeitando o sentido de crescimento e decresci-
mento, e ainda da concavidade analisada nos passos anteriores, conforme representado na

Figura 61.

Figura 61 — Esbogo de f(z) = 2% — 2% — bz — 3.

y

—14 -12 -10 -8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

3.2.11 Exemplo 11 - Esboco do gréfico f(x) = —22° + 4x

De forma andloga aos exemplos anteriores, segue o passo-a-passo para esboco do
grafico da fungao f(z). (Qualquer divida sobre o procedimento, sugere-se o retorno ao

roteiro, na Secao 3.1, para melhor entendimento dos passos).

Passo 1. Observando a fungdo f(r) = —2x® + 4x, nota-se que f(x) é uma fungio
polinomial de grau 3, que nao apresenta todos os coeficientes nao nulos (aqui os coeficientes

b e d sao nulos), onde o dominio é R.

Passo 2. O coeficiente linear da funcao f(z) é nulo, ou seja, é o grafico de f(z)
interceptara o eixo y na origem do plano cartesiano. Marca-se entao este ponto no plano

cartesiano, aqui representado por A na Figura 62.

Passo 3. Como a fun¢do f(x) é um polinémio de grau 3, isso significa que ela
podera ter até trés raizes. Varios métodos de resolugdo de equagoes de terceiro grau foram

apresentados na Segao 1.2.3.3. Aqui, como a func¢ao f(z) ndo possui todos os coeficientes
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e apresenta o coeficiente d nulo, pode-se fazer f(x) = 0, colocando x em evidéncia como

Se segue:

—22° 442 =

x- (=227 +4) =

r=0 ou (—22°+4) =

Logo, as raizes da fungao f(x) =

0

Colocando = em evidéncia, tem-se

0

Para que o produto acima resulte em zero, um dos fatores deve,
necessariamente, ser igual a zero. Portanto,

0

Ao segundo fator, que é uma fungdo polinomial de segundo grau,
pode ser aplicado artificios algébricos simples:

0

4

2= 1 =42

—213 442 580 0, v/2 e —/2. O gréfico de f(z) interceptard

0 eixo = nestes trés pontos. Como x = 0 é a origem do plano carteasiano, este ja foi

marcado e esta representado como A. Marca-se portanto os outros dois pontos sobre o

eixo x, representados respectivamente por B e C, como mostrado na Figura 62.

Figura 62 — Interse¢ao com os eixos = e y de f(z) =

—223 + 4x.

y

00

-9 -8 -7 -6 -5 —4 -3

Fonte:

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Produzido pela autora no software Geogebra.

Passo 4. Deve-se encontrar a derivada da fun¢ao f(z), para realizar a analise dos

intervalos de crescimento e decrescimento da fun¢ao em questdo. A derivada de f(z) é
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dada por:
f'(x) = =627 + 4.

Fazendo f'(z) = 0, tem-se

—62°+4 = 0
—622 = —4
62> = —4

2
3
2
3
: 2 . 2
ou seja, r = \/; (aproximadamente 0,8165) e x = —\/; (aproximadamente —0, 8165) séo

2
pontos criticos da fun¢ao. Estes pontos dividem a reta real em trés intervalos: <—oo, — ) ,

3
2 /2 2 . :
—\V3'\3 e 3 oo |, representado na Figura 63 adiante.

Figura 63 — Intervalos definidos pelos pontos criticos de f(x) = —2x° + 4.

5
x < -1 —1<x<§ x>

)
J

wl

Fonte: Produzido pela autora.

Em cada um destes intervalos, escolhe um niimero de teste ¢, como por exemplo:

2
o c=—2,para x < \/7;
e c=0, para—\/7<x<\/>
e c=2, >
c para x \/;

Calculando o valor de f’(z) para cada nimero de teste, obtem-se:
fl(=2) = —6-(=2)*+4=-20,

F0) = —6-(0°+4=4, ¢
F(2) = —6-(2)%+4=-20.
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Tabela 21 — Intervalos de crescimento e decrescimento da funcao f(z) = —2x3 + 4x.

Intervalo Ntamero de teste ¢ f'(e) Conclusao

2
(—oo, —\/;> -2 f'(—=2) = —20 < 0 | decrescente
2 /2
—\/=04/ 3 0 f0)=4>0 crescente
3 V3
2

<\/; oo) 2 f'(2) = =20 < 0 | decrescente

Fonte: Produzido pela autora.

A Tabela 21 representa melhor esses resultados.

Passo 5. Os pontos criticos sdo aqueles tais que f'(z) = 0, ou seja, para f(x) =

2 2
—22% + 4x os pontos criticos sdo os ponto x = \/; exr=— 3

2
Analisando a Tabela 21 percebe-se que no ponto x = — 30 grafico de f(z) muda

de decrescente para crescente, logo este é um ponto de minimo local. Sua imagem é dada

por:
2 —8-6
—\|= | = — ~ —2,1773.
/ ( 3) 9
2 ) .
e no ponto x = 3 o gréafico de f(x) muda de crescente para decrescente, sendo este entao,

um ponto de maximo local. Sua imagem ¢é dada por:

2 8.6
= —2 " ~921773.

Ambos os pontos, tanto o minimo quanto o maximo local, e suas respectivas
imagens, devem ser marcados no plano cartesiano, representados por D e E aqui na Figura
64.

Passo 6. Para fazer a anélise da concavidade, a segunda derivada da funcao f(z)
¢ encontrada:
f"(x) = —12z.

A f"(x) se anula em = = 0. Esse ponto divide a reta real em dois intervalos: (—o0,0) e
(0, 00). Calculando o valor de f”(x) para nimeros de teste em cada um destes intervalos,

tem-se os seguintes resultados, visualizados na Tabela 22.

Conclui-se que o grafico da funcao f(r) = —22 + 4z tem concavidade para cima no

intervalo (—o0,0); e tem concavidade para baixo no intervalo (0, 00). Como o grafico muda
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Figura 64 — Maximo e minimo local de f(z) = —2x3 + 4.

y

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Tabela 22 — Andlise da concavidade de f(z) = —2z° + 4x.

Intervalo Nimero de teste ¢ 1" (c) Conclusao
(—00,0) -2 f'(=2)=24>0 concavo para cima
(0, 00) 2 f'(2)=-24<0 concavo para baixo

Fonte: Produzido pela autora.

a direcao de sua concavidade no ponto x = 0, diz-se entao que este é um ponto de inflexao,

ja estando marcado e representado no grafico como A.

Passo 7. Como aqui nesta funcao, o dominio ¢ R, deve-se analisar o comportamento

da func¢do quando z tende a infinito e quando = tende a menos infinito.

O grau da funcdo f(x) é impar (grau 3), entao sabe-se que a fungao terd comporta-
mentos diferentes quando x tende a infinito e quando x tende a menos infinito. Como o
coeficiente dominante é negativo, conclui-se entdo que, quando z tende a infinito, a func¢ao

f(z) tende a menos infinito, e quando = tende a menos infinito, f(x) tende a infinito.
Passo 8. Esboco do grafico.

Com todos os pontos necessarios marcados, o esbogo do grafico de f(z) se dd com
a curva que passa por todos esses pontos, respeitando o sentido de crescimento e decresci-
mento, e ainda da concavidade analisada nos passos anteriores, conforme representado na

Figura 65.



Figura 65 — Esbogo de f(z) = —22° + 4x.

y 3
flx) = 422° 42

-9 -8

-5

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

3.2.12 Exemplo 12 - Anilise do grafico g(z) = —22° + 42 + 3

132

Este exemplo trard uma abordagem diferente da proposta deste trabalho. Aqui,

se fard uma andlise de um grafico ja pronto com o intuito de observar uma caracteristica

interessante, denominada mais adiante, e que em algumas situagoes possa a vir a contribuir

com a construcao de graficos.

Seja g(x)

Seu grafico é visualizado a seguir na Figura 66.

Figura 66 — Gréfico de g(z) = —2x3 + 4x + 3.

-9

-8

-7

-6

-5

-3

-2

-1

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

22% 4+ 4x 4+ 3 uma funcao polinomial de grau 3, cujo dominio é R.
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Como pode-se perceber, a fungao g(z) = —22% + 4z + 3 é bem semelhante a fungao
do exemplo anterior, f(z) = —22% + 4z. Ou mais precisamente, a fungao g(z) é a fungio

f(z) acrescida de “43”. Matematicamente, pode-se expressar tal relagao por:
g(z) = f(z) + 3.

Aqui, a fungao g(x) é obtida através de operagoes algébricas com a funcao f(x) (a
soma de trés unidades). Neste caso, as operagoes algébricas correspondem a transformagoes

no grafico chamadas de translagoes.

A translacao de uma funcao é uma nova funcao cujo grafico tem forma idéntica
a primeira funcao, porém, estda numa posicao diferente no plano cartesiano. Assim, a
translagdo do grafico de uma funcao pode ser no sentido horizontal ou vertical. Colocando
o grafico de g(z) e f(x) no mesmo plano cartesiano, como visto na Figura 67 , pode-se

comparar e identificar a translacao entre elas.

Figura 67 — Grafico de g(z) = —22° + 4z + 3 e f(x) = —22° + 4x.

y

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Como pode se observar na Figura 67 acima, o grafico da fungao g(z) estd deslocado
3 unidades para cima (no sentido vertical) em relagdo ao grafico de f(x). Tal fato é

facilmente visualizado quando toma-se o eixo y como referéncia.

De forma geral, pode-se considerar que, seja f(z) uma funcao polinomial qualquer.
O gréfico de
gx)=f(x)+k, keR
estd deslocado “k” unidades no eixo vertical em relagao ao grafico de f(z). E o gréfico de

g(x)=f(z+k), keR

estd deslocado “—k” unidades no eixo horizontal em relacao ao gréafico de f(z).
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4 Sugestoes de abordagens de trabalho do

material proposto

Admite-se que, embora o Célculo Diferencial e Integral nao faga parte do curriculo
de matematica do Ensino Médio, este ja apresenta um curriculo bastante extenso. E nesse
sentido, apresenta-se nesta secao alguns sugestoes de abordagens que podem ser adotadas

pelos professores que queiram utilizar este material de forma parcial.

Nao é necessario, portanto, que se utilize este material apenas para construcoes
graficas de fungbes polinomiais. Como o conteido aqui abordado ficou muito rico em
detalhes, pode-se utilizé-lo de forma parcial, em situacoes especificas, de forma mais

assertiva e pontual.

Nao é a intencao apresentar um plano de ensino, mas sim oferecer caminhos
(possibilidades) para se trabalhar as ferramentas apresentadas nessa dissertagao. Como

por exemplo, para
i) encontrar raizes de polindémios de terceiro grau:

Na Secao 1.2.3.3 é apresentado uma gama de métodos para resolucoes de equacoes de
terceiro grau, sendo que alguns ainda sao poucos explorados no Ensino Médio. Ao professor,
é uma possibilidade de trabalho com novos procedimentos, promovendo a curiosidade e
despertando o aluno para essas relacoes. Junto aos métodos apresentados, a Secao conta
também com pelo menos um exemplo de cada método, auxiliando no entendimento do

mesmo.
ii) marcar os pontos de intersegao da func¢do com os eixos x e y:

E apresentado os pontos de interseccao do grafico de uma funcio com os eixos z e y,
através do coeficiente linear e das raizes da fungao, respectivamente. Basicamente, segue-se
o Roteiro 3.1 até o passo 3. Esse estudo permite uma melhor visualizacao do aluno em
relacao aos pontos de interseccao com o eixos e como marcéa-los no plano cartesiano. Todos
os exemplos deste capitulo trazem essa andlise de forma bem detalhada, podendo servir

como material de apoio.
iii) analisar intervalos de crescimento e decrescimento da fungao:

Para promover a analise dos intervalos de crescimento e decrescimento da fungao pode-se
utilizar como base o passo 4 do Roteiro 3.1. Além dos exemplos deste capitulo que trazem
este passo na construcao os graficos, hd uma se¢do dedicada ao estudo dos intervalos de

crescimento na Secao 2.3.2 e o método de analise pela primeira derivada na Se¢ao 2.3.4.

iv) encontrar e analisar maximos e minimos da funcao:
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De forma analoga ao item anterior, este conteiido pode ser abordado através deste material,
com foco no passo 5 do Roteiro 3.1, além dos exemplos deste capitulo. H4 também uma
se¢do exclusiva sobre maximos e minimos na Sec¢ao 2.3.3, e a explicagao e exemplos do

método pela primeira derivada na Secao 2.3.4.
v) analisar a concavidade do gréafico:

A analise da concavidade do grafico da fungao pode ser trabalhada utilizando-se o passo

6 do Roteiro 3.1, ou na Secao 2.3.5, que traz contetido sobre concavidade e o teste da

segunda derivada para fazer sua andlise;
entre outras situacoes que os professores vierem a identificar.

Além do mais, ndo é necessario seguir todo o Roteiro descrito em 3.1 para fazer o
esboco do gréfico. E possivel focar em alguns passos e ter uma visdo do que seria o grafico,
com pelo menos sua forma e algumas caracteristicas importantes. Como por exemplo,
focar em intervalos de crescimento e decrescimento e a partir dai, fazer o esboco do grafico,

como pode ser observado no exemplo a seguir.

Exemplo 4.0.1. Faca o esbogo do grdfico da fungio f(x) = 223 + 322 — 122 — 7.
As raizes de f(x) sao v ~ 2,1164, x ~ —0,5370 e x =~ —3,0793. Marca-se entao estes

pontos sobre o eixo x do plano cartesiano, representados respectivamente por A, B e C,

conforme visto na Figura 68.

Figura 68 — Raizes de f(z) = 2% + 32* — 122 — 7.

12|Y

-20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 —4 -2

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

Os intervalos de crescimento ou decrescimento da fungao f(x) foram analisados e deter-
minados no Exemplo 2.3.1. De ld, tem-se que a funcio f(xr) = 223 + 32? — 120 — 7 ¢

crescente nos intervalos (—oo, —2) e (1,00); e decrescente no intervalo (—2,1).
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A andlise dos intervalos de crescimento e decrescimento da funcdo, jd nos dd, de imediato,
0s pontos de mdzximo ou minimo da funcao. Como a fung¢io muda de crescente para
decrescente no ponto x = —2, entdo este é um ponto de mdzimo local; e como a fungdo
muda de decrescente para crescente no ponto x = 1, entao esse é um ponto de minimo

local.

De posse dessas informacoes, ja se conseque fazer o esbogco do grifico. K uma curva que
cresce passando pelo ponto C' até v = —2, de onde decresce passando por B até x = 1,

crescendo novamente passando por A, como visto na Figura 69.

Figura 69 — Esbogo do gréfico de f(x) = 223 + 32? — 122 — 7.

15 Y

cQ

-5

Fonte: Produzido pela autora no software Geogebra.

O exemplo descrito acima nos da um esbogo do grafico da funcao, ja sendo suficiente

para entender as suas caracteristicas e descrever seu comportamento.

Uma sugestao que deixa-se aqui aos professores, ¢ o uso do software Geogebra. O
Geogebra é um aplicativo gratuito de matematica dindmico, que combina conceitos de
geometria e algebra. O software Geogebra pode ser usado em varias plataformas e também

online (sem necessidade de fazer download). Fonte: www.geogebra.org,.

O Geogebra, portanto, se torna uma excelente ferramenta para construgao e analise
de graficos, e mais informagoes sobre seu uso dentro desse contexto pode ser visto em [9)],

por exemplo.
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5 Consideracoes Finais

O presente trabalho teve como objetivo principal oferecer um material de apoio
a professores do Ensino Médio para trabalharem o conteido de construgoes graficas de

fungoes polinomiais de uma forma inusual para este nivel de ensino.

O método aqui apresentado, que tem como base a derivada, ja é conhecido e usado
no Ensino Superior nas disciplinas de Calculo. Este trabalho, portanto, vem ao encontro a
esse método, o aproximando do Ensino Médio, em uma linguagem mais simples e com

exemplos mais detalhados.

Para alcancar o objetivo, este trabalho apresentou os conceitos de fungoes, fungoes
polinomiais, raizes, graficos, derivada, intervalos de crescimento e decrescimento, maximos
e minimos e concavidade, até que por fim, chegou ao método de construgoes gréficas,

reunindo e utilizando todos estes outros conceitos apresentados.

Embora o publico alvo seja professores do Ensino Médio, este trabalho se aplica
também ao Ensino Superior, tanto professores quanto alunos, visto que a abordagem
aqui se deu de forma esmiucada, contando com bastantes exemplos, graficos, notas e

observagoes, no intuito de facilitar e promover um melhor entendimento do leitor.

E ¢é justamente essa a grande contribuicao deste trabalho: a riqueza de detalhes
e informagoes nos exemplos, que foram cuidadosamente discriminados, desde os procedi-
mentos mais simples até os mais complexos. Observa-se que ha uma abundancia de notas,
informagoes e comentarios que vao norteando o leitor ao longo das construgoes gréficas.
Além disso, este trabalho serve como material de apoio para outros conteudos especificos,

como destacado no final do capitulo anterior.

E ainda sobre o ensino de derivadas, vale ressaltar que, apesar de nao fazer parte
da grade curricular, se vé grandes vantagens em trabalha-las, sempre que possivel, ainda
no Ensino Médio. As derivadas sao uteis ndo apenas nas construgoes graficas, mas na
compreensao de conceitos relacionados as fungoes, como intervalos de crescimento e
decrescimento, maximos e minimos e concavidade, e ainda podem ser trabalhadas de
forma interdisciplinar com a Fisica, na aprendizagem da cinemética, como velocidade e

aceleragao.

Acredita-se que o professor que conseguir adicionar e executar pelo menos uma
parte dos estudos apresentados neste trabalho em seu plano de ensino estara contrubuindo

fortemente com o crescimento intelectual dos seus alunos.

Conclui-se portanto, que o objetivo principal deste trabalho foi alcancado com

destreza, e coloca-se esse material a disposi¢ao dos professores para que o utilizem. Deixa-se,



inclusive, como sugestao para trabalhos futuros, que se fagcam os planos de ensino das
aulas onde o método aqui apresentado sera abordado, ou até mesmo que se estenda o

método aqui descrito para outras fungoes, além das fungdes polinomiais.
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