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“O homem que ndo sabe amar nunca chegou
a raciocinar, porque até os animais que nao

raciocinam sabem amar”.
“O que sabemos é uma gota; o que ignoramos
é um oceano. Mas 0 que seria 0 oceano se

nao infinitas gotas”.

Isaac Newton (1643- 1726)



AGRADECIMENTO

Primeiramente quero agradecer a Deus, pela sabedoria e pela paciéncia que tive
para o desenvolvimento desse trabalho.

Em especial a minha esposa Monica por ser paciente comigo nesse periodo, e me
dado forca e incentivo para continuar essa caminhada. E ao meu filho amado Nicolas por me
alegrar todos os dias, me dando energia para continuar dando o melhor de mim.

Aos meus pais José e Lordes, e meus irmdos Mauricio e Rafael por ter me dado
forca e me motivado ao longo dessa trajetoria.

Aos meus amigos de sala que de tal forma contribuiram para que conseguissemos
mantermos focados nesses dois anos de estudo, cada conselho foi de suma importancia para
a conclusao desse mestrado.

A todos os professores do PROFMAT- Blumenau - SC, em especial ao meu
orientador Dr. Renan Gambale Romano por ser paciente e se dedicado nas inUmeras vezes
para a realizagdo dessa dissertagao.

E aos meus alunos, que sdo a maiores beneficidrios dessa dissertacdo, pois foi

pensando neles que ela foi desenvolvida.



RESUMO

Essa dissertacdo trata do estudo sobre as Equacdes Diferenciais Ordindrias (EDO).
Primeiramente apresenta-se a definicdo da EDO de 1° ordem e suas técnicas de resolucdo,
como a da equag¢do homogénea, da forma geral por fator integrante e das equagdes
separaveis. Nesse sentido, apresenta-se as aplicacdes do modelo Malthusiano, modelo
Verhulst, Resfriamento de um Corpo, Diluicbes de Solugbes e a curva de perseguicdo. Na
sequéncia, aborda-se a EDO linear de 2° ordem, apresentando definicdes e teoremas que
asseguram a existéncia e a unicidade da solucdo do PVI. Da-se énfase nas técnicas de
resolucdo das EDOs de 2° ordem, como o método da variagdo dos parametros e o método da
reducdo de ordem. Ainda, apresenta-se aplicacdes como a queda de corpos, movimento de
projéteis, movimento em planos inclinados, velocidade de escape e movimento de um
foguete. Como intervengdo no ensino médio, apresenta-se duas propostas, uma envolvendo
o movimento de projéteis, onde os alunos vao realizar o lancamento de foguetes
construidos de garrafa pet e aplicar os conceitos relacionas a fun¢do quadratica, e uma outra
gue consiste em estudar o crescimento populacional do Brasil e da cidade de Rio do Sul com
base no modelo Malthusiano.

Palavras Claves: Equacdo Diferencial Ordindria de 1° e 2° ordem, Aplicacdes e Intervencao.



ABSTRACT

This dissertation deals with the study on Ordinary Differential Equations. Firstly, the
definition of first order ODE and its resolution techniques are presented, such as that of the
homogeneous equation, by integral factor and separable equations. In this sense, it presents
the applications of the Malthusian model, Verhulst model, Cooling of a Body, Dilutions of
Solutions and the persecution curve. Then, linear second order ODE is addressed, presenting
definitions and theorems that ensure the existence and uniqueness of the PVI solution.
Emphasis is placed on the resolution of second order ODE, such as the variation of
parameter and the reduction of order. Still, applications are presented such as falling bodies,
movement of projectiles, movement in inclined planes, escape velocity and movement of a
rocket. As an intervention in high school, two proposals are presented, one involving the
movement of projectiles, where students will launch rockets built from PET bottles and apply
the concepts related to quadratic function, and another that consists of studying the growth
of the population in Brazil and the city of Rio do Sul based on the Malthusian model.



SUMARIO

I [ d o Yo [0 o= To T PSRRI 9
2. Modelagem usando EDO de primeira ordem ........ccceoccveeiieeeieiesieecieeeeeeste e ee e e et 11
1.1 A Equacdo Diferencial Linear de 1° Ordem HOMOZENEA........ceeecvveeriieeniee e ectee e esieeenes 12
1.2 Obtengdo da Solugdo da Equacgdo Diferencial de 1° Ordem na Forma Geral ....................... 13
1.3 o [ [oo T =T o =1 = LVZ = LS 14
1.4 Aplicacdo das EqUagOes DiferenCiais......ccceeiecueeeeiciiiiee et e e srae e e sane e e 15
1.5 MOdelo MalthUSIAN0 ...cc..eeiiiiiie et s e e 16
1.6 MOAEIO dE VEINUIST.....ciiiiii ettt et ettt et st e see e 19
1.7 Resfriamento de UM COrPO .......ueiiicieieeciieee et e erree e eetree e e sreae e s e e eare e e e saraeee e s saaeeeenasraeeeens 22
1.8 DilUICOES dE SOIUGDES .....vveeeeeiiieeeciiiee e ettt e e e et e e erre e e e et ree e s ssaseeeeernbeeeesartaeeesansaeeeennssaeanans 25
1.9 AS CUIVAS A€ PEIrSEEUIGA0.....uuuiiiieitiieeeiiireee e siieee e setree e s ssteeeeessabeeeessbbeeesssseeesesseaeesssssneessnnnne 27

3. Modelagem usando EDO linear de segunda ordem ..........ccccueeeviciieeeieiiieeeeeiiee e eeerree e 30
3.1 (0] o1 ¢=T o [oF=To Je [SHYo] [V ol 1TSS 31
3.1.1 Método da variagao dOS PArdmMELIOS.......ccuiecueeeieieeieeeceeeeteeestreeeteeesreeestaeesnteesseessnneesnns 31
3.1.2 Método da redugdo da ordem da equacgdo diferencial.........ccccccvveviieeciee e 34
3.13 Equacdes Lineares homogénea de 2° ordem com coeficientes constantes................. 36
Nesta segao Vamos eStUdAr @ EOUAGA0: . .uiiieiiiieeiririeeeeiireeeesiteeeesssreeeeesiabeeeessseseeesssseesessssseeesnns 36

3.2 Aplicagdo das EquagGes Diferenciais de Segunda Ordem.........ccccueeeciieesieecciieeciee e 40
3.2.1 A dindmica de Uma PartiCUla.......cccueeeiiieeieecee e e et eetae e e ee e eate e sataesnteessneesnneesnns 40
3.2.2 =Y Vo= Ta g T<T ol do AN/ =T o [or- | IO 41
3.23 Langamento vertical considerando a resisténcia do ar.........ccccceeevveeviiecceeccee e 43
3.24 MOVIMENTO B PrOJETEIS. ... veiiieieeeiee ettt e e et e etae e s taeeaae e sntee e aneeenns 45
3.2.5 Movimento em planos INCHNAAOS ........ccccciieeiiiiiee e e e e e 47
3.2.6 VL2 (ool lo oo [<lo [N or-Y o SRR 49
3.2.7 MoVImMeNto de UM fOZUEBTLE .......eeii ettt et e s rar e e e nre e e 51

4.  Proposta para 0 €NSiN0 MEIO .......eeiieciiieiiiiieie e ccieee e eectee e srtree e e et ree e e s srae e e s esabeeeeeenteaeessssaeeennnnes 53
4.1 (1Y Fo)V T gT=T ol ol [N ol o <] o < SRS 53
4.2 MOdelo MalthUSIAN0 ...cc.ueeiiiieie et s s e 58
5. CONSIDERAGOES FINAIS....cociiiitieieieieistctetet st sttt sttt es sttt tes st ss st tes st st stetese s st etess st ssesetens 70
S FET Y =T o (ol TP P USROS PPPRPRP 72
Apéndice A - Construgdo da Base d0 FOGUETE........cciiiiieiiieciie ettt et e e st e e sate e e te e e eanneaenns 74
Apéndice B - CONSTIUGAO O FOBUEBTE ...uiiiiiiiiiee ettt e cree ettt te e e e s etre e e e e e sanaeae e e e st aaeeeseeanreaeeans 77

Apéndice C - Tutorial do aplicativo VIdANalysis free.......ceeuieiiciieecee e 79



Figura 1:
Figura 2:
Figura 3:
Figura 4:
Figura 5:
Figura 6:
Figura 7:
Figura 8:
Figura 9:

Figura 10:
Figura 11:
Figura 12:
Figura 13:
Figura 14:
Figura 15:
Figura 16:
Figura 17:
Figura 18:
Figura 19:
Figura 20:
Figura 21:
Figura 22:
Figura 23:
Figura 24:
Figura 25:
Figura 26:
Figura 27:
Figura 28:

LISTA DE FIGURAS

1Y ToTe 1= T TNV =T o T £ RS SRRP 21
(D] (U1 oF o Jo [T o] [0 Tofo 1= R 26
(O] Y o [N o L= £Y= (U Tor- o N TP PP 27
Solugdo da EDO x"-5x'+6x=0, oM X(0)=2 € X'(0)= 3...ureieeeeeecreeeereeeree et eeree et eeareeeree e 38
(O T0T=Y - I 1Y N e LN ol oo L PSRRI 42
[V [o)V T gT=T 0] o N [N o o <] o <1 SRR 46
Movimento em planos iINCIINAOS ........cocciii i eae e 47
V] e YeiTe - o [l e [ LYo [ o1 49
Forga gravitacional da Terra SODre 0S COMPOS .....ciiiiiieiiiiiiieeeiiieeeerreeeeerreeeeeeraeeeessrsneeeennnes 50

Compartimento de Um fOZUELE .....cciiiciiii it e e eeae e e e snaee e e 56

Populagdo Brasileira (IBGE x Modelo Malthusiano).........cccueevveeeeeeeicieeeneee e 64
Localizagdo da cidade Rio dO SUI/SC......couueeiieieecieecee ettt et ste e te e aae s 66
Crescimento da populagdo de Rio dO SUI/SC. .....ocueiiueeeeeeieceeeceeeceecee e e 68
Pecas usadas para a formagdo da base de apoio......cccceeeceeeiiieriiee s 75
Montagem da base de apoio CoONCIUIda. ......cccvieeiiiiiiie e 75
Montagem concluida da base de [angamento. ........ccccveeieeeeiiecciee s 76
Lacres de Nylon € @ Bragadeira.......c.ueeeeccieeeeciiieeeccceeeeeecree e et e e e vre e e et ee e e raee e e e nraeeeean 76
Foguete na base preso com 0 atilNo .......cocveieiie e 76
2T ToTo X Lo 0 o= {UT=] o <D PR 78
Saia COM @S QUALIO @lETAS. ....eeiieciiiie ettt e e e e e etre e e e eetaee e e s nnraeeeennnes 78
Objetos a serem acoplados a0 FOGUELE..........uveiieiiee it saee e 78
(O (oY= {UI=] I oo} o Yol [V 1o [ TSRS 78
Y or- | - [OOSR 79
[ T oL J 0F: T T F= Vo T U 80
FUNGEO (TEMPO = BIXO X): cvreierereereeeireeeereeeeteeeetteeestseesreeenteeesseesssseesssesessseesssesessseessessssneens 80
Grafico (FEMPO = BIXO Y).ureeeiieeiieiieeitee ettt ette et e eee e te e et e e et e e stae e s teestae e sntaeeneeesnseeessneesnns 81
GrafiCO (BIXO X = ©IXO Y) courreeireeiieiieitee ettt e etteerte e e e e e ae e et e e e ate e staeesataessaeesntaeenneeesnseesnnseesnns 81
Grafico de pontos € @ FUNGE0 €NCONTIada....cc.ueeeueieiiieeiiieeiee et e ee e eee e e e e e 83



1. INTRODUGAO

O calculo diferencial e integral tem uma ampla gama de aplicacGes, como nas areas
da fisica, computacdo, estatistica, engenharia, economia, medicina, entre outros problemas
aonde podemos definir um modelo matematico para assim resolvé-lo. Tais conceitos foram
desenvolvidos por grandes matematicos, como Isaac Newton (1643 - 1727) e Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), que por muitos sdo chamamos de criadores do calculo. Note
gue tais conceitos estdo fortemente relacionados com os conceitos fundamentais de razdo e
relacdo, que foram estudados por matematicos mais antigos, Arquimedes (287 a.C- 212 a.C),
Pascal (1623 - 1662), Descartes (1596 - 1650) e Fermat (1601 - 1665), ver em [5]. Ainda, tais
conceitos se remetem fortemente ao conceito de fung¢do, o qual é de fundamental
importancia para alunos do ensino médio, ja que é usado em vdrias dreas de suas vidas e,
possivelmente, em estudos mais avangados que estes alunos podem encontrar em outros

Cursos superiores.

Muitas vezes quando lecionamos o contelddo de funcdes para as turmas do ensino
fundamental ou ensino médio, vemos que os livros didaticos ndo trabalham de forma a levar
o aluno a estudar o comportamento de um fenbmeno, em busca de determinar a funcao
gue representa tal situacdo problema e interpretar a sua solucdo. No momento que
abordamos o assunto de funcdes com os alunos, deve-se apresentar tal conceito de tal

forma que o sujeito esteja inserido na aprendizagem.

Conforme a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [11], para formar jovens como
sujeitos criticos, criativos, autbnomos e responsaveis, cabe as escolas de Ensino Médio
proporcionar experiéncias e processos que lhes garantam as aprendizagens necessarias para
a leitura da realidade, o enfrentamento dos novos desafios da contemporaneidade (sociais,
econdmicos e ambientais) e a tomada de decisGes éticas e fundamentadas. O mundo deve
Ihes ser apresentado como campo aberto para investigacdes e intervengdo em varios
aspectos, de modo a se sentirem estimulados a equacionar e resolver questdes ligadas ao

seu meio, tornando pessoas abertas para o novo.

Sendo assim, nesta dissertacdo de mestrado, apresentamos um estudo sobre as

equacoes diferenciais ordinarias, com situacdes que possam servir de motivac¢do e auxiliar,
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em sala de aula, o entendimento dos alunos de determinados fen6menos de relevancia para
a sua vida. Ainda, apresentamos uma parte tedrica que pode contribuir para a formagao de

professores ou estudantes de graduacao.

Especificamente, o Capitulo 2 vai tratar das Equacdes Diferenciais Ordindrias de
primeira ordem, inicialmente apresentando as técnicas de resolucdo de equacgdes separaveis
e por fator integrante e algumas aplicacbes, como o modelo populacional de Malthus, o
modelo populacional de Verhulst, a modelagem do resfriamento de um corpo, de diluicdo de

solucBes e a chamada curva de perseguicao.

No Capitulo 3 o estudo serd voltado para as Equacdes Diferenciais Ordinarias de
segunda ordem, apresentando algumas técnicas de resolugdo e algumas aplicacdes na area
da fisica, como a queda de corpos, movimento de projéteis, movimento de um foguete,
entre outros. Ja no Capitulo 4, construimos duas propostas para aplicacdo no ensino médio,
uma delas sendo o crescimento populacional obedecendo ao modelo Malthusiano e o
lancamento de um foguete. Na primeira proposta, é feito o estudo do crescimento
populacional da cidade de Rio do Sul e também do Brasil, onde o nosso objetivo é
determinar uma funcdo que melhor represente os dados reais que temos do IBGE. A outra
proposta consiste em estudar o comportamento de um foguete feito com garrafa pet.
Apresentamos uma sugestdo de como construir a base do foguete e o foguete, e duas
atividades, uma delas sendo uma competicdo que pode ser feita com um grupo de alunos
para verificar quem consegue atingir a maior distancia no langamento, e a outra usando o
aplicativo VidAnalysis para analisar a trajetdria do foguete e aplicarmos alguns conceitos de

funcdo quadratica e conceitos fisicos.

Esse trabalho busca, desta forma, ampliar o conhecimento do leitor sobre as
Equacdes Diferencias Ordinarias e, de alguma forma, contribuir para que suas aplicacdes

possam ser adaptadas aos conteudos didaticos do ensino médio.



11

2. MODELAGEM USANDO EDO DE PRIMEIRA ORDEM

Quando desejamos estudar a natureza, usamos modelos matematicos como uma
aproximacdo da realidade, os quais sdao representados, geralmente, por equacbes que
relacionam as grandezas fisicas do problema com a taxa de variacdo dessas grandezas, ou
seja, de suas derivadas. Assim, podemos dizer que esses modelos sdo representados por
equacdes diferenciais, que em geral sdo definidas como

(& x(@®),x' (), x"(©), ..., x™(t)) =0,
onde t é o tempo de ocorréncia do fendbmeno, o qual varia geralmente entre dois numeros
reais a e b, a fungdo real x(t) é a fungdo procurada e f é uma fungdo que expressa a relagdo
entre as grandezas t, x(t), x'(t), ..., x™(t).

Neste capitulo faremos o estudo das EDOs de 1° ordem lineares, que possuem a
seguinte forma:

x'=pt)x + q(t), (2.1)
onde p: (a,b) > Req : (a,b) » R sdo fungBes reais continuas definidas em um intervalo
aberto (a,b). Usaremos, quando conveniente, a notacdo x' = dx/dt para designar a
derivada de x em relagdo a varidvel independente t. Uma fung¢do x:(a,b) » Ré uma
solucdo de (2.1) se ela for diferenciavel e satisfizer a esta equacao.

No estudo deste tipo de equacdo, aparecem dois problemas bdsicos:
(i) Obter a solugdo geral da Equagdo (2.1), isto é, uma expressdo que englobe todas as suas
solugBes possiveis;
(ii) Obter a solugdo do chamado problema de valor inicial

{x’ =p®)x +q(t) (2.2)
x(to) = xo ’

ondet, € (a,b) e x, € R sdo os chamados dados iniciais do problema.

Como veremos abaixo o problema (i) é soluvel, isto é, pode-se determinar a solugdo
geral de (2.1). Veremos também que o problema de valor inicial (ii) tem uma e somente
uma solucdo.

O Teorema 2.1 a seguir trata da existéncia e unicidade de solucdo para o problema
de valor inicial, a sua demonstracdo encontra-se no livro Equac¢des Diferencias Aplicadas

(IMPA), na pagina 51, citado nas referéncias.
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Teorema 2.1 (Existéncia e Unicidade). Seja f: ) - R uma funcdo continua definida num
aberto Q do plano (t,x). Suponhamos que a derivada parcial com relagdo a segunda variavel,
fy: 0 = R, seja continua também. Entdo, para cada (tg, xy) € Q, existem um intervalo I
contendo t, e uma Unica fungdo diferencidavel ¢:1 - R com (t,cl)(t))e Q1 , para todo tel,
que é solugdo do problema de valor inicial (PVI)

{x’ = f(t,x)

x(ty) = xg.

Um exemplo mais simples da Equac¢do (2.1) é a equacdo de crescimento
exponencial,

x' = kx, (2.3)

onde k é uma constante fixa que depende do fendmeno estudado. A Equacdo (2.3)
representa um modelo de crescimento populacional chamado Modelo de Malthus (ver

Secdo 2.5).

1.1 A Equacgdo Diferencial Linear de 1° Ordem Homogénea

Nesta secdo, trataremos primeiramente de uma pequena restricdo da Equacdo
(2.1), particularmente quando q(t) =0, a qual recebe o nome de equagdo linear

homogénea. O problema de valor inicial correspondente é:

{x' =p(t)x
x(to) = xo
Vamos procurar a solugdo supondo x(t) # 0,V t € (a,b) e xo > 0. Desta forma:

!

X
- p(t)

fx;’dt = fp(t)dt

f%dx= fp(t)dt

In|x| = fp(t)dt+ c

|x| — efp(t)dtec
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Escolhendo a primitiva P(t) = [ p(t)dt de forma que P(t,) = 0, teremos e = x, e
a solugiio |x| = xye/ POt
Como x(t) é continua, x(t) # 0, Vt € (a,b) e x(ty) = xo > 0, temos que x(t) >

0,Vt € (a,b) e portanto, a solugdo final é x(t) = xye/POI®
1.2 Obtencdo da Solug¢do da Equagao Diferencial de 1° Ordem na Forma Geral

Nessa secdo vamos fazer a analise para obter a solugcdo geral da EDO de 12 ordem
x" = p(t)x + q(t). Pode-se fazer isso usando o chamado fator integrante, o qual pode ser
determinado multiplicando os termos da equagdo por u(t), da seguinte forma:
u(®)[x" = p(t)x] = u(t)q(t).
Buscamos agora um fator u(t) de tal forma que o primeiro membro seja a derivada do

produto de u por x, isto é,

d
u®)(x' —p(t)x) = E(u(t)x) = u'()x +u(t)x'.

Podemos ver formalmente que:

d
u(®)(x' —p()x) = = w(®x)
u(@®)x' —u@®)p)x = u'({®)x + u(t)x
—u(®)p(t)x =u'(t) x
=20
—p(®) = (nlu@®)’

f—p(t)dt = f(lnu(t))'dt

—f p(t)dt = Inu(t)

u(t) = e~ Jr®at,

Sendo assim, usando o fator integrante u(t) = e~ P4 na Equagio (2.1), temos.
x"—pOx = q(t)
u®[x' - p®Ox] = g(©Ou(t)
[u(®x]" = g(Ou(t)
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f[u(t)x]’dt = fq(t)u(t)dt

u(t)x = fq(t)u(t)dt.
Temos entdo que a solucdo geral da EDO de 1° ordem é da forma
_ 1 f (Hu(t)dt
x= g ) AOu®d

sendo u(t) = e~ /p®ar,

Exemplo 2.1 Resolva o problema de valor inicial linear apresentado a seguir:

{x’ —3x= -9t
x(2) = 13

Resolugao

Usando fator integrante u(t) = e~ JP®4t = =3t temos que x = %f q(t)u(t)dt. Dessa

forma:
-1 —9t)e3tdt
X = e—3t ( Je
1 -3t
X = F (—9) te dt
-9 t 1
— -3t -3t
v = (g f ~ge )
-9 t 1
_ -3t -3t
x_e‘3t —§e —§e +C]
x =3t+1—9ce3.
Assim, temos que x = 3t + 1 + ce3! é solugdo geral de x’ — 3x = —9t. Usando a condigdo

inicial x(2) = 13, podemos determinar c = 6e~° e assim a solugdo do PVI.

Sendo a assim, a solugdo é a funcdo x = 3t + 1 + 6e3t7°,

1.3 EquacgOes Separaveis

Nessa secdo vamos estudar e resolver algumas equacgbes, chamadas equacdes

separaveis, que sdo da seguinte forma:

i) (2.4)
X g(x),g(x) * 0,
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onde x" = dx/dt denota a derivada da fungdo x em relagdo a variavel independente t, e as
fungbes f:(a,b) - Re g:(c,d) = R sdo fungBes continuas. Observe também que a
equacdo citada pode ser escrita na forma g(x)x’ = f(t) onde temos as variaveis separadas
em cada termo da equagdo, o que torna a resolugdo muito mais simples, como mostra o

exemplo abaixo.

1_22t comx(0) = —1/6.

X

Exemplo 2.2 Encontre a solu¢do do PVI dado por x' =

Resolucdo
Observe que,

x%x'=1-2t

fxzx'dx= f(l—Zt)dt
3
x
 —t — ¢t2
3 t—t*+k
x3=3(t—-t?)+c.

Fazendo ¢ = 3k, e usando a condigdo inicial que x(0) = —1/6, obtemos que c = —1/108,

portanto, a solucdo procurada é dada por x = 3\/3t —3t2 — ﬁ.

1.4 Aplicagao das Equagdes Diferenciais

Utilizando as técnicas de resolucdo das EDO de 12 ordem, pode-se analisar alguns
modelos criados para descrever a variacdo de uma populacdo ao decorrer do tempo, a
temperatura de um corpo em processo de resfriamento, a diluicdo de solucdes e a curva de
perseguicdo presa-predador.

Os modelos populacionais a serem estudados sdo simples e possuem o objetivo de
exemplificar os conceitos e ndo representam de fato o caso real, onde vérios fatores como
bioldgicos e socidlogos exercem grande influéncia sobre o processo como, por exemplo, no
caso do crescimento da populacdo humana. Vale ressaltar que quando tratamos do
crescimento de bactérias, onde hd um amplo campo para se reproduzirem, comida a
vontade e falta de predadores, o modelo de Malthus representa muito bem esse

comportamento de crescimento exponencial, ao menos em intervalos relativamente curtos
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de tempo. Os modelos citados a seguir serdo obtidos fornecendo a taxa de crescimento da

populagdo, sendo essa taxa da populagdo p(t) definida por p(t)'/p(t).

1.5 Modelo Malthusiano

Esse modelo consiste em supor que a taxa de crescimento de certa populagdo é
constante e igual a A para todo tempo t. Assim temos a seguinte equacao de crescimento da
populagao:

p'(t) =Ap(t). (2.5)

Um modelo dessa natureza é aplicado por exemplo para descrever a populacdo de
micro-organismos que se reproduzem por mitose. Vale ressaltar que quando ha recursos e
espaco para se reproduzirem o modelo representa muito bem a realidade, mas comeca a
apresentar falhas na falta de qualquer um desses recursos.

A solucdo desse modelo é dada da seguinte forma, observando que a equacdo é separavel:

p'®) _
p(t)

p(t)

Inp(t) =At+c¢

elnp(t) — elt+c

p(t) = pMttc
Sendo assim, a solucdo geral do modelo Malthusiano é dada por p(t) = pye™, sendo p, a
populacgdo inicial. Se A > 0, a populagdo cresce e caso contrario ela decresce.

A aplicacdo desse modelo a populagdo humana, por T.R. Malthus em 1798, gerou
uma acirrada controvérsia no comeco do século XIX, ver na referéncia [18]. Malthus
afirmava que a populacdo mundial crescia em razdo geométrica, enquanto os meios de
sobrevivéncia cresciam apenas em razdo aritmética; consequentemente, a populacdo

tenderia a ser controlada por fome, miséria, epidemias e vicios, entre outros.

... em 1798, o pastor protestante Thomas Robert Malthus escreveu a mais
famosa obra sobre questdes demograficas: Ensaio sobre o principio da
populacdo. Ele acreditava que a populacao tinha potencial de crescimento
ilimitado, e a natureza, inversamente, recursos limitados para alimenta-la.
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Exemplo 2.3 Foi observado que a populagdo de uma col6nia de bactérias dobra a cada trés
horas. Assumindo que a lei de Malthus de crescimento populacional é vdlida, obtenha o

tempo necessdrio para que a populacao triplique.

Resolucgao.

Por hipdtese, temos que a cada trés horas a populacdo dobra, de forma que:

p(t) = poe*t
2x = xer3
2 = g3
A = 0,231.
Logo a fungdo que queremos é p(t) = pye®?31t. Desta forma, temos que:
3k = k.e0231t
3 — 0231t

t = 4,75 horas.

Podemos ver que o tempo necessario sera de quatro horas e quarenta e cinco minutos.

Quero ressaltar um trabalho desenvolvido por Tacilene Campos Pereira [9] através
do PROFMAT com o tema MODELAGEM MATEMATICA NO ENSINO MEDIO: APLICACOES DO
MODELO DE MALTHUS. Nele foi utilizado o modelo de Malthus para descrever o

comportamento do tema gravidez na adolescéncia e também sobre o analfabetismo.

O projeto sobre a gravidez na adolescéncia foi escolhido por ser algo do cotidiano
nas escolas de ensino médio e foi desenvolvido pelo 3° Ano. Os alunos realizaram a pesquisa
bibliografica acerca do assunto, tratando os seguintes tdpicos: o que é a adolescéncia; quais
as possiveis causas de uma gravidez na adolescéncia; quais os riscos e consequéncias de se
conceber uma crianca nessa etapa da vida; quantitativo de gravidez ocorrida na
adolescéncia. Esses dados foram coletados no Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica
(IBGE) e o Sistema de Informacdo sobre Nascidos Vivos (SINASC). Com os dados, foi feito a
tabulagdo e interpretagao dos dados de modo que se pudesse obter uma fungao que
permitisse verificar o comportamento do percentual de gravidez na adolescéncia e fazer
previsdes sobre esse indice. Vale ressaltar que foi selecionada a faixa de 15 a 19 anos de

idade observando que pesquisas sobre o assunto referenciam essa faixa etaria.
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Analisando os dados de 2000 a 2010, e utilizando o modelo de Malthus chegou-se
gue a funcdo que representa a quantidade de nascidos vivos, filhos de maes adolescentes,
em t anos apds 2000, é A, = 721564.0,9689¢, e a quantidade total de nascidos vivos é de
A = 3206761 - 0,9888¢. A taxa percentual de nascidos de adolescentes no Brasil é dada
por P(t) = 22,5.0,9799¢ .

A parte que mereceu muita atencao foi para obter a funcdo sem utilizar um método
de recorréncia linear, pois, os alunos nao trabalham com esse conteudo. Para evitar isso,
podemos obter a taxa de crescimento a usando a férmula N; = N;_;(1 + «), a qual nos da

a em cada intervalo de medicao.
A autora relatou:

“Os alunos puderam debater questdes relevantes acerca do tema de forma
muito proveitosa e participativa, além de conhecer como se constréi um
modelo matematico para verificar o comportamento de algo que esta
relacionado ao cotidiano”.

Em relacdo ao projeto analfabetismo no Brasil, a construcdo da funcdo que
descreve o percentual de analfabetos no Brasil usou a andlise da quantidade de pessoas
analfabetas e o crescimento populacional. O universo da pesquisa sdo pessoas com idade
maior ou igual a 7 anos. Os dados foram obtidos da Projecao da Populacdo do Brasil de 2000
a 2060, da Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilio (PNAD) e do Censo Demografico,
sendo todas essas pesquisas realizadas pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica

(IBGE).

Usando o mesmo método chegou-se ao crescimento populacional dado pela funcdo
C, = 149234372 .1,0151%, j& a quantidade de analfabetos no Brasil é dada pela fungio
N, = 19146770.0,979" e a taxa que descreve o percentual de analfabetos é pela funcio

A, =12,83.0,9644".
Segunda a autora:

“Através da tabela e do grafico podemos observar que os dados obtidos através da
modelagem sdo muito proximos dos reais, descrevendo de forma muito aceitavel o
fendmeno em estudo, sendo, portanto, valido o modelo”.
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1.6 Modelo de Verhulst

A constante A na Equacdo (2.5) é chamada taxa de crescimento da populagdo; seu
valor é a diferenca entre a taxa de natalidade A,, e a taxa de mortalidade A,,;: A = A, — A,,.
Deve-se levar em conta a hipdtese de que A deve ser constante, ou seja, o modelo de
Malthus ndo leva em conta que o crescimento da populacdo aciona automaticamente certos
mecanismos de controle visando reduzir a taxa de crescimento. Ou seja, o modelo
Malthusiano ndo considera que em uma superpopulacdo, mudam-se os hdbitos sexuais e o
comportamento coletivo.

O modelo Verhulst considera que a taxa de crescimento decresce linearmente com
relagdo a populagdo p, isto é, A = a — bp com a e b constantes positivas, traduzindo-se pela
seguinte equacdo diferencial:

p' = (a—bp)p, (2.6)
conhecida como equacdo de Verhulst-Pearl, onde p é a populagdo no tempo t. Essa equagao
foi aplicada por Verhulst nas populages da Franca e Bélgica em 1834, e mais recentemente
em 1920, por Pearl e Reed no estudo da populagdo dos Estados Unidos da América.
Inicialmente podemos identificar que p(t) = 0 e p(t) = a/b = p,, sdo solugdes de (2.6).

Segue a resolucgdo formal da Equacgdo (2.6), que é separavel:

p' = (a- bp)p
_ 1
~ (a—bp)p
1 1 b

=t
p' ap a(a—bp)

b
P b
ap a(a—bp)

1(p b !
—fp—dt+—f P dt=fdt
al p a) a—bp

1

1
alnlpl —alnl(a —bp)|=t+c

1
p/

!

1=

In |ﬁ| =a(t+c)

ln|—p |
M@ Bp)| = gat+o)
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| P | — ea(t+c)
(a— bp)
Ip| = |(a — bp)| e**e®.

Supondo p(ty) = po,

Ipol = | a — bpo| e%oe.
Sepy#0e pg # %, obtemos:
|p| = | a- bp ea(t_to)
|Pol a — bpy

Como estamos considerando um modelo populacional, podemos supor p, > 0 e p(t) = 0,

VvVt € R. Desta forma,

P _
Po

a—bp
a—bpy

ea(t—to) .

a—bp(t)

e > ( para todo t (levando em consideragao a continuidade de
- 0

Vamos supor aqui que

p e uma andlise mais detalhada, podemos concluir que isto de fato isso sempre ocorre se
Po # % [1]), teremos:
p(t)  ae®=t) — ppealt=to
Po B a — bpy
p(t)(a — bpy) = apye®tto) — hpp,e(t=to)

p(t)(a — bpy + bpyeXt=t)) = gp,e*(t-to)

apoea(t—to)
a — bpy + bpye®(t—to)’

p(t) =
Assim encontramos a solu¢do para o modelo Verhulst dado por

p(t) =

apo
bpo+(a—bpg)e~2(t=to) *

. . . a
Podemos ver que o limite lim Fo__ ey =
t—o00 bpg+(a—bpg)e~a(t=to)

%. Esse valor p,, = %é chamada
de populagdo limite e é também um valor assintdtico da populacdo para qualguer que seja
po > 0. Se a populagdo py, > P, entdo p(t) decresce tendendo a py. Se 0 < Py < Poo,
entdo p(t) cresce de forma a tendendo a p,,. Como podemos ver na Figura 1. Esse modelo é

chamado também de crescimento logistico.
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Figura 1 Modelo Verhulst

orfa

S — -

Fonte: elaborado pelo autor

Vamos citar aqui o trabalho desenvolvido por Robinson Tavoni [10] para a obtencao
do titulo de mestre, cujo titulo é: Os modelos de crescimento populacional de Malthus e
Verhulst - uma motivagdo para o ensino de logaritmos e exponenciais. Nele o autor
apresentou o estudo sobre as Equacdes de Diferencas e Equacbes Diferenciais, e em
seguida, apresentou como o conteudo de Fungdes Exponenciais e Func¢des Logaritmicas sdo
apresentados nos livros diddticos no ensino médio. Em um capitulo da dissertacdo, foi
apresentado exercicios de alguns vestibulares que avaliam temas como Crescimento

Populacional e Resfriamento de um Corpo.

J4 o projeto desenvolvido por Robinson Tavoni tem como objetivo trazer uma
proposta de ensino de exponencial e logaritmo através de modelagem matematica de um
problema de crescimento populacional. Incialmente foi utilizado o software M3-
Matemadtica Multimidia [10]. Os recursos educacionais do software abordam praticamente
todo conteldo de matematica do ensino médio de forma variada. O software utilizado nesse
trabalho é o de Crescimento Populacional que tem como autor Samuel Rocha de Oliveira e
Leonardo Barrichello e os contetddos estudados foram: Exponencial, modelos de Verhulst e
Malthus, crescimento populacional, modelagem e modelo. Os objetivos foram: Estudar dois
modelos de crescimento populacional e explorar o crescimento exponencial de uma
populacdo usando o modelo de Malthus; explorar o crescimento populacional com

restricdes usando o modelo de Verhulst e fazer uma analise dos dados através de graficos.
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Apds os alunos compreenderem o software e compreenderem os dois modelos
populacionais, foi realizado um estudo com o crescimento populacional do Brasil de 1940 a
1996, onde foi identificado em quais periodos a taxa de crescimento obedece a forma

Verhulst ou Malthus.

Segundo a autor do trabalho Robinson Tavoni:

“Temos o anseio de que, partindo de um problema e da necessidade de resolver
essa situagdo, podemos mostrar a necessidade de aprender esses conteudos do
Ensino Médio, trazendo a relagdo entre eles com sentido pratico, sem utilizar
ferramentas decoradas e prontas e sim construir com os alunos essas
ferramentas”.

1.7 Resfriamento de um Corpo

A Lei de Resfriamento de Newton é uma aplicacdo das equacdes diferenciais para
resolver problemas relacionados a variacdo de temperatura em funcdo do tempo. Nessa
aplicacdo das EDOs, um modelo para o fendbmeno da variacdo de temperatura num corpo

com perda de calor para o meio ambiente. Considere-se as seguintes hipdteses:

(i) AtemperaturaT é a mesma em todo o corpo e depende apenas do tempo t;

(ii) A temperatura T, do meio ambiente é constante com o tempo e é a mesma em todo
ambiente;

(iii) O fluxo de calor através das paredes do corpo, dado por dT/dt, é proporcional a
diferenca entre as temperaturas do corpo e do meio ambiente:

dT
== k(T —Tp), (2.7)

onde k é uma constante positiva que depende das propriedades fisicas do corpo.
Observamos que quando T > T,, a temperatura do corpo decresce ao longo do tempo e
quando T < T,, a temperatura cresce.
Resolvendo a EDO (2.7) temos:
T'(t) = —k(T - T,)

T'(t)
T(t) - Ta

fT(tT)(—t)T = |

= —k
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In|T(t)— T,| = —kt+c
eIn[T()— Tyl — o—kt+c
T(t) — T, = e kt+e
T(t) = T, + e kttc,
Supondo que T(0) = T, é a temperatura inicial do corpo, temos que e¢ = T, — T,, assim
encontramos a fungdo que relaciona a temperatura de um corpo com o ambiente em fungdo
do tempo, dada por
T(t) =T, + (Ty — Tp)e .
Vamos fazer agora uma andlise dessa solucao.
e SeTy,>T, T(t)decresce;
o SeTy, <T, T(t)cresce;
e SeT, =T, T(t)ndo apresenta variagao.

Se t — o, temos que gim T, + (To — T)e ¥ = T,. A temperatura T, é chamada de
—00

temperatura de equilibrio.

Pode-se alterar o nosso modelo, supondo que a temperatura T, do meio ambiente
varia com o tempo ao receber (ou ceder) calor do corpo. As hipdteses do modelo serdo
mantidas, exceto a (ii) e, para deduzir a equagdo, vamos utilizar a lei da calorimetria, a
conservacgao de calor, que é um contelido abordado com grande énfase na disciplina de
Fisica do 2° Ano do Ensino Médio. Sejam entdo m e m, as massas do corpo e do meio
ambiente, designamos por c e c, os calores especificos do corpo e do meio ambiente, o qual
representa a quantidade de calor (em caloria) necessaria para elevar de 1°C a massa de 1g
do corpo. Identificamos como sendo Ty eT,, as temperaturas iniciais do corpo e do
ambiente e T(t) e T,(t) as temperaturas do corpo e do meio ambiente num tempo t. A lei
da conservacdo da quantidade de calor pode ser entdo expressa por:

mc(To —T) = mgca(Ty — Ta0) - (2.8)
Para resolver esta equagdo, vamos isolar T, para obter:

mc(To—T)+macqTa0

Ta - MqaCq !
e considerando a constante A = mmz , obtemos a expressao:
ata
Ta = A(TO - T) + Ta,O . (29)

Agora, substituindo (2.9) em (2.7), obtemos:
T'=—k(T —A(Ty —T) — Tao)
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T, = _kT + kATO - kAT + kTa,O
T'"+kT(1+ A) = k(AT + Typ) - (2.10)

Para resolver a EDO (2.10), vamos usar a técnica do fator integrante como vista na Se¢do 2.2

e, para isso, considere:
u= e—f(k+Ak) dt

— ,—(k+AK)t
u=e ( ) ’
e, usa dO esse |at0r i| tegl’ante, temos:

T(t) = f e RH AL (ATy + Top) dt

e—(k+Ak)t
T(t) = e ALK (AT, + Typ) f e~ (k+aIt gt

Fazendo a integragdo por substituicdo, com v = —(k + Ak)t, chegamos a:

T(t) = e®CH ALK (AT, + Tyy) (e~ (eHADE _ 0y,

(k+Ak)
Sendo M uma constante a determinar,

k(ATo+Ta0) |, kM(ATo+Tgg)ekHalt

T =- k+Ak k+Ak

Simplificando alguns termos chegamos a solugdo final dada por

—(ATo+Tq 0) + (ATy+Tg,0)Me kAT
1+4 1+4

T(t) =

onde a constante M é tal que T(0) = T,.

7

Exemplo 2.4 Um corpo a 100°C é posto numa sala, onde a temperatura ambiente se
mantém constante a 25°C. Apds 5 minutos a temperatura caiu para 90°C. Decorrida quanto

tempo estara a uma temperatura de 50 °C?

Resolugao
Como T=100°C, T, = 25°Ce Tz = 90°C, temos que:
T'(t) = —k(T(t) — 25)

J T(:) = at= |~k

In(T(t) —25) = —kt+c
T(t) — 25 = e ktte
T(t) = 25 + e~ kt+e,



25

Como Ty = 100 e T(5) = 90, temos que e = 75 e k = 0,0286. Pode-se escrever entdo a
fungdo T(t) = 25 + 75e7 %9286 ‘& com ela podemos concluir que o tempo necessario é de

38,4 minutos aproximadamente.

1.8 Dilui¢des de Solugdes

No cotidiano é muito comum realizarmos diluicdes. Por exemplo, geralmente os
rétulos de sucos concentrados indicam que o preparado desses sucos deve ser feito
acrescentando-se dgua numa proporcdo determinada. Adicionar dgua a um medicamento,
aplicar solventes préprios as tintas para deixa-las mais fluidas e misturar o detergente na
agua durante a lavagem de roupas sdo bons exemplos do processo de diluicdo. Podemos
encontrar uma EDO relacionada a este problema considerando o comportamento da taxa de
concentrac¢ao de certo produto ao longo do tempo.

Considere um reservatério contendo V litros de dgua pura, o qual comeca a receber
uma solucdo de dgua salgada (c kg de sal por litro de solu¢do) a uma razdo constante de a
litros/segundo. Um mecanismo de agitacdo no reservatorio mantém homogénea a solucdo
gue vai sendo formada. Simultaneamente ao processo de injecdo da dgua salgada, comeca-
se a retirar do reservatdrio a solugcdo formada, na razdo de a litros/segundo, de forma a
manter o volume do reservatério constante.

Seja x(t) a quantidade de sal em kg presente no reservatério num tempo t.
Portanto a concentragdo de sal na solugdo é x/V kg/l . Pode-se escrever a seguinte relagdo:

Z=ac-T. (2.12)
Podemos ver que esta é uma equagdo diferencial de 1° ordem, a qual pode ser resolvida

usando o fator integrante.

at

1
x(t) = 7[ evVacdt
ev

at at
x(t) =ace v (E) (ev +k)
—at  at
x(t) = cVe VvV (eV +k)

—at

x(t) = cV+kcVe Vv

—at

x(t) =cV(kev +1),
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e observando que x(0) = 0, obtemos k = —1, de forma que a solu¢do serd dada pela

férmula:

—at

x()=cV(l—ev).
Analisando esta solugdo, podemos concluir também que a concentragdo x(t)/V de sal no

reservatério tende a c quando t — oo.

Exemplo 2.5 Considere um tanque com 1000 litros (L) de agua pura que é conectado a
dutos de suprimento e descarga, conforme Figura 2. Em t = 0, ambos os dutos estdo
abertos, e a salmoura (solu¢do com dagua e sal), contendo 0,1 kg de sal para cada litro de
agua, é suprida pelo tanque com uma vazdo de 50L/min. A salmoura deixa o tanque pelo

duto de descarga também com uma vazdo de 50L/min, apds sua mistura com a dgua pura.

Obtenha uma relacdo para a quantidade de Figura 2: Dilui¢do de solugges
sal no tanque a qualquer tempo t e
determine a quantidade maxima de sal que

o tanque eventualmente contera.

Fonte: Livro Equag0es Diferenciais [2].

Resolugao
Seja x(t) a massa de sal no tanque a qualquer tempo t. O principio de conservagdo de massa

(2.11) para a quantidade de sal no tanque pode ser expresso como:

%f::(SOL/nnn)(OJ_Kg/L)—(SOL/nﬂn)(xgﬁ%l

Essa equacgdo pode ser reduzida a
& +0,05x = 5.
dt
Como a condigdo inicial do tanque para o problema é x(0) = 0, ja que no momento inicial, o

tanque n3o contem sal, é facil de obter a fungdo x(t) = 100( 1 — e~%%?) que relaciona a

quantidade de sal/L em fungdo do tempo.
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Como o exemplo pede a quantidade maxima de sal que o tanque podera conter, basta

calcular o limite da fungao quando x = oo, obtendo assim 100 kg de sal.

1.9 As Curvas de Perseguicao

Nesta se¢cdo, vamos ver um problema classico de EDO, o qual modela a curva feita
por um gato ao perseguir um rato que foge em linha reta. Vamos considerar que o rato se
encontra na origem do plano comendo um queijo, enquanto um gato faminto observa o rato
no ponto G = (a,0) e corre em sua diregdo. No mesmo instante o rato percebe o seu
inimigo e toma a decisdo de fugir em direcdo ao eixo y com velocidade constante v. A
estratégia do gato é correr sempre na dire¢do do rato, e faz isso com uma velocidade
constante w. Esse problema consiste em determinar a curva descrita pelo gato e determinar
em quais condicdes o gato encontra o rato, indicado na Figura 3 como sendo o ponto
E(0,y), cabendo a determinar o valor de y.

Apds um tempo t, o gato encontra-se num ponto P = (x,y) e o rato num ponto
Q = (0,vt). Podemos calcular o tempo t que o gato gastou para chegar em P, o qual é dado
pelo quociente do arco PG por w (a formula do comprimento do arco pode ser encontrada
em [20], pagina 489), isto é:

1 (e 2.12
£ = _f 1+ 1y (5)|2ds. (212)
w X

Figura 3: Curva de perseguigdo

Q (0, vt &

(.

Fonte: elaborado pelo autor
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Por outro lado, observando a Figura 3, e notando que y’ é igual a —tg @, onde 0 < a < 90°
é o angulo que v faz com o eixo x, temos:
0Q = y—y'x, (2.13)

e como w = vt, obtemos de (2.12) e (2.13) a equacgdo abaixo:
v a
—f 1+ |y'(s)|?ds =y —y'x.
w X

Derivando em rela¢do a x temos:

1+ [y ()% =xy", (2.14)

com ¢ = v/w. Observe que a substituicdo p = y' transforma a equacdo acima na equagdo

separavel

xp' =cy/1+p2. (2.15)

Resolvendo em p:

!

p___°¢
Jivp x

[—= dpzfidx.

1+p?

Podemos resolver a integral da esquerda usando a substituicdo trigonometriap = tg 0:

sec?6do
Vsec2 0

fsechH =clnx

=clnx

In|secd +tgb| =clnx + k.

Assim a solugdo de (2.15) satisfaz

In|yp2+1+p|=chnx+k,

onde x > 0. Temos como condigdo inicial que p(a) = y'(a) = 0, de forma que:

In (,/pz +1+ p) =In (g)
i)

c

Fazendo p = y' temos:

)

=[]
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= (G
RN
&)
=2 @

Integrando e usando a condigdo inicial y(a) = 0, chegamos as seguintes solugdes:

a N\ 61 a o1 e
Y= 2(c+1) (Z) T 2(c-1) (;) T 21 parac #1

1 x? l 1,a l _ 1
y =555~ alnx 2(2 ana),parac— )

Vamos agora analisar a solucdo:
Primeiramente, observe que o ponto de encontro, se existir, ocorrerd no ponto P(x,y) com

x = 0, pois o rato se move no eixo de y. Podemos concluir que se lim, y(x) = 400, entdo o
x—0

gato nunca encontra o rato.

e Sec=>1,isto év = w,o gato nunca ird alcangar o rato, pois analisando as solu¢des para
este caso, podemos ver que vale o limite lirgl+ y(x) = +oco.
X

e Se0 <c<1,istoév < w,ogatoira alcangar o rato no tempo dado por% e o ponto

, avw . ac avw
de encontro sera o ponto (O —) onde lim y(x) = — =—
P Tw2—p2 )’ x—0+ y(x) c2-1  w2-p?

Exemplo 2.6 Considere que um rato esteja na origem do plano cartesiano e um gato esteja
no ponto G(50,0) , e ao ver o rato corre a sua dire¢do, no mesmo instante, o rato percebe o
seu inimigo e toma a decisdo de fugir em dire¢do ao eixo y com velocidade v = 2m/s. A
estratégia do gato é correr sempre em dire¢do do rato, afim de captura-lo, determine o local

e quando que isso ocorre se o gato correr a uma velocidadew = 4m/s? Esew = 1m/s?
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Resolucao
Na 1° situagdo, substituindo os dados obtemos a fungdo y = g sx_o —+/50x + %, como o

encontro entre o gato e o rato acontece num ponto E(0,y), atribuindo x = 0, obtemos

. 100 . 0,100 - . .
assimy = T Assim o0 encontro ocorre no ponto E T e 0 tempo necessario para isso e

100
de e segundos.

x2 1250 100 ,
—— — —, SO que para

Na 2° situagdo, substituindo os dados obtemos a fungdo y = 15000 T

essa funcdo o x nunca poderd assumir valor zero, pois x = 0 é uma assintota vertical da

funcdo, logo, concluimos que com essas condi¢es o gato nunca alcangara o gato.

3. MODELAGEM USANDO EDO LINEAR DE SEGUNDA ORDEM

Neste capitulo, veremos exemplos de problemas envolvendo equacgdes diferenciais
ordindrias de ordem 2. Inicialmente, vamos trazer as definicdes e teoremas que
fundamentam a EDO a ser abordada, as demonstra¢cdes desses teoremas podem ser
encontradas no livro EquacgGes Diferencias Aplicadas (IMPA), autores Djairo Guedes de
Figueiredo e Aloisio Freiria Neves. J& em seguida, na Secdo 3.1 faremos um estudo sobre a
resolucdo das EDOs através do método da variacdo dos parametros e reducdo de ordem.
Vamos também estudar a EDO homogénea com coeficientes constantes. Na Secdo 3.2,
trataremos sobre a aplicacdo dessas equagbes em problemas fisicos.

Sejam p, q e f fungBes reais continuas definidas no intervalo aberto (a,b).
Considere a equacdo diferencial ordinaria linear de 22 ordem dada por:

x"(6) + p(O)x" + q(O)x = f(¢),
com condi¢des iniciais x(ty) = x, e x'(ty) = vy, sendo t, € (a,b), v, e x, valores fixados.
A partir disso, temos o seguinte teorema que assegura a existéncia e a unicidade da solucao

do problema de valor inicial.

Teorema 3.1: Se p, q e f sdo fungBes continuas em (a, b), entdo o problema de valor inicial
x"(t) +p()x" + q(t)x = f(t),com x(ty) = x, e x'(t,) = vy tem uma, e somente uma,

solugdo definida no intervalo (a, b).
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Além disso, o seguinte teorema nos mostra que é possivel combinar solu¢des linearmente
para obter solucdes novas, de forma que o conjunto solu¢cdo de uma EDO homogénea é um

espaco vetorial.

Teorema 3.2: Principio da Superposi¢dao. Se x; e x, sao solugdes da EDO homogénea
X"(t) +p(t)x’ + q(t)x =0, entdo a combinagdo linear ¢ = cyx; + c,x, também é

solugdo, para quaisquer constantes ¢, e ¢,.

Defini¢cdo 3.1 (Dependéncia Linear)
(i) Duas fungBes @4, @,:(a,b) - R sdo linearmente dependentes (l.d) se existe uma
constante k tal que @,(t) = ko, (t), paratodo t € (a, b).
(ii) Duas fungdes ¢4, @,: (a, b) = R sdo linearmente independentes (l. i) se a condigdo
a1 p1(0) + az92(t) =0,

paratodo t € (a, b) implicar que a; = a, = 0.

Definig¢do 3.2 Dadas duas fungdes diferencidveis ¢4, ¢,: (a, b) = R, o determinante

_ 01(t)  @2(D)
P1(t) @a(t)

é chamado o Wronskiano das fungdes ¢, e ¢,. Se o determinante Wronskiano for diferente

W@, 2]

de zero para algum t em (a, b), entdo as fungbes ¢, e @, sdo linearmente independentes e,

caso contrdrio, sdo linearmente dependentes, como mostra o seguinte:

Teorema 3.3 Sejam ¢, e ¢, duas fungdes diferencidveis definidas no intervalo (a, b), cujo
Wronskiano é diferente de zero em um ponto t, € (a,b). Entdo ¢, e ¢, sdo linearmente

independentes.

3.10btencgdo de solugdes

3.1.1 Método da variagao dos parametros

Vamos descrever, nessa secdao, um método para encontrar uma solucdo particular

de uma equacdo ndo homogénea. Esse método é conhecido como método da variacdo dos
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parametros ou método de Lagrange. Faremos um breve histérico da sua contribuicdo a
ciéncia [16].

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) nasceu em Turim, na ltalia e embora seu pai
guisesse que ele se tornasse advogado, desde muito cedo Lagrange despertou interesse pela
matemadtica. Desde 1755 até 1766 foi professor de geometria na Escola Real de Artilharia,
em Turim e, 13, ajudou a fundar a Real Academia das Ciéncias. Em 1764, a Academia de Paris
atribuiu-lhe um prémio, o primeiro de muitos, pelas suas investiga¢des sobre a Lua.

Em 1766, Lagrange sucedeu a Euler como diretor de Matematica na Academia de
Ciéncia de Berlim. Em 1787, deixou Berlim e tornou-se membro da Academia de Ciéncia de
Paris, onde permaneceu o resto da sua carreira. Em 1788, Lagrange publicou "Mécanique
Analytique", que continha todo o trabalho e investiga¢des feitas no campo da mecanica
desde Newton, e que se tornou notdvel pelo uso que fazia da teoria das equagdes
diferenciais. Com esta obra, Lagrange conseguiu transformar a mecanica num ramo da
analise matematica. O seu trabalho sobre teoria de equac¢des foi o que deu a Galois a ideia
de um grupo de permutagdes.

Durante os anos 90 do século XVII, Lagrange trabalhou em sistemas métricos e
investigou a base decimal. Lecionou na Ecole Polytechnique, escola que ele ajudou a fundar.
Foi nomeado, por Napoledo, primeiro para a Legidao de Honra e depois, em 1808, Conde do
Império. Em 1797, Lagrange publicou a primeira teoria sobre fun¢des de variavel real, apesar
de ndo ter explorado convenientemente a questdo da convergéncia.

Joseph-Louis Lagrange esteve bastante ligado a evolu¢do da Analise e foi até
considerado o maior matematico europeu da época. A ele devemos a nota¢do atual
de sucessdo u,, e foi também ele quem introduziu as nota¢des que ainda hoje utilizamos y' e
f'(x). Em 1739 Euler desenvolveu o método de variagdo de pardmetros, mas como Lagrange
seguiu seus passos, e manteve interesse em generalizar métodos e analisar novas familias de
equacdes exponencias, em virtude disso, tem-se a homenagem como método de Lagrange.

A principal vantagem do método de variagdao dos parametros é que é um método
geral, que pelo menos em principio pode ser aplicado a qualquer EDO.

Sendo assim, suponha que conhegamos um par de fun¢des Y, e Y, que sejam
solugdes l.i.de x"" + px' 4+ q = 0, onde p(t) e q(t) sdo fungdes continuas em um intervalo
aberto (a, b). Esse método de Lagrange consiste em determinar fungdes a; (t) e a,(t) de tal

forma que a funcao
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x(t) = Y1) () + P2 (H)az (D), (3.1)
seja solugdo da equagdo geral x"" 4+ px’ + q = f(t). Sendo assim derivando a fungdo (3.1)
obtemos:

x' = Prag +ra; +Piag +Pra;, (3.2)
onde omitimos a dependéncia explicita em t para simplificar a notacdo. Ora, estamos com

dois graus de liberdade na nossa busca, de forma que podemos impor a condicao:
0!11/)1 + aéll)z - 0. (3.3)

Logo, usando a condicdo acima, a Equacao (3.2) pode ser escrita como

x' = Pia +Pray, (3.4)
gue derivando nos da

x" = Pia; +Pra; + Piag + Pra;. (3.5)

Como queremos que x(t) seja solugdo da EDO de 22 ordem, levamos (3.1), (3.4) e (3.5) a
EDO de 22 ordem e usando o fato que 1, e Y, sdo solu¢des da homogénea, obtemos que:

Yrag +ra; = f. (3.6)
Agora usando as Equacdes (3.3) e (3.6) podemos montar um sistema de equacdes, e usando
a regra de Cramer conseguimos obter aje ;.

{0411/11 +aP, =0 N (1/’1 1l’z) (“1) _ (0>

aip +azhy' =f  \Y1 3/ \az f
a'1=_fwﬂ e a'2=_%, (3.7)

onde W é o Wronskiano de y; e 1, . Integrando as Equages (3.7), encontramos as fungbes

desejadas a,(t) e a,(t), que sdo:

a,(t) = — fwﬂdt +c  eay(t) = %dt+ Cy . (3:8)

Sendo assim, usando (3.8) em (3.1), temos a solugdo geral dada por:

x(t) = P,(t) [—f%dt+cl]+1/)2(t) [ %dt+c2].

Exemplo 3.1 Considere a equagdo x” — 6x’ + 8x = e3¢ . E facil de identificarmos que

Y, (t) = e?t eP,(t) = e* sdo solugdes L. i. da equacio homogénea x” — 6x’ + 8x = 0.
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2t

. e e 6t
O Wronskianode Y, e, é W = [ZeZt 4e4t] 2e
logo,
, €3fe4—t 1 ¢ , €3f€2t 1
= = 2e6t 267 az = 2e6t 2et
Integrando, temos:
1 4 1
a,(t) = —=e' eay(t) =——.
1( ) 2 2( ) 20t

Concluimos que uma solugdo particular é
£) = e2t _1t+4t TN _ 3t
x,(t) = e Se e =—e°
Portanto, a solucdo geral fica entdo

x(t) = a;e?t + ayett — e3¢,

3.1.2 Método da redugdo da ordem da equacgao diferencial

Nessa secdo vamos estudar o método da reducdo da ordem de uma EDO, que é
mais utilizado quando conhecemos uma solucdo da equacdo diferencial e queremos
encontrar uma outra solucdo linearmente independente da que temos. Esse método foi
desenvolvido por Jean Le Rond D’ Alembert [17].

D’ Alembert nasceu na Franca, sua mae escritora e seu pai cavaleiro das forcas
armadas. Mesmo assim foi abandonado em frente a uma igreja, foi adotado por um
vidraceiro e sua mulher que cuidaram como se fosse seu filho. D’ Alembert estudou teologia
e se formou em direito. S6 depois descobriu sua vocacao para a area da Matematica e Fisica.
Em 1741 gragas a seu trabalho sobre o Cdlculo Integral ingressou no colégio das ciéncias,
dois anos mais tarde publicou O Tratado da Dindmica, e onze anos depois foi nomeado
membro da Academia Francesa. Durante sua vida, D’ Alembert contribui para varias
descobertas, na fisica, na mecanica racional; principio fundamental da dindamica; problema
dos trés corpos; cordas vibrantes e hidrodinamica. Ja na Matematica estudou as equacdes
com derivadas parciais; equacdes diferenciais ordinarias; definiu a nocdo de limite;
demonstrou o Teorema Fundamental da Algebra e também provou que todas as equagdes

polinomiais a uma varidvel de grau N tém exatamente N solucdes.
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Considere uma solugdo ¢4: (a, b) = R da equagdo diferencial
x"+p®)x" +qt)x =0, (3.9)
onde p, q: (a,b) = R sdo fungdes continuas. O método de redugdo de ordem consiste em

buscar uma segunda solu¢do com a forma:

@2(t) = u(t)p.(0), (3.10)

onde u(t) é uma fungdo a determinar. Substituindo x por ¢, na Equagdo (3.9) obtemos:
u" @y +u'(pes + 2¢1) + uley +pe1 +q9,) = 0.
Como ¢, é solugdo, pode-se escrever:
u" @1 +u'(pey + 2¢1) = 0.

Fazendo v = u’, temos:

v+ (p +%) v=0, (3.11)

1

gue é uma equacdo diferencial linear de 1° ordem. Resolvendo (3.11) obtemos:

v(t)

_ —P(t)
= e ,
@i (t)

onde P(t) é uma primitiva de p(t) e ¢ é uma constante. Como u' = v, temos:

1
u(t) = cf—e‘P(t)dt.
HO,

E assim uma segunda solucdo é dada por:
1
HO,

Podemos ver por que o método recebe esse nome, pois partimos da EDO de 22 ordem e,

e PO d¢.

@,(t) = <P1(t)f
através das substituicOes feitas, chegamos em uma EDO de 12 ordem.

Exemplo 3.2 Considere a EDO x2y"" — xy’ + y = 0. Mostre que y; = x é solugio daEDO e

obtenha uma outra solug¢do y,.

Resolucgao

Pra provar que y; € solugdo, basta calcular y;"’ e y;' e depois substituir na equago.
Comoy; =1ley;, =0, temos:

x?y" —xy'+y=0x2—1x+x=-x+x=0.
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Ja para obter a outra solucdo, vamos aplicar o método da reducdo de ordem. Para isso,
considerando y,(x) = u(x) y;(x) = u(x) x, vamos calcular a 12 e 22 derivada de y, e

substituir na EDO para podermos encontrar u(x).
Temosquey; = u'x+ u e yy =u'"x + 2u'. Substituindo na EDO, temos:
0=x%y"—xy' +y=x?W'x+2u) — x(u' x + u) + ux
= x3u" + x2u’
=>xu" +u =0.

Fazendo a mudanca de variavel, de u’ = v, temos:

xv' = —v
vl
X
Inv=—Inx
1
v==-=1u'
X

Assim u(x) = Inx e concluimos que a solugdo é y,(x) = xIn x.

3.1.3 Equagoes Lineares homogénea de 2° ordem com coeficientes constantes

Nesta secdao vamos estudar a equacdo:
x"+px' +qx =0, (3.12)

com p e g constantes reais.

O método de resolugdo consiste em buscar solucdes na forma x(t) = e*!, onde A é
um parametro a determinar, o qual podera ser um nimero complexo. Se quisermos que
x(t) = e* seja solugdo da (3.12), entdo podemos calcular a derivada de 1° e 2° ordem de
x(t) e substituir na equagdo, obtendo dessa maneira que:

AZe + prert + gelt = 0.
Dividindo os termos desta equacdo por e*t, chegamos a
M +prA+q=0, (3.13)

gue é conhecida como equagdo caracteristica ou equagdo auxiliar da EDO.
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Como a equacado caracteristica € uma equacao do 2° grau com coeficientes reais, ela
pode ser resolvida pelo método de completar quadrados e suas raizes podem ser: duas
raizes reais e distintas, reais e iguais, ou complexas conjugadas. Sendo assim temos trés

casos a se analisar em fung3o do discriminante p? — 4q da equag3o caracteristica.

Caso I: Se p? — 4q > 0. Para esse caso temos duas raizes reais distintas:

A = -p+(Yp?-4q) A = -p-(Jp?-4q)
1= 5 €A = -, -

Consequentemente:

X, =e e X, =e
E facil de verificar que o Wronskiano dessas duas solu¢des é diferente de zero, o

que nos diz que x; e x, sdo l.i.. Podemos entdo encontrar a solugao geral usando o seguinte

teorema.

Teorema 3.4: Se x; e x, sdo solugdes [. i. da EDO (3.12), entdo x = c1x1 + C,X, , cOM €y € Cy

reais, é a solucdo geral.

Exemplo 3.3 Encontre a solugdo do problema de valor inicial x"" —5x’' + 6x = 0 com

x(0)=2e x'(0) = 3.

Resolucgdo
Suponha que x(t) = e seja solucio, podemos escrever entdo a equacio caracteristica
A2 —51+6=0,
de onde temos as raizes
M=3 e A =2.

Logo, as solugBes particulares sdo x; = 3t e x, = e?!, assim a solugdo geral é dada por
x(t) = ¢e3t + c,e?t. Como temos o valor inicial x(0) = 2, x'(0) = 3, podemos encontrar
os valores das constantes de c; e c,.
Substituindo x(0) = 2 na solugdo geral, obtemos:

2=ce30+ 2?0 =¢; +c,.
Substituindo x'(0) = 3 na derivada da solugdo geral obtemos:

x(t) = 3c.e3t + 2c,e?t
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3 =3c¢,e3% + 2¢c,e%% = 3¢; + 2c,.

. Lty =2 _ _
Agora resolvendo o sistema {301 +2c,=3 obtemosc; = —lec, = 3.
Ent3o a solucdo do problema é dada por x(t) = — e3t + 3e?t,

A Figura 4 mostra o grafico da solucao.

Figura 4: Solugdo da EDO x'"-5x'+6x=0, com x(0)=2 e x'(0)=3

X

Caso ll: Se p? — 4q = 0. Para esse caso, temos um Unico valor de A:

A=,

e dai obtemos apenas a solugdo x;(t) = e_p?t. Precisamos determinar uma outra solugdo
x,(t), de modo que x; e x, sejam L.i. A ideia serad usar o método de redugdo de ordem da
equagdo que foi tratada na Seg¢do 3.1.2. Conhecida a solugdo x;, buscamos outra da forma
x(t) = u(t)x,(t).
Substituindo esse x(t) na Equacdo (3.12) obtemos:
ulxy" +pxy" + qxq] +u"xg +u' (pxy +2x,") = 0.

Tendo em vista que x; ¢ solugdo e fazendo u’ = v, obtém-se:

< Zx{)
vV+|lp+—|v=0.
X1

Podemos ver que, para a solugdo x; dada, o termo entre paréntese é zero. Logo
vV=0>v=c=>u=ct+c.
Portanto, qualquer fungdo da forma (ct + ¢')x;(t), onde c e ¢’ sdo constantes, é solugdo de

(3.12). Tomando ¢ = 1 e ¢’ = 0. Obtemos uma 2° solucdo da forma

_pt
xX,(t) =te 2z,
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a qual, junto com x;, formam um conjunto [.i. de solugdes.
Exemplo 3.4 Vamos obter, como exemplo, a solu¢do geral da EDO x"" — 10x’ + 25 = 0.

Resolugdo

Podemos escrever o polindmio caracteristico como A%?—10A+25=0. Como o

5 5t

determinante é igual a zero, temos as solugdes x; = e°t e x, = te>t e, com isso, a solugdo

geral fica x(t) = c;e°" + c,te®, sendo c; e ¢, constantes arbitrarias.

Caso llI: Se p? — 4q < 0. Aqui, temos duas raizes complexas conjugadas:
M=—-u+iv e AM=-u-—iv,
P -1 _ 2 x 5.
ondeu = Sev 2,/4q p*. Logo, as duas solugdes da (3.12) sdo:
xl(t) = e Utpivt X, = e—ute—ivt’
que podemos ver também que s3o L. i., pois seu Wronskiano é igual a 2ive™?%t = 0. Entdo a

solugdo geral é

x(t) = e (¢, e + e ™), (3.14)

onde c; e c, sdo constantes arbitrarias.

A solucdo que encontramos envolve fungGes complexas, as quais podemos
expressar usando func¢des reais e o numero complexo i. Para que possamos fazer isso,
devemos entender o comportamento da funcdo e, onde t é um ndmero positivo ou
negativo. Faremos a utilizacdo da expansado da exponencial por séries de Taylor dada por

n
et = Z?f:ojl_!-
Substituindo t por it e rearranjando a equagao, temos:

. m(it)"_l it 2 it3 t*
=) = ltnm ot

3 o (_1)nt2n ' o (_1)nt2n+1
_Z 2n)! +ln:0 Zn+ D!

Obtemos entdo, observando as séries de Taylor das funcdes cos e sen (ver em [20]) que:

et =cost+isent. (3.15)
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Da mesma forma, podemos obter que

e”t = cost —isent. (3.16)

Faremos agora a substituicdo das Equacdes (3.15) e (3.16) na Equacdo (3.14):
x(t) = e (¢ et + ¢, et
x(t) = e *(cq (cosvt +isenvt) + c,(cosvt —isenvt))
x(t) = e " ((¢y + ¢cz) cosvt +i(c; — ¢c;) senvt) .
Dessa forma a solugdo geral dessa EDO é x(t) = e *!(c3 cos vt + ¢4 sen vt), sendo c3 e ¢,

constantes arbitrarias.

Exemplo 3.5 Determine a solugdo geral da equacdo diferencial y”’ — 2y’ + 3y = 0.

Resolucdo

Primeiro, vamos escrever o polindmio A% — 2A + 3 = 0. Resolvendo a equacdo de 2° grau

. 2+v/-8 .
temos as raizes complexas A = = 1+iv2.

Portanto, u = —1 v = /2, e a solugdo geral é x(t) = ef(c; cos V2t + ¢, sinV/2t).

3.2 Aplicagdao das Equag¢oes Diferenciais de Segunda Ordem

3.2.1 A dinamica de uma particula

Primeiramente vamos estabelecer alguns principios bdsicos da Mecanica
Newtoniana. Essas nog¢des primitivas (no caso, leis fisicas) sdo escolhidas visando a se obter
um modelo matematico adequado e representativo dos fenémenos reais. Considerando o
movimento de uma particula no espago R3,vamos designar por X(t) = (x(t),y(t),z(t)) o
vetor posicdo da particula no instante t e assim o vetor velocidade serd a 12 derivada
X'(t) = (x'(t),y'(t),z'(t)) do vetor posicdo. Define-se a partir dai o vetor aceleracdo
como sendo a 22 derivada X" (t) = (x"'(t),y" (t),z" (t)) do vetor posicdo.

Supondo que a particula tenha massa m e que seu movimento seja causado por um
campo de forgas no R3 designado por F(x) = (f;(x,y,2), f>(x,y,2), f3(x,y,2), a segunda
lei de Newton nos garante uma relacdo entre a aceleracdo da particula e a for¢a que produz

o0 movimento da seguinte forma:
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F =mX", (3.17)
onde F e X" sdo calculados no mesmo ponto (x, y, z).

Ja a primeira lei de Newton nos diz que, sem a acdo de forcas, uma particula ndo
pode mudar seu estado de repouso ou movimento. Ou seja, se a particula estiver em
repouso, assim ela permanecerd, e se ela estiver em movimento, ird permanecer em
movimento com velocidade constante. A primeira lei é obtida da segunda lei, pois se F = 0,
entdo integrando (3.17) obtemos X' = C. Logo, se nho momento t = 0, o corpo estd em
repouso, isto é X'(0) =0, entdo X'(t) = 0 para todo instante t. Se no instante t = 0,
X'(0) = C # 0, entdo X(t) = Ct + X(0), ou seja, a velocidade é constante.

A terceira lei de Newton, conhecida como lei da agao e reagao, nos diz que, duas
particulas exercem forcgas entre si, essas for¢as sdo iguais em mddulo, tem a mesma direcao
da reta que une as duas particulas e tem também sentidos opostos.

Tendo em vista a compreensao da dindmica de uma particula, vamos fazer agora a

discussdo de alguns exemplos de aplicacdo em Mecanica.

3.2.2 Langamento Vertical

Considere o problema envolvendo o lancamento vertical sob a a¢do da gravidade.
Para esse modelo matemadtico considere as seguintes observagdes:
e Considere o corpo como uma particula de massa m;
e Despreze a resisténcia do ar;
e Suponha que o movimento é regido pela segunda lei de Newton e que a Unica forga
atuante é a da gravidade.

A posicdo da particula serd referida a um eixo x com origem no solo e orientado

para cima como mostra a Figura 5:
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Figura 5: Queda livre de corpos
F%

* x(t)

0

Fonte: elaborado pelo autor

Num instante t seja x(t) a posi¢do da particula. Pela 2° lei de Newton temos:

14

mx'" = —mg. (3.18)
Integrando, obtemos:

x'(t) = —gt+c, (3.19)

onde a constante c é obtida fazendo t = 0, ou seja, ¢ é a velocidade inicial que definimos
por vy. Assim, (3.19) nos da
x'(t) = —gt+v,. (3.20)

Integrando novamente temos:

x(t) = —%gt2 + vot + ¢,
onde a constante ¢ pode ser determinada fazendo t = 0, e dessa forma temos ¢ = x;, que
é a posicao inicial da particula. Assim, a solugdo é:

x(t) = —%gt2 + vot + x. (3.21)
Com isso, obtemos a conhecida equacdo do movimento uniformemente acelerado pela

forca da gravidade.

Exemplo 3.6 Quanto tempo gasta um corpo abandonado a uma altura de 100 metros para

atingir o solo, desprezando a resisténcia do ar? Qual é a velocidade de impacto no solo?

Resolugao
Sabemos das consideragdes anteriores que x(t) = —%gtz +vot +xpex'(t) = —gt + v,.

Como a posigdo inicial é x, = 100m, temos que:
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x(t) = —%9,81.1‘2 + 0.t + 100 = —4,905t2 + 100.

Como queremos t quando o corpo chega no solo, devemos considerar x(t) = 0, logo:
—4,905t% + 100 = 0
t? = 20,39
t =4,51s.
Agora, para achar a velocidade final, basta calcular x'(4,51) = —9,81.4,51 = 44,29m/s.

3.2.3 Langamento vertical considerando a resisténcia do ar

Considere o modelo anterior modificado pela introducdo da hipétese de que ha
outra forca agindo sobre o corpo, considerada como resisténcia do ar, que serd sempre
oposta ao movimento. Vamos considerar para isso dois casos: (i) o caso que a forga
resistente seja linear; (ii) o caso em que a forga seja quadratica.

No caso (i) temos, pela segunda lei de Newton, que

mx'" = —mg — kx', (3.22)

onde k é uma constante positiva. Fazendo v = x’, escrevemos (3.22) como
v+ % =g, (3.23)
gue é uma equacao diferencial de 1° ordem. Aplicando a técnica de resolucdo da Secdo 1.2,

kt
usando o fator integrante u(t) = em, temos que:

1 ket
v(t) =—; | —gemdt
em
kt kt
v(t) = —ge m(Tem +c).
Sendo v(0) = v,, podemos escrever a solugdo de (3.23) por

mg
k

m kt
b o+ 2 (324

v(t) =—
A solugdo nos mostra que quandot — o temos que v(t) — —%; o valor absoluto

. , . . . , . m .
dessa velocidade é a velocidade limite e é designada por v, = Tg. Ou seja, um corpo em

queda livre com velocidade inicial vy = 0, tera a sua velocidade sempre inferior a v,

atingindo esse valor apenas quando t — oo, A expressdo (3.24) e a da velocidade limite nos
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mostram que corpos mais pesados tendem a cair mais rdpido do que corpos mais leves
guando estamos considerando a resisténcia do ar.
A Equacdo (3.24) pode ser escrita como:

U(t) = (vo + voo)e_% — Vg, (325)

e lembrando que v = x', podemos integrar (3.25) para obter
kt
x(t) = xo + % (Vo + Vo) (1 — e_ﬁ> — Ugt. (3.26)

J& no caso (ii), temos que a forgca resistiva depende quadraticamente da
velocidade. Devemos separar esse problema em dois casos, movimento ascendente e o
descendente. Para o movimento ascendente, a segunda lei de Newton nos fornece:

mx" = —mg — kx'?, (3.27)
e no movimento descendente
mx" = —mg + kx'?, (3.28)

onde k é uma constante positiva. Para integrar (3.27) e (3.28), fazemos x' = v de forma a

obter:
) kv? (3.29)
vV =—-g——
g m
e
, N kv? (3.30)
v =— —_—,
g m
gue sdo equacdes separaveis.
Escrevendo a Equacdo (3.29) na forma - = —g e fazendo u = /ngv, podemos

()

reescrevé-la como:

u k
P -9 m_g (3.31)
Integrando a Equagdo (3.31) e usando que [ 1ru2 dt = arctg u, chegamos a

—\/m_gt Ll (3.32)
v= 7% el -9 mg c .



45

Usando a condigdo inicial de v(0) = v, e usando que v, = \/% , temos que a solucdo da
Equacdo (3.29) fica sendo a

_ _ KVt _ g

v(t) = votg (a — ), coma = arctg .

0

!

Ja a Equacdo (3.30) pode ser escrita da forma _v—z = g efazendou = v\/mig, podemos
k )
) -1
mg

reescrever a equagéo como

=g |—. (3.33)

ul
u?-1

Integrando a Equagdo (3.33), e usando a relagdo [ dt = éln |Z—;1| +c, u? > 1,temos a

seguinte resolucdo

11 |u—1+ _ k .
Znu+1 €=4 mg
u—1 k
In |m|+2C—Zg /m_gt

. o m \ ~
Usando a condicdo que a vy, = \/Tg, chegamos a equacao

V-V 2ktv,
In [—2| + 2¢ = —=. (3.34)
Veo
o . e . , 1 Vo—7,
Usando a condigdo inicial de v(0) = v, encontramos que a constante é ¢ = —Eln v°+—v°° ,
0 0

com isso a solucdo da Equacgdo (3.30) fica sendo

V-V 2ktv, Vo=V,

2| = = 0 °°|,comv0¢voo.
V+Veo Vo +Voo

3.2.4 Movimento de Projéteis

O modelo a ser estudado considera o movimento de uma particula de massa m em

um plano (x,y) perpendicular ao solo. Suponha que no instante t = 0 ela saia da origem
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com uma velocidade linear v, e com um angulo a com a horizontal. O angulo a é

considerado angulo de tiro para esse caso, conforme a Figura 6.

Figura 6: Movimento de projéteis

v

Fonte: https://www.alfaconnection.pro.br/

Considere a hipdétese de que ndo ha resisténcia do ar e que a Unica forca atuante
seja a da gravidade. Designando por (x(t),y(t)) o vetor posigdo da particula no instante t,
temos, de acordo com a segunda lei de Newton, que:

mx" =0 e my" = —-mg. (3.35)
O vetor que indica a velocidade inicial é dado por
X'(0) = (x'(0),y'(0)) = (vo cosa,vosen a).

Integrando (3.35) obtemos:

x'(t) =vycosa ey'(t) = —gt + vysena. (3.36)

Integrando novamente (3.36) e considerando que a posigdo inicial é (0,0), obtemos:

x(t) =(vocosa)t e y()= —%gt2 + (vgsena)t. (3.37)

2

~ . s gx
na solugdo acima chegamos a y =

Fazendo a substituicdo de t = —_——
Vg cosa 2(vg cos a)?

x tg @ que é uma fungdo quadratica, isto é, uma parabola com concavidade para baixo.

Com isso, podemos concluir que:

, . , (vo sen a)?
e Aaltura maxima é dada por hyax = OT;

e A . s . . s sen2a
e A distancia maxima percorrida é d.x = (V)2 —

~ 2 2
e Otempodeduragaoét =%;
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e E, se variarmos a e mantermos v, constante, a distancia horizontal maxima atingida sera

(w)? .
Dpax = ; e isso ocorre quando a = 45°.

3.2.5 Movimento em planos inclinados

Neste caso, considere o movimento de um corpo descendo um plano inclinado sob
a acdo da gravidade e sujeito a uma for¢a resistiva devido ao atrito com o plano, conforme
Figura 7. Para esse problema temos trés forcas atuantes: a gravidade, a rea¢do normal N do

plano inclinado e a forca de atrito R.

Figura 7: Movimento em planos inclinados

el

mg

o

Fonte: elaborado pelo autor
Pela 2° lei de Newton temos:

12

mx" = —mgsena + R
my" = —mgcosa + N.

Como ndo ha movimento do corpo na diregdo y, vamos analisar apenas a primeira
equacdo. Ha dois casos interessantes a considerar, o caso de a forga resistiva ser linear com
relacdo a velocidade (R = —kx') e o caso dela ser quadratica R = kx'? (observe que R deve
ser positivo devido ao sistema de referéncia usado, pois a forca resistiva atua no mesmo
sentido que o eixo x, e por isso, o sinal do caso linear difere do caso quadratico).

No caso de a forga resistiva ser linear (R = —kx"), temos a equagdo

n

mx" = —mgsena — kx’, (3.38)
onde k é uma constante positiva. Fazendo a substituicdo v = x' na Equacdo (3.38) obtemos

v+ % = —gsenaq, (3.39)

que é uma EDO de 1° ordem.

Para resolver devemos calcular o fator integrante da Equacgao (3.39):
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k kt

onde tomamos a constante de integra¢ao ¢ = 0.

Agora, usando (3.40) na expressdo da solucdo geral da EDO de 1° ordem, temos:
1 kt
v(t) = g [(em (—gsena) + ) dt.
em

ke

m m -
g sena+(v0+;gsena)e m-,

Integrando com v(0) = v, chegamos a v(t) = e

No caso de a forga resistiva ser quadratica (R = + kx’z), temos a equagao

"

mx" = —mgsena + kx'?, (3.41)

onde k é uma constante positiva. Fazendo a substituicdo v = x' na Equacdo (3.41)

escrevemos
) kv?
v =-—gsena +—
m
v’ 1
sena vi
g m
e reorganizando, chegamos a
vl
= —gsina.

< \[—k )2 (3.42)
1—| [=—=———v
mgsena

Fazendo uz\/mg:enav temos que v’ =’ ’mgiena, substituindo na Equagdo (3.42)

obtemos

u’ k
12 gsena \[mg sena’ (3.43)

u’
1-u?

Integrando a Equagdo (3.43) e usando a relagdo que | dt = —%ln |Z—:| +cut>1

podemos escrevé-la como

—=In +c=—gsena

1 |u—1 k
2 lu+1 mgsena

u—1 .
In |E —2c = ngma\/

mgsena
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- mgsena \ ~
Usando a condicdo que v, = /T’ chegamos a equacao

In [1=¥e| — ¢ = 2KVt (3.44)
Veo ’
Usando a condigdo que v(0) = v,, encontramos que a constante é ¢ =§ % , com
0 (=]
isso a solucdo da Equacdo (3.40) fica sendo
V— Vg 2kv,t Vo — Voo
ln| |= + In |,comv0¢vm.
UV + Vyp m Vo + Vg

3.2.6 Velocidade de escape

A lei da gravitacdo Universal de Newton estabelece que duas particulas de massa m
e m’, colocadas a uma distadncia d uma da outra, se atraem mutuamente e as forcas de
atragdo tém intensidade Gmm’/d?, onde G é a constante de gravitagdo universal. As forcas

atuam ao longo da reta que une as duas particulas, de acordo com a lei da acdo e reacdo.

Figura 8: Velocidade de Escape

-~
Y
A
F'
F
b
0 X
Fonte: elaborado pelo autor
v = vetor unitario com direcdo OA
Gmm'v , Gmm'v
F=—w Fr=-—3

dZ

No estudo da forga gravitacional da Terra sobre os corpos fora dela, podemos supor

gue toda a massa M da Terra estd concentrada em seu centro, e entdo podemos tratar o

problema como o da atracdo entre duas particulas. O problema da forca gravitacional da
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Terra sobre um corpo em seu interior é mais complexo e ai ndo se pode modela-lo tratando
a Terra como uma particula.

A constante G tem o valor de 6,67.1078 unidades CGS (Sistema de unidades
fisicas). Observe que a formula implica que as forcas gravitacionais entre pequenas massas
sdo insignificantes e por isso essa forca entre pequenos objetos é desprezada na superficie
da terra.

Vamos considerar o problema do deslocamento vertical de uma particula de massa
m sujeita apenas a forca gravitacional da Terra. Esse seria um modelo simplificado da
ascensdo de um foguete, pois despreza a resisténcia do ar e a variacdo de massa do foguete
conforme o combustivel é usado, fatores que desempenham um papel essencial no
fenémeno. O modelo é mais realista para um estagio mais adiantado do fenémeno, quando

o foguete ja saiu da atmosfera e ja liberou varios de seus tanques de combustivel.

Figura 9: Forga gravitacional da Terra sobre os corpos

e

-GmM
2
0 ¥
& % ' 3
Centro da Terra X X
Fonte: elaborado pelo autor
Usando a segunda lei de Newton, temos
R L (3.45)

onde M é a massa da Terra. Por outro lado, quando x = R (R = raio da Terra), a aceleracdo

do corpo é —g, e, portanto,

mg = Grzm. (3.46)
Reorganizando a Equagdo 3.45 temos:
f = _GMm __ GM __ gR? (3.47)

x2m x2 x2’
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Chamando de v(t) = x'(t) e considerando separadamente os movimentos de ascensdo e

gueda, podemos considerar v como funcdo de x e, entdo:

dv __dvdx _ _dv
dt ~ dxdt  dx’
dv grR? . ~ s N
Logo de (3.47) escrevemos v-= —"—e integrando em rela¢do a x, chegamos a:
2gR?
b2 = 29R L (3.48)
X
Suponha que para x = R temos v = v, (movimento ascendente) ou v = —v,

(movimento descendente) para obtermos o valor da constante e dai:

v(x):$J(00)2+2gR (g_l)_ (3.49)

Onde o sinal de (+) corresponde ao movimento ascendente e o sinal de (=) ao
movimento descendente. Da expressdo (3.49), podemos identificar coisas relevantes a
respeito do movimento ascendente:

(i) A velocidade decresce com a altura;

(ii) Se (vy)? = 2gR, a velocidade nunca se anula, portanto o corpo continua em ascenc¢do

para sempre. A velocidade inicial vy = ,/2gR é, por isso, chamada de velocidade de escape.

A expressdo (3.49) nos fornece a velocidade de impacto sem a resisténcia do ar de um corpo

abandonado a grande distancia d da Terra. Paraisso, use x = d + R e v(x) = 0 e obtenha

, 2gR?
Vo = — ZQR—;’?.

Observe que, se d for muito grande comparado com o raio R da Terra, a velocidade

de impacto é praticamente igual a velocidade de escape.

3.2.7 Movimento de um foguete

Considere que um foguete é lancado verticalmente da superficie da Terra com
velocidade v(0) = v,. O movimento do foguete se deve pela eje¢do para baixo dos gases de
ignicdo com velocidade V. Para esse problema vamos considerar a hipdtese que ndo ha
resisténcia do ar e que a Unica forca existente é a gravidade. Referimos neste caso o
movimento do foguete a um eixo x vertical dirigido para cima com origem na superficie da

Terra; para isso considere que: o intervalo de estudo é [t, t + §t], a massa total do foguete
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no instante inicial t € m(t), ja a sua massa no instante final, pds queima do combustivel, é
m(t + &t), com isso a massa inicial do gas é m(t) — m(t + 8t) e a massa final é 0, visto que
todo o gas é perdido na queima. Chamaremos de velocidade do foguete no tempo t por
v(t), a velocidade do gas em relagdo ao foguete por V(t) e a velocidade do gas em relagdo a
terra por v(t) + V(t). Resumindo, temos o seguinte:
e Massa inicial do sistema foguete/combustivel: m(t);
e Massa final do sistema foguete/combustivel (a qual coincide com a massa do foguete sem
o combustivel): m(t + 6t);
e Massa inicial do combustivel/gas: m(t) — m(t + 6t);
e Massa final do combustivel/gas: 0;
o Velocidade inicial do foguete: v(t);
e Velocidade final do foguete: v(t + 6t);
¢ Velocidade inicial do combustivel/gas em relagdo a Terra: v(t) + V(t);
e Por fim, temos a velocidade final do combustivel/gas em relagdo a Terra: v(t + 6t) +
V(t+ 6t).

Para equacionar esse problema, devemos aplicar a segunda lei de Newton dada por

dp . . .
F = - emque P corresponde a quantidade de movimento P = m.v. Portanto temos a

seguinte equagao

dp (3.50)
F=-mg = T

em que P ¢ a soma da quantidade de movimento P (do foguete) com F, (do gds).
Temos que:

APy =m(t + 6t)v(t + 6t) — m(t + 5t)v(t)

AP, = 0(v(t + 6t) + V(t + 60)) — (m(t) — m(t + 6t))(w(t) + V(1))
Assim a variagao total da quantidade de movimento é:
AP; + AP, = m(t + §t)v(t + 6t) — v(O)m(t) + V() (m(t + 6t) —m(t)).  (3.51)

Fazendo a substituindo (3.51) em (3.50) temos que:
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d(Pr+PF)) i AFr + AP,
dt 5t—0

A g ! i
—5r = (m@®v()) + V(). m'(t)
e desenvolvendo a expressdo do 2° membro da equacgdo temos

d(PZ:—Pg) =m'(Dv(t) + m(Ov'(t) +V(Em'(6).

Substituindo u(t) = v(t) + V(t), a velocidade dos gases no instante t, chegamos a equagdo
—mg = m(t)v'(t) + u(t)m'(t) (3.52)

gue é a equacdo do movimento vertical ascendente de um foguete sem considerar a
resisténcia do ar. Considerando que a velocidade de ejecdo dos gases u(t) é constate no

tempo, podemos resolver a equacao da seguinte forma. Organizando a equagdo chegamos a

' um
vV =—g——,
m
reorganizando temos
udm
dv = —gdt - ==
m

E integrando ambos os membros e lembrando que u é constante, temos:
v t mudm
dv= | —gdt— —_—
Vo 0 mo m

v(m) = vo—gt—uln(%).

E a solucdo final é:

4. PROPOSTA PARA O ENSINO MEDIO

4.1 Movimento de Projéteis

A ideia inicial da dissertacdo era a aplicacdo dessa proposta com certa turma de
alunos (9° Ano), mas por motivo da epidemia de COVID-19 ndo conseguimos colocar em
pratica, ja que as aulas presenciais foram canceladas e a interacdo entre os alunos era o
fator fundamental nessa proposta. Sendo assim, faremos a apresentacdo dessa proposta
para que possa ser utilizada como avaliacdo do conteudo de funcdo quadratica, ou seja, em

turmas do 92 ano do Ensino Fundamental ou 12 Ano do Ensino Médio.
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Com a execucdo deste projeto, esperamos ajudar os alunos envolvidos a utilizar
estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos para interpretar, construir
modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando os resultados e adequando
as solucdes obtidas. Com isso, queremos que os alunos investiguem outros problemas que
envolvam os conceitos tratados, despertando dessa forma o interesse dos alunos pela
investigacdo. Na BNCC, temos as seguintes habilidades que competem aquelas citadas nesse

paragrafo:

(EM13MAT301). Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de
outras areas do conhecimento, que envolvem equagdes lineares simultaneas,
usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT302). Construir modelos empregando as fung¢des polinomiais de 12 ou
292 graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

7

Outra competéncia que a BNCC apresenta é a de compreender e utilizar diferentes
representacées matemadticas (mesmo objeto em varios contextos) na busca de solugdes de
um determinado problema. Como no projeto vamos realizar varios experimentos, os alunos

vao ter que analisar cada dado obtido. Temos a seguir as seguintes habilidades:

(EM13MAT402). Converter representagdes algébricas de fungdes polinomiais de 22
grau em representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais uma varidvel for diretamente proporcional ao quadrado da outra,
recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica,
entre outros materiais.

(EM13MAT404). Analisar fungGes definidas por uma ou mais sentengas (tabela do
Imposto de Renda, contas de luz, agua, gas etc.), em suas representagdes algébrica
e grafica, identificando dominios de validade, imagem, crescimento e
decrescimento, e convertendo essas representagdes de uma para outra, com ou
sem apoio de tecnologias digitais.
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Uma outra competéncia estd ligada a capacidade de investigacdo e de formulacdo
de explicagbes que podem emergir da experiéncia que serd realizada nessa proposta. Para

isso, temos na BNCC, as habilidades:

(EM13MAT502). Investigar relagcbes entre numeros expressos em tabelas para
representd-los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas
para generalizar e expressar algebricamente essa generalizagdo, reconhecendo
quando essa representacdo é de funcdo polinomial de 22 grau do tipo y = ax>.

(EM13MAT503). Investigar pontos de maximo ou de minimo de fungdes
guadrdticas em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou
Cinematica, entre outros, com apoio de tecnologias digitais.

Devido a natureza da proposta, seria interessante que os alunos conhecessem um
pouco da histdria do foguete, o professor pode apresentar a turma ou indicar aos alunos que

facam uma pesquisa sobre o tema.

Como o funcionamento do foguete é fundamental para o entendimento do
problema e aplicacdo desta proposta, vamos fazer uma breve descricdo deste, os quais
funcionam, basicamente, usando as leis de Newton. Eles consistem em um projétil que leva
combustivel - sélido ou liquido - em seu interior, o qual é queimado progressivamente na
camara de combustdo, gerando gases quentes que se expandem. Os gases, por sua vez, sdo
expelidos para tras por um bocal (abertura na traseira) e, ao mesmo tempo, ocorre uma
reacdo na parede interna da cdmara oposta ao bocal (veja a imagem abaixo). Essa reagdo - a

gual damos o nome de empuxo - empurra o foguete para frente, ver Figura 10.
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Figura 10: Compartimento de um foguete

COMBURENTE COMBUSTIVEL

CAMARA DE COMBUSTAO
“| (eom bocal na parte interior

Os foguetes de combustivel liquido geralmente usam hidrogénio e oxigénio liquidos
como comburentes, para permitir a queima do combustivel, pois no espago exterior ndo ha
oxigénio. Comburente é a substancia que, ao combinar-se com outra, permite a combustdo
desta (muitas vezes utiliza-se, como sindnimo, o termo oxidante). A mistura é dosada por
valvulas e feita na cdmara de combustdo. Para poder entrar em érbita, é preciso que um
foguete possa atingir cerca de 28.440 km/h, a fim de escapar da gravidade terrestre, que o
puxa sempre para baixo. Essa é a velocidade necessdria para que um corpo fique em drbita
da Terra: cerca de 7,9 km/s (ou 28.440 km/h). Por conta disso, os satélites artificiais sdo
colocados em érbita com uma velocidade suficiente para compensar a for¢ca de atracdo
terrestre. Quando, contudo, o objetivo é lancar uma nave no espaco, ela deve escapar em
definitivo da atracdo da Terra e entrar no espaco exterior. Para tanto, precisa de uma
velocidade maior do que a utilizada nos satélites: 11,2 km/s de velocidade (o que chamamos
de velocidade de escape). Para conseguir essas altas velocidades, o foguete deve ser o mais
leve possivel. Mas, como os foguetes levam toneladas de estruturas metalicas, combustivel e
equipamentos adicionais, seus planejadores utilizam uma solu¢ao adicional: a construcao
em varios estagios. Os estagios se resumem a, basicamente, dois ou mais foguetes,
colocados um em cima do outro. Assim, quando o foguete do estédgio inferior queima todo o
seu combustivel, ele se desacopla do conjunto e aciona o segundo estagio, permitindo que o
corpo restante do foguete aproveite o impulso obtido e alivie o peso considerado "peso
morto", a fim de ganhar mais velocidade na subida.

A ideia do projeto é de apresentar uma atividade em grupo onde os alunos vao
construir um foguete de garrafa pet e realizar varias experiéncias aplicando os conceitos

adquiridos em sala de aula de forma interdisciplinar.
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Apos escolher a turma para a aplicacdo do projeto, serd necessario dividir a turma
em grupos de quatro alunos cada e, com o auxilio do professor regente, confeccionar a

construcdo da base do foguete (ver Apéndice A) e do foguete (ver Apéndice B).

Depois da construcdo, sugerimos que os alunos fossem levados a uma area de
seguranca, por exemplo, um campo de futebol, para que os alunos pudessem explorar o
funcionamento do foguete. E interessante também nesse momento os alunos identificarem
a melhor inclinacdo para obtermos o maior lancamento na horizontal e também a

guantidade de agua contida no foguete para que isso aconteca.

Sugere-se que isso seja registrado em uma tabela conforme modelo abaixo.

Angulo de inclinagdo (graus) | Volume de dgua (ml) Distancia (metros) Pressdo

40 psi

40 psi

40 psi

40 psi

Espera-se que a inclinagdo adequada seja de aproximadamente 45° e que a
guantidade de agua seja em torno de 650 ml, ver isso em [4]. Depois do reconhecimento do

funcionamento do foguete, é apresentado duas etapas de atividades.

1° ETAPA: Nessa etapa sugerimos uma competicdo entre os grupos para saber qual equipe
consegue lancar o foguete a maior distancia horizontalmente. Essa distancia sera medida da
marca de seguranca até o ponto de parada do foguete, e para isso, cada equipe tera direito a
trés lancamentos. Para a classificacdo final, serd considerado o melhor alcance de cada
equipe e vence quem atingir o maior valor. Sugere-se que haja uma premiacao para a equipe
camped, e também como uma forma de motivacdo e dar continuidade nos anos seguintes,

sendo dessa forma um evento da escola.

2° ETAPA: Essa etapa é destinada para que os alunos realizem varios lancamentos do foguete

e realizem a filmagem de seu trajeto com um Smartphone, selecionando o video com a
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melhor qualidade e com a menor variacdo ao longo do percurso. Essa filmagem deve ser
feita de forma perpendicular ao plano da trajetdria do foguete.

Com o video do lancamento escolhido, pede-se para que cada equipe baixe no seu
Smartphone o aplicativo VIdAnalysis que esta disponivel na Play Store. Com esse aplicativo,
podemos colher varias informacdes importantes da trajetdria do foguete. Um tutorial do
aplicativo se encontra no Apéndice C.

Para isso sugerimos os seguintes registros e analises graficas:

(i) Tempo x Distancia (eixo x);
(i) Tempo x Distancia (eixo y);
(iii) Distancia (eixo x) x Distancia (eixo y).

Para o grafico distancia (eixo x) x distancia (eixo y) as equipes devem ajustar uma
funcdo quadratica que descreve a curva, e também identificar o ponto de queda do foguete
(zero da funcdo) e a altura maxima atingida pelo foguete.

E de grande importancia a obtenc¢3o da fung¢do quadratica que relaciona a distancia
(eixo x) x distancia (eixo y), pois podemos identificar de que forma eles iram adquiri-la. Pois,

podem usar os dados do vértice os dos zeros da funcdo para obter a funcao.

4.2 Modelo Malthusiano

Essa proposta foi escolhida por ser um tema muito relevante para os dias atuais,
pois descreve o crescimento ou decrescimento de certa popula¢do, podendo ser usado para
estudar o crescimento populacional de uma regido, o crescimento de certa contaminacao,

como a da COVID-19, ou a existéncia de certa substancia em um organismo.

O estudo do modelo Malthusiano pode ser aplicado a uma turma do 1° Ano do

Ensino Médio, pois nesse ano escolar sdo estudadas as Func¢des Exponenciais e Logaritmicas.

A aplicacdo dessa proposta se baseia na BNCC, pois abrange a competéncia 1
especifica de utilizar estratégias, conceitos e procedimentos para interpretar varias situacoes
em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e

Humanas, das questdes socioeconémicas ou tecnolégicas. A habilidade que se compete é,
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(EM13MAT101). Interpretar criticamente situagdes econdmicas, sociais e fatos
relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagdo de grandezas, pela
analise dos graficos das fungbes representadas e das taxas de variagdo, com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

J4 na competéncia 2 da BNCC, compete ao aluno a agao de investigar desafios do

mundo contemporaneo e tomar decisdGes éticas e socialmente responsaveis com base na

analise de problemas sociais, como os voltados a saude e sustentabilidade. Assim o aluno

pode tomar ac¢des adequadas que contribui para o desenvolvimento da sua regido e,

preferencialmente, de sua comunidade.

A competéncia 3 da BNCC, descreve a busca estratégias, conceitos, definicGes e

procedimentos matematico para construir modelos que envolvam o crescimento

populacional de sua comunidade ou até mesmo do pais. E com isso, analisar os resultados de

modo a construir argumentacdes para tais situacées e até mesmo tomar agdes conjuntas

para o bem da comunidade como um todo. As habilidades atingidas com isso sdo,

(EM13MAT304). Resolver e elaborar problemas com fungbes exponenciais nos
quais seja necessario compreender e interpretar a variagdo das grandezas
envolvidas, em contextos como o da Matematica Financeira, entre outros.

(EM13MAT305). Resolver e elaborar problemas com fun¢ées logaritmicas nos quais
seja necessdrio compreender e interpretar a variagdo das grandezas envolvidas, em
contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira,
entre outros.

Essa atividade pode ser utilizada como avaliativa, pois envolvem todos os conceitos

das func¢bes Exponenciais e Logaritmicas, e vem de encontro com a habilidade descrita na

BNCC,

(EM13MAT403). Analisar e estabelecer relages, com ou sem apoio de tecnologias
digitais, entre as representa¢Oes de fungdes exponencial e logaritmica expressas
em tabelas e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais

(dominio, imagem, crescimento) de cada fungao.
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A atividade a ser proposta é uma forma mais aprofundada de estudar as funcdes
Exponenciais e Logaritmicas, pois, analisando alguns livros didaticos, podemos verificar que
guando se trata de problemas que envolvem uma aplicacdo dessas funcGes, na maioria das
vezes a funcdo ja esta estabelecida. Sendo assim, o aluno acaba resolvendo equacgdes e ndo

é trabalhada a construcdo da funcao.

Como exemplo, no livro do ensino médio Conexdes com a Matemdtica [8], do autor
Fabio Martins de Leonardo, o Capitulo 7 trata do estudo da Fungdo Exponencial e o autor
apresenta como introdugdo ao assunto o tema do crescimento populacional do Brasil. Para
tal estudo, o autor observou a taxa de crescimento entre os anos 2000 e 2010 que foi de
1,17% ao ano e desta forma, ja conclui-se que essa taxa descreve a fungdo como um todo,
ndo analisando os demais intervalos de tempo. A funcdo que descreve a populacdo em
fungdo do tempo no livro foi de P = 190755799 .1,0117:72%10 para t > 2010 e para
descrevé-la ele adequou a férmula do juro composto. A mesma observacao pode ser feita
nos livros Matemdtica [7], autores Eduardo Chavante e Diego Prestes e do livro Matemdtica

Paiva [6], autor Manoel Paiva.

Levando tudo isso em consideracdao, essa proposta consiste em estudar o
crescimento populacional do Brasil. O objetivo da proposta é obter uma fungdo exponencial
nos moldes do modelo Malthusiano e depois analisar se ela se enquadra ou ndo no
crescimento da populacdo. Para tal estudo, tem-se na tabela abaixo a populac¢édo do Brasil no

decorrer de alguns anos, esses dados foram coletados do site do IBGE.
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Vou citar a seguir uma sugestdo de procedimentos que podem ser feitos para

analisar tal situacdo.
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(1) Primeiramente pode-se determinar a taxa anual de crescimento/decrescimento entre
cada intervalo do censo. Sugere-se que o professor apresente o Modelo Malthusiano para a
turma mostrando a sua aplicabilidade. Enfim, sugere-se entdo a utilizagdo da formula, Py =
P,e*t, sendo P; a populagio final, P; a populagdo inicial, A a taxa de

crescimento/decrescimento e t sendo o tempo.

Resolugao
e Entre 1872 e 1880
14,3 = 9,9¢*®
1,444 = €%
In 1,444 = Ine®
A = 0,046 (4,6% ao ano)
e Entre 1880 e 1900

17,4 = 14,3e*?°
1,2168 = e2*
In1,2168 = In e2%*
A =0,0098 (0,98% ao ano)
e Entre 1900 e 1920
30,6 = 17,4e*?°
1,7586 = 20
In1,7586 = In 2%
A = 0,0282 (2,82% ao ano)
e Entre 1920 e 1940
41,2 = 30,6e?°
1,3464 = e?%*
In1,3464 = In e?%
A = 0,0149 (1,49% ao ano)

e Entre 1940 e 1950
51,9 = 41,2¢*10
1,2597 = 102



In1,2597 = Ine'%*
A =0,0231 (2,31% ao ano)
Entre 1950 e 1960
70,1 = 51,9¢1°
1,3507 = 0%
In1,3507 = In 102
A =0,0301 (3,01% ao ano)
Entre 1960 e 1970
93,1 = 70,1e*1°
1,3281 = 102
In1,3281 = Ine'%?
A =0,0284 (2,84% ao ano)
Entre 1970 e 1980
119 = 93,1e1°
1,2782 = 0%
In1,2782 = Ine'%*
A = 0,0245 (2,45% ao ano)
Entre 1980 a 1991
146,8 = 119e*?
1,2336 = e'1*
In1,2336 = Ine'*?
A =0,0191 (1,91% ao ano)
Entre 1991 e 2000
169,8 = 146,8¢e"°
1,1567 = ¢
In1,1567 = Ine**
A=0,0162 (1,62% ao ano)
Entre 2000 e 2010
190,8 = 169,8e°
1,1237 = 0%
In0,1166 = In '
A=0,0117 (1,17% ao ano)



e Entre 2010 e 2020
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211 = 190,8e*°
1,1059 = e10*
In1,1059 = Ine®*
A =0,0101 (1,01% ao ano)

Periodo Taxa de crescimento
1872-1880 4,6 % ao ano
1880-1900 0,98 % ao ano

1900 - 1920 2,82 % ao ano
1920 - 1940 1,49 % ao ano
1940 - 1950 2,31 % ao ano
1950 - 1960 3,01 % ao ano
1960 - 1970 2,84 % ao ano
1970 —-1980 2,42 % ao ano
1980 -1991 1,91 % ao ano
1991 - 2000 1,62 % ao ano
2000-2010 1,17 % ao ano
2010 -2020 1,01 % ao ano

Observagao I. Como podemos ver, para a determinagao da taxa anual de crescimento o

aluno precisa aplicar os conceitos de Funcdo exponencial e logaritmica para a sua obtencao.

() Com as taxas anuais coletados conforme a tabela anterior, podemos calcular a média

aritmética entre as A,, encontradas e, em seguida, usar essa taxa para escrever uma func¢do

gue relaciona o tempo inicial em 1872 em funcdo do tempo t. Sugere-se também fazer a

representacdo grafica dos dados reais e a fungdo obtida para comparar as informacées.

Resolugao

Média entre as taxas anuais

0,0460 + 0,0098 + 0,0282 + 0,0149 + 0,0231 + 0,0301 + 0,0284 + 0,0245 + 0,0191 + 0,0162 + 0,0117 + 0,0101

média dos A =

0,2621

média dos A = - = 0,0218.

12
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Com essa taxa média podemos escrever a funcdo do crescimento da populacdo do Brasil

usando o modelo Malthusiano. Assim temos:
P, = Pie™,
P, = 9,9¢%0218(t-1872) (o1 milhoes de pessoas).
Sendo t tempo comt = 1872 e P; a populagdo em certo tempo t.

Na Figura 11 temos a representagdo da fungdo P, = 9,9.¢%0218(t=1872) o 4os dados do IBGE.

Figura 11:Populagdo Brasileira (IBGE x Modelo Malthusiano)
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Observagao Il. Com essa funcdo podemos fazer uma estimativa da populacdo em um
determinado ano. Por exemplo, vamos determinar a popula¢do do Brasil no ano de 1953.
Pyoss = 9,9¢%0218(1953-1872)
Pyoss = 9,9¢0021881
Pyoss = 9,9e 17658
Py953 = 57,87.
Assim, pelo modelo Malthusianos a populagdo em 1953 no Brasil é de aproximadamente

57,87 milhdes de habitantes.
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Observagao lll. Vale ressaltar que, para a fungdo acima, temos t = 1872, mas podemos sim
atribuir valores para t menores que 1972. Desta forma podemos fazer previsbes da
populacdo do Brasil para anos anteriores onde o IBGE ainda ndo tinha dados coletados.

Por exemplo, vamos fazer uma previsdo da populacdo do Brasil para o ano de 1865.

Piggs = 9,9¢0,0218(1865-1872)
Piges = 9,9¢0.0218(=7)
Pyges = 9,9e 01526
Piges = 8,49.
Temos entdo como aproximacdo que a populacdo do Brasil em 1865 era de

aproximadamente 8,49 milhdes de habitantes.

() Para termos uma analise melhor dos dados, pode-se construir uma tabela com os dados
reais e os dados obtidos pelo modelo Malthusianos, com isso, podemos calcular o

percentual de erro que acontece entre os dados.

Resolugao
Populagdo (IBGE) Populagao Varia¢ao do modelo Malthusiano
Ano em milhGes Modelo Malthusiano em relagao ao IBGE
1872 9,9 9,9 0%
1880 14,3 11,8 -17,5%
1900 17,4 18,2 +4,6%
1920 30,6 28,2 -7,8%
1940 41,2 43,7 +6,1%
1950 51,9 54,3 +4,6%
1960 70,1 67,6 -3,6%
1970 93,1 84 -9,8%
1980 119 104,5 -12,2%
1991 146,8 132,9 -9,5%
2000 169,8 161,8 -4,7%
2010 190,8 201,2 +5,5%
2020 211 250,3 + 18,6 %
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Realizando a média aritmética dos erros na tabela acima, temos que o erro médio do

modelo Malthusiano para os dados do IBGE ficou em torno de 8%.

(IV) (Argumentagoes) Fica nesse momento final para os alunos interpretarem se esse o
modelo é adequado para esse intervalo de tempo (1872- 2020). E na visdo deles, qual seria a
previsdo para os préximos anos, se o crescimento populacional vai obedecer ao

comportamento dessa funcdo obtida ou se existem outros fatores que podem altera-la.

Quero apresentar uma proposta similar a anterior que consiste em estudar o
crescimento populacional da cidade de Rio do Sul, Santa Catarina, cidade a qual eu resido e
leciono para duas escolas, uma da rede estadual e outra da rede municipal de ensino. Rio do
Sul é uma cidade localizada no Alto Vale do Itajai, possui atualmente 71.061 habitantes e seu
maior campo de trabalho é na drea industrial, com foco nos setores metalomecanico,

eletronico e vestuario. Segue na Figura 12 a sua localizagdo.

Figura 12:Localizagdo da cidade Rio do Sul/SC
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Fonte: Info Escola — Navegando e Aprendendo.

Vou descrever os mesmos passos que apresentei na proposta do estudo da
populacdo do Brasil. Para tal estudo, tem-se na tabela abaixo a populacdo da cidade de Rio

do Sul no decorrer de alguns anos. Esses dados foram coletados do site do IBGE.
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Ano do censo 1970 1980 1991 2000 2010 2020

Populagdo 27.530 | 36.247 | 45.679 | 51.650 | 61.198 72.008

Vou citar a seguir uma sugestdo de ordem de procedimentos que pode ser feita
para analisar tal situacdo.
(1) Determine a taxa anual de crescimento/decrescimento entre cada intervalo do censo.
(Sugere-se usar a férmula do Modelo Malthusiano para obté-la, isto é, P(t) = Pl-e“, sendo
P(t) a populagdo no tempo t, P; a populagdo inicial, A a taxa de crescimento/decrescimento

e t sendo o tempo de estudo).

Resolugdo
e Entre 1970 e 1980
36.247 = 27.530e*1°
1,3166 = 10
In1,3166 = Ine!®*
A = 0,0275 (2,75% ao ano).

Para os demais intervalos de tempo, foi aplicado o mesmo desenvolvimento. Assim temos:
e Entre 1980 e 1991, taxade A = 0,021 (2,1% ao ano);
e Entre 1991 e 2000, taxade A = 0,0136 (1,37% ao ano);
e Entre 2000 e 2010, taxade A = 0,017 (1,7% ao ano);
e Entre 2010 e 2020, taxade A = 0,0163 ( 1,63% ao ano).

Periodo Taxa de crescimento
1970 — 1980 2,75% ao ano
1980 — 1991 2,1% ao ano
1991 — 2000 1,37% ao ano
2000 — 2010 1,7% ao ano
2010 — 2020 1,63% ao ano

Observacdo I. Como podemos ver, para a determinacdo da taxa anual de crescimento o

aluno precisa aplicar os conceitos de Func¢ao exponencial e logaritmica para a sua obtencao.
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() Com as taxas anuais obtidas em cada intervalo de tempo, podemos fazer uma média
aritmética entre as A,, encontrados. Com o A encontrado, podemos escrever entdo a fungdo
que relaciona o tempo inicial (1970) em fungdo do tempo t. E interessante representarmos,
através de um grafico de dispersdo, os dados do IBGE e a funcdo determinada para termos

uma visao diferenciada dos dados.

Resolucdo

Média entre as taxas:

_0,0275+0,021+0,013740,017+0,0163
- 5

A

=0,0191 (1,91% ao més).

Com essa taxa média podemos escrever a fun¢do do crescimento da populacdo de Rio do Sul
no modelo Malthusiano. Assim temos:
P(t) = Pie™
P(t) = 27530¢00191(t-1970)
Sendo t o tempocomt = 1970.
0,0191(¢-1970) g g

O grafico abaixo representa a fung¢do exponencial P(t) = 27530e

pontos A, B, C, D e E sdo os dados reais apresentados pelo IBGE.

Figura 13:Crescimento da populag¢do de Rio do Sul/SC.
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Observagao Il. Com essa fungdo podemos determinar a populagdo em um determinado ano
qgualquer. Por exemplo, vamos determinar a populagdo de Rio do Sul no ano 2006.
Pygos = 27530e0,0191(2006-1970)
Pyg06 = 27530%0191:36
Py006 = 2753026876
Pyp06 = 54815.
Assim, pelo modelo Malthusiano, a populacdo em 2006 é de aproximadamente 54.815

habitantes.

() Para ter uma analise melhor dos dados, pode-se construir uma tabela com os dados
reais e os dados obtidos pelo modelo Malthusiano, com isso, podemos calcular o erro

percentual entre os dados.

Resolucdo
Ano | Populagao (IBGE) Populagao Variacao do modelo Malthisiano
Modelo Malthusiano | em relagdo aos dados do IBGE

1970 27530 27530 0%

1980 36247 33324 -8%

1991 45679 41115 - 9%

2000 51650 48827 -5,5%

2010 61198 59102 -3,4%

2020 72008 71541 -0,6%

Calculando a média aritmética entre as variacbes, temos um erro médio do modelo

populacional para os dados do IBGE é de 4,4% para menos.

(IV) (Argumentagbes) Fica nesse momento final para os alunos interpretarem se esse o
modelo é adequado para esse intervalo de tempo (1970 - 2020). E na visdo deles, qual seria
a previsdo para os proximos anos, se o crescimento populacional vai obedecer ao

comportamento dessa funcdo obtida ou se existem outros fatores que podem altera-la.
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5. CONSIDERAGOES FINAIS

Quando se iniciou o trabalho de pesquisa, constatou-se a necessidade apresentar o
conteudo de fun¢des de uma maneira mais lidica aos alunos, incentivando a pesquisa, a
producdo de materiais e o uso de softwares para o enriquecendo do processo de ensino

aprendizagem de matematica.

Com isso, inicialmente foi realizado um estudo sobre as Equacdes Diferenciais
Ordindrias de 1° ordem, definicdes e técnicas de resolucdo. Alguns exemplos com aplicacdes
estdo descritos nesse trabalho, como o Crescimento Populacional (modelo Malthusiano e
Verhulst), Resfriamento de um Corpo, Diluicdo de Solugdes e a Curva de Perseguicdo. Além
disso, foi apresentado as EDO de 2° ordem e algumas técnicas de resolucdo, nesse campo foi
estudado varias aplicagdes como a Queda de Corpos, Movimento de Projéteis, Movimento

em Plano inclinado e Movimento de um Foguete.

Com o estudo das EDOs e suas aplicagGes, especialmente modelando fen6menos
fisicos e biolégicos, podemos retirar ferramentas para tratar o importante conceito de
funcdo de maneira mais ludica, relacionando este conceito com os problemas abordados,
usando outros recursos para abordar o conteddo e melhorando assim aprendizagem dos

alunos e consequéncia o indice da escola.

Apresenta-se nessa dissertacdo duas propostas de intervenc¢do no ensino bdsico.
Uma se trata do estudo do Crescimento Populacional usando o modelo Malthusiano, onde é
feito a aplicacdo com o estudo da populacdo do Brasil e da cidade de Rio do Sul, mas o leitor
pode adequar esse estudo ao crescimento de qualquer populacdo, bactérias ou outros
fendmenos que se reproduzem por mitose, por exemplo. Essa proposta é muito relevante,
pois além de abordar os conteldos de fungdo exponencial pode ser trabalho de forma
interdisciplinar pois abordam temas transversais da BNCC, como meio ambiente, trabalho,

consumo e saude.

A outra proposta trata-se do Lancamento de Projéteis, apresentando tutoriais como
sugestdo para a confecg¢do do foguete usando garrafa pet e a constru¢do da base. A
atividades sugerida foi desenvolvida em duas etapas, sendo a primeira mais de forma ludica

com a competicao de quem conseguiu lancar o foguete mais longe possivel, a segunda parte
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se trata de usar a proposta como forma de avaliar os conceitos de funcdo quadratica. Para
isso apresentou o aplicativo VidAnalysis como forma de registrar o langamento e coletar os

dados.

Espero que esse trabalho, além de apresentar as duas propostas de aplicacdo na
educacdo basica, possa auxiliar e motivar outras pessoas para o estudo das EDOs e adequar
as aplicacdes em suas aulas ou projetos, como resfriamento de um corpo, diluicdo de

solugbes, queda de corpos entre outros.
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APENDICE A — Construgio da base do foguete

A base do foguete deve ser construida de tal forma que seu manuseio seja seguro
por parte dos alunos, e também que ela fique firme ao solo para que ndo mude sua
trajetéria ao efetuarmos o destravamento da trava de seguranga. Usei como base o modelo
gue a Olimpiada Brasileira de Astronomia e Astrondutica usa na mostra Brasileira de
foguetes, fiz apenas algumas alterac¢Oes. Verifiquei que existem varios modelos disponiveis
na pagina do youtube, ver por exemplo [19].

Com isso, todas as equipes deveram fazer a construcdo da base do foguete
conforme os passos listados abaixo, presando pela seguranca dos alunos e pessoas
envolvidas no projeto.

Segue abaixo a lista de materiais necessdrios para essa construcao.

A) Dois canos de 3/4” com 25cm;
B) Dois canos de 3/4” com 20cm;
C) Um cano de 3/4”” com 10cm;
D) Um cano de 1/2” com 30cm;

E) Dois curvas de 90° de 3/4”’;

F) Um “T” de 3/4”;

G) Um redutor de 3/4” para 1/2";
H) Um cap para cano de 3/4”;

I) Um registro para cano de 3/4”;
J) Uma valvula de pneu;

K) Um bal3do;

L) Uma fita isolante;

M) Uma bragadeira para cano de 3/4”;
N) Seis lacres de nylon;

0) Cola para cano;

P) Trena para medigses;

Q) Uma serra;

R) Um cano de 4cm com 40mm de diametro.
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Para dar inicio a montagem, vamos fixar a valvula de pneu no cap e, em seguida, cole
esse cap em um cano de 25cm e na outra extremidade cole uma curva de 90°. Nessa curva
de 90° cole um cano de 20cm, e na sua extremidade encaixe um “T”. Agora, cole o registro
na extremidade do outro cano de 25cm e no outro lado cole uma curva, em seguida cole um
cano de 20cm nessa curva. A extremidade desse cano de 20cm deve ser encaixada no “T”

conforme a Figura 14 e Figura 15.

Figura 14: Pecgas usadas para a formagdo da base de apoio.

Figura 15: Montagem da base de apoio concluida.

Dando continuidade a montagem, cole o cano de 10cm (3/4”’) na extremidade do “T”,
em seguida cole o redutor de 3/4” para 1/2” e depois cole o cano de 30cm de 1/2”

conforme a Figura 16 abaixo.
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Figura 16: Montagem concluida da base de langamento.

Agora precisamos elaborar um mecanismo para a fixagdao do foguete nesse cano de
1/2” para que possamos dar a partida do foguete o momento que dermos a pressdo
necessaria para a atividade. Se colocarmos o foguete no cano veremos que ha uma pequena
abertura onde ira ter vazao de agua, e para vedar vou usar o anel de um baldo e colocar no
cano e passar uma fita para ficar bem firme. Deve-se testar para verificar se ocorre
vazamento ou ndo.

Para fixar o foguete vamos colocar seis lacres de nylon em volta do cano de 1/2” e
deixar elas bem pressas com uma abracadeira conforme a Figura 17 Por fim, usarei um cano
de 4cm (40mm) e um barbante para fazer um gatilho que pressione os lacres no foguete e

com isso o foguete saird da base apenas quando puxarmos o gatinho conforme a Figura 18.

Figura 17: Lacres de nylon e a bragadeira. Figura 18:Foguete na base preso com o gatilho.
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APENDICE B - Construgdo do foguete

Para a construcdo do foguete irei apresentar uma ideia de construgdo, mas fica em
aberto para que cada equipe possa adequar algo no foguete para melhorar seu desempenho

na atividade. Para isso entdo precisarei dos seguintes materiais:

Duas garrafas pet (volume de dois litros);
e Uma tesoura;

e Uma trena;

e Uma pasta (plastificada);

e Uma fita;

e Um baldo.

Dando inicio a montagem temos que uma das garrafas sera utilizada para construir o
corpo do foguete. Ja a outra garrafa, irei cortar 15cm da ponta dela para fazer a ponta do
foguete, e também vou acoplar na ponta desse foguete um pequeno baldo com um certo

volume para que possa dar mais estabilidade ao foguete, ver Figura 19.

Do que restou da garrafa, vou retirar uma saia de 15cm para que possamos fixar
aletas nela e mais tarde fixar no foguete, em volta dessa saia irei fazer quatro cortes de
10cm paralelos a saia, duas a duas paralelas. Para construir as quatro aletas, vou recortar
guadrados de 10cm de lado de uma pasta plastificada por ser um material resistente, e neles
irei fazer cortes de 2cm em um de seus lados para que possamos depois colocar nas cortes
feitos na saia de tal forme que eles fiqguem bem firmes. Ver Figura 20 . Nas aletas pudesse
fazer um corte em diagonal para facilitar o contado do foguete com o ar para ndo ter muito

atrito.
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Figura 19: Bico do foguete. Figura 20: Saia com as quatro aletas.

Agora, irei fixar com uma fita o bico do foguete na base da garrafa, e também irei
fixar as aletas na parte inferior do foguete conforme Figura 21 e Figura 22 chegando a

construgdo final do foguete.

Figura 22: O foguete concluido.

Figura 21: Objetos a serem acoplados ao foguete.
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APENDICE C - Tutorial do aplicativo VidAnalysis free

Como ja citado na Secdo 4.1, esse aplicativo pode ser utilizado para analisar o
comportamento no langcamento de projéteis e até mesmo da queda de corpos. Sendo assim,
guero apresentar nesse tutorial as fun¢des que esse aplicativo possui e que nos pode auxiliar
em atividades didaticas. Para esse caso, vou exemplificar a sua utilizacdo com o langcamento
de foguetes feitos de garrafa pet.

Inicialmente devemos baixar o aplicativo “VidAnalysis” na play store de qualquer
aparelho Smartphone. Apds abrir o aplicativo deve-se clicar na fungdo + na barra superior
para selecionar o video que se deseja analisar e nomear o arquivo.

Agora, abrindo o video do lancamento do projétil no aplicativo devemos clicar na
funcdo STAR ANALYSIS, para em seguida escolhermos através de dois cliques na imagem o
intervalo que serd escolhido com escala. Apds isso, ird abrir uma janela com a pergunta,”
HOW MANY METERS IS THIS IN REAL?”, onde deve-se colocar a medida real entre os dois
cliques em metros, conforme a Figura 23: Escala, essa informacdo sera definida como escala.
Apds isso vai aparecer um par de eixos coordenados que podem ser movimentos, sugere-se
colocar o centro desse plano cartesiano na origem do lancamento do foguete, conforme a

Figura 24, depois clicar no icone v

How many meters is this in real?

18

Figura 23: Escala.
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Figura 24: Plano Cartesiano.

Agora com o video pausado no exato momento do langamento deve-se se dar
cligue sobre a imagem do foguete, a cada clique o video vai avangando 33 milésimos,
continuando esse processo até o foguete atingir o solo e, apds isso, ird aparecer uma janela
com a mensagem “NAME FOR ANALYSIS” para que se possa dar um nome a esses dados
coletados. Esses cliques vao fornecer os pontos da trajetdria do langamento.

Dando sequéncia, ird abrir uma nova janela com a andlise dos resultados, temos
abaixo a Figura 25 sendo o grafico da funcdo que relaciona o tempo de voo em fungdo da
distancia do foguete na horizontal, podemos identificar por exemplo que o tempo de voo foi
de aproximadamente de 2,2 segundos e a distancia maxima na horizontal de 28 metros. Ja
na Figura 26, tempos o grafico da fungdo que relaciona o tempo de voo e a distancia vertical

atingida, podemos concluir que a altura maxima que o foguete atingiu foi de 5,9 metros.
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Figura 25 Fungdo (Tempo - eixo x).
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Figura 26: Gréfico (tempo - eixo y).

Ja na Figura 27 temos o grafico da fungao que relaciona o deslocamento do foguete
em relagdo ao eixo x e y, temos explicitos trés pontos dessa fungdo, os zeros da fungdo
sendo os pontos (0,0) e (28,0) e o vértice sendo o ponto (14;5,9). Sendo essa a fungdo de
maior importancia na proposta 4.2, aqui o professor e os estudantes podem usar o

conhecimento de fun¢do quadratica para obter a fungao corresponde ao grafico.

Analysis Results  X-DISTANCE-Y-DISTANCE

£ z
E .
g ;
9] .
5 :
g ‘
£ 2 :
8 777777777 77r 7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 ‘ 77'717 77777777
N ..
5 " O
0 ‘ : : ‘ : :
N ™ % £ o ® o @

distanre in x-directinn ml

Figura 27:Gréfico (eixo x - eixo y)
Em todas as fungdes citadas acima, temos a possibilidade de adicionar a fun¢do ao
grafico de pontos clicando no icone +.
Quero deixar aqui registrado uma maneira de como o professor pode trabalhar com
seus alunos na obtencdo da fung¢do quadratica. Irei apresentar os passos para a obtencdo da

fungdo para o grafico que relaciona o deslocamento em relagdo ao eixo x e y.
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A fungdo quadratica na forma geral pode ser apresentada como sendo f(x) =
ax? + bx + ¢, onde a, b e ¢ sdo nimeros reais e a # 0. Podemos mostrar ao estudante que

essa funcdo quadratica pode ser escrita de forma canonica, conforme o desenvolvimento

abaixo.
f(x) =ax®*+bx+c
bx
fx) = a(x2 +;> +c
w0 =a(s+ 2 () ) +ema()
x)=alx*+—+|— c—al|l—
a 2a 2a
b\%  4ac—b?
o =a(x—) +25%
Ou
b\2 | -A )
x)=alx —— —,sendo A= b* — 4ac.
=) T doA=Db 4
Quando analisamos o coeficiente a temos:
~ . . b . . —A
e Sea > 0, afuncdo tera valor minimo quando x = —5, €0seu valor minimo serd y = v
~ . . b s . -
e Sea <0, afungdo tera valor maximo quando x = —,-€eoseu valor mdximo sera y = o

Esses pontos maximo ou minimo sao classificados como vértice da fun¢do quadratica, depois
na andlise pode-se reescreve a funcdo candnica na forma:

fG) =alx—x,)%+w,
sendo x,e y,, as coordenadas do vértice.
Agora voltando ao problema em que temos o grafico que relaciona o deslocamento do
foguete em relagdo ao eixo x e y, temos nesse grafico os pontos A(0,0) e B(28,0) e o ponto
maximo da fungdo V (14; 5,9). Substituindo os pontos A e IV na fun¢do canonica, temos:

fl) =alx—x,)* +y,

0=a(0—14)>+5,9

0 =196a + 5,9
=_22 _ _0,0301.
196

Assim a funcdo que descreve a funcado na forma canénica é:

f(x) =—0,0301(x — 14)2 + 5,9.
Caso queira apresentar a funcdo na forma geral basta realizar o desenvolvimento do
quadrado, ficando f(x) = —0,0301x? + 0,8428x + 0,0004.

Veja na Figura 28 a funcdo ajustada aos pontos obtidos no Vidanalyis.
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Analysis Results  X-DISTANCE-Y-DISTANCE v _|_

distance in y-direction [m]

o N > Q 0 EY Y ®

distance in x-direction [m]

Figura 28: Grafico de pontos e a Fungdo encontrada.

O aluno pode utilizar a mesma estratégia para obter a fun¢do quadratica para obter a funcao

que relaciona o tempo e o deslocamento no eixo y.
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