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A matemdtica, vista corretamente, possui nao apenas verdade, mas também suprema

beleza uma beleza fria e austera, como a da escultura. (Bertrand Russel)



Resumo

O estudo dos polindmios no ensino basico se constitui em um contetido de grande impor-
tancia para o aprendizado do aluno, nesse sentido, o objetivo principal deste trabalho é
propor o ensino de Calculo no Ensino Médio, especificamente, o uso das derivadas para
fungoes polinomiais. Primeiramente é apresentado o estudo dos polindmios, topicos de
limites e em seguida a noc¢ao de derivadas com restricao as fungoes polinomiais. Por fim,
sao apresentados problemas matematicos que podem ser modelados e resolvidos pela
aplicacao de derivadas polinomiais e utilizados no Ensino Médio, apresentando aplicacoes

em diversas areas.

Palavras-chave: Polinémios, O ensino do Céalculo, Conceitos, Derivadas, Aplicagoes.



Abstract

The study of polynomials in basic education is a content of great importance for the
student’s learning, in this sense, the main objective of this work is to propose the teaching
of Calculus in High School, specifically, the use of derivatives for polynomial functions. First
the study of polynomials, boundary topics, and then the notion of derivatives restricted to
polynomial functions. Finally, mathematical problems are presented that can be modeled
and solved by the application of polynomial derivatives and used in high school, presenting

applications in several areas.

Keywords: Polynomials, The teaching of calculus, Concepts, Derivatives, Applications.
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1 Introducao

O ensino da Algebra, muitas vezes recebe uma atencao maior por parte dos
professores da educagao basica, no entanto, muitos deles trabalham os contetidos de maneira
abstrata e passam uma ideia de que a Matematica é algo que esta longe do cotidiano dos
estudantes. Outra caracteristica que percebemos no atual cendrio da educacgao basica é
que os conteudos sao trabalhados de forma independente, com a minima ou nenhuma

mencao a conteidos ja vistos pelos alunos.

Na maioria das vezes, mesmo que seja necessario o conhecimento ou a utilizacao
de algum contetido anterior, estes sao utilizados de forma mecanica, pois o aluno nao
consegue perceber a ligacao entre eles e ndo consegue contextualizar. Sendo assim podemos
mostrar a importancia do conteido empregando-o no dia a dia, como por exemplo, os
polindmios que podem ser utilizados para o célculo de area de superficies, para determinar

uma fung¢ao custo mensal, dentre outras aplicagoes.

Desse modo, utilizar conceitos do Célculo Diferencial no Ensino Médio é uma forma
de romper com a mecanizagdo na matematica, tornando o aprendizado mais significativo e,
por outro lado, ¢ dada a oportunidade de rever e utilizar contetdos ja vistos e de introduzir
novos conhecimentos.

Com esse pensamento, no presente trabalho focaremos no estudo dos Maximos e
Minimos de Fungoes Polinomiais como uma ferramenta poderosa e apresentaremos uma
maneira para que os professores da educacao basica possam utilizar tal conteido de forma
mais proveitosa para os alunos, de modo que os mesmos possam ver a Matematica como
parte do cotidiano. Além disso, pensando em trazer significado e relevancia ao processo
de ensino aprendizagem da matematica, entendemos a necessidade de introduzir, mesmo

que de maneira intuitiva, a nocao de derivada, fazendo o uso do Célculo Diferencial e
possibilitar novos padroes de ensino da Matematica.

Descartar o Céalculo no ensino é grave, porque deixa de lado uma com-
ponente significativa e certamente a mais relevante da Matematica para
a formacao do aluno num contexto de ensino moderno e atual. (AVILA
1991, p. 7)

A estrutura do trabalho conta inicialmente com o estudo dos Polindmios, com
uma abordagem sutil, que emprega sua definicdo até mesmo suas operacoes, e vai se
aprofundando através de teoremas como, por exemplo, o Teorema do resto, o Teorema de
D’ Alembert e o importantissimo Teorema Fundamental da Algebra, e mostrando assim
as ferramentas disponiveis para a resolucao de diversos problemas. Com isso é possivel
mostrar como se inicia o estudo dos polindémios no ensino médio e seu desenvolvimento até
suas aplicacoes, evidenciando sua importancia no dia a dia, sobretudo em sua utilizacao

na resolucao de problemas envolvendo maximos e minimos, que serd o foco do trabalho.
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A segunda parte do trabalho trdas a abordagem da derivada de forma simples,
comecando com uma revisao do conceito de limites e, em seguida, ¢ apresentado o conceito
de taxa de variacao e iniciado a defini¢do de derivadas. Por fim, sdo expostos alguns de seus
resultados em diversas situagoes-problema que abrangem diversas areas do conhecimento.
Tem em mente que esta forma em que esta sendo apresentado o conteido é uma tentativa
de mostrar como pode ser trabalhado o conceito de Derivadas no ensino médio frisando

sua aplicacao em diversas areas.

Em sequéncia, como aplicacao das derivadas, daremos foco a apresentagao de Maxi-
mos e minimos, mostraremos a sua teoria, seguida de algumas aplicacoes contextualizadas,
como por exemplo, na otimizacao de materiais que podem possibilitar um rendimento

para uma certa empresa ou até mesmo para um comerciante.
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2 Polinomios

Neste capitulo iremos ver um pouco da teoria sobre os polindomios e também alguns

resultados, para que futuramente seja empregado nas aplicagoes.

2.1 Definicoes e Resultados

Inicialmente iremos definir as fun¢oes polinomiais e suas propriedades , em seguida

apresentaremos alguns resultados e exemplos.

Definigao : Dada a sequéncia de ntimeros reais (ag, a1, as, ..., a, ), consideremos a funcao:
f: R — R dada por f(z) = ag + a1z + axz® + ... + a,z™. A fungdo f é denominada

funcao polinomial associado a sequéncia dada.

Os ntimeros ag, a1, as, ..., a, sao denominados coeficientes e as parcelas ag, a1, a22?, ..., a,a"

sao termos do polinémios f.
Observagao: Doravante iremos nos referir as fungoes polinomiais simplesmente como
"polinémios".

Exemplos Vejamos alguns exemplos:

a) f(x) =223+ 322+ 2+ 1, onde ag = 1,a; = 1,a9 = 3,a3 = 2

b) g(z) = 22* + 3z + 2, onde ap = 2,a; = 3, a9 = 2

Definigao : Dado o niimero real a e o polinémio f(x) = ap + a1 + asx? + ... + apa™,

chama-se valor numérico de f em a a imagem de a pela funcao f, isto é:

f(a) = ag + aya + aza® + ... + aya”

Sendo assim tomamos como exemplo a fungao
f(z) =22 + 42 +38

com isso:

f(2)=2.(2%+42+8=24

Notagao: Se a é um ntmero real e f é um polindémio tal que f(a) = 0 dizemos

que a é uma raiz ou um zero de f.



2.2. IGUALDADE ENTRE POLINOMIOS 12

2.2 lgualdade entre Polinomios
Agora iremos definir quando dois polindmios sdo iguais e os requisitos para que
i1sso ocorra.

Definig¢ao: Dizemos que um polinémio f é nulo (ou identicamente nulo) quando f

assume o valor numérico zero para todo x real. Sendo assim:

f=0<= f(x)=0,VzeR

Teorema: Um polindmio f é nulo se, e somente se, todos os coeficientes de f forem
nulos. Seja f(z) = ap + a1 + asx® + ... + a,x", temos:

f=0<=aq=a1=..=a,=0
Demonstracao:

<] Segue de imediato que se ag = a; = as = ... = a, = 0, entdo ao substituirmos
em f, temos:
f(x)=0+0x+02°+ ..+ 02" =0, Vo €R

=] Supondo que f = 0, entao existem n+ 1 ntimeros reais ag, a;, g, ..., a, distintos

dois a dois, que sao raizes de f, isto é:

flag) = ag + ayap + azad + ... + a,af
flay) = ag + araq + axal + ... + apal
fao) = ag + aran + axas + ... + apal
flan) = ag + ara, + aza® + ... + apal

Observando atentamente podemos notar que estamos com um sistema linear e homogéneo

(n 4+ 1)x(n + 1), considerando a matriz dos coeficientes sistema linear, obtemos

1 ag a2 ... af
1 a o ... af
D=|1 a, o .. af
1 a, a2 ... a"

A matriz D acima é um tipo de matriz conhecida como matriz de Vandermond e tem a
propriedade de que seu determinante é diferente de zero, fazendo com que o sistema tenha

apenas uma solucao que € justamente a trival.
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Logo ay=ay =ay=...=a, =0

Definigao: Dizemos que dois polinémios f e g sdo iguais (ou idénticos) quando assumem

valores numeéricos iguais para todo z real. Sendo assim definimos:

f=g9& flx)=g(x), VreR

Teorema: Dois polindmios f e g sao iguais se, e somente se, os coeficientes de f e

g forem iguais. Ou seja,

f(x) = Qo + a1 + CLQ:EQ + ...+ anxn = Zaixi
=0

g(@) = by + brz + box® + ... + bz =Y b’
1=0

Sendo assim

f=9%a=0,Yie{0,1,2,..,n}

Demonstracgao:

Vo € R, temos:
aZ:bz(:)a,—bz:0(:)
=0
dYaa' => b =0 > ant => bia' & f(z) = g(x)
=0 1=0 =0 =0
2.3 Operacoes
Adicao

Definicao: Dados dois polinémios

=0

g(z) = by + bz + box® + ...+ b 2" = biat
=0
Chama-se soma dos polinomios f e g, quando tivermos

(f +9)(=) = (ag+ bo) + (a1 + b))z + (ag + ba)z® + ... + (an, + by)z"
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(f +9)(@) =D (ai +b;)a’
i=0
Exemplo: Dados os polinomios f(z) =3z + 22> + 2 — 7 e g(z) = 42? — 8z + 9.
Calcule (f + g)(x).

Resolucao: Sendo assim faremos:

(f+9)(x) =32+ 2442+ (1 —8)z + (=7+9)

(f +9)(x) = 32° + 62> — 7o + 2

Observacao: Em relacao a adigdo de polindmios as seguintes propriedades sao validas:

- Associatividade

- Comutatividade

- Existéncia do Elemento Neutro e do Elemento Inverso, que no caso da soma é chamado

de simétrico.

Para uma analise mais detalhada em relacao as demonstracoes das propriedades

mencionadas acima, procure no (IEZZI, 1977).

Subtracao

Definigao: Sejam

f(l‘) = Qp + a1 + CLQZL‘2 + + anl'n = Zaixi
=0

g(x) = by + by 4+ boa® + ..+ by =Y b’

=0
Chama-se subtracao de polinémios f e g, quando tivermos:

(f = 9)(@) = (a0 — by) + (a1 — b))z + (az — ba)z® + ... + (@, — by)z"

(f —9)@) = > _(a; — bi)a’
i=0
Multiplicacao
Definicao: Dados dois polindmios
f(z) = ag + a1z + asx® + ... + apz™
g(x) = by + bz + by + ... + bpa”

Chama-se de poduto fg, quando

(fg) (.Z') = Clobo + ((Zobl -+ albo).fC —+ (&Qbo + Glbl -+ G0b2>l'2 + ...+ ambnmer”
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De modo geral notamos que fg¢ pode ser obtido multiplicando-se cada termo a;x* de f por
cada termo b;z7 de g, segundo a regra (a;z").(b;z?) = a;b;z""7, e somando os resultados
obtidos.

Observacgao: Sao validas as seguintes propriedades em relacao a multiplicagdo de polino-
mios.

- Associatividade

- Comutatividade

- Existéncia do Elemento Neutro

- Propriedade da Distributividade

Grau

Seja f(z) = ap + a1 + asx® + ... + a,x™ um polindmio nao nulo. Chama-se de grau
de f, e denotamos por df ou dr f, o nimero natural p tal que a, # 0 e a; = 0 para todo
1> D.

a 0
of =p={ " 7
a; =0,Yi>p

Sendo assim o Grau de f é o maior indicie para o qual a, # 0.

Teorema: Se f, g e f + g sdo polinémios nao nulos, entdao o grau de f 4 g é menor

ou igual ao maior dos nimeros Jf e dg.
O(f +g) <maz{df,dg}

A demonstracdo do teorema pode ser encontrada no (IEZZI, 1977).

Assim como definimos o maior grau em relacao a adicao, podemos determinar

também em relacao a multiplicacao.

Teorema: Se f e g sao dois polindémios nao nulos, entao o grau de fg é igual & soma dos

graus de f e g.

Ofg=0f+0g
Demonstracgao:
Se .
flx) =) a;x’
i=0
e
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df =m e 0g = n, seja ¢, = agby, + a1br_1 + ... + ax_1b1 + arby um coeficiente qualquer de

(f9)(z).
Temos:
Crman = Qm.by # 0
¢, =0, para todo k > m +n
Entao
I(fg)=m+n=0f+dg.
Divisao

Definigao: Dados dois polinémios f(dividendo) e g # 0 (divisor) , dividir f por g
é determinar dois outros polindmios ¢ (quociente) e r (resto) de modo que se verificarem

as duas condicOes seguintes:

f=aqg+r

- Jr < dg (ou r =0, caso em que chamamos de divisdao exata)

Métodos Para Divisao

Divisao Imediata: Consideremos o polinémio gg+r, onde g # 0 e r < dg ou r =
0.
Com isso temos a ocorréncia de trés casos:
I)Seq=0er=0,entdo qg+r =09+ 0=0.
IT) Se g=0er #0, entdao qg +r = 0g + r = r, portanto, d(qg + r) = Ir < dg
I1T) Se q # 0, entdao d(qg) = dq + 0g > g, portanto, d(qg + 1) > dg pois a parcela r tem

grau menor que g ou ¢ nula.

Método de Descartes: Esse método também é conhecido como método dos coefi-
cientes a determinar, baseia-se nos seguintes fatos:

I) 0qg = 0f — 0g, o que é consequéncia da definigao pois: qg+r = f = d(qg + 1) = 9(f)
entao dg + dq = Of.

IT) Or < 0g (ou r =0).

Teorema: Dados os polinémios
= ama™ + a1 2™+ o™ 2 + ... + a1 + ag, com an, #0

G =bpx" + by 12"+ by o™ 2 4 ..+ by + by, com b, # 0

existem um tnico polinémio ¢ e um tnico polinémio r tais que qg +r = f e Or < dg
(ou r=0).
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Nao sera apresentada a demonstracao do teorema, mas a mesma pode ser obtida
em (IEZZI, 1977).

Outros Métodos: Existem outros métodos que sdo mais utilizados pra se encontrar o

quociente ou até mesmo o resto da divisao entre polinémios.

O método da chave: Consiste em utilizar o sistema de divisao ja conhecido entre

nimeros reais, levando em consideracao grau do dividendo e do quociente.

O método de Briot-Ruffini: Consiste em analisar o polindmio quociente e encon-
trar sua raiz. Em seguida, devemos identificar todos os coeficientes do polinémio que esta
como dividendo.

Sendo assim considere os polindémios P(z) e Q(z), em que P(x) = ajz" +axx™ ' +azz™ >+
ot ap1x+a, e Q(xr) = x —u. A raiz do polinémio Q(x) é dada quando se iguala a zero.
Com isso basta identificar a raiz do polindmio e os coeficientes do dividendo, podendo

assim utilizar o método, como vemos na figura abaixo.

Figura 1 — Dispositivo de Briot-Ruffini

Fonte: (RIBEIRO, )

Agora veremos alguns teoremas importantes que serviram de base para resolugao de
diversas aplicagoes.

Exemplo: Sejam os polindmios P(x) = 321 +523 —112° + 22 —3 e Q(x) = 2+ 3. Determine
a divisao de P(x) por Q(z) pelo método de Briot-Ruffini.

Resolucgao: Utilizando o método tem-se:

A divisdo de P(x) por Q(x), como podemos ver na figura 2.3 resulta no polindémio
323 — 422 + 2 — 1 com resto 0.
Teorema do resto: O resto da divisdo de um polinémio f por x — a é igual ao valor
numérico de f por a.

Demonstracao: Utilizando a definicdo de divisao, tem-se:

g(r—a)+r=f

Onde g e r sdo o quociente e o resto, respectivamente. Observando o monémio x — a, como
tem grau 1, chegamos a conclusao que o resto r é nulo ou tem grau zero, portanto, r é um

polindmio constante.
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Figura 2 — Resolucao do Exemplo

S35 -1 2 |3

S3[(3 § 11 2 |3
3

3|3 5 11 2 |3
3 4

$/3 &6 11 2 |3
3 4 1

S$/3 5§ -1 2 |3
3 4 1 4

3|3 5 11 2 |3
3 4 1 4 0

Fonte: (RIBEIRO, )

Utilizando a equacao temos:
q-(a—a)+r(a) = f(a)

q.0+7r= f(a)
Entao

r=f(a)

Alguns exemplos serao trazidos para utilizarem os teoremas citados.

Teorema de D’Alembert: Um polinémio f é divisivel por x — a se, somente se, a
é raiz de f.
Demonstragao: Utilizando o teorema do resto, tem-se 7 = f(a), entdo podemos ter a

seguinte resultado de imediato.

r = 0(divisao exata) < f(a) = 0(a é raiz de f)

Teorema: Se um polinémio f é divisivel separadamente por x —a e x — b, com a # b,
entdo f é divisivel pelo produto (z — a)(z — b).

Demonstragio: Sejam ¢ o quociente e r = cx +d o resto dé divisao de f por (z—a)(x —b);
entao:

g(x—a)(zr—0b)+ (cx +d)=f

Levando em consideracdo que o polinomio ¢é divisivel por (z — a), com isso calculamos o

valor numérico desses polindmios em a, ficamos com:

[q(a)]-(a — a)(a —b) + (ca+ d) = f(a)

ca+d=0
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Agora utilizando o fato de ser divisivel por (z — b), iremos calcular o valor numérico dos

polinémios em b.

[4(0)]-(b = b)(b = b) + (cb+ d) = f(b)

co+d=0
Com isso geramos o seguinte sistema:

ca+d=0

cb+d=0

Com isso percebemos que ¢ =0 e d = 0, portanto r = 0.

2.4 Exemplos

Vejamos alguns exemplos que irao justamente fazer uso dos teoremas e resultados
vistos anteriormente.
Exemplo 1: Determine p e ¢ de modo que o polinémio 2 4 px + ¢ seja divisivel por
(x —=2)(x+1).
Resolugao: Observando o polinémio (x — 2)(xz + 1), percebemos que para o polindmio

dado seja divisivel teremos que ter 2 e —1 como raizes, sendo assim teremos:
2542 +q=0

(-1)°=p+qg=0
Logo
2p+q=-8(I)
—p+q=1(1)
Fazendo (I) — (I1), teremos:
p=-9=p=-3

Com isso tem-se que ¢ = —2

Exemplo 2: Se m e n sao tais que o polinémio
(mn —2)z® + (m* —n* — 3)2” + (m+n — 3)z +2m — 5n + 1

¢ identicamente nulo, entdo m? + n?, vale?

Resolucao: Se o polinomio dado ¢ identicamente nulo entao:

(mn —2)2° +(m* —n* = 3)2> + (m+n—3)z+2m —5n+1=0
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Com isso, observando:

mn—2=0=mn=2 (I)
m+n—3=0=m+n=23 (I])

Em (II) fazemos (m + n)? = 3%, ficamos com m? + 2mn + n? = 9, sendo assim m? 4+ n? =

9 — 2mn, mas note que em (I), tem-se mn = 2, substituindo ficamos com:

m2+n?=5

Exercicio 3: Sendo 5 e —2 os restos da divisdo de um polinémio f por z — 1 e x + 3,

respectivamente, pede-se para determinar o resto da divisao de f pelo produto (z—1)(x+3).

Resolugao: Com base no teorema do resto temos f(1) =5 e f(—3) = —2, considerando ¢
e r = ax + b, respectivamente, o quociente e o resto da divisao de f por (x — 1)(z + 3),
temos:

f=qlx—1)(x+3)+ (ax +b)

Utilizando o que temos chegamos em:
f)y=q1-1)(1+3)+(a+b)=5

f(=3)=q(-1-1)(-3+3)+(—3a+0b) = -2
Simplificando chegamos em:
a+b=>5(I)
—3a+b=-2 (1)
Fazendo (I) — (I1), tem-se:

a—z:>b—§
4 4
Com isso
_41: 13
Y

2.5 Resultado da Teoria de Polinomios

Nesta sessao serd feita uma introducao de alguns aspectos de polinémios os quais

também se estendem para a teoria das fungoes polinomiais.

Defini¢ao: Chama-se conjunto solu¢ao ou conjunto verdade em R dé equagao f(x) = g(x)

o conjunto S cujos elementos sao as raizes reais dessa equacao.

Exemplo: Seja f(z) = 3z — 4 e g(zr) = —4x + 9, sendo assim determine o conjunto



2.5. RESULTADO DA TEORIA DE POLINOMIOS 21

solugao da igualdade f(z) = g(x).
Fazendo f(x) = g(x), temos:
3v—4=—-4xr+9

Resolvendo chegamos em:

Tr =13
13
T =—
7

As propriedades de a adi¢ao, multiplicacao e divisao com relagao aos polindmios
continuam validas, como por exemplo:
- Associatividade
- Comutatividade
- Existéncia do elemento neutro e simétrico
- Distributividade

Dessa forma sejam f(z), g(z), h(z) e k € R com k # 0, com isso:
f(@) = g(z) = f(z) + h(z) = g(z) + h(z)
f(@) = g(z) = k.f(x) = k.g(x)
Assim como ja foi colocado anteriormente um nimero a € R é dito raiz de um polino-

mio quando p(a) = 0, mas podermos definir quantas solu¢ées uma fung¢ao polinomial pode

ter a depender de seu grau, com isso veremos alguns resultados importantes referente a isso.

Teorema Fundamental da Algebra: Todo polinémio p(z) de grau n > 1 admite

a0 menos uma raiz real.

Esse resultado sera admitido sem demostracao, mas sua prova pode ser encontrada
em (GONCALVES, 1979).

Outro resultado importante em relagao aos polindmios é justamente saber suas

raizes e utilizar a decomposicao para representa-los.
Teorema da Decomposic¢ao: Todo polindémio p de grau n (n > 1)
P =apx" + ap 12" an_0r" 2+ .+ a1z + ag
Pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é:
p=ap(x—r)(x—re)(z—rs)...(x—71p)

Onde ry, 19, ..., 7, sdo raizes do polinémio p.

O resultado desse teorema é muito utilizado no ensino bésico principalmente
no terceiro ano do ensino médio e em preparagoes para vestibular. Sua utilizacao esta
justamente em escrever o polindomio de uma forma diferente para uma melhor visualizacao

e assim encontrar diversas formas de responder e entender varios exemplos.
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Outro resultado que utiliza justamente os resultados anteriores, nos diz a respeito

da quantidade de raizes que um polinémio pode ter a depender de seu grau.

Corolario: Toda equagdo polinomial de grau n (n > 1) admite n, e somente n, rai-

zes complexas.

O resultado desse corolario nos diz a respeito de quantas solugdes um polinémio
pode ter a depender de seu grau, mas levando em consideracao a multiplicidade de algumas
raizes que devido a sua presenca em mais de um fator, durante a decomposicao, pode

aparecer varias vezes em relacao a solucao de uma fungao polinomial.

Definigao: Dizemos que r é raiz de multiplicidade m,m > 1, da equacao p(x) = 0
se, e somente se,

p=(z—r)".Qx) e Q(r) #0
Ou seja, 1 é raiz de multiplicidade m de p(z) = 0 quando o polindémio p é divisivel por

m+1

(x —r)™ e nao é divisivel por (z —r)™"! ou de outra forma, a decomposigao de p apresenta

exatamente m fatores iguais a (v — r).

De certa forma quando analisamos os valores de m, constatamos que quando m =1
r € uma raiz simples, quando m = 2 tem-se r raiz dupla, quando m = 3 tem-se r raiz

tripla e assim sucessivamente.

Vimos nos exemplos trabalhados somente niimeros reais sendo solu¢oes das equacoes

2.6 Exemplos

Vejamos alguns exemplos sobre os resultados vistos até agora.
Exemplo 1: Escreva as equacoes do 3 grau que admite 2 como raiz simples e —1 como
raiz dupla.

Resposta: Sendo assim utilizaremos o teorema da decomposicao de forma que:
an(x —r)(z—r9)(z —13) =0
Considerando a, # 0 e 11 = 2, ro = r3 = —1, substituindo tem-se:
an(x—2)(x+1)(x+1)=0

Simplificando
an(2° =31 —2) =0

A considerar valores tais que a,, € R*, podemos ter:

an=1=2"-3r-2=0
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a,=2=21>—6x—4=0

E assim sucessivamente.

Exemplo 2: Um ciclista e um corredor comegam, juntos, uma competicao.

A curva dada pelo grafico abaixo, cuja equacao é p = t3 + at? + bt + ¢, representa a posicao
p, em metros, do ciclista, em func¢ao do tempo t, em segundos, em que a, b e ¢ sdo nimeros
reais fixos.

No instante em que o ciclista parte da posicao zero, o corredor inicia um movimento,
descrito pela equagao p = 4t, na mesma pista e no mesmo sentido.

Determine a posicao mais afastada da origem na qual o ciclista e o corredor voltam a se
encontrar.

Resolucgao: Observando o grafico constatamos que 0 é uma raiz simples e 3 é uma raiz

dupla. Com isso ficamos com
e =ay(t—0)(t—3)(t—3), seja a, =1 temos :
e=1t(t—3)%= 13— 6t> + 9t
Para determinar o momento de encontro faremos:
3 — 612+ 9t =4t = t(t* —6t +5) =0
Que tem as seguintes solugoes:
t=0,t=1sout=>5s

Fazendo com que as posigoes de encontro sejam encontradas substituindo em uma das
duas equagoes, logo
e=4t

e=40=0e=4.1=4me=4.5=20m

Com isso percebemos que a posicao mais afastada serd quando e = 20m.
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3 Derivadas

No ensino bésico devido a extensao do curriculo e sobretudo o tempo fornecido para
a disciplina de Matematica, ndao ha como fazer um tratamento mais formal do conceito de
limites e derivadas. Porém a aplicacao da teoria a respeito das derivadas pode ser utilizada

de forma intuitiva principalmente no calculo de maximos e minimos.

Neste capitulo iremos considerar a teoria de limites, mas sera feito um estudo de
forma superficial levando princialmente em consideracao sua nogao intuitiva. Caso seja

necessario alguma consideracao mais especifica sera citada em algum momento.

3.1 Conceito de Limite

Com isso, inicialmente veremos o conceito intuitivo de limites para assim vermos o
conceito de taxa de variacao que esta diretamente ligada a derivadas e com isso perceber a
sua utilizacao em diversas areas do conhecimento, tais como Economia, Geografia, Fisica

etc.

Inicialmente veremos um exemplo que nos dard uma nocao a respeito da reta
tangente ao grafico de uma funcdo em um determinado ponto e como encontra-la, para

assim avancarmos de forma gradual o estudo.
Exemplo: Encontre uma equagao da reta tangente & pardbola y = 2% no ponto P(1,1) .

Resolugao: Vamos denotar por t a reta procurada. Podemos encontrar a equacao da
reta t, assim que soubermos sua inclinagao m. Note que a dificuldade estd no fato de
conhecermos somente o ponto P, em ¢, quando precisamos de dois pontos para calcular a
inclinacao. Sendo assim podemos calcular uma aproximacao de m escolhendo um ponto
proximo Q(z,x?) sobre a parabola (Observe a figura 3) e calculando a inclinacio da reta
secante P(Q).

Dessa forma escolhendo x # 1 de forma que ) # P. Logo podemos ter:

22— 1
me = _1
Fazendo Q(1,5, 2,25), temos:
92,25 1
M= 5o 40

Observe as tabelas abaixo elas mostram os valores de m,y,, para varios valores de x

préximos a 1. Sendo assim quanto mais proximo ( estiver de P, mais proximo z estara
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Figura 3 — Gréfico para Analise

Fonte: Construcao Prépria

de 1, e a tabela indica que estard mais préoximo de 2. Isso sugere que a inclinacao da
reta tangente ¢t deve ser m = 2. Dizemos que a inclinagdo da reta tangente é o limite das

inclinacoes das retas secantes e expressamos por

lim mpg =m

Q—P
Com isso, temos:
2
B |
lim =2
z—=1 ¢ —1

Figura 4 — Gréfico para Analise

Fonte: Construcao Prépria

Supondo que a inclinagdo da reta tangente(a reta que intercepta o gréfico da fungao
um tnico ponto) seja realmente 2, dessa forma podemos usar a forma ponto - inclinagio
da equacao de uma reta para escrever a equagao da tangente no ponto (Contetido

estudado geralmente no 32 ano do Ensino Médio ) como
y—1=2(zx—-1)

De forma simplificada

y=2z—-1



3.1. CONCEITO DE LIMITE 26

Como podemos ver na figura 5 a medida que () tende a P ao longo da parabola, as
retas secantes (a reta que intercepta o grafico da fungdo em dois pontos) correspondentes
giram em torno de P e tendem & reta tangente (a reta que intercepta o grafico da fungao

um unico ponto) t.

Figura 5 — Gréfico para Anélise

Fonte: Construcao Prépria

Agora veremos outro exemplo, de uma aplicagao fisica que se aproxima um pouco
mais das situagoes praticas. O seguinte problema trata da velocidade e como seria o célculo

para poder obter uma aproximacao pra tal valor.

Exemplo: Suponha que uma bola seja solta a partir do ponto de observagao no alto da

Torre C'N, em Toronto, 450 m acima do solo. Encontre a velocidade da bola apds 5 segundos.

Resolugao: Através de varios experimentos Galileu descobriu que a velocidade em queda
livre poderia ser calculada de forma que, a distancia percorrida por qualquer objeto em
queda livre é proporcional ao quadrado do tempo de queda. Dessa forma concluiu que

poderia ser calculada utilizando a seguinte férmula.
s(t) = 4,9¢*

Dessa forma a dificuldade em encontrar a velocidade apds 5 segundos, estd em obté-la
nesse exato instante de tempo , ou seja, nao temos um intervalo de tempo. Mas, podemos
calcular a velocidade média sobre o breve intervalo de tempo de um décimo de segundo,

det=5satét=>5,1s.

mudanga de posi¢ao

velocidade média = .
tempo decorrido

Utilizando as informacoes que temos ficamos com
velocidade média = 49,49 m/s

Utilizando o valor do tempo cada vez menor teremos os seguintes dados da tabela abaixo:

Observando a tabela 1, notamos que quanto menor o valor do tempo decorrido mais a
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Tabela 1 — Tabela para Anélise

Intervalo de tempo | Velocidade média (m/s)
5=<r=6 53,9
S5=str=<5,1 49,49
5<t=<5,05 49,245
S5=t=<5,01 49,049
5=<¢t=<5,001 49,0049

Fonte: (STEWART, 2013)

velocidade se aproxima de 49. Com isso podemos concluir que a velocidade é v =49 m/s

Notamos que esse problema se assemelha com o anterior da tangente, justamente
pelo fato de terem relacdo entre si. Dessa forma se tratarmos esse problema como o
anterior e tracarmos o grafico da funcao distancia percorrida pela bola, observe a figura
6, considerando os pontos P(a;4,9a%) e Q(a + h;4,9(a + h)?) e sobre o gréfico, entao a

inclinagdao da reta secante P() sera

4,9(a+ h)? — 4,942
(a—h)—a

me =

Note que se trata justamente dé velocidade média no intervalo [a, a + h]. Dessa
forma a velocidade no instante ¢ = a (o limite dessas velocidades médias quando h tende
a 0) deve ser igual a inclinagdo da reta tangente em P (o limite das inclinagoes das

retas secantes). Dessa forma agora veremos um exemplo através de func¢do para podermos

Figura 6 — Gréfico para Anélise

§ 5

inclinacdio da reta secante
= velocidade média inclinagio da tangente

= velocidade instantinea

0 a ath t 0 a t

Fonte: Fonte: (STEWART, 2013)

entender o conceito de limite.

Considere a fungio f, definida da seguinte forma f(z) = 2* — x + 2 para valores de
x proximos de 2, porém nao igual a 2. Agora observe a figura 7 que é formada pela tabela,
que mostra os valores de f(z) préximos de 2, e ao lado o grafico da fungdo mostrando seu

comportamento para diversos valores proximos de 2. Com isso percebemos que a medida
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Figura 7 — Tabela e Gréfico da Funcao

)
P v
f() lv I‘,-'J‘.-:“(z—,(“‘z
tendea 14 1
4. :
x fx) x f(x) 1l T 7{
) 2,000000 3,0 8,000000 \i /
15 2,750000 25 5750000 i
1,8 3,440000 22 4,640000
1.9 3,710000 2,1 4,310000
1,95 3,852500 2,05 4,152500 f f f =
1,99 3,970100 2,01 4,030100 0 e, - x
1,995 3,985025 2,005 4,015025 .
1,999 3,997001 2,001 4,003001 Ll

Fonte: Fonte: (STEWART, 2013)

que a funcao assume valores proximos de 2 o valor de f tende para 4. Ou seja

lim(z? — 2 +2) =4
T—2
Com isso temos a seguinte definicao que explica do que se trata o limite de uma

funcao.

Defini¢ao: Suponha que f(z) seja definido quando x estd préximo ao numero a. (Isso
significa que f é definido em algum intervalo aberto que contenha a, exceto possivelmente

no proprio a.) Entao escrevemos
lim f(z) =L

Tr—a
Dizemos que “o limite de f(z) , quando x tende a a, é igual a L”. Com isso se pudermos
tornar os valores de f(x) arbitrariamente proximos de L (tdo préximos de L quanto
quisermos), tornando z suficientemente préximo de a (por ambos os lados de @), mas nao

igual a a.

Sendo assim podemos concluir que os valores de f(z) tendem a ficar cada vez mais
proximos do nimero L a medida que x tende ao nimero a (por qualquer lado de a), porém

temos que = # a .

3.2 Taxas de Variacao

3.2.1 Taxa de Variacao Média

Para entendermos de forma bem simplificada a ideia de taxa de variagao, iremos

considerar o seguinte exemplo.
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Exemplo: Considere a tabela abaixo que representa a grandeza fisica temperatura do
Ambiente.

Tabela 2 — Variacao da Temperatura em fungdo do Tempo

t{h) T{"C)
T1 2 8
12 3 12
I3 4 16
14 3 20

Fonte: Construcao Prépria

Utilizando-se da teoria de proporc¢ao e razao, temos a nogao de variacao da tempe-

ratura AT no intervalo [tq,t3] que é dada por AT = 16 —8 = 8°C e a variagao tempo que é

dada por At = 4—2 = 2h. Observando a tabela 2 percebemos que a cada 1h a temperatura

varia 4°C, com isso podemos definir a noc¢ao de variacao média da temperatura, em relacao

ao tempo. AT 3
AN o 4°C/h

Note que podemos utilizar a velocidade média v,,, a aceleragao média a,,, sendo a

razao entre a variacao da grandeza em um intervalo de tempo decorrido. Com isso teremos:

AS
Um = E,

AV
N

Sendo que AS, AV as taxas de variacao da posicao e da velocidade respectivamente. O

que nos remete a seguinte definicao.

Definicao: Sejam X e Y duas grandezas. Definimos a taxa de variacao média ¢,,, de Y

em relacao a X, como:
_ AY Y2

(bm_AX_.fQ—LUl

Onde AY, AX representam a taxa de variacao das grandezas Y e X, respectivamente.

3.2.2 Taxa de Variacdo Instantanea

Definiremos a taxa de variacao instantanea que serd uma ferramenta muito impor-

tante para compreensao do conceito de derivada.

Definicao: Sejam X e Y duas grandezas. Definimos a taxa de variagdo instantédnea

1, de Y em relagao a X, como
AY

- Al)l(n—lw AX

(8



3.2. TAXAS DE VARIACAO 30

Sendo que AY e AX representam a variagao das grandezas Y e X, respectivamente.

Com isso ao analisarmos a definicdo da taxa de variacdo instantanea com relagao a
uma determinada grandeza ela é definida como sendo o limite da taxa de variagao média

dessa grandeza.

Sendo assim poderemos analisar a no¢ao de velocidade instantanea e de aceleracao

instantanea, levando em conta a definicao de variacao instantanea.

v= lim — = lim v
At—0 /At At—0

. v .
a= lim — = lim a,,
At—0 At At—0

Sendo AS, Av a variagdo de posigao S e variacao de velocidade v, respectivamente.
Também podemos analisar a taxa de variagao instantanea de forma geométrica,

para isso consideremos dois pontos P e () na curva dada na figura 8.

Figura 8 — Representagdo Gréfica da Variagao Instantanea

Fonte: Construcao Prépria

Observando que a medida que tomamos abscissas de ) mais proximas com relagao
a xg, com isso o ponto ) se aproxima cada vez mais de P e as retas secantes com relagao
ao grafico vao cada vez mais chegando ao seu limite, que é justamente denominada de reta
tangente ao grafico da fun¢ao. De forma geral concluimos intuitivamente que a inclinacao
da reta tangente com relacao a P ¢ igual ao limite das inclinagoes das retas secantes,

quando fazemos () se aproximar de P.

De forma mais analitica notamos que x( sofre uma variacao Ax, tem-se um novo
valor de z que é dado por © = x¢+ Az e a fungdo f(x) acaba sofrendo a variagao dada pelo
valor f(xg+ Az)— f(xq), com relagao ao intervalo [zg, xg + Az]. Isso nos dé as ferramentas

para definirmos o proximo conceito.
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3.2.3 Derivadas

Anteriormente vimos resultados importantes com relagao a taxa de variacao, que
pode ser empregada em uma das principais ferramentas do calculo diferencial integral a

derivada.

Definicao: Seja f: Dy — R uma funcao tendo como dominio os nimeros reais. Com isso

a derivada de f em um ponto qualquer z, é denotada por f'(z), e é dada por:

Isso se o limite existir.

Observando a definicao acima e o que foi dito nas se¢des anteriores notamos que
f'(xo) representa a inclinagdo da reta tangente em relagdo ao grafico da fung¢ao no ponto
(xo, f(z0)). Uma importante observacao é quando dizemos que uma funcao "é derivavel',

isso significa que essa fungao é derivavel em todos os pontos do seu dominio.

Analisamos a derivada em relacdo a um ponto qualquer, agora iremos definir a

funcao derivada.

Definicao: A funcao de derivada f, que serda denotada por f’, é uma funcao cujo dominio

esté contido no de f, a qual associa a cada valor f'(x) ao limite

o) =t [T D)~ ()

Az—0 Az

Observacao: Existe outra notacao que podemos utilizar para a derivada conhecida

como notagao de Leibniz, ou seja
: dy
f@) = o=
ox
A ordem na qual queremos definir a derivada de uma funcao é muito importante e
tem varias aplicacoes em diversas areas, com isso neste trabalho definiremos a derivada de
segunda ordem, mas existe derivadas de ordem superior que depende da continuidade da

funcao.

Definicao: A derivada segunda de f, denotada por f” é a funcdo cujo dominio estd

contido no de f’, em que temos a seguinte associa¢ao de f”(z) com relagdo ao limite
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Observacgao: Utilizando a definicao da fungao derivada pode-se mostrar resultados que

envolvem fungoes particulares, como por exemplo:

Sejam f e g : R — R fungoes definidas como f(z) = c e g(z) = 2™ com ¢ constante e n

um numero natural. Sendo assim por meio da definigdo podemos mostrar que f'(x) =0 e

que ¢'(x) = n.a™ L.

Agora veremos algumas propriedades em relacao as derivadas, que podem ser

facilmente demonstradas utilizando-se a sua definicao.

Teorema (Propriedades com relagdo a derivagao): Sejam f,g : D — R fungoes

derivaveis em que D C R, e ¢ uma contante real. Com isso:
f + g, derivando ficamos com (f +g) = f' + ¢

f — g, derivando ficamos com (f —g) = f' — ¢'.

c.f, derivando ficamos com (c.f) = c.f'.

f.g, derivando ficamos com (f.g)" = f'.g + f.¢".

g, derivando ficamos com (5)’ = %

Iremos demonstrar a propriedade (f(z).g(z)) = f'(x).9(z) + f(z).¢'(x), sendo que
as outras podem ser encontradas em (STEWART, 2013).

Chamando Az = h, sendo assim se Ax — 0, logo h — 0, com isso substituindo na definicao

, com g # 0.

ficamos com.

flz+h) — fx)

Fz) = Jim h
Utilizando a definicao no produto ficamos com
d _ o flet+h).gle+h) - f(z).9(x)
2 7). gl)] = Jim -

Agora somando e subtraindo g(x + h).f(x)

L (0 gta)) = g LRI ) (@) 9(0) gl £ 0. Jr) gl 1) S )
jx[f(x)_g(x)] _ ;1113% gz +h)[flx+h) - f(x)}]lJr f(@).[g(z + h) — g(x)]

Utilizando a propriedade de limite lim(z + y) = limz + lim y.

d gle 4 h). [ h) = f@)] @) lgle +h) - g(a)]
1 (@)-g(w)] = lim : +lim :
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Sendo assim utilizando a propriedade novamente.

;gﬂ@g@ﬂzy%ﬁx+m%%f@+zyﬁhﬁ+y%mwg%ﬂx+2—g®)

Substituindo o limite e observando quem depende do h e quem nao depende, ficamos com:

1700 o) = o). i LEED I | ) iy 901 = 90
Portanto ; ) )
TL(@)-g(@)] = g(2).—[f(@)] + f(z).—[g(2)]
Ou seja

(f(2)-9(x))" = f'(x).g(x) + f(z).9'(x)

Exemplo: Consideremos f uma fun¢ao polinomial na qual seu dominio é real, dada por
f(I) = anxn + an—lxnil + an_zl’ni%.. + a1 + ag

Onde n é um nimero natural. Sendo assim determine f'(x).

Resposta: Utilizando a observagdo anterior na qual (z") = na""!, note que a fun-
cao dada se trata de uma soma de parcelas desse tipo, com isso aplicando em cada uma

delas ficamos com

f'(x) =na, 2™ '+ (n— Da,_ 12" 2+ (n — 2)an_22" > + ...+ ay

No exemplo anterior levamos em consideragao n € N, mas pode-se mostrar que o

mesmo vale para n € R.
Exemplo: Dada a fun¢io polinomial f(z) = 2® — 52 — x + 6, determine f'(x).

Resposta: Utilizando-se do exemplo anterior temos:

fl(z) =32 — 10z — 1

Exemplo: Dada a funcio f(x) = (22 — 3)(2% — 22?), determine f'(x).

Resposta: Utilizando-se da propriedade do produto abordada no teorema anterior, tem
-se:
f'(x) = (22)(2* — 22%) + (2% — 3)(32? — 4x)
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4 Maximos e Minimos e Suas Teorias

Nesta secao veremos alguns teoremas que servirao de base para aplicacao da deri-
vada em outras areas, um dos principais serd justamente o TVM(Teorema do Valor Médio)
que servira de base para outros resultados, principalmente para uso na Teoria de maximos

e minimos.
Definigao: Dada uma fun¢ao f, que seja definida em um certo intervalo D(f).

i) f possui um maximo local em ¢ se existe um intervalo aberto em I contendo ¢, tal que
f(c) > f(x) para todo = € I N D(f).

i7) f possui um minimo local em ¢ se existe um intervalo aberto I contendo ¢, tal
que f(c) < f(z) para todo z € I N D(f).

i7i) Se f possui um maximo ou minimo local em ¢, dizemos que f possui um extremo local

em c.

Utilizamos o termo local, pois ao fixarmos no intervalo aberto de forma que seja
suficientemente pequeno contendo ¢ possa ser que f tome seu maior (ou menor) valor em
c. J& se tomarmos o intervalo fora do estabelecido , f pode assunir valores maiores (ou

menores) a depender da situagao.

Teorema (Fermat): Se uma funcao possui valor extremo local em ponto ¢ de seu

dominio, entdao f'(c) =0 ou f'(c) ndo existe.

O teorema se refere ao extremo local ¢ de uma funcao e o que podemos sobre esse
valor. Esse resultado serd de grande ajuda para os seguintes teoremas em relacdo a maximo

e minimo de uma funcao.

Uma importante observacao em relacao ao teorema visto é que sua reciproca nao é

valida. Com base nesse teorema poderemos ter a seguinte definicao.

Observacgoes:
Com base no teorema se x = ¢ ¢ um ponto de extremo local, a derivada da fungao f se

anula e passa uma reta tangente horizontal a curva y = f(x) no ponto (¢, f(c)).

Podem existir fungdbes com um ponto critico em x = ¢, que nao é ponto de maximo

nem de minimo local para f.
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Se os pontos de extremos locais para a funagdo estiverem nas extremidades do dominio de

f, as derivadas laterais de f poderao existir e ser nao nulas.

Definic¢ao: Sejam f: Dy C R — R uma funcao e ¢ € Dy tal que f'(¢) = 0 ou f’(c) ndo

existe. Chama-se ¢ de ponto critico.

Com base nessa definicao e levando em consideracao o teorema de Fermat, con-
cluimos para encontrar os pontos criticos de uma fungao devemos analisar justamente as

raizes da derivada.

4.0.1 Teorema de Rolle e o de Lagrange(TVM)

Com base nos conhecimentos adquiridos nas se¢des anteriores iremos agora ver al-
guns resultados bastantes utilizados durante a aplicacao do calculo diferencial nas diversas

areas.

Teorema de Rolle : Se f : [a,b] - R é uma fungdo continua em [a,b], derivavel
em (a,b) e tal que f(a) = f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Agora iremos ver uma representacao grafica para o teorema de Roller, para assim

podermos entender sua funcionalidade.

Figura 9 — Representagao Grafica do Teorema de Roller

() =0
s flle) =0 ,

|

A
/a \/b

/ f(e) =0
b

Fonte: Construcao Prépria

Demonstracao: A demostragao deste teorema pode ser encontrada no livro (STEWART,
2013)

Exemplo: O polinémio p(z) = 2* — 422 + 3z + 1 tem pelo menos um ponto critico no
intervalo (0,1) e no intervalo (1,3) . Determine pelo menos uma raiz utilizando o teorema
de Rolle.

Resolugao: Note que, temos p(0) = p(1) = 1 e, pelo teorema de Rolle, segue que existe
pelo menos um ponto tal que ¢ € (0, 1) de tal forma que f'(c) = 0. Observando o outro

intervalo podemos ter p(1) = p(3) = 1, com base no teorema segue que existe pelo menos
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um ponto critico no intervalo . Ou seja,
Px)=0=32"-8r+3=0
Realizando os calculos e simplificando chegamos em

x1~ 0,45 ou x9 = 2,2

Teorema do Valor médio de Lagrange: Se f : [a,b] — R é uma funcdo continua em

la, b] e derivavel em (a,b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que

o= 10 =10

Com base na analise grafica abaixo, percebemos que o TVM é justamente o do Teorema de
Rulle, isto é no caso em que f(b) # f(a). Porém isso sé acontece quando as retas tangentes

ao grafico da funcao f assumem outras posi¢oes além da horizontal.

Demonstracao: Antes de iniciarmos a demonstracdo construiremos a reta secante AB

com base nos graficos abaixo.

Figura 10 — Representacao Grafica da Secante e Tangente ao grafico

£(v) <’

Fonte: Construcao Prépria

Sendo assim aplicamos o Teorema de Rolle a uma nova fun¢ao h(como mostra a

figura 11) definida como a diferenga entre f e a funcao cujo grafico é a reta secante AB.

Usando a construcao a cima, vemos que a equacao da reta AB pode ser escrita

como

Ou seja,

v= s+ 1O Ty

Observando a figura 11, notamos que podemos ficar com
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Figura 11 — Anélise Grafica da Secante ao Grafico

y
| hee) _Y=fx)
fx)
\ B
o &  x h x
flay+ O T

Fonte: (STEWART, 2013)

Dessa forma precisamos verificar se a fungdo h(z), satisfaz o teorema de Rolle.

Temos que a funcao h é continua em [a, b], pois é formada pela soma de f com

uma func¢ao polinomial de primeiro grau, sendo ambas continuas.

Observando a fungao h ela é derivavel em (a,b), pois tanto f quanto a funcao
polinomial de primeiro grau sao derivaveis. Sendo assim calculando sua derivada teremos

f(b) = f(a)

R R

Quando fazermos h(a) e h(b) obtemos h(a) = 0 e h(b) = 0, dessa forma h(a) = h(b).

Sendo assim mostramos que h satisfaz as hipéteses do Teorema de Rolle, dessa
forma podemos utilizar o teorema de Rolle, logo existe um nimero ¢ € (a,b) tal que

h'(¢) = 0. Com isso temos

Dessa forma concluimos

Exemplo: Para ilustrarmos o Teorema do Valor Médio com uma fungao especifica, vamos

3

considerar f(x) = x® —x,a = 0,b = 2. Uma vez que f é uma fungdo polinomial, entdo ela

¢ continua e derivavel para todo x; logo, é certamente continua em [0, 2] e derivavel em (0, 2).

Resolugao: Sendo assim utilizando o teorema do valor médio, temos que existe um
nimero ¢ € (0,2), tal que

f2) = f(0) = f(e)(2-0)
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Tem-se f(2) =6, f(0)=0e f'(x) = 3z? — 1, substituindo ficamos com
6—0=(3¢2—1)2

3=(3c-1)

Resolvendo ficamos com ¢ = i%, mas como ¢ € (0,2) logo ¢ = %

Exemplo: Suponha que em uma rodovia reta ha dois carros de patrulha da Policia
Rodovidria que estao distantes 5 quiléometros um do outro. Suponha também que um cami-
nhao passou pelo primeiro carro da patrulha com velocidade de 55 km/h, e sem parar, 4
minutos depois passou pelo segundo carro da patrulha com velocidade de 50 km/h. Mostre
que em algum instante entre os carros da Policia Rodoviaria, o caminhao ultrapassou o
limite de velocidade dessa rodovia que era de 55 km/h.

Resolugao: Considerando a func¢do s(t) como sendo a funcao posi¢ao no instante t. Com

base no instante ¢ = 0 e passa pelo primeiro caminhao, temos:

4 1
60~ 15"

Ja no instante que passa pelo segunto tem-se:
s(0)=0es(1/15) =5

Utilizando o conceito da velocidade média, tem-se:

s(1/15) —s(0)  5-0
1/15—-0  1/15

= 75km/h

Agora considerando que a funcao seja continua e derivavel no intervalo (0,1/15). Com base
no Teorema do Valor Médio existe um instante entre t = Oet = 1/15 tal que a velocidade
do caminhao foi igual & velocidade média do trajeto. Portanto, em algum instante t!
temos que s'(t') = 75, com isso podemos concluir que o caminhao ultrapassou o limite de

velocidade.

Diante desses resultados visto anteriormente estabeleceremos algumas defini¢oes

importantes para diversas andlises.

Definicao: Uma funcao f é dita crescente em seu dominio, se para quaisquer z; e
x9 de seu dominio, tais que x; < xq, entado f(z1) < f(z2). D4 mesma forma definimos
quando uma funcao é decrescente para isso se tivermos quaisquer x; e x5 de seu dominio,

tais que x; < xo, entdo f(z1) > f(x2).

Sendo assim veremos agora alguns resultados relacionados com a defini¢ao anterior.

Teorema: Seja f uma funcao derivavel em um intervalo I C Dy, temos:
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- Se f'(z) > 0 em I, entdo f é crescente em I.

- Se f'(x) <0em I, entdo f é decrescente em 1.

A demonstracao desse resultado leva em consideracao o teorema do valor médio,
utilizando as hipdteses dadas. Para uma andlise mais minuciosa consulte (STEWART,

2013).

Teorema: Sejam f : [a,b] — R uma funcao continua e derivavel em (a,b) e z € [a, b] um

ponto critico de f. Sendo assim podemos ter as seguintes condicoes:

a) Se f" muda de sinal com relagdo a positivo para negativo em zy, entao f(xg) é um
maximo local de f.
b) Se f’ muda de sinal com relagdo a negativo para positivo em xg, entdo f(xy) é um
minimo local de f.

¢) Se f' nao muda de sinal em ¢, entdo f(xy) ndo é um valor extremo de f.
Observe a figura 12 que ilustra os casos do teorema visto.

Agora iremos ver um resultado com relacdo a derivada segunda que é de facil
manipulagdo mesmo em nivel basico, que sera de grande ajuda com relacdo a analise de

minimos e maximos locais.

Teorema (Teste da segunda derivada para extremos locais): Seja f uma fun-

cao que possui derivada segunda continua préximo de zy € Dy. Se

a) Se f'(xg) =0e f"(x0) <0, entdo f(xy) é um maximo local com relagao a f.

b) Se f'(xg) =0e f"(xg) > 0, entdao f(xy) é um minimo local com relagao a f.

c) Se f'(zg) e f"(xo) = 0, entdo teremos que o teste inconclusivo com relagdo a f(xo).
Esse teorema nos tras importantes resultados com relagao a derivada segunda de

uma funcao que tem como ponto critico zg. A depender do sinal d4 derivada segunda

o ponto critico pode ser de maximo (se f”(x¢) < 0), de minimo( se f”(xy) > 0) ou

inconclusivo(se f”(zq) = 0).

Exemplo: Seja a funcio f(z) = 32® + 422 + 2. Determine se essa fungdo possui ou
nao um maximo ou minimo local.

Resposta: Sendo assim faremos
fl(x) =92° + 8z + 1
Agora fazendo f'(x) = 0, tem-se:
92 +8x4+1=0
r=—-0,15ex=-0,74
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Figura 12 — Representacao Grafica dos Casos do Teorema

F@=0
a) Minimo Local

@) =0

F@)>0 fi(=z)y <o

b) Méximo Local

¢) Nem Minimo e nem Méximo

Fonte: Construcao Prépria

Agora utilizando o teorema estudado temos:

f"(x) =18z 48

Como f"(—0,15) =5,3 e f"(—0,74) = —5, 32, tem-se que x = —0, 15 assume um maximo

local e x = —0, 74 assume um minimo local.
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5 Aplicacoes Contextualizadas

Nesta parte do trabalho trazemos alguns exemplos, utilizando como ferramenta
principal a aplicagao dos resultados obtidos da derivada. Varias areas do conhecimento
utilizam a aplicagdo dos resultados da derivada, temos a Economia, a Fisica, a Engenharia,

ete.

Neste exemplo 01 serda abordada uma aplicagao que na maioria das vezes é vista
nos cursos de Calculo, se trata da aplicagao da derivada com relagao a otimizagao de

materiais.

Exemplo 01: Uma empresa de embalagem recebeu um pedido de caixas de papelao, onde
o solicitante exigiu apenas que as caixas tivessem 15 litros de capacidade e uma altura
de 20 centimetros. Quais sao as dimensoes das caixas para obter o menor custo com o

papelao?

Figura 13 — Representacao Grafica da Caixa de Papelao

Fonte: Construcao Prépria

Resolucao: Sendo assim observando a figura 13, notamos que podemos ter:

V =abh (5.1)

A=2(ab+a.h+bh) (5.2)

Como V = 151 = 15000 em?® e h = 20 cm, substituindo na forma do volume de um
paralelepipedo 5.1, temos:
15000 = a.b.20
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Substituindo 5.3 em 5.2, ficamos com
A =2(750 + 720.20 +20.b)

Simplificando ficamos com

A:1500+30200+4Ob

Dessa forma devemos aplicar a teoria vista, logo

@ ~ 30000
db b2
Sendo assim teremos que ter da _ 0, com isso

db
30000
b2

30000
= 40

30000 = 40b?

+40

+40=0

Logo
b2 =750 = b= V750

b~ £27,39

Portanto a caixa deve ter um fundo quadrado medindo aproximadamente 27,39 cm, para

que a caixa tenha um consumo minimo de papelao.

Esse ¢ um exemplo bem simples de uma teoria mais geral conhecida como Otimizagao

e note que o calculo do b se torna bem simples com o uso da derivada.

No exemplo 2 veremos uma interessante aplicacao da derivada, como um modelo
ligado a pecuaria. Mesmo de forma bem superficial ilustra bem como a Matematica pode

ser aplicada em diferentes situacoes.

Exemplo 02: Um fazendeiro tem 200 bois, cada um pesando 300 K g. Até agora ele gastou
R$380.000, 00 para criar os bois e continuara gastando R$2, 00 por dia para manter cada
boi. Os bois aumentam de peso a uma razao de 1,5 Kg por dia. Seu prego de venda, hoje é
de R$18,00 o quilo, mas o preco cai 5 centavos por dia. Quantos dias deveria o fazendeiro

aguardar para maximizar seu lucro?

Resolugao: Sendo assim iremos organizar as informacoes que temos no problema dado.
Seja o nimeros de bois dados por b = 200 e o peso dado por p = 300. Dessa forma para

encontrar obtemos o lucro por dia, L, escrevemos

L(d) = (peso dos bois X prego em relacao ao Kg) — Custo de Criagao (5.4)
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O peso dos bois sera dado por p = 200.300 4 200.1, 5.d, que traduz justamente a

quantidade de bois pelo seu peso acrescentado com o peso que ganhard por dia.

Ja o preco em relagdo ao K¢ é dado por p(Kg) = 18 — 0,05d. Agora analisando o
custo até o momento temos C' = 380000 + 200.2.d.

Substituindo em 5.4 o0 que obtemos apds a anélise, temos:
L(d) = (200.300 + 200.1, 5.d).(18 — 0,05d) — (380000 + 200.2.d)

L(d) = 1080000 — 3000d + 5400d — 15d* — 380000 — 400d

Apo6s simplificarmos ficamos com
L(d) = —15d* + 2000d + 700000

Aplicando a teoria de derivada, teremos que ter

d
—(—15d* + 2000d + 700000) = 0

dd
Resolvendo
—30d + 2000 =0
Logo
d =~ 66, 666
d~ 67

Portanto o fazendeiro deve aguardar 67 dias para maximizar seus lucros.

Este préoximo exemplo nos da uma ideia de aplicacao direta ligando a Matematica
com a Biologia. Mesmo de forma simples nos da uma ideia de como é possivel interligar as

duas areas, acentuando sua importancia.
Exemplo 03: Suponha que o nuimero de bactérias em uma cultura no instante ¢ é
dada por N(t) = 5000(25 + te~2 ). Ache o maior e o menor niimero de bactérias durante o

intervalo de tempo 0 <t < 100.

Resolucao: Sendo assim aplicaremos os conceitos vistos anteriormente, fazendo:

Agora faremos % = 0, ficamos com:
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Logo t = 20.

Com isso devemos analisar o que acontece nos extremos da fungdo com base no

seu intervalo de dominio 0 < ¢ < 100, fazendo:
N(0) = 125000
N(20) = 161787,94

N(100) = 128368, 97

Com base na figura 15, podemos notar que o menor nimero de bactérias 125000 e o maior
161787, 94.

Figura 14 — Representacao Gréfica da Comparacao

N(®)

125000

20 100 t

Fonte: Construcao Prépria

Observagao: Nesse trabalho estamos dando énfase a possibilidade de explorar o conceito
de derivadas no Ensino Médio, dando como uma maior prioridade as func¢ées polinomiais.
No entanto, nesse ultimo exemplo usamos uma fun¢ao exponencial. No entanto, isso nao
inviabiliza a proposta, no sentido de que tal fun¢ao é vista no Ensino Médio e a sua

derivada poderia ser também apresentada sem muita dificuldade, pelo menos que tange.

O exemplo 04 também se trata de uma aplicacdo do conceito de otimizacao, nesse

caso, de calculo de area.

Exemplo 04: Um fazendeiro tem 1200 m de cerca e quer cercar um campo retan-
gular que esta na margem de um rio reto. Ele ndo precisa de cerca ao longo do rio. Quais

sdo as dimensoes do campo que tem maior area?
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Resolucgao: Levando em consideragao as propriedades do retangulo e a restrigao aplicada

na questao. Podemos ter:
dr 4+ y = 1200 = y = 1200 — 4x (5.5)
Levando em consideracao a area do retangulo teremos:
Az) = zy (5.6)
Sendo assim substituiremos 5.5 em 5.6, ficamos com:
A(x) = 1200z — 422
Aplicando a teoria de Max. e Min. temos:
A'(z) = 1200 — 8z

1200 — 8z = 0
1200

— 22 150
TR

Logo y = 600
Para conferirmos se o valor se trata do valor maximo que a func¢ao pode assumir, basta
fazermos A”(x) = —8. Como A”(z) < 0, temos que a fungdo apresenta valor de méximo.

Portanto as dimensdes que farao com que a area seja maxima sera x = 150 e y = 600.

O préoximo exemplo segue a mesma linha dos anteriores.

Exemplo 05: Ha 50 macieiras em um pomar. Cada arvore produz 800 macas. Para
cada arvore adicional plantada no pomar, a producao por arvore cai em 10 macas. Quantas
arvores devem ser adicionadas ao pomar existente para maximizar a producao total de

macas?
Resolucgao: Dessa forma consideremos x como a variavel que representa as arvores
adicionais plantadas. Sendo assim pretendemos maximizar a producao de macas.

P(x) = (nz de arvores).(produgao de magas)

Com isso termos:
P(x) = (50 + z)(800 — 10x)

P(x) = —102* + 300z + 40000

Aplicando a teoria de max. e min., teremos:

P'(z) = 300 — 20z



46

Sendo assim

300 — 20z =0
=15
verificando se o valor encontrado se trata do max., faremos P”(z) = —20 < 0, logo

adicionando 15 arvores teremos a maior producao de macas, que com isso sera de 42250

macas.

No préximo exemplo, temos um modelo simples, ligado a area de Economia.

Exemplo 06: Uma loja tem vendido 200 aparelhos reprodutores de Blu-ray por se-
mana a R$ 350 cada. Uma pesquisa de mercado indicou que para cada R$ 10 de desconto
oferecido aos compradores, o nimero de unidades vendidas aumenta 20 por semana. En-
contre a funcao demanda e a funcao receita. Qual o desconto que a loja deveria oferecer

para maximizar sua receita?

Resolugao: Tomando x como representante do ntimero de Blu-ray vendidos por se-
mana, dessa forma o nimero de vendas semanais serda z — 200. Levando em consideracao
que a cada 20 unidades vendidas, o preco cai em R$ 10, logo teremos um decréscimo de %

em relagdo ao preco. Com isso o preco do produto sera dado por:

10
P(x) = ——(r—2
(x) = 350 20 (x —200)

1
P(z) = 450 — 3%
E sua funcao receita dada por:
R(z) = zP(x)

Logo
1
R(x) == (450 — 2x>

R(z) = 450z — ;xQ
Para que a receita seja maxima, devemos ter R'(z), logo
450 —x =0
x =450
Substituindo na equacao do preco, encontramos
P(450) = 225

Desta forma o preco que deverd ser tomado sera de R$ 225, o que faz com que o desconto

seja de 350 — 225 = 125, maximizando a receita.
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O proximo exemplo nos mostrara como a derivada é aplicada em Fisica, por parte

da Cinematica.

Exemplo 07: Uma particula se desloca em linha reta, de tal forma que sua distan-

cia a origem ¢é dada, em funcao do tempo por meio da seguinte equacao:
X (t) = 3t + 7t

Sendo assim determine sua velocidade, no S.I( Sistema Internacional de Medidas), no

instante ¢ = 1s. Em seguida calcule sua aceleragao.

Resolucgao: Dessa forma utilizando os conceitos fisicos com relagao a velocidade e acelera-
¢ao, basta fazermos:
X'(t) =3+ 14t

No instante t = 1s, ficamos com:
X'(1)=3+14=17m/s

Portanto a velocidade da particula no instante de 1s serd justamente 17 m/s.

Agora para encontrarmos a sua aceleracao, basta calcularmos a derivada segunda

com relagao a funcao da particula, com isso:
2"(t) = 14 m/s*

Dessa forma para calcularmos a velocidade e aceleracao com relagao ao grafico da funcao,
basta empregarmos a definicdo com relagao ao calculo direto da derivada primeira e
segunda. Isso se deve justamente a definicao de derivada estd diretamente a inclinacao da

reta com base no grafico da funcao, representando assim a velocidade e aceleracgao.

O préximo exemplo nos darda uma aplicagao direta dentro da propria Matematica,

onde usamos derivadas em uma aplicagao de geometria.

Exemplo 08: Determine a altura do cilindro circular reto, de volume maximo, ins-
crito na esfera de raio R dado.

Resolucao: Sabendo que o volume do cilindro é encontrado por meio da férmula:
‘/ci = Abh

Sendo assim:

‘/ci = 7TT2.h

Utilizando Pitagoras para encontrar a altura teremos

(2R)* = (2r)* + R?
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Figura 15 — Representacao Gréfica da Comparagao

Fonte: Google imagens

AR® = 4r® 4+ 1?
o AR+ 1?

" 4

Substituindo na férmula do volume, temos:

2 2
‘/(:iZW(#)h

Colocando em forma de func¢ao, temos:

Dessa forma fazendo f'(x), temos:

f’(x):7r<4R 4—3:6 )

Fazendo f/(0) = 0, temos:
2V3R
T

Sendo R a diagonal do cilindro.

Com isso vimos que existem aplicagoes em diversas areas a cerca da aplicagao da
derivada principalmente ligada a teoria de maximos e minimos. A depender das informagoes
disponiveis no problema podemos transforma-lo em equacoes e a partir dai empregar os

conceitos vistos. Tal procedimento é um caso bem simplificado do que conhecemos como

modelagem matemdtica.
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6 Conclusao

Ao longo da pesquisa e no decorrer do trabalho de forma geral percebemos que a
Matematica é fundamental em diversas situagoes no dia a dia, pensando nisso buscamos

aplicagoes em outras areas de forma que pudesse ser usada no ensino médio.

Nem sempre sera facil mostrar a aplicacdo que determinado conteido, mas neste
trabalho buscamos situac¢oes problemas que podem ser usados em conjunto com outras

disciplinas.

A apresentacao da teoria de maximos e minimos se deu de forma bem simples,
mas com o rigor matematico que se deve ter ao apresentar um contetido no ensino basico.
Essa parte teorica junto com o contetido sobre polindmios gerou um amplo leque de
possibilidades para se trabalhar com os alunos do ensino médio de forma a apresentar a

teoria atrelada a pratica.

As questoes contextualizadas deste trabalho podem sim ser utilizadas em sala,
justamente pelo fato de serem bem simples e ligadas a outras areas do conhecimento,
servem para mostrar que a proposta é viavel e ndo teria muita dificuldade em aplica-la no

Ensino Médio.
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