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Resumo

O presente trabalho, o qual foi desenvolvido por meio de pesquisa cientifica do tipo
qualitativa, visa mostrar algumas aplicacoes que as matrizes possuem, tanto dentro da
propria Matemaética, como também em outras areas, tendo a preocupacgao de esbogar
os detalhes de forma acessivel, evitando portanto a utilizacao de muitas defini¢oes e
teoremas, mas sem perder o rigor matematico necessario. A pesquisa é direcionada tanto
ao professor do ensino médio, para que este possa vir a aprofundar o assunto em sala
de aula, bem como para o aluno de ensino médio que tenha interesse em entender a
funcionalidade das matrizes na pratica. Parte-se entao de uma simples organizagao de
uma lista de compras com seus respectivos pre¢os em uma tabela, passando por problemas
que envolvem rotas de voo, criptografia, crescimento populacional, dentre outros. Tais
temaéticas foram inseridas como exemplos e/ou comentarios ao longo do desenvolvimento
do texto. Uma delas recebe maior enfoque, a saber, a rotacao de conicas, a qual é discutida
tanto com o uso de diagonalizagao de matrizes, bem como sem a utilizacao da mesma.
Outro ponto abordado é a exponencial de matrizes, topico este que possui iniimeras
aplicagoes em diversos ramos do conhecimento. Por fim, é realizada a explanagao sobre a
relagao entre niimeros complexos e matrizes, tais como involu¢oes, matrizes hermitianas,
quatérnios até chegar ao Teorema Espectral.

Palavras-chave: Matrizes. Ensino Médio. Aplicagoes. Rotagao de conicas. Teorema
Espectral.



Abstract

The present work aims to show the most varied applications that the matrices have,
both within mathematics itself, as well as in other areas, with the concern to outline the
details in a simple way, so that a high school student can read it completely, but without
losing the necessary mathematical rigor. It then departs from a simple organization of
a shopping list with their respective prices in a table, going through problems involving
flight routes, cryptography, population growth, among others. These themes were inserted
as examples and/or comments throughout the development of the text. One of them
receives a greater focus, that is, the rotation of conics, which is discussed both with
the use of diagonalization of matrices, as well as without the use of it. Another point
addressed is the exponential of matrices, a topic that has numerous applications in various
branches of knowledge. Finally, an explanation is made about the relationship between
complex numbers and matrices, such as involutions, hermitian matrices, quaternions until
then reaching the Spectral Theorem.

Key-words: Matrices. High School. Applications. Rotation of conics. Spectral theorem.
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Introducao

A Algebra Linear ¢, de acordo com BOURBAKI [10], um dos mais velhos ramos
da Matemética e, ao mesmo tempo, um dos mais novos. Enquanto que, por um lado,
conforme MEYER [46], a anélise mais antiga de equagoes simultaneas é encontrada no
livro chinés Chiu-chang Suan-shu (Nove Capitulos sobre Aritmética) por volta de 200
a.C., é afirmado por RICARDO [57] que, devido a disponibilidade de computadores e
calculadoras de grande manuseio, a Algebra Linear tem emergido como pré-requisito para
muitas areas de aplicagoes. Como se pode observar em [3], tais aplicagoes se estendem
desde topicos como Programacao linear geométrica, até Tomografia Computadorizada.
Dessa forma, é possivel perceber o quao importante e atual é o estudo deste ramo da
Matematica, sendo necessario entao que seu ensino esteja sempre em aperfeicoamento.

O processo de ensino e aprendizagem de Matematica ainda possui muitos obstéculos
a serem superados. Um deles, como aponta FIORENTINI [23], é o fato do aluno nao
entendé-la como a escola lhe ensina e, na maioria das vezes, sentem dificuldades em uti-
lizar o conhecimento “adquirido”, até mesmo quando aprovados na disciplina. Com base
nisso, buscou-se apresentar um dos iniméros toépicos da matematica, a saber, as matrizes,
de uma maneira interdisciplinar, apontando aplicacoes que estas possuem em diferentes
campos do conhecimento, respeitando assim a importancia da interdisciplinaridade, onde
esta, de acordo com TERRADAS [60], ¢ uma metodologia de ensino inovadora e impor-
tante, nao somente para a Educagao Matematica, mas também para os diversos ambitos
do saber.

Um dos principais objetivos do presente trabalho é fornecer uma abordagem de to6-
picos matriciais, de modo que estes possam ser entendidos por alunos de Ensino Médio.
Nessa perspectiva, todos os resultados apresentados foram obtidos utilizando proprieda-
des de matrizes, as quais sao apresentada no Capitulo 1, juntamente com as operagoes
relacionadas as mesmas. Os exemplos de aplicacoes das matrizes aqui utilizados sao in-
tercalados & medida que é desenvolvida a teoria, a fim de alinhar a interdisciplinaridade
e, consequentemente despertar a curiosidade do leitor quanto ao assunto, além de estabe-
lecer uma conexao entre o contetdo e a realidade, o que esta de acordo com o pensamento
de DENCKER [17], segundo o qual a interdisciplinaridade surge nos anos 70 como uma
resposta as necessidades de um tratamento mais integrador da realidade.

A abordagem descrita acima também levanta a possibilidade do professor de En-
sino Médio discutir topicos relacionados as matrizes de uma forma mais dindmica, nao
se atendo apenas a resolucao de exercicios, mas também a situagoes praticas em que
tais temas surgem. O mesmo se aplica ao ensino superior, pois como aponta FAVA-
RAO ¢ ARAUJO [22], os professores acabam dando atencdo ao conteido em si e nao
a sua interligacao com a situacao da qual emerge, gerando assim a classica dissociacao
entre teoria e pratica. Vale ressaltar que nao estd sendo colocada de lado a impor-
tancia da teoria, pelo contrario, as aplicagoes nao s6 realgam o embasamento teodrico,
bem como lhes acrescenta beleza. Outrossim, principalmente para os alunos que pre-
tendem ingressar no campo académico voltado a areas exatadas do conhecimento, ¢ de



fundamental importancia que a teoria seja consolidada. Todavia, como ressalta SOA-
RES e ALMEIDA [58], os alunos que pretendem ingressar no Ensino Superior acabam
por criar expectativas que nao condizem com a realidade académica, gerando assim con-
flitos que acabam por aumentar os niveis de desisténcia. Por este motivo, é defendido que,

Num mundo extremamente competitivo, a universidade precisa se preocupar
com o estudante universitario, promovendo condicoes para o seu desenvolvi-
mento integral, tentando desenvolver suas potencialidades ao méximo para que
possa atingir seu nivel de exceléncia pessoal e estar preparado para um papel
atuante na sociedade (SANTOS apud CUNHA e CARRILHO [15], p. 216).

Dessa maneira, buscou-se escrever a teoria de maneira simples e clara, porém sem
fugir do rigor matemético, com excecao de raros casos de demonstragoes que exigem
inducao matematica, as quais, quando possivel, foram provadas por uma ideia intuitiva
de inducao, isto é, monstrando casos iniciais de modo a encontrar um padrao e, em
seguida, generalizando a ideia. O motivo de nao ter sido abordada a indugao matemaética
deve-se a busca de evitar possiveis digressoes, mantendo o foco sobre as matrizes e suas
propriedades. Porém, a discussao de tal assunto direcionada a alunos de Ensino Médio
pode ser encontrada em [16] e [51].

O Capitulo 1 é direcionado ao desenvolvimento da teoria acerca das matrizes, apon-
tando suas diferentes propriedades e classificacoes. Entre elas, destacam-se duas que nao
sao comuns ao Ensino Médio: Matrizes de blocos e Matrizes elementares. Além disso, a
ultima secao de tal capitulo trata exclusivamente do crescimento populacional por meio
de matrizes de Leslie. J4 o Capitulo 2 versa a respeito dos determinantes das matrizes e
das propriedades dos mesmos, onde a justificativa de algumas destas ficarao mais claras
devido & matrizes elementares.

O plano e o espago tridimensional sao discutidos no Capitulo 3, porém seu principal
foco sao as transformacoes lineares, pois estas serao utilizadas para exemplificar situa-
¢oes em que as coOnicas aparecem em posi¢oes incomuns, como por exemplo rotacionadas
ou reflexionadas em torno de uma reta, além da identificagao de formas quadraticas.
Cabe lembrar que serd admitido o conhecimento prévio das conicas por parte do leitor,
omitindo-se assim os detalhes relativos as mesmas. Mais exemplos destes podem ser
encontrados em [12].

A Diagonalizagao de matrizes é também um tema incomum ao Ensino Médio, sendo
portanto tratado no Capitulo 4, tanto em sua defini¢ao, como em sua aplica¢ao a rotagao
de conicas, fornecendo assim uma segunda maneira de realizar o processo descrito no
Capitulo 3. Ademais, é realizada um breve exposi¢ao sobre a exponencial de uma matriz,
tema este também incomum ao Ensino Médio, mas que possui vasta aplicabilidade.

O Capitulo 5 é destinado a relagao estabelecida entre niimeros complexos e matri-
zes, mais precisamente a representacao de um ntmero complexo por uma matriz e os
quatérnios, onde estes sao uma extensao dos nimeros complexos. O complemento deste
Capitulo é deixado como Apéndice, onde sao tratadas as matrizes hermitianas e suas
propriedades, além de apresentar um teorema de bastante valor na Algebra Linear, o
Teorema Espectral.



1 Matrizes

Iniciaremos este capitulo com a definicao de matrizes, conceito este que seré de extrema
importancia para o desenvolvimento de todos os capitulos posteriores a este.

1.1 Matrizes

Definicao 1.1 Dados m,n € N, chama-se matriz A, toda tabela retangular A, composta
por nimeros reais a;;, distribuidos em m linhas e n colunas, onde i, j € N sao os indices
que permitem identificar um dado elemento na matriz que estd na i-ésima linha e j-ésima
coluna. A representacao de uma tal matriz é dada por

11 Q12 - Qip

Q21 Q22 -  Q2p
A =

Am1 Am2 - Amn

Exemplo 1.1 A fim de melhor compreender a definicao acima, vejamos alguns exemplos
de matrizes a seguir:

1
o 2 1 12 3
A = B = —ll C=|456
16 0 2
01 789

10 12 -3 77 32
D=| -4 8 16 99 -4 E=
13 38 =9 15 -35

o O O O
o O O O
o O O O
o O O O

As matrizes A, B, C, D e E acima sao do tipo 2 x 2, 3 x 2, 3 x 3, 3 x5 e4d x4,
respectivamente. Na matriz A, a entrada a2, isto é, o niimero que estd na primeira

linha e na segunda coluna, é 9, enquanto que b5 = —1 na matriz B. Ja na matriz D,
podemos observar que d3; = 13 e dos = —T74.

Vale lembrar que a igualdade entre duas matrizes A = [a;;| . e B = [b;] . ocorre
se, e somente se, a;; = b;;, para todo7=1,2,...,me todo j =1,2,...,n. Por exemplo,

as matrizes

1 2 0 2
=[5 1] o[ 7]
sao diferentes, tendo em vista que a;; = 1 # 0 = by;.

13



A seguir, veremos algumas matrizes que recebem nomes especiais devido as diferentes
propriedades que elas podem apresentar:

a) Matriz linha: é toda matriz que possui n colunas e uma tunica linha, isto é, uma matriz
da forma
A= [ aip G2 - Qip }

b) Matriz coluna: é toda matriz que possui m linhas e uma tunica coluna, tendo entao a
seguinte forma:

bi1
b1
B = ]
bml
c) Matriz quadrada: & toda matriz A = [a;], .., tal que m = n, ou seja, o nimero

de linhas é igual ao niimero de colunas. Dizemos neste caso que a matriz A possui
ordem n. As matrizes A, C e E do Exemplo 1.1 sao quadradas de ordem 2, 3 e 4,
respectivamente.Vale lembrar que, nas matrizes quadradas A = [a;;]nxn, as entradas a;;,
tais que ¢ = j constituem um conjunto chamado de diagonal principal, ao passo que
as entradas com i+ j = n + 1 formam um conjunto denominado diagonal secunddria.

Vejamos, por exemplo, quais sao as diagonais principal e secundaria da matriz C do
Exemplo 1.1, observando que

e a3 = 1; as = 5; agg = 9 = Diagonal principal é dada por {1,5,9}.

e Como C possui ordem 3, devemos ter i + j = 4. Assim, as entradas que atendem
a essa exigéncia sao: aijz3 = 3; ass = H; az; = 7. Portanto, temos que a diagonal
secundaria é dada por {3,5,7}.

Agora podemos visualizar abaixo as duas diagonais citadas anteriormente:

1 2 3 1 2 3
C=|456 C=|456
78 9 78 9

Diagonal principal de C Diagonal secundaria de C

Vale lembrar que a soma das entradas de uma matriz quadrada A é chamado de
traco da matriz A e é representado por tr(A). Mais formalmente, dada uma matriz
A = [a;j]nxn, tem-se

tr(A) = Q1] + Qo+ -+ Qpp.

d) Matriz nula: é chamada assim, qualquer matriz A = [a;], ., tal que a;; = 0 para todo
1=1,2,...metodo j =1,2,...n, o que quer dizer que todas as suas entradas sao iguais
a 0. A matriz E do Exemplo 1.1 é um exemplo de matriz desse tipo. Representaremos
por O uma matriz nula de ordem n X n.

e) Matriz Identidade: Sao assim denominadas todas as matrizes quadradas A = [a;;]nxn,

14



tais que todos os elementos da diagonal principal sao iguais a 1. Observemos logo abaixo
alguns exemplos de matrizes identidade:

(10000 0]

1000 010000

10 0100 001000
{011 0010 000100
0001 0000710
(00000 1]

Por simplicidade, nos referiremos a uma matriz identidade de ordem n por meio da
expressao I, x,, ou simplesmente por I, nos casos em que nao houver duvida sobre qual
¢ a ordem dessa matriz.

f) Matriz diagonal: Essa é a generalizagdo de uma matriz identidade, de modo que ao invés
de possuir todos os elementos de sua diagonal principal iguais a 1, estes sao constantes
reais nao necessariamente todas iguais. Quanto as demais entradas (ndo pertencentes
a diagonal principal) de uma tal matriz, sdo todas iguais a zero. Vejamos logo abaixo
alguns exemplos de matrizes diagonais:

a 00000
a 00 0 0b0000

a 0 0b 00 00 ¢000
{Ob} 00 ¢ 0 000doO0 0|
000 d 0000 e 0
(00000 f]

onde a,b,c,d, e e f sao constantes reais quaisquer.

g) Matriz triangular: As matrizes triangulares podem ser classificadas como superiores,
quando todas as entradas abaixo da diagonal principal sao iguais a zero, ou infertores,
quando todas os entradas acima da diagonal principal sao iguais a zero. Vejamos abaixo
um exemplo de cada caso:

1 2 3 4 1 00 0

056 7 23 0 0

0 0 8 9 4 5 6 0

0 0 0 10 7 8 9 10
Matriz triangular superior Matriz triangular inferior

h) Matriz de Vandermonde': Sao matrizes m x n da forma

1z 22 - 2!
1 xy 22 - af!
V=1 . . |
2 n—1
1 xy 7, -+ x)

!Este nome ¢ em homenagem a Alexandre Theophile Vandermonde (1735-1796), um matematico
francés que fez uma variedade de contribuicoes & matematica, mas que talvez seja melhor conhecido
como o primeiro europeu a fornecer uma exposigao logica completa da teoria dos determinates [46].

15



onde x; # x;, para todo ¢ # j.

A seguir definiremos as operagoes de adi¢ao/subtragao e multiplicacdo de matrizes.
Quanto a divisao de matrizes, veremos posteriormente que esta nao é definida, devido ao
fato de que nem toda matriz possui uma matriz inversa.

1.1.1 Adicgao e subtracao de matrizes

Definigao 1.2. Dadas duas matrizes A = [a;;] .. e B =[by] . asoma A+B €igual
a uma matriz C = [c;5] . tal que
[aij]mxn + [bij]mxn = [Cij]mxn'

Podemos concluir, a partir da defini¢do acima, que a soma de duas (ou mais) matrizes
¢ ainda uma matriz, a qual esta definida apenas para o caso em que A e B possuem o
mesmo numero de linhas e 0 mesmo ntimero de colunas.

Exemplo 1.2. Ana, Bruna e Carla fizeram compras de arroz, feijao e carne durante o
més de janeiro nos estabelecimentos A, B e C, respectivamente. A tabela abaixo mostra
as quantidades totais de cada um desses alimentos comprados por elas:

Arroz Feijao Carne
Ana 20kg 10kg 10 kg
Bruna 25kg 12kg 13 kg
Carla 30kg 18kg 15kg

No més seguinte, elas realizaram compras dos mesmos alimentos nos mesmos estabeleci-
mentos, porém em quantidades diferentes, conforme mostra o préoximo quadro:

Arroz Feijao Carne
Ana 23 kg 12kg 8kg
Bruna 20kg 13kg 11 kg
Carla 27kg 15kg 17kg

Quanto aos precos, em reais, de cada quilo de alimento nos respectivos estabelecimentos,
estes estao organizados no seguinte quadro:

A B C
Arroz 250 2,30 3,20
Feijao 4,30 4,00 4,80
Carne 25,30 28,90 36,60

Para saber o total de quilos de cada alimento que cada uma delas comprou durante
esses dois meses, podemos representar as compras realizadas em janeiro e fevereiro pelas
respectivas matrizes J e F abaixo:

20 10 10 23 12 8
J=125 12 13 F=1]20 13 11
30 18 15 27 15 17

16



Agora, realizando a soma das duas ultimas matrizes, decorre

[ 20 10 10 23 12 8
J+F = 25 12 13 |+ | 20 13 11
| 30 18 15 27 15 17

[20+23 10+12 10+8
= 25+20 12+13 13+11
| 30+27 18+15 15+ 17

[43 22 18
— |45 25 24
| 57 33 32

Logo, podemos concluir que, durante esses dois meses

e Ana comprou um total de 43 kg de arroz, 22 kg de feijao e 18 kg de carne.
e Bruna comprou um total de 45 kg de arroz, 25 kg de feijao e 24 kg de carne.

e Carla comprou um total de 57 kg de arroz, 33 kg de feijao e 32 kg de carne.

A subtragao de matrizes é definida de forma analoga, de modo que, dadas duas ma-
trizes A = [a;;], ., ¢ B =[b;] . entdo A — B ¢ igual a uma matriz D = [d;;] , tal
que

[a’ij]mxn - [bij]mxn = [dij]mxn :
Com estas defini¢coes, passemos as propriedades da soma de matrizes. As propriedades
para a subtracdo sdo andlogas. Consideremos entao as matrizes A = [a;] ., B =

bij],.., € C=l[cij], ... S8o validas as seguintes afirmagcoes:
a) Comutatividade: A + B = B + A.

Sabemos que, pela comutatividade dos ntimeros reais, se a,b € R, entao vale a+b = b+a.
Dai, como as entradas das matrizes adotadas até aqui sao numeros reais, temos que
Qi + bij = bij + A5, € portanto

A + B = [ag] + [bij] = [aij + bij] = [bij + ag] = [by] + [ay] = B+ A
b) Associatividade: (A +B)+C=A+ (B + C).

Segue diretamente da associatividade dos niimeros reais, isto é, dados trés ntmeros reais
a,b e c, tem-se que (a+b) +c=a+ (b+ c). Dessa forma, decorre que

(A+B)+C = ([aw] + [b; D + [Cij]
[aij + bij] + [cig]

(aw + b”) + Cw]

agj + (bij + cij)]

[
[

= lai] + [bi; + cij]
= ai] + ([bij] + [ci5])
— A+(B+C)
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c¢) Elemento neutro: Para toda matriz A = [a;] tal

que A+ 0O = A.

., existe uma matriz O = [o;]

mX mn’

Povemos inicialmente a existéncia. se ocorre A + O = A, entao segue que
[aij + Oij] = [aij] = Q5 + 035 = Qjj = 0ij = Qi — Qjj = 0.

Como ¢ e j sao arbitrérios, decorre que o;; = 0 para todo ¢ e todo j. Logo a matriz O
existe e é uma matriz nula com o mesmo ntmero de linhas e colunas de A. Quanto a
unicidade, suponhamos que exista uma outra matriz O’ = [ogj], tal que A + O = A.
Decorre a partir dai que

A—FO:A—FO/:}CLI‘]‘—FOU’:CLU—FO% :>0ij:O;j:>O:O/.
Portanto, o elemento neutro de qualquer matriz é tnico.

d) Elemento oposto: Para toda matriz A, existe uma tnica matriz A’, tal que A+A’ = O.

De fato, se A + A’ = O, entao
ai; + ay; = 0 = ay; = —aj,

ou seja, a matriz A’ é formada pelo oposto de cada entrada da matriz A. Quanto a
sua unicidade, esta é provada de modo analogo a unicidade do elemento neutro. Por
simplicidade notacional, nos referiremos a matriz oposta A’ da matriz A apenas por

—A.

1.1.2 Multiplicacao de matrizes

Antes de fornecermos a definicao de multiplicagdo de matrizes, utilizemos o Exemplo
1.2 para auxiliar na compreensao de como as matrizes sao multiplicadas.

Se quiséssemos saber quanto Ana gastou em janeiro com as compras de arroz, feijao
e carne, deveremos multiplicar cada quantidade por seu respectivo preco. Assim,

202,50 +10-4,30 +10- 25,30 = 346 ()

o que mostra que ela gastou R$ 346, 00.
Agora representando as quantidades de alimento compradas por ela em janeiro pela
matriz linha Qa = [ 20 10 10 ] ,0s pregos desses alimentos (por quilo) pela matriz
2,50
coluna Py = 4,30 | e analizando (%), podemos observar que a entrada g;; de Qa
25,30
multiplica a entrada p;; de P e da mesma forma g5 multiplica po; e g3 multiplica psq,
0 que nos aponta para uma soma de produtos da forma g¢;; - p;;, isto é,

q11 P11 T Q12 - P21 + Q13 * P31-

Notemos que se alguma das matrizes Qa ou P possuisse mais entradas que a outra, a
expressao (x) nao poderia ser calculada.
Podemos assim fornecer a definicao de multiplicagao de matrizes da seguinte forma
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Definigao 1.3. Dadas duas matrizes A = [a;;] e B = [bjt],,s tem-se que o produto

mxn
A - B € igual a uma matriz C = [c] tal que

mxp’

Cik = Qi1 - big + @ig - bop + @iz - bag + ... Qi - by

Exemplo 1.3. O produto entre as matrizes Qa e¢ Pa, de acordo com a definicao acima
é dado por

2,50
Qa-Pa = [20 10 10]-| 430
25,30

= [20-2,50+10-4,30 + 10 - 25,30 ]
= [ 346 ]

Note que a expressao obtida na segunda igualdade coincide com ().

Exemplo 1.4. Vamos utilizar a defini¢ao acima para calcular o produto entre as matrizes
J e a matriz dos pregos dos alimentos do Exemplo 1.2, a qual representaremos por

25 23 32
Q=| 43 4 48
253 289 36,6
Dai,
[ 20 10 10 25 23 32
J.Q = 25 12 13 |- | 4,3 4 48
| 30 18 15 253 289 36,6
[ 50 + 43 + 253 46 + 40 + 289 64 + 48 + 366

= 62,5 4+ 51,6 + 328,9 57,5+ 48+ 375,7 80+ 57,6 +475,8
| 5+ T74+3795 69+ 72+433,5 96 + 86,4 + 549

[ 346 375 478
= | 443 4812 6134
| 5319 574,5 7314

A interpretacao da matriz J - Q nos fornece tanto o valor que Ana, Bruna e Carla
pagaram nas compras de janeiro (valores da diagonal principal), bem como fornece os
valores de suas compras, caso estas tivessem sido realizadas nos outros estabelecimentos.
Por exemplo, Bruna pagou R$ 481,20 comprando no estabelecimento 2, ao passo que
pagaria R$ 443, 00, caso tivesse comprado no estabelecimento 1.

A proxima defini¢gdo nos permitirda conhecer as propriedades da multiplicagao em re-
lacao as matrizes.

Definigao 1.4. Dado um ntmero real ¢ e uma matriz A = [a;] |
produto ¢ - A é uma matriz, cujas entradas sao iguais a c - a;;. Em termos

tem-se que o

c-A=c-lay]=[c-ay].
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Exemplo 1.5. Suponhamos que Ana, Bruna e Carla comprem durante trés meses segui-
dos a mesma quantidade de alimentos que compraram em fevereiro. Quantos quilos de
alimento terao comprado no total, ao fim desse periodo?

Basta multiplicar a matriz F do Exemplo 1.2. por 3, de modo que

23 12 8 3-23 3-12 3-8 69 36 24
3-F=3-120 13 11 [ =] 3-20 3-13 3-11 | =| 60 39 33
27T 15 17 3-27 3-15 3-17 81 45 51

Logo, temos que
e Ana comprou 69 kg de arroz, 36 kg de feijao e 24 kg de carne.
e Bruna comprou 60 kg de arroz, 39 kg de feijao e 33 kg de carne.
e Carla comprou 81 kg de arroz, 45 kg de feijao e 51 kg de carne.

Passemos desde ja as propriedades da multiplicagao de escalar por matriz, conside-
rando para tanto, dois nimeros reais ¢, d e duas matrizes A = [a;;] e B = [b;]
Assim

a) Associatividade: ¢ (d-A) = (c-d)- A

mxn mxn’

Basta aplicar a associatividade dos ntimeros reais e a Defini¢ao 1.4, de modo que
c-(d-A)=[c-(d-ay)] =[(c-d)-ay]=(c-d)-lag] =(c-d)- A
b) Distributividade:
e (c+d)-A=c-A+d-A
Pela distributividade de niimeros reais em relagao a soma, temos que:

(c+d)-A = [(c+d)ay]

c-ay+d-agl

[
[

= lc-ay]+[d-ay]
= ¢ fay]+d-ay]
= ¢-A+d-A

ec-(A+B)=c-A+c¢c-B

Novamente iremos aplicar a distributividade dos ntimeros reais em relacao a soma,
de tal modo que

c-(A+B) = c-([ay] + [bi])
- [aij + bij]

¢+ (ai; + byy)]



A seguir, listamos as propriedades principais de multiplicacao entre matrizes, as quais
nao serao provadas, uma vez que suas demonstragoes decorrem da Defini¢ao 1.3 e das
propriedades de produto de um escalar por uma matriz. Além disso, a partir de agora
suprimiremos o ponto “-” de multiplicacao, de tal modo que, por exemplo, uma expressao
que aparecia da forma A - B agora sera escrita apenas como AB.

a) Associatividade: (AB)C = A(BC)
b) Distributividade & direita em relagao a soma: (A + B)C = AC + BC
c¢) Distributividade a esquerda em rela¢ao a soma: C(A + B) = CA + CB
d) Dada uma constante real ¢, tem-se que

(cA)B = A(cB) = ¢(AB)

e) Poténcia de uma matriz: A¥=A-A-A.--A keN.

k termos

Em relagao aos itens b) e ¢) logo acima, cabe a seguinte pergunta: “a multiplicagdo
de matrizes nao é comutativa assim como a multiplicagdo de ntimeros reais?” A resposta
para essa pergunta é: talvez. Consideremos, por exemplo, as matrizes a seguir:

1 3 5 1
=103 =[]
Pode-se facilmente verificar que

14 13 5 17
xv=| 5 ][5 )

Por outro lado, existem casos em que a comutatividade ¢ valida, como por exemplo,
na multiplicagdo de uma matriz quadrada A = [a;] pela matriz identidade I,,«,,.

nxn
Temos abaixo um caso particular de tal fato:
[14 13]]1 0] [14 13]
XL = | 6 8}{0 1| | 6 8]
e
[1 0][14 13] [14 13 ]
X = | 0 1}[ 6 8| | 6 8]

Exemplo 1.6. Algumas matrizes apresentam cacteristicas interessantes quando multipli-
cadas por si mesma. Uma delas é a matriz idempotente, isto é, uma matriz quadrada
A de ordem n, tal que, A2 = A. O exemplo mais comum de tais matrizes é I, porém
podemos listar outras a seguir

)

[ —
[SSINRHIN
Wl Wl
| I—

I N
M LN L e
M LN L e
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Existem também matrizes quadradas A, tais que A% = I. Tais matrizes sao denominadas
involugoes. As matrizes abaixo sdo exemplos de tais matrizes

0 wend 100 1 0 0
{Corsl@ _See] 00 1 0 -1 0
> o8 010 0 0 -1

Temos ainda as matrizes nilpotentes, onde estas, por sua vez, sao matrizes quadradas
A com AF = O, onde k é algum ntimero natural. Temos, por exemplo, que

0100
01 :;:;:g’ 0010
0 0 5 1 3 0001
0000

sao matrizes nilpotentes.

Exemplo 1.7. Desde que A = [a;;] ., seja uma involugao, as matrizes

%(I+A) e C:%(I—A)

B =

sao idempotentes e BC = O. De fato, verifiquemos a idempoténcia de B, sendo a de C
verificada de modo analogo. Temos assim que

B> - <

(I+A)?
(I + A? 4+ 2AT)

(21 + 2A)

SN LN L

= S5(I+A),

onde na terceira igualdade acima foi utilizado o fato de I? = I, A2 =T e AT = A. Quanto
a BC, temos

1 1
BC = §(I—|—A)§(I—A)
1
= (- A%
1
= Z(@-1)
= 0.

Exemplo 1.8. Uma 4rea equivalente a 85 km? de certo pais é ocupada de forma comercial
(62%), industrial (23%) e residencial (15%). Vamos assumir que as probabilidades de
transicao de um setor para o outro a cada 5 anos sao dadas pela matriz

C 1 R

c| 0.72 0.06 0.03

T= 1| 019 091 0.05
R[ 0.09 0.03 0.92
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Note que as entradas de T indicam a probabilidade de uma determinada passar a ser
utilizada por outro setor ou nao ser alterada, num periodo de 5 anos. Por exemplo,
a entrada t;; aponta que ha 72% de chance de uma &rea comercial continuar sendo
comercial apos 5 anos, enquanto que to3 indica que existe apenas 5% de chance de uma
area industrial passar a ser utilizada de forma residencial ap6s o mesmo periodo. Note
também que a soma das entradas de qualquer uma das colunas de T ¢ igual a 1 e nenhuma
das entradas é negativa. Uma tal matriz é denominada matriz estocdstica. Dai, seja

62
A= 23
15

a matriz das porcentagens de cada area ocupada. Para entao determinar quais serao as
porcentagens de ocupacao ap0Os cinco anos, basta entao calcular TA, isto é

0.72 0.06 0.03 62 46.47
TA = | 0.19 091 0.05 23 | = | 33.46
0.09 0.03 0.92 15 20.07

Temos, portanto, que ap6s 5 anos, as areas de ocupagao comercial, industrial e residencial
serao, respectivamente, 46,47%, 33,46% e 20,07%. Como a matriz T é utilizada em cada
intervalo de 5 anos, podemos determinar as porcentagens de ocupagao em cada um desses
intervalos, apenas utilizando a matriz de ocupagoes atual e a matriz T. Por exemplo, se
quiséssemos saber qual seriam as porcentagens de ocupagao em 10 anos, bastaria calcular
T -TA = T2A, em 15 anos, T?A, e assim sucessivamente. Um tal processo é chamado
processo de Markov?. Em 50 anos, isto ¢, 10 intervalos de 5 anos, por exemplo, as
areas de ocupacao seriam dadas pela matriz

0.17 0.16 0.12 62 16.02
T°A = | 052 0.60 0.35 23 | = | 51.29 |,
0.31 0.24 0.53 15 32.69

0 que nos permite concluir que a area predominante apds esse periodo seré a industrial,
com 51,29% do territério. Perceba que a soma das entradas da matriz T!°A continua
sendo igual a 100%.

1.1.3 Matriz Transposta

Apresentaremos agora um dos tipos de matrizes que possuem muitas aplicagoes, tanto
na Matemaéatica, como em outros campos de estudo.

Definigao 1.5. Dada uma matriz A = [a;] diz-se que a matriz transposta A’

de A é tal que

mxn?

AT = [a;]

nxm’

tal que @j; = a;;, para todo ¢ e j.

2Andrei Andreevich Markov foi um talentoso matematico russo, reconhecido pelos seus trabalhos em
Teoria dos Numeros, Analise e Teoria das Probabilidades [8].
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De modo resumido, a trasposta de uma matriz tem suas linhas transformadas em
colunas, o que por sua vez faz com que as colunas passem a ser linhas. Vejamos a seguir
alguns exemplos esclarecedores a respeito deste fato:

1
cA=|2|=>AT=[1 2 4]
4
[ 10 17 r [ 10 =5
*B=1 12}:3_[17 12}
111 12 4
eC=[23 4 |=C"=|13 9
49 16 14 16
a e
~Ja b r_ | b f
oD—_ f h}$D_ ¢ g
d h

Observando o segundo e o terceiro exemplo acima, pode-se imaginar que a diagonal
principal de uma matriz quadrada e a diagonal principal de sua transposta sao iguais.
De fato, isso ocorre diretamente da definicao, uma vez que que a;; = a;, quando ¢ = j.

Vamos agora tomar conhecimento das principais propriedades das matrizes transpos-
tas. Para tanto, consideremos duas matrizes A, B e uma constante real arbitraria c.

Dai:
° (AT)T =A

Decorre diretamente da defini¢ao, pois se a;; sao as entradas de A, entao a;; serao
as entradas de AT e, portanto, a;; serao as entradas de (AT)T.

o (A+B)T = AT + BT

Tomemos, A+ B = C = [¢;], . e (A+B)f = C' = [¢;] . Dal, como
AT =ay,]  eB' = [l_)ji]nxn, segue que
Cji = Cij = aj + bij = @y + by,
e portanto, temos CT = AT + BT,
o (cA)T =cAT
Seja (cA)" = [pj;] . Dai, vem que
Dji = CQij = CQjj,
donde segue o resultado.
e (AB)" — BTAT
Tomemos AB = C = [ci],,,, ¢ (AB)" = CT = [G4],,,,- Assim, decorre da

Definigao 1.3 que
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Chi

ai1big + - -+ Qinbpg
_blkail + - +_bnkam
briai; + -+ + bnGn,,

Cik

o que prova o resultado desejado.

Quanto a esta ultima propriedade, vejamos um exemplo numérico para dar énfase a
compreensao. Consideremos assim as matrizes

1 3 5 8 =9
A=|0 2 -7 B=|3 4
4 11 0 5 3
Dai, temos que
42 18
AB = | -29 -13| = (AB)T = Hg :32 62]
65 8
Por outro lado, temos que
1 0 4
AT=13 211 BT_{_Sig}
5 =7 0
que por sua vez, nos fornece
42 —29 65
TAT
BIAT = {18 —13 8}

Voltando agora a observacao feita sobre a transposta de uma matriz quadrada pre-
servar a diagonal principal, pode-se entao indagar: “existem matrizes cuja trasposta é
exatamente igual & matriz original?” A resposta para essa pergunta é “sim”; e tais matri-
zes sao chamadas de simétricas.

Definicao 1.6. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Diz-se que A € uma matriz

simétrica quando AT

A, e nesse caso tem-se a;; =

aji, para todo i e j. Jd se for

AT = — A entio diz-se que A € antissimétrica, e portanto a;; = —aj;.

Vejamos alguns exemplos de matrizes simétricas e antissimétricas.

W N
Ot = N
S Ot W

a b ¢ d e

—17 26 12 74 b I m n f
26 34 3 17 cm k o g
12 3 8 13 d n o j h
74 17 13 10 e f g h 1

Matrizes simétricas
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0 b c d e

0 9 3 0 —26 —12 —-74 —b 0 m n f
9 0 5 26 0 -3 —17 —c —m 0 o g
3 5 0 12 3 0 —13 —d —n —o 0 h
74 17 13 0 —e —f —g —h 0

Matrizes antissimétricas

Note que a diagonal principal de uma matriz antissimétrica de ntimeros reais possui
todas suas entradas iguais a zero. Tal fato deriva diretamente da defini¢ao, pois quando
1= j, temos a; = —a;; = 2a;; = 0= a; = 0.

Teorema 1.1. Toda matriz quadrada A pode ser escrita como soma de uma matriz
simétrica S com uma matriz antissimétrica S’.

Demonstragao: Provemos, inicialmente, que as matrizes A + AT e A — AT sdo simétrica
e antissimétrica, respectivamente. Com efeito, temos que

A+ AN =AT+ (AT =AT+ A=A+ AT,

ou seja, A+ AT ¢ simétrica de acordo com a definicdo. A verificacao para a antissimetria
de A — AT & realizada de modo anélogo. Segue entdao que

2A=A+A=A+AT - AT+ A=A+AH+(A-AT)=S+9,
o que equivale a
A:%(SJFS’),
onde S=A+ATeS =A— AT,

Exemplo 1.9. Uma certa companhia aérea faz voos para as cidades A, B e C, de acordo
com o seguinte diagrama:

C
Figura 1.1: Rotas de viagem ABC

Fonte: O autor

As setas +— indicam que hé voos de uma cidade para a outra e vice-versa. Podemos
assim criar uma matriz V = [v;;],, ., seguindo a condicao de que v;; = 1, se houverem
voos da cidade 7 para a cidade j e v;; = 0, caso contrario. Temos assim que

A B C

<

Il
Qwm e
)

1 1
0 1
1 0
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Dai, pode-se observar que as entradas de V representam a quantidade de maneiras
de chegar de uma cidade a outra com apenas um voo. Pode-se notar também que a
diagonal principal de V possui todas as entradas iguais a zero porque de acordo com a
Figura 1.1, nao sao permitidos voos de uma cidade para ela mesma. Ora, mas isto pode
ser constatado apenas olhando o diagrama da Figura 1.1. Suponhamos entao que a rota
A +— (' esteja sob forte tempestade. Quantos voos serao necesarias para chegar em
C, partindo de A7 Nesse caso, obviamente serao realizados dois voos, sendo um de A
para B e outro de B para C. Até entao, nao haveria necessidade nenhuma de construir a
matriz V. Porém, sabe-se que as rotas de aviao nao funcionam apenas em trés cidades,
mas sim em varias, inclusive de paises diferentes. Dessa forma, consideremos agora que
essa mesma companhia aérea atenda a cinco cidades Ay, Ay, A3z, Ay e Ay, conforme o
diagrama a seguir:

Ay Ag

As Ay

Figura 1.2: Rotas de viagem ABCDE
Fonte: O autor

Vejamos que neste caso, ha mais cidades e mais rotas, logo existem mais combinacoes
de voos partindo de uma cidade para outra. E possivel determinar visualmente quantas
rotas de 2 voos existem para chegar em A;, partindo de As, ou quantas rotas de 3 voos
permitem partir de A4 e chegar em A;. Porém, pensando matematicamente, vamos criar,

de modo analogo a matriz V, uma matriz W = [w;;]. ., de modo que

Al AQ A3 A4 A5

A0 0 1 0 1
A1 0 0 0 1
W=4; 0 0 0 1 1
A 0O 1 0 0 1
A1 1 1 1 0 |

Agora observemos um fato interessante: note que se multiplicarmos, por exemplo, wa;
por w13, obtemos 1 como resultado, isto é, existe uma rota de dois voos que vai de A,
para As passando por A;. Ja os produtos wostez, wWastsz € woswys sao todos iguais a
zero, isto porque nao existem rotas de dois voos indo de A, para Az passando por A,
nem de As para Az passando por Az (nesse caso, se fosse possivel, seria um voo e nao
dois como desejado), nem de Ay para Az passando por Ay. J& woswss = 1, pois existe
uma rota de dois voos que vai de A, para Az passando por As. Generalizando entao esta
ideia, temos que o produto w;;jw;; nos fornece o ntimero de rotas de dois voos que vao
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de uma cidade A; para uma cidade A; passando pela cidade A;. Logo a soma desses
produtos nos fornece o numero total de rotas de dois voos que vao de uma cidade A;
para uma cidade A;. Com sorte, essa ideia coincide com a multiplica¢do de matrizes (e.g.
Wa1 W13 + WaalWasz + WazWss + WoyWys + WasWs3 = 2 é 0 ntumero total de rotas de dois voos
que vao de A para Aj). Temos assim que a matriz simétrica

11121
11211
W2=112111
21111
11114

fornece o numero exato de todas as rotas de dois voos que vao de uma cidade A; para
uma cidade A;, onde 7 e j variam de 1 a 5. Seguindo esse pensamento, temos que a
matriz (também simétrica) que fornece o nimero de rotas de 3 voos de uma cidade A;
para uma cidade A; ¢ dada por

2 3225
2 2 2 35
W3=13 22 25
2 2325
55 5 5 4

Se quisermos saber quantas rotas existem com no méaximo n, n € N, voos para ir de uma
cidade a outra, basta entdao somar as matrizes W, W2 W3 ... W,

Exemplo 1.10. Note que, do exemplo anterior, temos

00101 01001
1 0001 00011
W=|[0001T1[#|10001]|=WT
01001 00101
11110 11110
porém
11121
11211
W2=112 11 1/|=(W")?
2 1111
11114
8 777 9
78 77 9
Wi=|7787 9 |=(WDhH!
7778 9
99 9 9 2

e assim por diante. Observando que as poténcias obtidas sao matrizes simétricas, podemos
concluir que
WF & simétrica = W é simétrica.
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Exemplo 1.11. Note como identificar um determinado ntmero de rotas de n voos de
uma cidade a outra pode nao ser um trabalho tao simples quando o nimero de cidades
aumenta.

A

—
Ay

Figura 1.3: Rotas de viagem A; ... A}
Fonte: O autor

Porém, se considermos a matriz das rotas deste caso abaixo

Ay Ay A3 Ay A5 Ag A7 Ag A9 A An Ags_

Af0 1 00 01 00 0 0 00
411 01 0 0 0 0 0 0 0 0 O
A0 1 01 1.0 0 0 0 0 0 O
A0 0 1 01 00 0 01 01
A1 0 0 0O1T 01 00 O0OO0OO0OO
z— 41 00 000100100
410 0 0 0 01 01 0 0 0 O
A0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
A1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 O
Ay O 0 01 0 0 1 0 0 0 1 O
Auf 0O 0 0 0O O O O O O 1 0 O
A, 0O 0 01 0 0 0O 0 0 0 1 0

podemos determinar, por exemplo, a matriz que informa quantas rotas de 4 voos existem
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entre a cidade A; e a cidade A;, com 7,5 = 1,2,...,12, como podemos ver a seguir:

6 05 1 223116 0 2
161 7 45310 2 3 1
528 7 6 6 4209 3 5
2712067911 3 111
507 1 5332111 0 5
z4 _ 1508 26531 2 5 0
302 1 11312 4 11
001 011020 3 01
1106 114021 40
216 2 5524010 1 5
110 5 113011 3 0
1206 1 531209 0 5]

Os exemplos 1.9 a 1.11 estao diretamente ligados a Teoria dos Grafos. A demonstracao
do caso geral de tais exemplos, bem como os detalhes adicionais sobre as matrizes de
adjacéncia podem ser encontrados em [7] e [18]. Vale ressaltar que o nimero de voos nao
necessariamente implica maior ou menor distancia, pois para isso, ¢ necessario que hajam
valores para as distancias. Uma das maneiras de determinar a menor distancia entre duas
cidades ¢ utilizando o Algoritmo de Digkstra®, o qual pode ser visto em [62].

1.1.4 Matriz Inversa

Como haviamos mencionado no final da segao 1.1, a divisao de matrizes nao estéa
definida devido ao fato de que nem toda matriz é invertivel e, além disso, para que uma
matriz possa admitir sua inversa, quando é possivel, é necessario que ela seja uma matriz
quadrada. Formalizando a ideia, temos a seguinte

Definicao 1.7. Dada uma matriz A = [a;;], ., se existir uma matriz B, tal que AB =
L.«., = BA, entdao essa matriz € chamada de tnversa de A. Nesse caso, diz-se que A ¢é
nao singular.

Exemplo 1.12. Seguem abaixo alguns exemplos de matrizes e suas respectivas inversas

12 4 1] 4 -2
A__3 4 A __2{—3 1]
-1 1 3 —-26 0 13
B=| 2 0 13 B‘1:1—13 925 —3 19
-1 2 6 4 1 -2
1 0 -1 -1 —11 1 4 6
-1 0 -3 -1 1 4 0 -2 -2
C= 1 3 -2 -1 C =3 10 0 -4 —6
|1 -2 0 -1 -19 1 8 12

3Edsger W. Dijkstra (1930-2002), vencedor do Prémio Turing em 1972, é bem conhecido por suas
contribuigbes & ciéncia computacional [24]. Dijkstra nasceu em Rotterdam (Holanda) e, em 1959, ele
publicou um artigo de trés paginas “A note on two problems in connexrion with graphs”, o célebre e
extremamaente simples algoritmo para encontrar o caminho mais curto em um grafico, agora conhecido
como Algoritmo de Dijkstra [4].
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Pode-se notar que a Definicao 1.5 diz apenas quando a matriz possui ou nao uma
inversa, porém nao informa como encontré-la. Existem varios métodos para determinar
a inversa de uma matriz, entre eles estao aqueles em que se utiliza sistemas lineares,
determinantes e eliminacao gaussiana. Este dltimo nos fornece um algoritmo pratico
para determinar a inversa de uma matriz dada, o qual podemos utilizar, mesmo sem ter
estudado a eliminagao gaussiana.

Dada uma matriz quadrada

11 a2 - Aip

Q21 Qg2 -+ QAap
A=

an1 Ap2 - Ann

o algoritmo consiste em adicionar uma matriz identidade de mesma ordem de A a direita
desta, da seguinte forma

ai; aip - a1 0 - 0

a a c ag, |01 - 0
A ?1 22 2

Ap1 Apo  * - Apn, O 0 e 1

e, a partir dai, realizando-se somas e\ou subtragoes de multiplos das linhas de A as linhas
da mesma, chega-se a matriz

10 - Olyn Y2 + Y

0 1 0 .
A o v ),

00 -+ 1T|¥Y Yn2 **° Ymn

onde Y = [y;], .. ¢ainversa de A. Resumindo, comega-se com A do lado esquerdo e I do
lado direito, ao passo que no final do algoritmo deve-se ter I do lado e esquerdo e a matriz
obtida do lado direito é a inversa de A, quando esta existir. O proximo exemplo ilustra
como se aplica o algoritmo. Para tanto, utilizaremos expressoes como L; + 2L, para
indicar que somamos as entradas da linha 1 com o dobro das entradas da linha 2 e, nesse
caso, substituimos L, por Ly + 2L,. Expressoes dessa forma serao chamadas, de agora
em diante, de combinacoes lineares. Estas serao estudadas com mais profundidade na
Secao 1.3.

Exemplo 1.13. Seja A a matriz do Exemplo 1.12. Vamos determinar A~! seguindo o

processo descrito acima.
1 2710 1 2] 10
3 4]0 1| L2230 —2]-3 1

1 2] 1 0]l &2tz 1 0of -2
0 —2|-3 1 0 -2

[1 0 -2 1] 1 [ 1
_ _ —5L> 3 1
0 —2|-3 1| 2 0 1‘ > -3
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Portanto, temos que

Agora, da mesma forma, determinemos B,

Li+Lo

11 3/100] =271 116] 110
2 0 13/0 1 0 L2210 2 191 2 1 0
12 6|0 0 1| -z |01 3|=1 0 1
Li—Ls
11 16 110—>LiL1013 2 1 —1
02 19 210 —>101 16| 3 1 —1
1 1 1 1
01 3—101§L3_0§ 1—§0§
10 13| 2 1 -1 10 13| 2 1 —1
01 16| 3 1 —1 Cojo1 o) 31 -1
1 1 1| L3—=L 13| 4 1 2
O3 1]=3 0 5] 2372000 =5 |-3 -5 3
L1+3L
10 13/ 2 1 11> 0 0|-2 0 1
1 16| 3 1 -1 0116 3 1 -1
e A I DU R
1 0[-2 0 1 100f -2 0
Lo—16L 25 3 19
1 16| 3 1 —1) === 01o0[-2 -% 3
0 5 5 -1 001 5 # —5
Logo, decorre que
—2 0 1 L [-26 0 13
—1 25 3 19 __
B'=|-% - H#|=1|2 3 1
4 1 _2 4 1 =2
13 13 13

Embora seja um processo pratico para matrizes de pequena ordem, tal algoritmo
depende das combinacoes entre as linhas, o que pode se tornar uma tarefa bastante
dispendiosa, a medida em que o algoritmo for aplicado a matrizes de ordens maiores.
Quando estudarmos os determinantes no Capitulo 2, iremos conhecer uma outra maneira
de determinar a inversa de uma matriz.

Visto os exemplos de matrizes invertiveis e o algoritmo para determinar suas inversas,
devemos ter em mente o seguinte resultado, o qual possui grande utilidade na resolucao
de problemas e demonstracoes de outros teoremas relacionados a martizes. Tal resultado
diz que a inversa de uma matriz é inica. Para melhor apresentar o resultado, enunciemos

0 seguinte

Teorema 1.2. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A € invertivel, entdo sua

muersa € unica.
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Demonstragao. Seja A invertivel e seja B sua inversa. Suponhamos que exista uma
matriz quadrada C, de mesma ordem que A, tal que AC =1 = CA. Dai, temos que

B=BI=B(AC)=(BA)C=IC=C,
provando assim a unicidade de B. ]

Vejamos a seguir as principais propriedades das matrizes inversas. Para tanto, consi-
deremos duas matrizes nao singulares A e B. Dali,

o (AH1=A
Tomemos X = A~!. Assim, temos que
XX '=I=A"TA=A'X"=A"TA

Em seguida, multiplicando (& esqueda) ambos os membros da ultima igualdade
acima, obtemos

AATXTT=AA A IXT'=TA=S X 1= A,
isto ¢, A = X! = (A™1)7!, 0 que acaba por provar o resultado procurado.
e AB ¢ nao-singular.
Tomemos Y = B~!A~!. Como a multiplicacdao de matrizes ¢ associativa, segue que
(AB)X=(AB)B'A'=ABB HA ' =AIA-1=AA'=1
Segue, por defini¢do, que X = (AB)~! e, portanto, AB é nio-singular.
e (AB)"' =B 'A"!
Ja provada na demonstragao da propriedade acima.
o (AJAy- A T=A1 AJTATT
Basta aplicar a propriedade acima k£ — 1 vezes seguidas.
o (AT = (AT)"!
Seja X = A%, Assim
[=XX"'=I=I"=(XX"1)" = (X)X = ATX".
Temos entdo, por defini¢do, que X7 = (AT)~L. Por outro lado, como
X=A'l=X'=(AH,

podemos concluir que
(A—I)T _ XT — (AT)_l,

como queriamos demonstrar.
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Tendo em vista as propriedades acima, é valida a davida sobre a veracidade ou in-
veracidade de (A + B)™! = A~! + B7!. Vejamos um contraexemplo para esse caso.

Sejam
1 2 -1 5
A=l B0 1)

Temos que, por um lado

_8 17

1 21 3

(A+B) = [ .

7

enquanto que

-3 97

A 4B = !

3 _1
2 4

Os casos em que a igualdade é verdadeira existem, porém nao os abordaremos aqui, a
fim de evitar digressoes. Uma abordagem de tais casos pode ser vista em [42].

Em relagao a lei do cancelamento para a multiplicagao, isto ¢, AB = AC = B = C,
esta também nao é valida de modo geral. Por exemplo, se

1 2 1 2
A:[(l)(ig] B=1|3 4 C= |3 4],
6 8 5 6
segue que
AB= |} % = ac
3 4] '
porém B # C.

1.2 Matrizes de blocos

Esta secao sera voltada ao estudo das submatrizes e matrizes de blocos, onde estas
nao so6 facilitam o processo de multiplicar matrizes, bem como possuem aplicabilidade em
areas da informatica, como por exemplo a memoria de dados.

Uma submatriz de uma matriz A é uma matriz obtida através da eliminagao de
linhas e\ou colunas de A. Consideremos, a titulo de exemplo, a matriz

-1 3 7 6
4 10 3 19
0 5 -3 —-13
1 9 7 2

A_:

As matrizes

B = {_01 _73] C= B g} D=[10 3 19]

sao exemplos de submatrizes de A, onde

34



e B ¢é obtida eliminando-se: 22 e 42 linha, 22 e 42 coluna de A.
e C ¢ obtida eliminando-se: 22 e 32 linha, 12 e 32 coluna de A.
e D ¢ obtida eliminando-se as linhas 1, 3 ¢ 4 e a coluna 1 de A.

Dada uma matriz A, dizemos que esta € uma matriz de blocos ou matriz partici-

onada quando é dividida em submatrizes por linhas horizontais e verticais , onde estas
ficam entre as linhas e colunas de A. Temos a seguir alguns exemplos
a bl c d e
1 2|13 4 -5 T 1274 f gl h 1 j
5 67 8 0 1 6/=° kE llm n o
130 7|-8
p gl r s t
Exemplo 1.14. Sejam A e B as matrizes de blocos a seguir:
3 =5
5 -1 2|3 4 8 1
A=1[8 3 1[0 6 :{i“ i”}, B=| -5 7 _{gﬂl
1 -3 4[5 9 o 2 0 2
-1 4

Calculando AB, obtemos

AB — [An A12:| {Bn} _ [Aan +A12321}
Ay Ayl |By Ay B+ AypBo
onde
3 =5 - _
5 —1 2 -3 —12
A By = [8 3 J 8 ; = _43 ~30]
10 —16]
s AR
3
AyBy = -3 4] | 8 = [-41 20]
)
AypBy = 5 9}{ ) 4] = [1 36]

de modo que

A B+ ApBy = {3? _22} )
Portanto
7 —28
AB = 37 —6
—40 56
com
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! _28}, X, = [—40 56]

X”{w —6

A partir da definicao de matrizes de blocos e do exemplo acima, podemos observar que
uma matriz A = [a;] . pode ser escrita da forma

A = [col;(A) coly(A) ... col,(A)]

ou

lin; (A)
ling (A)

linm: (A)

onde lin;(A) representa a i-ésima linha de A e colj(A) a j-ésima coluna de A. Dessa
forma, dadas duas matrizes X = [z;;] e Y = [yjt],,, € fazendo

linl (Y)
lin2 (Y)

X = [col;(X) coly(X) ... col,(X)] Y = )
lin,, (Y)

podemos escrever, de modo geral
XY = [coly(X)ling (Y) 4 coly(X)ling(Y) + ... 4 col, (X)lin, (Y)]

Exemplo 1.15. Quando uma sonda espacial é lancada, talvez sejam necessarias algu-
mas correcoes para colocé-la em uma trajetoria precisa. A Radio Telemetria* fornece

uma sequéncia de matrizes Xy, ..., Xy, a qual informa, em momentos diferentes, uma
comparag¢ao entre a posicao atual da sonda e a posicao planejada. Tomando Aj como
sendo a matriz de blocos [ X; ... X }, segue que a matriz Gy = AkA;jf ¢é calculada a

medida que os dados do radar sao analisados, de modo que

Xy
Gy=[X: ... X | |=[X}+.. +X]]
Xk

Se uma nova matriz X, ., aparecer na sequéncia, entao uma outra matriz G, =

4A Telemetria é uma tecnologia que permite medir e monitorar dados de maneira remota. Ela
normalmente se refere & diregao a qual uma determinada informagao esta direcionada, ou seja, a diregao
do sensor até o sistema de interrogagao ou sistema de registro de dados. A Telemetria pode ser definida
como uma subclasse das Telecomunicagoes, uma maneira mais complexa de trocar informagdes como
internet, chamadas telefonicas ou transmissao de video [36].
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Ay 11A] L, deve ser calculada. Como as matrizes X; sdo alcangadas em alta velocidade, a
carga computacional para realizar o calculo de uma matriz G;;; pode ser severo. Porém,
a multiplicacao de matrizes em blocos reduz extremamente uma tal carga, visto que

X1

Gk+1:[X1 Xk Xk+1} X :[X%++X2+X2+J
k
Xit1

ou seja, ao invés da matriz Gy, ser calculada do inicio, o computador apenas adiciona
uma nova coluna a matriz Gy, a qual é preenchida pela matriz X7 ;.

As matrizes em blocos possuem grande aplicabilidade computacional. De acordo com
GOLUB [27], algoritmos expressos em blocos séo especificamente ricos em multiplica¢ao
de matrizes, operagao esta preferivel em muitos ambientes de computacao de alta perfor-
mance. Um dos conceitos ligados ao desempenho de um computador, mais precisamente
a memoria deste, é a inversao de matrizes, pois este, segundo COSME [14] é um processo
que pode exceder a capacidade de memoria do computador, quando trata-se de uma
matriz de ordem extremamente alta, como ocorre em problemas de regressao®.

Vejamos a seguir como a maneira de determinar a inversa de uma matriz de blocos
2 x 2 pode nao ser uma tarefa tao simples. Consideremos assim, duas matrizes de blocos

A e B, ambas de ordem n

A11 A12 Bll B12
A — B =
|:A21 A22:| |:B21 B22:| ’

com Aj; e Ay quadradas e nao-singulares de ordem k e n — k, respectivamente. Afim
de que seja B a inversa de A, devemos calcular AB, obtendo

Ay Ap| B B | Lk Okx(n—k)
As Ay |Ba B Ot—r)yxt Tn—r)yx(n—k)|

A igualdade acima nos fornece as quatro equagoes a seguir:

AiBii+ApBo = vk (1.1)
A1Bis +A1eBoy = Opyn_p) (1.2)
Ao By + AyBor = Opiyxik (1.3)
Ao By + ABor = Ti—iyx(n—k)- (1.4)
Multiplicando 1.2 por Aj{ & esquerda, obtemos
AABy + A ABy = A1_110k><(n—k)
B+ A A;sByy = Opx (n—k)
Blg = —A1_11A12B22 (15)

5Problemas de regressio sao estudados pela Analise de Regressdo, uma das técnicas estatisticas mais
amplamente usadas para investigar e modelar problemas que envolvem varias variaveis, onde uma delas
¢ a variavel de interesse e as demais sdo varidveis preditoras [47].
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Analogamente, multiplicando 1.3 por A, & esquerda, obtemos

B21 - —A2_21A21B11. (16)
Agora, substituindo 1.6 em 1.1,
A;1By — A12A2_21A21B11 = Ik
(A1 — A12A2_21A21)B11 = Ik
Bii = (A —ApAyL Ay (1.7)

Da mesma forma, substituindo 1.5 em 1.4, obtemos
By = (Ap—AnAjlAp,) (1.8)

Antes de darmos prosseguimento, observemos que B depende da invertibilidade das ma-
trizes

K=Ay - A21Af11A12> L=A; - A12A521A21,

as quais sao denominadas complementos de Schur® de A, e A,y respectivamente.
Suponhamos entao que K e L sao nao-singulares. Dai, substituindo 1.8 em 1.5 e 1.7 em
1.6, obtemos

B, = —Af11A12(A22 - A21Af11A12)_1
By = —A§21A21(A11 — A12A§21A21)_1’
0 que nos leva a
(A — ApAy Ayt —AAL(Ayn — Ay AT A) !
1= .
—A2_21A21(A11 — A12A2_21A21)71 (Ag — A21A1_11A12)71

Em termos dos complementos de Schur

B1:

Lt _A1—11A12K—1
—A2_21A21L71 K1

Prosseguindo de maneira analoga para a igualdade abaixo

Bu Bi| [An Ap| | L Ok (n—k)
B21 Ba| A Ao Otm—r)yxt Ln—k)yx(n-k)|

chegamos a

B2:

L~} ~L'A AL
—KAglAl_ll K-! .

Resta agora verificar se B; = B, para finalmente comprovar que B = A~!. Ora, tanto
a diagonal principal de B; como a de B, sao iguais. Basta entao verificar se

—Al_llAng_l = —L_1A12A2_21 (§] — A2_21A21L_1 = —KA21A1_11

6Este nome ¢ uma homenagem ao matematico aleméo Issai Schur (1875-1941), o qual foi o primeiro
a estudar matrizes deste tipo [46]. Suas descobertas matematicas, particularmente em Algebra, e sua
historia de vida, que inclui o terrivel tratamento sofrido por ele na Alemanha nazista entre 1933 e 1939,
s@o bem conhecidas [39].
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Facamos o primeiro caso, sendo o segundo inteiramente analogo. Notemos que, por um

lado
(—AFALK )™ = —KAA;,

= (Anp—AnAjAp)AL AL

= —ApAL AL +HANATALALAY
= —AnAL A+ Ay,

enquanto que
(-LApRAY ) = —ApAj,L

= —A22Af21(A11 - A12A§21A21)

= —ApAL A +ARALALAL Ay
= —AnAp A+ Ay

Com isso, temos que

(A ALK ) = —ApAL AL+ Ay = (LA A

0 que equivale a

Da mesma forma,

Logo, podemos concluir que B, = B, e, portanto, B = A1
Podemos assim enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1.3. Seja A uma matriz quadrada de ordem n escrita como matriz de blocos

da forma
A Ap
A= :
{Am AzJ

com Ay e Agy nao-singulares. Sejam ainda
K= Ay — A21Af11A12, L=A; - A12A§21A21,

os complementos de Schur de Ay, e Ags, respectivamente. Se K e L forem invertiveis,
entio A também o €, onde

A*1 B L! —A1_11A12K1] B [ L! —L71A12A2_21

—A2_21A21L71 K! —KAglAl_ll K-!

Exemplo 1.16. Consideremos a matriz

Temos que
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12 _ -2 1
All |i3 4:|:>A111:[ § l]
2 T2
1 3
43 -3 3
A = Al = 22
- {2 1] . [ 1 —2]

Dai, vem

R O T I
AYREEE

de modo que
—2 1
1 1 0|7 8 13 —4
— -1 -1 - —— - ——
A AnK 26 [ 3 ] {2 1} {3 —4} 26 {2 6}

—A2721A21L71 = —

[\
®|'_‘
|
—_ N
|
o Nlw
1
1
Ut =
=~
—_
[
=
[S—y
DN Ot
—_
|
|
[\
®|'_‘
|
=
o O
|
DN DO
)
| I |

Logo, temos que
6 —5| 3 —4

A—l__i 4 —12| 2 6
T 926 | —40 29| -7 -8
46 —21| -3 4

Se tivéssemos calculado a inversa de A diretamente, por exemplo, utilizando o algoritmo
descrito na segao anterior, teriamos encontrado

6 -5 3 —4
1 4 —12 2 6
7926 |—40 29 -7 -8
46 —21 -3 4

Al =

A secao a seguir mostra uma aplicacao interessante das matrizes, na qual poderemos
observar algumas das propriedades estudadas até aqui, utilizadas de maneira pratica.

1.3 Matrizes elementares

As matrizes elementares estao diretamente ligadas ao algoritmo descrito na se¢ao 1.2
utilizado para a inversao de matrizes. Além disso, permitem que algumas demonstragoes
sejam realizadas sem a necessidade de envolver complicagoes notacionais e conceitos mais
avancgados, como por exemplo a inducao finita.

Do ponto de vista computacional, segundo POOLE [53], o uso de matriz elementares
nao ¢ uma boa ideia quando se trata de realizar operagoes elementares entre as linhas,
sendo preferivel fazer isso de maneira direta, porém, elas sao valiosas tanto na inversao

40



de matrizes, bem como para a resolucao de sistemas lineares.

Definicao 1.8. Uma matriz elementar E ¢ uma matriz obtida através de uma das trés
operacoes elementares entre linhas de uma matriz identidade:

e (Tipo 1) Troca da linha i pela linha j e vice-versa:

Li <— L;.

e (Tipo 2) Multiplicagcdo da linha i por uma constante real ¢ # 0:

L; <— cL;.

e (Tipo 8) Substitui¢cao da linha i pela soma\subtragao desta com wm mailtiplo da
linha j (combinagao linear):
Ll’ — Lz + CL]'.

Temos a seguir um exemplo de matriz Tipo 1.

EL1<—>L2 -

O = O
o O =
—_— o O

a qual é obtida através da troca de posicao entre a primeira e a segunda linha da matriz
I5xs. Se multiplicarmos uma matriz 3 x 3 por E ., ,, veremos que a mesma operacgao
serd realizada na referida matriz. Para comprovar isso, consideremos a matriz abaixo:

a b c
A=1|d e f
g h 1

e entao calculemos Ey,1,A, de modo que

EL1(—>L2A

[0 1 0] [a b ¢
— |t o0o0|]|d e f
00 1] [g b i

[(0-a+1-d+0-g 0-b4+1-e4+0-h O-c+1-f+0-1i
= |1-a+0-d+0-g 1-04+0-e+0-h 1-c+0-f+0-1
0-a+0-d+1-g 0-b+0-e+1-h O-c+0-f+1-4i

[(d e f
= |a b c
g h i

Como podemos observar, a primeira e a segunda coluna de A trocaram de posi¢ao. Essa
propriedade é importante, pois ela garante que a troca de linhas de uma matriz nao a faz
deixar de ser matriz, apenas gera uma nova matriz.
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As matrizes do Tipo 2 realizam a mesma operacao pela qual s@o formadas, a uma
matriz que ela multiplica, como podemos ver a seguir com as matrizes

1 00
5 0
01

EL2<—)5L2 -

o O

Multiplicando Ey, 5., por A

ELQ(—)E)LQA
1 0 0|l |la b ¢
= |0 5 0| |d e f
0 0 1] |g h
[1-a4+0-d+0-g 1-b+0-¢e+0-h 1-c+0-f+0-14

= 10-a+5-d+0-g 0-b+5-e+0-h O-c+5-f+0-4
0-a+0-d+1-g 0-b+0-e+1-h 0-c+0-f+1-14

a b ¢
= 5d be b5f
g h i

Podemos entao observar que a segunda linha de A foi multiplicada por 5, assim como em

Er,o5L,-
Consideremos agora a matriz de Tipo 3 a seguir

EL3<—>L3 —4L1 =

_ O -
o = O
—_ o O

Multiplicando-a por A, obtemos

EL3 —L3—41L4 A

1 0 0] |la b ¢
= 01 0 |d e f
-4 0 1] |g h 1

[1-a+0-d4+0-g 1-b+0-¢e4+0-h 1-c4+0-f+0-14
= 0O-a+5-d+0-g 0-b+5-e4+0-h O0-c+5-f+0-4
|—4-a+0-d+1-g —4-0+0-e+1-h —4-c+0-f+1-i

a b c
= d e f
(g —4a h—4b i—4c

Mais uma vez, podemos observar que a operagao pela qual Ej..,;, 47, foi obtida, é
realizada em A apoés a multiplicacao.

Para generalizarmos a ideia, utilizaremos as matrizes de blocos, pois estas evitarao
uma sobrecarga notacional e, além disso, fara com que as ideias fiquem melhor organiza-
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das. Vamos entao escrever a matriz

10 0
A L
00 - 1
sob a forma
Iy
- |
L,
e consideraremos uma matriz X qualquer n X p
11 12 Tin
X — $?1 L22 x‘Qn
Tnl Tnp2 x;l,p
a qual sera escrita da forma
X = [XH Xy le] .

Agora observemos que cada submatriz I;; é uma matriz linha 1 X n, enquanto que cada
submatriz Xy, é uma matriz coluna n x 1, de modo que o produto I;;X;; nos fornece,
pela defini¢ao de multiplicagao de matrizes, uma matriz 1 X 1, a qual é [a;;]. Em termos

I Xk = [zik] -

Dessa forma, se trocarmos duas linhas de I (a primeira linha com alguma linha s de I,

por simplicidade), obteremos a matriz elementar abaixo

L]
I,
E = |
L1<—)LS 111
_Inl_
Dai, fazendo E, .. A, obtemos
_Islxll ISIX12 Islxlp_
L Xy I Xy I Xy,
B X — : : :
Lok I Xy InXye i Xy,
_Ianll In1X12 InIXIp_
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Logo, podemos comprovar que a mesma operagao de Ej, ., foi realizada em A. O
processo ¢ andlogo para quaisquer outra matriz de tipo 1.
Consideremos agora uma matriz de tipo 2 de ordem n e uma constante real c:

I,
Iy
ELS<—>CLS - 0181 y
_Inl _
e em seguida calculemos E;_.,.;.X, obtendo
I Xy InXp -0 InXy, Ty Tip e Tip
Xy IiXp - I;Xy, Ty Tz o T
EL <cL X = : : ' : = )
s s CIslxll CI.51X-12 e CISlx_lp CT 41 CT g2 e stp
| LaXn LuXp - LaiXy, | (CTpy CTng oo+ CTpp)

o que mostra que a linha s de X foi multiplicada por ¢, assim como em Ej, .1, .

Finalmente, seja Ej 1, +cr, Uma matriz de tipo 3 e de ordem n, escrita como matriz
de blocos, tal que

T
I
ELS<—>LS:|:CLt = 151 j: CIt]_
B Inl _
Dai, fazendo Ej_ ... +c1,X, obtemos
Eror+er, X
[ I X 1 Xy T I, Xy, i
L X L Xy T I Xy,
N (151 + CIﬂ)Xn (Isl + CItl)X12 T (Isl + CItl)le
L. X L1 X T L.X,
[ an T12 T Tip |
T21 X292 T Top
- T ECxy T Etcxp -0 Te T CTy
L Tn1 Tn2 T LTnp _

Obtivemos acima, como resultado, uma matriz cuja linha s foi substituida pela soma\subtragao
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desta com um miltiplo de uma linha ¢ qualquer de X. Portanto, podemos enunciar, tendo
em vista a discussao acima, o seguinte teorema:

Teorema 1.4. Sejam Er.or;, Eroer, € Eper, e, matrizes elementares de ordem n e
X uma matriz de ordem n X p. Tem-se que

L4 ELl‘(—)LJ’X = XLi(—)Lj
L ELZ‘(—)CLZ'X = XLZ%—)CLZ'
i EL¢<—>Li:|:chX = XL¢<—>LZ-:|:ch-

Apos a enunciacao do teorema acima, vamos agora buscar, como prometido, o resul-
tado que valida o algoritmo supracitado para encontrar a inversa de uma matriz invertivel.
Para tanto, necessitaremos dos lemas a seguir:

Lema 1.1. Toda matriz elementar € invertivel e sua inversa € uma matriz elementar de
1gual tipo.

Demonstracao. Com efeito, consideremos inicialmente uma matriz elementar de tipo 1
escrita como matriz coluna de blocos, onde, por simplicidade, trocamos a linha s pela
primeira linha de I, sendo o processo analogo para quaisquer duas linhas.

_]:51_
121

EL1<—>LS - I11

Inl

Em seguida escrevemos Ej .,;, como matriz linha de blocos, trocando a coluna s e a
primeira coluna de posicoes:

Ep oL = [Ils ILp -+ Inp - Iln} .

Vamos mostrar que Ej, ., é sua propria inversa, o que em palavras significa que para
revertermos uma troca de linhas, basta aplicar a troca novamente. Assim

_IslIls IslIIQ e IslIll e IslIln_
121115 I21]:12 e 121111 e IQIIIn
EronBroL = L, Il - Inky - Ik, -
_InlIls InlIl2 e InlIll o InlIIn_
'7;55 isZ . 7;51 e isn- m o --- 0 --- 0]
lgs Qo2 v A1 0 dop 0 1 0 0
= iy i - Gy e | OO -1 o0
Lins tn2 tn1 inn_ _0 0 0 1_




onde a tultima igualdade decorre do fato de que i, = 1 quando j = k e i;, = 0 quando
J# k.

Vamos agora tomar uma matriz de tipo 2 E;_.,.r., onde ¢ é uma constante real nao-
nula e consideraremos a matriz elementar de tipo 2 E; ,,1; , a qual mostraremos ser a sua
. . . , . . c .
inversa. Prosseguindo de maneira analoga ao primeiro caso provado acima, escreveremos
E; . 17, COMO Matriz coluna de blocos, Er,, .1, como matriz linha de blocos e em seguida
desenvolvemos o produto abaixo

ELSH%LSELS(_)CLS
_ I, _
I,
= 1i [111 Lo -+ chis - Iln]
sl
C
e Inl =
I I I InLy -+ Inchs -+ Inhy, 1
LI IyLi, - Iycliy --- Inidy,
= 1 1 1 1
EIslIll 2151112 EIschls EIslIln
L I.1 Ll - Lachis -+ Laly, ]
i1 e C- s cee gy | 1 0 --- 0 --- O]
lor G2 ot Crigg ot gy 01 -+ 0 --- 0
oLy, L, o e, o Lol T oo o1 -0
C C C C
_inl Z.n2 C'ins inn_ —O O O 1—

Temos portanto, provado que E; ., 1, ¢ inversa a esquerda de Ej_.,..,. Em palavras,
podemos dizer que para reverter a multiplicacao de uma linha por uma constante nao-
nula, basta multiplicarmos esta linha pelo inverso de uma tal constante.

Para finalizar, provemos que a inversa de uma matriz elementar de tipo 3 Ep_ .1 +cr,
(onde a linha L; foi escolhida apenas por simplicidade) é uma matriz também elementar
de mesmo tipo, a saber E; .1 +c,. Prosseguindo de maneira analoga aos dois casos
provados anteriormente, temos que
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ELSHLSZFCLZ' ELSHLsiCLl

_ 111 -
121
= IsliF'cIn [IniCIls Lo -+ Ly - Iln]
L Inl _
Z-1l:|:ils 7;12 Z.15 iln i
i21:|:i23 Z.22 i23 i2n
B isliCiss:':Cill_Czils 7:32:':Ci12 iss:':Cils isn:FCiIn,
inliCins Z.n2 Z.ns Znn i
~ |0+c1Fe1—=20 0Fc-0 -+ 1Fc-0 -+ 0Fec-0
1 0 0 --- 0]
01 0O --- 0
oo -1 0

Logo, podemos concluir que toda matriz elementar de tipo 1, 2 ou 3 possui inversa, a
qual é também elementar e de mesmo tipo da matriz a qual ela inverte. O

Exemplo 1.17. As inversas das matrizes elementares abaixo

10 11 1 0
EL2<—>L2—3L1 - |:_3 1:| ) ELl(—>L1+L2 = |:0 1:| I ELQ(—}—%LQ - |:0 _l:|
2
sao
10 1 -1 1 0
EL2<—>L2+3L1 - |:3 1:| Y EL1<—>L1*L2 = |:O 1:| Y EL2<_>*2L2 = |:0 _2:| ?
respectivamente.

O Lema 1.1 acima, juntamente com o Teorema 1.4, sustentam a validade do algoritmo
para inverter matrizes, pois cada operagao realizada nas linhas de A é ao mesmo tempo
realizada nas linhas de I, porém de maneira reversa, levando A para I e I para A~!
Formalizaremos tal discussao quando provarmos o Teorema Fundamental das Matrizes
Elementares.

Como ja sabemos que a inversa de uma matriz, quando existe, é inica, precisaremos
apenas do proximo lema para provarmos o supracitado teorema.
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Lema 1.2. Se A ¢ uma matriz quadrada invertivel de ordem n e B, X sao matrizes
n X 1, tais que AX = B, entdao a matriz X € unica, a qual é dada por

X=A"'B

Demonstracao. Provemos primeiro a existéncia de X, isto é, que existe uma matriz X
que cumpre AX = B. Para tanto, basta substituir X = A~!B na referida equacao, de
modo que

AX=A(A"'B)= (AA")B=1IB=B.

Segue entao que tal matriz existe. Resta agora provarmos sua unicidade. Suponhamos
assim que exista uma matriz Y, tal que AY = B. Dai, multiplicando esta tultima
igualdade pela inversa de A em ambos os membros, decorre

ATMAY)=A"'B=(A"A)Y=A"'B=Y=A"'B=X,
provando assim a unicidade de X. O

Definicao 1.9. Dadas duas matrizes A e B, diz-se que A ¢ equivalente por linhas
a matriz B se esta iltima pode ser obtida pela multiplicacao de sucessivas matrizes ele-
mentares por A, ou seja,

B=E,; - -EA.

A definicao acima nos permite ir além, pois se uma matriz B é equivalente por linhas a
uma matriz A, entao podemos dizer que A é equivalente por linhas a B, pois toda matriz
elementar é invertivel e sua inversa é uma matriz elementar de mesmo tipo. Dizemos
entao, de maneira mais simples, que A e B sao equivalente por linhas. Por exemplo, as
matrizes

4 —26 20 0 -1 5
A=|-8 29 17 e B=|2 7 -3
12 3 3 4 1 1
sao equivalentes por linhas, pois
4 =26 20 01 0|1 0Ol —4 0]]0 -1 5
-8 29 17| =11 0 O] (0O 1 O[]0 1 O] |2 7 =3{,
12 3 3 0 0 1[0 0 3]0 0 1|14 1 1

isto ¢, A =Er ,EBr,030.Er, 00, -41,B.

Podemos agora enunciar o Teorema Fundamental das Matrizes Elementares, o qual,
de acordo com POOLE [53], esta conectado a boa parte dos assuntos da Algebra Linear,
seja no desenvolvimento de suas caracterizagoes ou aplicagoes.

Teorema 1.5. Seja A = [a;;] wma matriznxn. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
a) A ¢ invertivel.
b) AX =B = X = A_IB, onde X = [xil}nxl eB= [bil]nxl.

0
c) A X=0 = X =0, onde 0 =

nx1
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d) A pode ser reduzida a I por meio de operagoes elementares.
e) A pode ser escrita como produto de matrizes elementares.
Demonstracao. Provaremos as implicagoes
a)=b)=c)=d)=¢e)=a)
a fim de garantir a equivaléncia entre cada afirmacao.
a) = b): Verdadeira, de acordo com o Lema 1.2.
b) = ¢): Seja AX = 0. Temos, pelo Lema 1.2, que X é tnica e é tal que
X=A"'0=0.
c) = d): Se AX = 0, entao podemos escrever tal igualdade sob a forma

11711 + @122 + -+ -+ A1, T =0
21011 + A22T21 + - -+ + A2pTp1 = 0

Ap1T11 + ApaTor + -+ + ATy = 0

Porém, como a tnica solugao é a trivial, segue que o algoritmo de inversao de matrizes
pode ser aplicado até obter-se

1'I11+0'$21+"'+0'In1:0
O-zpn+1-21 4+ 4+0-2, =0

0-:611+0-$21—|----—|—1'$n1=0

o que significa que A pode ser reduzida a matriz identidade por meio de matrizes elemen-
tares. De fato, se A nao pudesse ser reduzida a matriz identidade, entao so seria possivel
multiplica-la por uma certa quantidade k de matrizes elementares, até obtermos

E\E,---E;A =B.

Como B # I, entao, no pior dos casos, B é tal que b; = 1, porém existe pelo menos uma
entrada b;;, com 7 # j, tal que b;; # 0. Suponhamos, sem perda de generalidade, que seja
b1z # 0. Temos assim que

T11 + biawo =0

E claro que X = 0 é uma solugao, porém, se for x5, # 0, entdao x1; = —bjax9; € a matriz
—b12791
%)
X = 0
0

é também uma soluc¢ao (nao-trivial) da equagao dada, o que contradiz a hipotese, isto &,
de que a tnica solucao ¢é a trivial. Logo, segue que B =1 e assim,

E\E;---E;A =1
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Logo, A pode ser reduzida a matriz identidade por meio de matrizes elementares.
d) = e): Se A pode ser reduzida a uma matriz identidade, entao existe uma sequéncia
de matrizes elementares Eq, Es, ... E;, tais que

E;- - EE/A =1

Com sorte, o Lema 1.1 nos garante que cada uma dessas matrizes elementares é invertivel e
suas inversas também sao matrizes elementares, de modo que podemos multiplicar ambos
os membros da igualdade acima por E{'E;*' - -- E,;l, e assim

E/'E;' - EJ'E,- - E.E, A = E['E;-E'T
= A = E/'E;'---E!

Portanto, A pode ser escrita como produto de matrizes elementares.

e) = a): Sabemos que o produtos de matrizes inversas ¢ igual & inversa do produto de
tais matrizes, em ordem contraria. Logo, temos que

A=EE;'-- .Elzl = (B;---EyE) 7,
ou seja, A é invertivel. O

Um exemplo da redugao citada no item d) do teorema acima pode ser vista a seguir

e e e

Provado o TFME, podemos afirmar que o algoritmo descrito no Capitulo 1, o qual
recebe o nome de método de Gauss-Jordan™ ® pode ser aplicado a qualquer matriz
A invertivel. De modo geral, dada uma matriz A, podemos escrever a sua matriz
escalonada, isto ¢, uma matriz B equivalente por linhas a A dada por

B=E, - EA,

a qual atende aos seguintes critérios:

a) Se B possui uma ou mais linhas nulas, estas devem ser suas ultimas linhas no sentido
de cima para baixo.

b) Em cada linha ndo-nula, a primeira entrada nao-nula esta imediatamente a esquerda
de qualquer uma das outras entradas nao-nulas que estejam abaixo desta.

Podemos entao concluir que, se uma matriz é invertivel, entao ela é escalonavel e pode
ser reduzida a uma matriz identidade. Caso contrério, sua forma escalonada possui no
minimo uma linha nula, a qual é a dltima das linhas de A.

"Carl Friederich Gauss (1777-1855), foi um brilhante matematico alemao que ficou conhecido como
“Principe da Matemética” que desenvolveu trabalhos nas mais diversas adreas da matematica, tais como
Algebra, Teoria dos numeros, Probabilidade, Estatistica, Geometria nao-euclidianas, Geometria Diferen-
cial entre muitas outras [56].

8Wilhelm Jordan (1842-1899) foi um professor alemdo que contribuiu para a resolucio de sistemas
lineares com um método sisteméatico de substitui¢do reversa [53].
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Exemplo 1.18. A matriz escalonada das matrizes

01 3 2 1 2
1 35
05114 3 4
A= ;l ? 2 ’ B = 2 7 4 5|7 C= 5 6
5 213 7 8
sao
2 7 4 5
1 2
1 3 ) 05 1 4 0 —9
D=0 —-10 —17 , E = 00 14 6 e F= s
5 5 0 0
0 0 ) 93 0 0
00 0 I3
respectivamente.

O processo utilizado para determinar a matriz escalonada de uma matriz dada é o
seguinte:

(1) Se ay; # 0, entdo multiplica-se cada linha (a partir da segunda) por —a;1 /a1, da
primeira coluna e abaixo de a;; sejam todos nulos.

(2) Se aj;; = 0, entdo deve-se buscar uma linha cuja entrada a;; seja nao-nula, com
1 > 2, e aplicar uma troca de linhas.

(3) Se porém, todas as entradas da primeira coluna forem nulas, entao passa-se a coluna
mais proxima onde exista pelo menos uma entrada # 0. Se tal entrada for a primeira
da coluna, opera-se como no passo 1. Do contrério, segue-se o passo 2.

(4) Quando todas as entradas abaixo daquela citada no passo 3 forem iguais a 0, passa-
se entao para a proxima linha e aplica-se os passo anteriores.

Tal processo recebe o nome de eliminacao Gaussitana, o qual possui grande uti-
lidade na determinagao das solugoes (quando existem) de um sistema linear. Podemos
entao notar que o método de Gauss-Jordan ¢é a aplicacao da eliminacao Gaussiana suces-
sivas vezes, de modo que somente as entradas da diagonal principal sejam nao-nulas.

Exemplo 1.18. Vamos aplicar o processo de elimina¢ao Gaussiana a matriz B do exem-
plo anterior, a fim de demonstrar sua aplicabilidade na pratica.

013 2] Lels 27 45 (2);‘112
g_ |05 14 0514@,7%@ B
2 745 0132 —2-|0 035 3
5 2 1 3 5 2 1 3| La—3h 31 19
—2 0 =5 9 -3

27 4 5 27 4 5

05 1 4 05 1 4
oo ¥ ¢ 00 ¥ 6|=E

L4+%L2 559 4‘;’ L4+g_gL3 5 953

00 -2 4 o0 %

Finalizamos esta secao com um teorema que nos seréd 1til na se¢ao seguinte, o qual
afirma que se uma matriz n X n é singular, entao o seu produto por qualquer outra matriz
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de mesma ordem é também singular.

Teorema 1.6. Seja A uma matriz singular de ordem n. Tem-se que AB € também
singular, qualquer que seja a matriz B de mesma ordem.

Demonstracao. Suponhamos que AB seja invertivel e consideremos uma matriz X, tal
que BX = 0. Multiplicando esta tltima igualdade a esquerda por A, obtemos ABX =
AQ, o que nos leva a

ABX =0,

o que por sua vez, sendo AB singular, implica, de acordo com o TFME, que X =0 ¢ a
tnica matriz que satisfaz a equacao acima. Consequentemente, esta mesma matriz é a
tnica que satisfaz BX = 0 e, novamente pelo TFME, decorre que B é invertivel. Assim,
temos que

A=AI=A(BB™)=(AB)B™.

Portanto, como o produto de matrizes invertiveis é também invertivel, decorre que A é
nao-singular, provando assim o resultado buscado. 0

1.4 Algumas aplicacoes matriciais

1.4.1 Matrizes de Leslie

As matrizes de Leslie”, de acordo com MURRAY [49] sao um dos meios de estudo
populacional, pois estas podem abranger diferentes faixas etarias, tais como jovem e
adulto, bem como quantificar mudancas de uma faixa para outra. Tais matrizes compoem
o modelo de Leslie'®, onde este tém como principal objetivo descrever o crescimento de
uma populacao de fémeas, seja de animais ou humanos, uma vez que estas podem dar
origem a novos individuos. O modelo é estruturado da seguinte maneira:

1) Define-se a idade maxima da populagao como sendo Y anos.
2) A populagao é dividida em n faixas etarias.

3) Cada faixa etaria estd associada a um intervalo de tempo conforme o esquema
abaixo

Faixa etaria Intervalo de idade

[to, 1)
2 [tl, tg)

[ta, t3)
n [tn—la tn]

9Patrick Holt Leslie (1900-1974) foi um dos primeiros cientistas a estudar a dinamica de crescimento
populacional utilizando matrizes [1].

19De acordo com ANTON [3], este ¢ um dos modelos de crescimento populacional mais comumente
usado, o qual foi desenvolvido na década de 1940.
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onde t; = kY /n representa o tempo em que termina a faixa etaria k e inicia-se a
faixa etaria k + 1.

4) Define-se o niimero de fémeas em cada uma das n faixas etarias no instante ¢t = 0,
com t representando o tempo, de modo que tais quantidades sao organizadas na
matriz a seguir

fu

J21
Fll = . )

f nl
onde f;; ¢ o nimero de fémeas na faixa etéaria ¢. Tal matriz ¢ denominada matriz
de distribuicao etdria inicial.

5) Dependendo da espécie a ser considerada, pode ser que esta possa gerar novos
individuos em diferentes faixas etarias, de modo que é necesséario definir qual é
a taxa de natalidade m; > 0 de fémeas reproduzidas na faixa etaria ¢, i =
1,2,...,n. E necessario que pelo menos um dos m; seja ndo nulo, a fim de garantir
que haja reproducao da espécie e, nesse caso, dizemos que ¢ é uma faixra etdria
fértal.

6) Define-se a taxza de sobrevivéncia 0 < s; < 1 de fémeas durante a transicao da
faixa etaria j para a faixa etaria j+ 1, onde j =1,2,...,n — 1.

7) No intervalo [to,t,], todas as fémeas em faixa etaria fértil geram, de acordo com
suas respectivas médias de reproducao, um namero fio de fémeas na faixa etaria 1,
ou seja

Ji2 =mifin +maofor + - 4 My fur

Ao término desse intervalo, sobreviverao fémeas de acordo com a taxa de sobrevi-
véncia de cada faixa etaria., ou seja, de fi1, restarao foo = $1f11, de fo1, restarao
f32 = 52 f21 € assim sucessivamente até f,o = s,_1 f(n—1)1, de modo que tais valores
podem ser organizados na matriz

fi2 -mlfll +mofor + -+ mnfnl-
f22 31f11

Fip= | f32| = s2.f2
_an_ | Snflf(n—l)l ]

Escrevendo Fi5 como produto de matrizes, temos que

_f12_ my Mo -0 Mp—1 My _fn—
fa2 s 0 .- 0 0 far
Fpo=|f2| =0 s - 0 0 Ia| |
_an_ L 0 O Tt Sn—1 0 i _fnl_
isto é,
Fi, = LFy,



onde

é a matriz de Leslie.

Fi3
Fi4

Fln

[y my Mp_1 My |

S1 0 0 0
E—|0 s - 0 0

i 0 0 Sp—1 0 ]

Com um raciocinio analogo ao descrito acima, temos que

Portanto, a matriz de blocos

- LFIQ == LLFH = L2F11

= LF3; = LEF,, = L’Fy

= LFiu-1y = LL"'F,, = B'Fy
F = [Fu | P Fln]

fornece o ntimero de fémeas nos n primeiros periodos Y.

Vejamos a seguir um exemplo, a fim de melhor compreender o modelo acima apresen-

tado.

Exemplo 1.20. Consideremos uma colonia de guaxinins, na qual a populagao fémea
vive no maximo 5 anos e estd dividida em 5 faixas etarias, as quais mudam a cada ano,

conforme o quadro a seguir:

H Faixa etéaria (em anos) ‘ fi ‘ m; | S ‘

[0,1) 40 | 0 | 0,6

[1,2) 30| 5104

[2,3) 151 3 102

(3,4) 10 2 |0,1

[4, 5] 5 |1 0

onde i =1,...,5. Temos assim que

40 0 5 3 2 1
30 06 0 0 0 O
Fi,= |15 L=]10 04 0 0 O
10 0O 0 02 0 O
5 0O 0 0 01 0

Dessa forma, apés um ano, a populacao de fémeas sera dada pela matriz

Fio=LF; =

0O 5 3 2 1 (40 220
06 0 0 0 Of (30 24
0 04 0 0 Of (15 =]12
0O 0 02 0 Of (10 3
0O 0 0 01 0 > 1
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Ao longo de 5 anos, temos que

220 163 693,9 651,48
24 132 97,8 416,34
Flg = 12 5 F13 == 9,6 5 F14 — 52,8 5 F15 — 39,12 5
3 24 1,9 10,56
1 0,3 0,2 0,19
2220,37
390,89
F16 = 166,54
782
1,06

Observando o grafico da Figura 1.4 abaixo apenas para os 10 primeiros anos, é possivel
perceber como o crescimento populacional se da de forma exponencial

(n° de fémeas)

50000 o
40000
30000 "
20000

10000 o

TS 3 4 5 6 7 & 9§ 1 (no)
Figura 1.4: Crescimento da populagao de guaxinins ao longo de 10 anos.
Fonte: O autor

Agora observemos as taxas de crescimento populacional anual ao longo de 50 anos,
em ordem cronologica

160%,  182%, 175,52%, 32,01%, 14932%,  43.3%, 131,57%,
52,45%, 119,11%, 59,75%, 1102%, 65,51%, 103,72%, 70,01%,
98,96%,  T3.5%, 9544%, T762%, 92.82%, T7827%, 90,86%,
79.85%, 89,39%, 81,06%, 88,29%, 8198%, 87.45%, 82.68%,
86,32%, 8321%, 86,35%, 83,69%, 86%, 83,93%, 85,73%,
84,16%, 85,52%, 84,33%, 8537%, 8447%, 8525%, 8457%,
85,16%, 84,65%, 85,10%, 84,7%, 85,04%, 84,75%, 85%,
84,79.%

E possivel perceber que, nos anos iniciais, ha uma grande divergéncia de aumento
populacional anual entre um ano e outro, porém, a medida que os anos avangam o0s
valores comecam a ficar mais proximos, de modo que o crescimento populacional anual
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médio é aproximadamente 84,98%. O grafico abaixo nos fornece uma melhor visao deste
fato

150 %

100 % |

50 %

: (anos)
10 20 30 40

Figura 1.5: Estabilizacao do crescimento populacional ao longo de 50 anos.
Fonte: O autor

Observemos ainda que, nesse exemplo, o niimero médio de filhas que uma tnica gua-
xinim fémea é obtido da seguinte forma:

e A fémea nasce e, durante seu primeiro ano de vida nao é capaz de reproduzir, pois
my = 0.

e Se ela sobreviver, reproduzira mys; = 5-0,6 = 3 fémeas, pois ha 60% de chance dela
sobreviver. Até aqui temos que o valor esperado de fémas reproduzidas durante seu
tempo de vida (até o dado momento) é 0+ 3 = my + mys;.

e No terceiro ano de vida, caso sobreviva, produzird 0,4-0,6-3 = 0,72 fémeas, pois ha
0,4-0,6 = 0,24 de probabilidade que ela sobreviva até o terceiro ano. Dessa forma,
temos que, até agora, ela produziu, em média, m; + mqS; + M351Ss.

e Seguindo o raciocinio descrito acima, temos que, atingindo o quarto ano de vida,
essa fémea produzira 0,2-0,4-0,6-2 = 0,096 fémeas e no quinto ano, 0,1-0,2-0,4-0,6-1 =
0,0048, totalizando assim

04+ 340,724 0,096 + 0,0048 = 3,8202

fémeas reproduzidas, em média, ao longo de toda a vida do animal. Pondo os dados
em termos de m; e s;, com¢=1,...,5e j=1,...,4, obtemos

My + MaS1 + M3S1So + NMyS1S283 + Mi5S1525354.
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Podemos assim definir a média de filhas fémeas de uma tnica fémea ao longo de n faixas
etarias como sendo

mi + mMoS1 +mM3gS1Se + ... +MpS1 - Sp_1.

A expressao acima é denominada taxa liquida de reproducao da populacao fémea, a
qual sera representada por T7,.

Observemos agora que as matrizes de Leslie podem apresentar comportamento perio-
dico, desde que exista uma relagao entre a taxa de reproducao e as taxas de sobrevivéncia.
Para iniciar, consideremosa matriz de Leslie

0 m
L= |:81 0
e notemos que i
9 |msi 0 | I o]
L = [ 0 msy = msy [0 1] = msiLs.
Para a matriz )
0 0 m
L=1|s; 0 O
_O S9 0
temos que
ms1S9 0 0 1 00
L3 = 0 msi1S2 0 = MS1S2 010 :mSlsgIg.
0 0 msiSs 0 01

Seguindo essa sequéncia, obtemos, para algum n € N
" =msy---s,.11,.

Dai, para que seja & = I,,, devemos ter

Nesse caso, seja qual for nossa matriz inicial Fq;, teremos

Fu=Fiery = Froery = Figery = -

significando assim que o nimero de fémeas de uma populagao que constituem uma matriz
de Leslie sob as condi¢oes acima, oscila durante k unidades de tempo e em seguida retorna
ao valor inicial, onde estas oscilagoes, de acordo com ANTON |[3], recebem o nome de
ondas populacionais. Quando uma populacao volta a atingir o mesmo valor inicial de
modo periddico, diz-se que ela possui crescimento populacional nulo. Como nesse
caso temos m; = --- = my_1 = 0 e m,, = m, decorre que

Tp =msy 8,1 =1,
ou seja, o crescimento populacional é nulo se, e somente se, Ty, = 1.

Exemplo 1.21. A semelparidade é, de acordo com HILL [30], a condigdo em que indivi-
duos sao fisiologicamente programados para se reproduzirem uma tnica vez em toda sua
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vida. Esse é o caso do Rei Salmao (Oncorhynchus tschawytscha) que, segundo QUINN
[55], ¢ o maior dentre as espécies de salmdo do Oeano Pacifico e possui uma taxa de
reproducao de aproximadamente 5400 ovos. Ja o seu ciclo de vida pode atingir mais
de 4 anos, aponta Lewis [41]. Dividindo o tempo de vida dessa espécie em 4 faixas
etarias [0,1),[1,2),[2,3) e [3,4] onde a passagem de uma para outra se da a cada ano,
consideremos as seguintes matrizes de Leslie S e de distribuicao etaria inicial Fy;

0 0 0 5400 40
£ 0 0 0 30
0 3¢ ? 0 =199
0 0 5 0 10
tais que
54000 4000 240 40
5 6750 500 30
F12 - 172 9 F13 - 0’2 F14 - 270 ) F15 - 20 I e
0,74 0,04 0,007 10

Supondo, apenas para uma andalise grafica, que essa populagao mantivesse o mesmo ritmo
reprodutivo durante 20 anos, o grafico obtido seria o que se pode observar na Figura 1.6
abaixo

(n° de fémeas)

50 000

40000

30000

20000 |

10000 |

: : (anos)
0 5 10 15 20

Figura 1.6: Periodicidade do crescimento populacional do Rei Salmao.

Fonte: O autor

mostrando assim que a populagao fémea oscila durante 4 anos e retorna ao valor inicial.
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1.4.2 Criptografia

A Criptografia, conforme [45], é o estudo de técnicas matematicas relacionadas aos
aspectos de seguranca da informacao tais como, confidencialidade, integridade de dados,
autenticagao de entidades e autenticagao de origem de dados [45]. De acordo com ISMAIL
[32], a cifra de Hill'! ¢ um algoritmo que consiste em tomar m letras e substitui-las
por m letras de texto cifrado. Vamos aqui tomar os ntimeros correspondentes as posi¢oes
das letras no alfabeto para substitui-las como podemos ver abaixo

A/B|C|/D|E|F|G|H|T|J | K|L|M
11213145678 9]1011]12|13
NITO|PIQ|IR|S|T|U|V| W|IX|Y]|Z
14 |15 116 | 17 |18 |19 |20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26

O objetivo de fazer isso é criptografar uma mensagem por meio de uma matriz de ci-
fragem, a qual deve ser invertivel, a fim de que seja possivel decodificar a mensagem
utilizando uma matriz de decifragem, isto é, a matriz inversa da matriz de cifragem.
Dependendo das palavras existentes na mesagem, pode ser necessario utilizar mais ntime-
ros para representar, por exemplo, letras acentuadas, virgulas, exclamacoes, etc. Vamos
codificar a mensagem “SO SEI QUE NADA SEI” utilizando a matriz de cifragem

11 3
Mg=|-1 4 1
11 —4

Vamos dividir a frase em blocos de 3. Os espacos entre palavras serao representado por
0 e a letra O sera representada por 27. Dessa forma, nosso quadro de codificacao sera

AIB/C/D|/E|F|G|H|T|J|K|L|M
oO(1 234|567 |[8]9]|10]11]12]13
NIO|PIQ|R|S|T|UI VW X|Y|Z]|O
1411516 |17 | 18 |19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27

Dai, escrevendo a frase dada conforme o esquema acima, obtemos

S| O S | E|I Q| UJ|E N
1912710195190 (17]21 |5 |0]14

A|/D|A S |E|I
114101195 19]0/0

Organizando os blocos em matrizes 3 x 1, tem-se

19 [19] 0 5
P,= (27|, P,=|5|, Py= (17|, P,= 1|0
0 9 21 14
1 0 9
P;= 4|, Pg= (19|, P,= |0
1 5 0

U ester Sanders Hill (1890-1961) foi um matematico americano que ficou conhecido por seus trabalhos
em criptografia e criptoanalise [64]. Hill publicou, em 1929, a cifra que leva seu nome em seu livro
intitulado “Cryptography in an algebric alphabet” [31].
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Dai, multiplicando cada uma destas por M¢, obtém-se matrizes Q; = McP;, com 7 =
1,...,7, tais que

8 13 80 37
Q= |89, Q= 101, Q3= 89|, Q4= 9
_46_ —12 —67 —51
[ 6] 34 -9
Q5 = |16 s QG = 81 s Q7 =[-9
i 1_ —1 9

Agora note que algumas entradas das matrizes imediatamente acima sao menores que 0
ou maiores que 28. Logo, para obtermos seus correspondentes no quadro de codificagao,
devemos formar novas matrizes, onde as entradas destas serao os restos das divisoes das
entradas anteriores por 28. Por exemplo,

8 8 H
89| corresponde a 51, que corresponde a |E]|,
46 18 R

pois
8 = 0-28+ 8 e H esta na posicao 8
89 = 3-28+ 5 e E estd na posigao 5
46 = 1-28+ 18 e R esta na posigao 18

Seguindo a ideia acima, obtemos as seguintes correspondéncias

8 8 H
Q, = (89 — R;=|5| — |E
46 18] R
13] [13] M ]
QQ = 10 — Ry = (10 — J
| —12) 16 | P
[ 0] [24] [X]
| —67] 17} Q]
[ 37 9 (1]
Qs = 9 — Ry= |9 — I
| —51 5 E|
1 6 [F]
Q5 = |4 — Ry5= |16 — P
1 1 A
34 (6] F
Qs= |81 — Rg= (25| — |Y
—1] 27 o)
—9] [19] S
Q7 = -9 — R7 = |19 — S
9 9 ] I
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Portanto, a mensagem codificada adquire a forma
“HERMJPXEQIIEFPAFYOSSI”

Logo, para decifrar a mensagem, utiliza-se a matriz de decifragem Mp = Mal, onde

17 =7 11
Mp=1|3 -1 2
5 =2 3

Dai, dividindo a mensagem codificada em blocos de 3, o que acaba por fornecer as matrizes
R,;, basta fazer as multiplicacoes MpR,;, o que fornecera matrizes S;, as quais serao
correspondentes a matrizes P;. Por exemplo, observe que

299 ] [19] S
S;=MpR,=|5| — P;=[27| — |O
| 34 | | 0]
[327] [19] S
SQ = MDRQ = |61 — P2 =15 — E
| 93 | 3 I
560 ] [0 ]
Sg = MpR;3; = |101 — P3= |17 — Q
161 | 21 U]
145 ] [ 5] [E]
S4 = MDR4 = 28 — P4 =10 —
| 42 | | 14 ] N|
1 1 Al
S5 = MDR5 = |4 — P5 = |4 — D
1 1 Al
224 0] [
SG = MDR6 = | 47 — P5 = |19 — S
61 5 | E|
289 9] 1
S7 = MDR7 = | 56 — P5 =10 —
84 0 ]

o que acaba por fornecer a mensagem original.

Observe que podemos dificultar o processo de cifragem com auxilio de fungoes, por
exemplo, por meio de combinagao dos processos. Consideremos, como ilustracao, uma
fungao afim f : R — R, f(z) = ax + b, a,b € R com a # 0. Dessa forma, para cada
valor atribuido a cada um dos caracteres utilizados no alfabeto do qual se quer enviar a
mensagem, toma-se sua imagem pela fungao escolhida, a fim de determinar o caractere
cifrado correspondente. Por exemplo, se considerarmos a tabela do exemplo anterior e a
fungdo m : R — R, m(z) = 3z +5, temos que a letra “S” (com valor 19) sera representada
por “F” (com valor 6), uma vez que

m(19) =3-19+5=62=2-28+6.
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Com posse de tal ideia, seja v 0 ntimero de caracteres a serem utilizados. Dai, temos
que o remetente cifrard a mensagem por meio de

fx)=ax+b=0Q -a+r,

onde ) é o quociente da divisdo de f(x) por a # 0 e r é o resto. Note que, sendo = < «,
decorre que Q < a. Por conseguinte, o destinatario recebera a funcgao g, inversa de f,
dada por

x—0

9(z) = ——,

para decodificar a mensagem cifrada. Porém ele nao receberd as imagens de m corres-
pondentes a cada caractere, mas sim os restos. Assim, nem todos os valores recebidos
poderao ser calculados por meio de ng de maneira direta. Como ilustragao disso, note
que a inversa da funcao m é n : R — R, com

Calculando n(6), obtemos % como resposta, valor este que nao esta relacionado a nenhum
dos caracteres do esquema utilizada. Para contornar o problema, devemos tomar a ima-
gem de 6 + 28k, pois foram utilizados 28 caracteres e k representa o numero de “voltas”
dadas no alfabeto. Assim

6428k —5 28k + 1

6 + 28k) =
n(6 + 28k) 3 3

Notemos entao que o tnico resultado inteiro de n(6+ 28k) se d4 quando k = 2, resultando
em 19 (compreendido entre 0 e 28).
Generalizando a ideia acima, devemos tomar a imagem de r + « - ) por g, de modo

a obtermos 0 N ;
. a 7‘ —
g(Q o+ T) = T

Vamos agora cifrar a mensagem “SO SEI QUE NADA SEI” utilizando a funcio m,
dada por m(z) = 3z + 5.

H Letra ‘ x ‘ m(zx) ‘ Q- -a+r ‘ Letra criptografada H

S [19] 62 |2-28+6 F
O |27] 8 |3-28+2 B
0] 5 |0-28+45 E
E | 5] 20 |0-28+20 T
T |9 32 |1-2814 D
Q |17] 56 [2-28+0
U |21] 68 [2-28+12 L
N [14| 47 [1-28+19 S
A | 1] 8 |[0-28+8 0
D | 4] 17 [0-28+17 Q

Logo a mensagem criptografada é

“FBEFTDE LTESHQHEFTD”.
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Para descriptografa-la, utilizaremos a fun¢ao n, com

r—>5
T

n(x) =

Ja sabemos que “F” corresponde a “S” pelo que foi visto acima. A letra “B”, por sua vez,
possui valor 2. Assim

28Q+2-5  28Q
3 3

n(28Q +2) = —1.

Segue entao que n(28Q + 2) = —1 para Q = 0, porém —1 nao corresponde a nenhum
caractere da tabela acima. Por outro lado n(28@Q + 2) = 27 para Q = 3, fornecendo,
portanto, a letra “O” como correspondente de “B”.

Prosseguindo de maneira analoga para os demais caracteres, segue que

o “E” tem valor 5:

n(28Q +5) =0, para@ =0 = “E” — Espaco
n(28Q +5) =28, paraQ =3 = “E" — “O”

e “T” tem valor 20:

TL(28Q —I— 20) = 5’ para Q — O :> “T?? s “E”
n(28Q + 20) = 33, para @ =3 = Sem caractere correspondente

e “D” tem valor 4:

n(28Q —+ 4) = 97 para Q =1 = “D’ — 4

e “Espaco” tem valor 0:

n(28Q +0) =17, paraQ =2 = “Espago” — “Q’

e “L” tem valor 12:

n(28Q + 12) = 21’ para Q — 2 = L(L?’ - “U,y
e “S” tem valor 19:
n(28Q —|— 19) = 14, para Q — 1 = HS?) — “N”

e “H” tem valor 8:

n(28Q + 8) — 1’ para Q =0 = “H" — CAP
n(28Q +8) =29, para ) =3 = Sem caractere correspondente

e “Q” tem valor 17:

n(28Q + 17) = 4, para Q =0 = uQn N Y
n(28Q 4+ 8) =32, para Q =3 = Sem caractere correspondente
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Dai, fazendo as respectivas correspondéncias na ordem dos caracteres da mensagem crip-
tografada, percebe-se que a letra “E” de fato equivale a um espago entre palavras e nao a
letra “O”. Portanto, podemos observar o resultado no quadro abaixo

|[F[BIE[F|T[D[E] [LI|T/E[S[H[QIH[E|FITID]
[s1O] [s[e[t] [QJUJE] [NJA[D[A[ [S[E[I]

Note ainda que, nos casos sem caractere correspondente, basta aplicar a divisao do
resultado por o novamente, e o resto ira fornecer o caractere descriptografado. Por
exemplo, a letra “T” forneceu 33 como resultado para () = 3, mas, se dividirmos 33 por
28, obtemos resto 5, o qual corresponde a letra “E”.

Vejamos um caso adicional, agora utilizando fungbes quadréticas. Sendo assim, tome-
mos a fun¢iao f: R — R, f(z) = az® + bz + ¢, com a, b e ¢ sendo reais e a # 0. Tomando
y = f(x) temos que f~1 ¢ dada por

F () = —b+ \/b? —4(c—vy)
B 2a ‘

Utilizando o mesmo raciocinio do exemplo anterior, escreveremos

y= @)= Qa+r.

Segue dai que

_ —b+ \/b? —dc+ 4Qa + 4r
.f 1(x): \/ 2(1 ‘

Criptografaremos a mensagem “SO SEI QUE NADA SEI” por intermédio de f(z) =
2% — bz + 6, obtemos o quadro a seguir

H Letra ‘ T ‘ f(x) ‘ Q- -a+r ‘ Letra criptografada H

S 22| 272 | 9-28 +20 T
O |27 600 |21-28+12 L

0 6 [0-2846 F
E 5 6 |0-2846 F
I 9 | 42 |1-28+4+14 N
Q | 17| 210 |7-28+14 N
U 21 | 342 | 12-28+6 F
N [14] 132 | 4-28+20 T
A 1 2 10-2842 B
D 2 10-28+42 B

a qual nos fornece a mensagem cifrada
“TLFTFNFNFFFTBBBFTFN”

Agora, sabendo que o vértice da parabola que representa f é (g, _}1)7 decorre que

o0

-

D(f) = (—oo,g} U B,jtoo) e Im(f)= {_
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Assim, temos que o D(f1) = [—i, —|—oo). Dai, podemos observar que os valores atri-
buidos aos caracteres (de 0 a 28) pertencem a D(f~!) e, além disso, a parabola possui a
propriedade de simetria, o que evita o risco de, durante o processo de decifragem, obter-se
um valor sem correspondentes. Notemos entao que

_ 5+ 1+ 112Q + 4r
Para a decifragem, tomaremos
5+ VI H112Q + 4r

-1
X )
@) :
a fim de evitar valores negativos, aos quais deve-se somar 28 para obter caracteres cor-
respondentes. Logo, tomando g(x) = f~!(z), temos que

e “T” tem valor 20:

9(20) =1, para Q =0 = “T7 s«
g(20) =14, para@Q =4 = “T" — “N”
g(20) =19, paraQ =9 = “T" —“3”
9(20) =26, paraQ =19 = “T7 — “Z”
e “L” tem valor 12:
9(12) = 67 para Q =0 = YY) 5«
9(12) = 27, para Q =921 = “J — uO:v
e “F” tem valor 6:
9(6) = 57 para Q =0 = CRY L«
g<6> = 127 para Q =3 = “Fr s«
g(6) = 21, para Q = 12 = “F7 — «U”
g(6) =28 =1-2840, para@ =23 = “T” — Espago

e “N” tem valor 14:

g(14)=9, para@Q =1 = “N' — "
g(14) =16, para@Q@ =6 = “N’"— “P”
g(14) =17, para@ =7 = ‘N’ —“Q"
g(14) =24, para@ =16 = “N’ — “X”
e “B” tem valor 2:
g(2) =4, para@ =0 = “B”—“D”
g(14) =8, para@QQ =1 = “B” —“H”
g(14) = 25, para Q =18 = “B” — “Y”
g(14) =29=1-2841, para@ =25 = ‘B’ — “A”
Obtemos entao a seguinte tabela
GIFIE|GIE|T|E|T|E|E|E|G|D|D|D|E|G|E|I
N|O|L|N|L|P|L|P|L|L|L|N|H|/H|H|L|N|L|P
S XIUIS |UIQIUIQIU|U|U|S |[Y|Y|Y|U[S|U|Q
7 7 X X Z1A[AA 7 X

a qual permite visualizar a mensagem descriptografada.
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2 Determinantes e Sistemas Lineares

2.1 Determinantes

Neste capitulo iremos conhecer a definicao de determinante de uma matriz, bem como
suas principais propriedades. Embora, de acordo com LARSON [38|, a teroria dos de-
terminantes emergiu a partir de padroes encontrados em solucoes de sistemas lineares,
seguiremos aqui a ordem contraria, somente por uma questao de organizagao. Quanto as
aplicagoes dos determinantes, estas serao melhor estudadas ao longo dos préoximos capitu-
los, pois eles contém informagoes importantes para o entendimento de tais aplicagoes, as
quais podem ser, segundo KAZUNGA [33], calculo de area de poligonos e volume de po-
liedros, determinar a solucao de sistemas lineares com n equagoes e n incoégnitas, inversao
de matrizes e determinar se um conjunto de vetores é ou nao linearmente dependente.

O determinante de uma matriz é um numero real. Somente as matrizes quadradas
possuem determinante, de modo que este é indefinido para matrizes que possuem mais
linhas que colunas ou vice-versa. Para melhor organizar as ideias, apresentamos a defini-
Gao a seguir.

Defini¢ao 2.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, com n < 2. Se A = [ay1],
entao o determinante de A € igual a ay, e escrevemos

det(A) = |CL11| = all.

Se for
ailr aig
A =
a1 Q22
entao
aix a2
det(A) = = A11Q922 — A12Q91.
a21 A2

E importante lembrar que, no caso n = 1, ndo se deve confundir as barras ||, com a
notagao de valor absoluto de um ntamero, de modo que, por exemplo, a matriz X = [—7]
¢ tal que det(X) = —7 e nao 7, onde este ¢ o valor absoluto de —7. Vejamos mais alguns
exemplos de matrizes e seus respectivos determinantes:

o A=|[-15] = det(A) = | — 15| = —15

«B- [‘11 ;} — det(B) = “11 ;‘ —4.3-7.1=

. C— sen(z) cos(z) o _ [sen(z) cos(z) = son?(2) — cos?(a
N ['sen(x) cos(x)} = det(C) cos(x) sen(x) (z) (z).




Para as matrizes de ordem n > 3, vamos precisar das nogoes de menor complementar
e cofator, onde estas sao fornecidas nas definigoes abaixo.

Definigao 2.2. Seja A = [a;j]axnuma matriz, e seja A;; a submatriz obtida a partir
da supressao da linha e da coluna que contém o elemento a;;. O determinante de A;; é
chamado menor complementar de a;;. O cofator A;; de a;; serd definido por

Az’j = (—1)i+j det(Aw)

Exemplo 2.1. Dada a matriz

-2 3 7
A=|1 9 4],
-5 8 -1
temos que
9 4 )
det(Aqp) = g _1|= —41 & o menor complementar de ay;.
[ J

A = (=1)"1det(Aq;) = —41 ¢ o cofator de ay;.

1 4
-5 -1

Ay = (=1)"2det(A2) = —19 ¢ o cofator de ays.

det(Alg) =

‘ =19 é o menor complementar de aqs.

19
-5 8

Az = (—1)"3det(A2) = 53 ¢ o cofator de as3.

det(Alg) =

‘ = 53 & o menor complementar de a;3.

det(A33) =

= —21 é o menor complementar de ass.

-2 3
19

Aszz = (—1)33 det(As3) = —21 ¢é o cofator de ass.

Podemos agora fornecer a definicao para determinantes de matrizes quadradas com or-
dem maior ou igual a 3.

Definigao 2.3. O determinante de uma matriz A = [a;j]nxn € um niumero real asso-
ciado a esta, o qual € definido indutivamente como

arl yn=1
det(A) =
ainAn + ainAio + -+ ain A, o >1

A defini¢ao acima é de grande praticidade, uma vez que ela define o determinante de
uma dada matriz como sendo a soma dos produtos entre entre o menor complementar e
o cofator de cada entrada da primeira linha.
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Exemplo 2.2. Seja A a matriz do exemplo anterior. Segue, pela Definicao 2.3, que

det(A) = an A+ apAin + aizAss
= —2.-(—41)+3-(—19)+7-53
= 396.

Ainda a respeito da defini¢ao, perceba que o sinal de cada cofator depende somente
da soma dos indices, de modo que quando a soma é par, o sinal é positivo e quando é
impar, negativo. Com isso, podemos escrever o determinante de uma matriz A como
somas e subtracoes alternadas, ou seja,

det(A) = Q1 det(A,l) — ;9 det(Aﬂ) + a;3 det(AZ3) — -+ (—1)i+j(lm det(Am)

Exemplo 2.3. A troca de linhas de uma matriz identidade fornece uma matriz elementar
de tipo I. Note que, seu determinante ¢é igual a —1, independente da ordem e de quais
linhas foram trocadas de posicao. A demonstracao formal desse fato pode ser encontrada
em [53] por meio de indugdao ou utilizando analise combinatéria em [9]. Observemos
apenas alguns exemplos para convenvermo-nos sobre tal fato:

01
L gl=00-1=—1

00 1

010:0é8—0~(1)8+1(1)1:—1

100

010

100:08?—11?%38:—1

00 1

8(1)(1)8 100 00 0 01 0 01 0
o0 o/ =010 0 0/ =0t 0 0f+1-1 0 0f-0-/1 0 0=-1
coo 00 1 00 1 00 1 00 0

Quanto ao determinante de uma matriz elementar de tipo Il Ej ,.;, é igual a c. A
prova disto sera dada na segunda propriedade da lista de propriedades da subsecao 2.1.1.
J& as matrizes elementares de tipo III possuem determinante igual a 1. A prova deste fato
também pode ser encontrada nas referéncias logo acima citadas. Vejamos aqui apenas
um exemplo para o caso 2 X 2, considerando para tanto, a matriz a seguir Er, e, 41, €
constante, de modo que

1 o | 10
ko140 k-0+1| [k 1

’:1'1—0'/{321.

Dessa forma, podemos entao enunciar o seguinte teorema

Teorema 2.1. Sejam E;, E;; e Ejp matrizes elementares de tipos I, 11 e 111, respecti-
vamente. Tem-se que

> det(E[) =—1.

> det(Er) =¢, ¢ #0.
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> det(E[[[) =1.

O teorema acima, juntamente com o Teorema 1.4, nos permite enunciar o seguinte
resultado

Teorema 2.2 Sejam E uma matriz elementar qualquer e A uma matriz n X n. Entdo
det(EA) = det(E) det(A)

Provemos a validade do teorema para o caso 2 X 2, sendo analoga a demonstragao para
casos de ordens superiores. Tomando as matrizes

01 k 0 1 k a b
EI:|:1 0}, EH:|:O 1], EHI:|:0 1] € A:L d}’

temos que

det(E;A) = Z 21

det(E;)det(A) = —1- (ad — bc) = bec — ad

‘:bc—ad

ak bk
d

det(E; ) det(A) = k(ad — be)

det(EHA) =

‘ = akd — bkc = k(ad — be)

a+kec b+kd
c d

det(Ej;r) det(A) =1 (ad — be) = ad — be

det(EA) = = ad + cdk — bc — ckd = ad — be

Como consequéncia da aplicacao sucessivas vezes do Teorema 2.1, temos o

Corolario 2.1. Dadas matrizes elementares Eq, ..., E; e uma matriz A, tem-se que

det(E;---EA) = det(E;) - - - det(Ey) det(A).

O resultado carregado pelo Teorema 2.1, de maneira simples, nos diz que

* Se duas linhas de uma matriz sao trocadas de posicao, entao seu determinante €
multiplicado por —1.

* Se uma das linhas de uma matriz é multiplicada por uma constante k € R, entao
seu determinante € multiplicado por k.

* Se uma combinacao linear for realizada entre as linhas de uma matriz, entao seu
determinante nao se altera.

A seguir, provaremos um dos principais resultados deste capitulo, o qual é, segundo
Poole [30], conhecido como caracterizagdo de invertibilidade em termos de de-
terminantes

. Teorema 2.3. Uma matriz n X n € invertivel se, e somente se, det(A) # 0.
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Demonstragao. Se A é invertivel, entao segue pelo TFME que
E,---E,A=1
dai, pelo Corolario 2.1, temos que
det(E;) - - - det(Ey) det(A) = 1.

Como det(E;) # 0 com 0,7 = 1,...,k, de acordo com o Teorema 2.1, a igualdade acima
implica que det(A) # 0. Reciprocamente, seja det(A) # 0. Entao, escalonando A, temos

det(E;) - - - det(Ey) det(A) = det(B),

onde B ¢é a matriz escalonada de A. Novamente, pelo Teorema 2.1, temos que det(E;) # 0
para todo i ,e como det(A) # 0, decorre que det(B) # 0. Dessa forma, temos que B nao
pode possuir linhas nulas, conforme a propriedade 2 da subsec¢ao 2.1.1 e portanto B =1
(se ndo fosse, entao A nao seria invertivel, de acordo com o TFME) pela defini¢ao de
matriz escalonada. Logo,

A = (El"'Ek)_l,

ou seja, A é invertivel. O

2.1.1 Propriedades dos determinantes

Esta subsecao é voltada a listagem e discussao das principais propriedades dos deter-
minantes, as quais sao de grande utilidade para diversos calculos e demonstrac¢oes, como
veremos ao longo do presente trabalho. Inciamos assim com o fato de que

1) O determinante de uma matriz e o determinante de sua transposta sao iguais.
det(A) = det(AT)

Demonstracao: Facamos os casos em que A tem ordem 1,2, e 3, respectivamente, sendo
analogos os demais casos. Quando A tem ordem 1, temos o caso trivial, de modo que

A= [CLH] = AT = [CLH] == det(A) = a1 = det(AT)

Notemos que se A possui ordem 2, entao

a a

A - 2 = det(A) = ajja2 — ajpan
a21 A2
a a

AT — ™ = det(AT) = aj1ag0 — a12a9;.
aiz2 A2

Logo, det(A) = aj1a2s — a12a9; = det(A)T. Podemos assim escrever

det(A) = Qar det(All) — 19 det(Alg)
= apdet(AT)) — ay det(AL)
= det(AT)
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Para compreender o que foi dito acima, basta observar que quando transpomos uma
matriz, sao também transpostas as suas submatrizes. Facamos isso observando o caso em

que A possui ordem 3. Sendo B = AT, temos que

a11 Qi aig bii bz bis
A = |ax azp ax B = by by bys| =
az1 a3z 433 b31 b3z b3
Dai, podemos observar que
A — Q22 (23 B, — baa b3 | Q22
11 — 11 — b b -
| @32 (433 ] 1032 033 ] | 423
Ay — G21 G23 B., — bor Doz _ a2
12 — 12 — b b -
| @31 @33 ] 1031 033] | @13
Ao — G21 Q22 Bi. — ba1 by a2
13 — 13 — b b -
|31 A32] [1031 032 1413

Agora, comparando os determinantes a seguir

a1 det(AH)

= A11022033 — A11A23032

11022033 — (11A32423

= —@12G21033 + Q12023031

—@21012033 1 Q21032013

= A13G210A32 — A13A22031

31012023 — (31022013
podemos observar que

i)
ai1 det(Ay;) = apy det(A]})

i)
—a12 det(Alg) + ais det(Alg)

= —G12(&21a33 - a23a31) + Cl13(0l21a32 - a22a31)

i)
—biadet(AZ;) + by det(Af)

Segue entao, a partir de i), ii) e iii) que

det(A)

det(B)
det(AT).
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ail
a2
a3

a32

ass |

32

ass |

Q22

az3 |

a1
22
23

—@21012033 + A21032013 + G31G12023 — G31022013
—@21012033 + A31012023 + (21032013 — G31022013

—012(6021@33 - a23a31) + 013(&21%2 - a22a31)

ail det(AH) — 19 det(Au) + a3 det(Alg)
bn det(Afl) — b12 det(AQTl) + blg det(A3T1)
bn det(Bn) — b12 det(Blg) + b13 det(Blg)

a3
as2
a33

11

T
21

T
31



Logo, pelo que foi discutido acima, podemos generalizar a ideia para uma matriz quadrada
de ordem n, de tal modo que

det(A) = al det(AH) — 19 det(Alg) 4+ 4 (—1)1+"a1n det(A1n>
= ap det(A]}) — ag det(AL) + - + (=1)""a,; det(AL})
= det(AT).

2) Se A tiver uma linha ou uma coluna multiplicada por uma constante ¢, entio seu
determinante € igual a ¢ - det(A).

Demonstragao. Se for B a matriz obtida por meio da multiplicacao da linha 7 de A por
¢, entao o determinante dessa nova matriz é, por definigao,

det(B) = CCL,‘lAﬂ + ...+ CamAm = C(CLﬂAﬂ + ...+ CLmAm) = Cth(A).

Caso seja C a matriz obtida por meio da multiplicacao da coluna j de A por ¢, entao,
pela propriedade anterior, temos que det(C) = det(CT) e pela primeira parte provada
logo acima, decorre que det(CT) = cdet(A). Como consequéncia, se A possuir uma
linha ou coluna nula, entdo seu determinante é igual a 0. Além disso, considerando C
com ¢ = 1, a propriedade anterior garante que o determinante de uma matriz pode ser
calculado pela expansao dos cofatores de qualquer uma de suas colunas. O

3) (Teorema de Cauchy-Binet)?1? O determinante do produto de duas matrizes A
e B € igual ao produto dos determinantes destas duas matrizes.

det(AB) = det(A) det(B)

Demonstracao. Se A é nao invertivel, entao de acordo com o Teorema 2.6, decorre que
AB também nao é invertivel. Segue dai que, conforme o Teorema 2.9, det(AB) = 0 =
det(A) det(B). Por outro lado, se for A nao-singular, entdo podemos escrever, de acordo
com o TFME

A=E,  --E,

onde Eq, ..., E; sao matrizes elementares. Dai, AB = E; - - - E;B, que pelo Corolério 2.1
nos fornece
det(AB) = det(E;)---det(E;)det(B)
= det(E; - Ey)det(B)
= det(A)det(B)

]

4) Se uma matriz quadrada possui duas linhas (ou colunas) iguais, entio seu determinante
€ wgual a 0.

12 Jacques Philippe Marie Binet (1776-1856) foi um matematico francés que desenvolveu trabalhos em
Mecéanica, Mateméatica e Astronomia. Em 1812 ele descobriu a férmula para calcular o determinante da
multiplicacao de matrizes, feito este que glorificou seu nome mais que qualquer outro de seus trabalhos
[59].

13 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) foi um matematico francés que obteve resultados importantes
em diversas areas, tais como Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica, Mecanica, Analises Real e
Complexa e Fisica Matematica. Publicou diversos resultados sobre determinantes, incluindo a férmula
do produto de determinates de duas matrizes, a qual ele publicou em 1812 com alto rigor matematico

19]-
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Demonstracao. Suponhamos que as linhas L; e L; de uma matriz quadrada A sejam
iguais. Consideremos entao uma matriz elementar Er ..z, 1, ¢ uma matriz B tal que

Assim, temos que B possui ma linha nula, de modo que det(B) = 0, pela propriedade 2.
Dai,

0= det(B) = det(ELiHLi—LjA) = det(ELieLi—Lj) det(A)
Como det(Eg,z,-1;) = 1, devemos ter det(A) = 0. A demonstracdo para o caso de
colunas iguais é analogo. O

5) Se A ¢ invertivel, entao

1
 det(A)

det(A™1)

Demonstracao. De fato, desde que A~'A = I, segue, pelo Teorema de Cauchy-Binet, que

1
AA) = =1 Alt= ——.
det( ) = det(I) = det( det(A)

]

6) O determinante de uma matriz diagonal € igual ao produto dos elementos de sua
diagonal principal.

Demonstracao. Consideremos uma matriz diagonal D de ordem n, cujas entradas da
diagonal principal sejam d;; e seja D1; 0o menor complementar de di;. Como d;; = 0 com
7 > 2, decorre que

det(D) = d11 det(DH).

A matriz Dq; é também diagonal. Entao sendo Dy o cofator de dyy € doj # 0, j > 3,
decorre que det(Dy;) = da det(Dyy) e assim

det(D) = dy1das det(Day).
Prosseguindo com o argumento acima sucessivas vezes, obtemos
det(D) = di1das - - - din—1)(n—1) det(Dipy),
porém, D,,,, = d,,,, 0 que implica det(D,,,) = d,, e portanto

det(D) = d11d22 s dnn

7) O determinante de uma matriz de Vandermonde n x n € dado por
det(Vixn) = (@0 — 21) (@0 — 22) - -+ (25 — 2) (25 — 2im1) -+ (22 — 1),
onde 1 <i<n<j.

Demonstragao. Vamos fazer a demonstracao dos casos iniciais, sendo as demonstracoes
dos demais casos inteiramente anéloga.
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e n = 2: E imediato, visto que

1551

det(Vgxg): 1 o

= T2 —T1

e n = 3: Como ja sabemos, o determinante nao se altera por transposi¢ao ou combi-
nagoes lineares. Logo, temos que

1 z; 22 1 1 1
1
det(Viyz) = |1 22 23| = |71 22 73
2 2,2 2
1 x3 x5 r] x5 T3

Dai, multiplicando a segunda linha por x; e subtraindo da terceira linha, segue que

1 1 1 1 1 1
1 T2 3| = |T1 L2 3
3 1l a3 0 a3 —z1m9 75— 1173

Agora, multiplicando a primeira linha por z; e subtraindo da segunda linha, vem
que

1 1 1 1 1 1
T i) T3 =10 To — X1 T3 — I
0 23— xim9 73— 1173 0 23— xze 73— 7173
que por sua vez fornece
1 1 1 1 0 0
0 x9—1:3 r3—x1 | = |1 29— 14 x% — X1
0 x% — T1T9 x§ — T1T3 1 x23—14 x% — X173

Note agora que

1 0 0
1 29—x 23— a170| =1-
1 x3—x; 23— 7123

To — X1 l‘g — T1X9
T3— T TE— 173

onde a matriz do lado direito da igualdade acima possui a segunda linha como sendo
miltipla de x5 — x1 e a terceira linha multipla de x3 — z1, o que implica, de acordo
com o Teorema 2.2, que

11]2
11’3

To — X1 I% — 1T
Tr3 — X1 ZL‘% — T1X3

= (x3 —x1)(z9 — 71)
= (.173 —I1>(ZE3—J]2)($2 —[El).
Observe que os passos acima podem ser resumidos como

det(V3><3) - det(V3T><3) - det(EL3HL3—$1L2Vgx3)
- det(EL2<—>L2—$1L1EL3<—>L3—$1L2V;£><3)
- det(ELQ(—)L27.'L'1L1ELS(—)L37$1L2V3X3)

= k’le det({}gxg),

onde k1 = x9 — 21, ko = 13 — 11 e{\/gxg = E iz}
3
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e n = 4: Seguindo a ideia do caso anterior, temos
det(V4><4) = klkgkfg det(Vgxg),
com ki =29 —x1, kg =123 — 11, ks =24 — 21 €

R 1 xy 3
— 2
V3><3 = 1 T3 (L’g
2

1 x4y 3

Logo, aplicando a ideia descrita acima sucessivas vezes, obtém-se o resultado procurado.

O
2.1.2 Matriz Adjunta e a Regra de Cramer

Seja A a matriz formada por todos os cofatores de cada uma das entradas de uma
matriz A, x,. Diz-se que AT ¢ a matriz adjunta de A. Denotaremos AT apenas por
A. Por exemplo, os cofatores da matriz

3 0 5)
A=1|1 7 =2
6 3 1
Sao
7T =2 1 -2 1 7
A11_+3 1'_137 A12__6 1'__13a A13_+63__397
0 5 3 5 3 0
A21—+3 1‘— 15, A22——6 1‘— 27, A23—+6 3—9
0 5 3 5 3 0
Ag; =+ . _2' —35, Az = — 1 _2'—117 Azz = + 17 = 21.
Portanto
13 —-15 —-35
A=|-13 —271 11
-39 11 21

Podemos assim definir, de modo geral, que a matriz adjunta de uma matriz quadrada
n x n é dada por

All A21 e Anl
K _ A'12 A'22 : '. . An?
Aln A2n e Ann

Definido o conceito de matriz adjunta, devemos entender como substituir uma deter-
minada coluna de uma matriz. Para entender o processo, vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.4. Consideremos as matrizes

a b ¢ kq
A=|d e f e K= |k
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Vamos substituir a segunda coluna de A por K. Seja entao Ajs a segunda coluna de A
e I,; a segunda linha da matriz I3.3. Dali,

[ b ] ky b
A + (K - A12>121 = d e f —+ k’g — |e [0 1 O:|

g h ] ks h
(o b ¢ [0 ki —b 0

= |{d e fl+1]0 kg—e 0
g h ] 10 ks—h O
(0 Kk ¢

= |d ky f
g k3 i

Como a coluna substituida foi a segunda, podemos representar a nova matriz da seguinte
forma

a ki c
Ar(K)=|d ko f
g ks 1

Generalizando a ideia do exemplo acima, se quisermos substituir a coluna j de uma
matriz A = [a;;], . por uma matriz coluna K = [k;] devemos proceder da seguinte
forma. Primeiro, escrevemos A sob a forma

mx1?

A= [An A1n]
e em seguida calculamos
= [An e Ay Am] - [011 - Oq-1y) K—=Ay; Oy "'Oln]a
= [An e Aoy KAy oo Aln}
onde A;; é a coluna j de A e I;; é a linha j da matriz identidade I,,,,. Escrevemos entao
AK)=[Au - Ay K Ay 0 Ayl

Partiremos agora para a demonstracao da regra de Cramer'?, a qual estabelece
uma ligacao entre os determinantes a solucao de sistemas lineares, bem como a matriz
inversa de tais sistemas.

Teorema 2.3. (Regra de Cramer) Sejam A uma matriz invertivel n x n, B = [b;]
e X = [za], ., tais que AX = B. Entao

nx1

mx1

_ det(A(B))
P T et (A)

14Gabriel Cramer nasceu em Geneva (1704) e morreu em Bagnols (1752). O trabalho pelo qual ele
¢ mais conhecido é o seu tratado sobre curvas algébricas (Introduction & I’Analyse des Lignes Courbes
Algebriques), publicado em 1750 [6]. Embora alguns autores atribuam a descoberta da regra de Cramer a
Colin Maclaurin (1698-1754), onde este, segundo TWEEDIE [61], foi um dos mais distintos do brilhante
circulo de matematicos escoceses que marcaram o curso do século XVIII, é assegurado por KOSINSKI
[34] que tal regra foi obtida devido a Cramer.
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Demonstracao. Inicialmente, iremos escrever A como uma matriz de blocos 1 x 1, ou
seja, [A]. Em seguida, escrevendo a matriz identidade I,,,, da forma

I= [111 SR SRR Inl],
segue que
AL(X) = [A] [IH e X Inl}
= [AIH AX AIln]
= [A11 B Aln}
~ A(B)

Dali, temos que
det(A) det(I;(X)) = det(A;(B)),

porém,
1 0 r11 0
0 1 To1 0
det(TX) =0 o . . gl=m
00 -+ x, - 1

de acordo com a propriedade 2 da subse¢ao anterior. Assim, como A é invertivel, temos
que det(A) # 0 e portanto

B _ det(A4(B))
det(A)z;y = det(A;(B)) = ;1 = W,

finalizando a demonstracao. O]

Corolario 2.2. Seja A uma matriz n X n invertivel. Entao

G —

B det(A)K'

Demonstragio. Seja X;; a j—ésima coluna de A~!. Segue entao que
A.X.lj == Il_]
Pela regra de Cramer, temos que

 det(A(ILy))
" dei(A)

Resta agora observar que A;(I;;) é a matriz obtida de A, substituindo sua coluna i pela
coluna j da matriz identidade, de modo que

det(Ai(Ilj)) :0A12+0A21++1AJZ+OA(TL_1)Z+OAMZAJ“

de modo que



ou seja,
1

~ det(A)

A =X A.

]

Embora, de acordo com POOLE 53|, a utilizagao da regra de Cramer para fornecer a
inversa de uma matriz de ordem grande (e por sua vez as solugoes de um sistema linear)
é cumputacionalmente ineficiente, sua aplicagao na obtenc¢ao da inversa de matrizes 2 x 2
se mostra eficaz, pois, dada uma matriz invertivel

a b
Y=l

Y )

temos que

2.2 Sistemas Lineares

Definicao 2.4. Uma equagao sob a forma
1T + asxy + - apx, = b

¢ chamada de equac¢ao linear, onde x,---,x, sao as vartdveis, a,...,a, SAG0 0S
coeficientes e b € o termo constante.
Dessa forma, temos que, equagoes como

o 211+ 31,=56
e 10p—3lg+9r =0
° —%n =95
sao exemplos de equacoes lineares, enquanto que
o \/op—2¢q="7
o sen(%) — 1 = 4a?
o 2Yx —2y+cos(z) =1

sao exemplos de equacoes nao-lineares.
Uma solug¢ao de uma equagao linear ayx1+asxs+- - - a,x, = b é uma lista de ntimeros
(S1,...,8n), tal que x1 = s1,..., 2, = S,, Oou seja,

a181 + a8 + - - - aps, = b.
Por exemplo, uma solugao para a equagao —2z; + 3z9 = 6 € (0,2), uma vez que —2 -0+

3-2=0+6 = 6. Ja, quando temos duas ou mais equacoes relacionadas pelas mesmas
variaveis, entao temos o que se chama de sistema de equacoes lineares, onde, neste
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caso, a solugao deve satisfazer cada uma das equagoes do sistema. Vejamos abaixo um
sistema formado por duas equagoes lineares

—2x1+x2 = 1
1 +3x2, = 10

Notemos que (1, 3) satisfaz ambas as equagoes, pois

—-2-141-3 = 243 = 1
1-1+3-3 = 1+3 = 10

Agora observemos que tal sistema pode ser escrito em termos matriciais, obtendo o

seguinte aspecto
=2 1| |z |1
1 3 T9 N 10

Uma vez que _12 3‘ = —7 # 0, decorre pela regra de Cramer que
1 1
A ’10 3‘ _ =T .
—92 1 -7
T
-2 1
. ‘ 1 10' 21 ;
-2 1 =7
S

Dessa forma, de modo geral, dado um sistema linear

a11%1 + a19%s + - - - + a1, = by
a91T1 + A92T9 + -+ Aonly = bg

b
An1T1 + ApaTa + -+ - + A1 Ty = by,

podemos escrevé-lo sob a forma matricial a seguir

@11 Q12 - Qin Z1 by
Q21 Qg2 -+ QAap T2 by
. == )
an1 Ap2 - Ann T bn
ou simplesmente
AX =B
)

onde A = [a;;] .~ (chamada matriz do sistema), X = [v;],,; € B = [bi];,;. Dessa
forma, desde que a matriz A seja invertivel, temos, de acordo com o TFME, que a solugao
do sistema acima ¢ tnica e é dada por X = A~!'B, podendo assim ser solucionado utili-
zando a regra de Cramer. Porém, como adverte LIMA [43], nao é necessario determinar a
inversa de A para resolver um sistema linear, uma vez que para isso é necessario resolver

79



n sistemas lineares. Nesta mesma linha de pensamento temos POOLE [53], o qual afirma
que a eliminagao gaussiana se sobrepoe até a forma mais eficaz de computar solugoes de
sistemas lineares pela regra de Cramer, uma vez que para tal, é necessario calcular uma
grande quantidade de determinantes.

Para resolver sistemas lineares por meio da eliminacao gaussiana, basta tomarmos a
matriz aumentada do sistema, ou seja, uma matriz de blocos da forma

a1 @iz - Qi | by
a1 Gy -+ Gy | Do
Ap1 QAp2 - Apn bn

e em seguida aplicar operagoes elementares as linhas da matriz acima, de modo que a
matriz do sistema, isto é, o bloco esquerdo, fique sob a forma escalonada. Isso nos permite
determinar a solugdo ou as solugoes do sistema, quando esta(s) existir(em).

Exemplo 2.5. (Ajuste de Curvas) Os sistemas lineares podem ser utilizados para
determinar um polinémio conhecendo alguns pontos pelos quais o seu grafico passa, ou
determinar um polindbmio que mais se aproxima de um grafico de dados. Facamos isso
para um polinémio de 22 grau p(x) = az® + bz + ¢, onde a,b,c € R e a # 0, cujo gréifico
passa pelos pontos (1,15),(2,19) e (3,33). Notemos que

15 = p(1) = a-12+b-14¢c = a+b+c
19 = p(2) = a-224b-24+¢c = 4da+2b+c
33 = p(3) = a-3F+b-3+c = 9a+3b+c

Obtemos assim o seguinte sistema linear

a + b + 15
4a + 2b + 19
9 + 3b 4+ ¢ = 33

oo
Il

cuja matriz aumentada é

11 1]15
4 2 119
9 3 1|33
Dai, aplicando a eliminacao gaussiana, temos
11 1]15 1 1 1 15 11 1] 15
4 2 1[19] 2= 10 —2 3| —41 0 —2 —3|—41
9 3 1|33| Ls=9, |0 —6 —8|—102| 2232 10 0 1 | 21

Como a matriz do sistema ja esta escalonada, ou seja, sob a forma

1 1 1
0 -2 -3
0 0 1

podemos reescrever o sistema inical sob a forma

a + b + ¢ = 15
— 26 — 3¢ = —-41
c = 21
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Agora basta fazer a substituicao regressiva, ou seja, substituir as variaveis determina-
das nas equagoes que ainda possuem variaveis indeterminadas, de baixo para cima. Pois,
susbstituindo ¢ = 21 em —2b — 3¢ = —41, obtemos

—2b—63=—-41=b=—11
e substituindo ¢ =21, b =11 em a + b 4+ ¢ = 15, decorre que
a—114+21=15=a=5.
Logo, temos que o polindmio p(z) é dado por
p(z) = 5z? — 11z + 21.

Exemplo 2.6 Em relacao ao exemplo anterior, podemos observar que a situacao nele
descrita poderia ser representada como produto de matrizes, isto é,

1 1 1%] [a 15
1 2 22| |b| = [19],
1 3 32| |c 33
onde a matriz
1 1 12
1 2 22
1 3 32

é claramente de Vandermonde. Tal fato ndao é mera coincidéncia. A aproximagao de uma
curva por meio de polinémios ¢ realizada utilizando matrizes de vandermonde, cujas linhas

sao progressoes geométricas de bases zg,x1,...,T,, com x; # x; para todo ¢ # j. Tal
matriz multiplica uma matriz coluna de coeficientes ay, . .., a,, 0 que acaba por resultar
em uma matriz coluna com entradas o, y1, - .., ¥,. Em termos
2 n
L wo a5 -+ xg| |ao Yo
2
1z 2 - 27| |aa R
2 n
1 Tpn Ty -0 Xy ap, Yn

Dai, de acordo com a propriedade 7 da subsecao 2.1.1, segue que o determinante da
matriz de Vandermonde é sempre diferente de zero, desde que z; # x; para todo i # j e,
ortanto, tal sistema sempre admite solugoes via Regra de Cramer.

O exemplo acima nos fornece um resultado ltil, pois desde que os elementos da
matriz de vandermonde sejam distintos, é possivel resolver o sistema. Porém, como ja
apontado anterimente, resolver um sistema até mesmo por meio da regra de Cramer
pode ser um trabalho laborioso dependendo da ordem da matriz de seu sistema. Para
contornar tal problema, apresentamos aqui o processo de interpolacao polinomial de
Lagrange'. Para compreendé-lo, utilizaremos um caso particular para, em seguida,
fornecer sua generalizacao.

15 Joseph Louis Lagrange (1736-1813), nascido em Turin, Itélia, é considerado um dos dois maiores
matematicos do século XVIII - o outro é Euler [46].
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Consideremos os pontos (o, %), (1, ¥1), (2, y2). Vamos obter um polindémio P(z) de
grau 2, cujo grafico passe por tais pontos. Inicialmente precisaremos construir polindémios
Py(z), Pi(x) e Py(x) de grau 2, tais que

_J1,se1=3
Pi(mj)_{(), sei#j

Em seguida, tomamos os produtos da forma y; P;, com ¢ = 0, 1,2. Dai, o polinémio P(x)
buscado seré dado por
P(x) = yoPo + y1 P + 12 Po.

Essa construgao de P(x) permite que a curva descrita por tal polindmio passe pelos
pontos fornecidos inicialmente. Por exemplo, P(xq) = yoPo(zo) + y1 P (o) + y2 Po(x0) =
Yo 14+ y1 -0+ yo - 0 =yo. Por construcao, temos que cada polinémio P;(x) possui duas
raizes. Podemos entao escrever

onde r; € R, com 7 = 0,1,2. Agora observemos que

1 = Py(zo) = ro(zo — x1) (w0 — x2) = 1o = (2o — g:l)l(xo — Z3)
1= Pi(z1) = rer —zo)(z1 — 22) = 1 = (1 — xo)l(xl — x3)
1

1 = Py(wa) = 1r2(2 — 20) (T2 — 11) = 12 = (x9 — o) (T2 — 1)

Logo, podemos escrever P(z) sob a forma
(x —z1)(x — 29) (x — o) (x — 29) (x — o) (x — 1)

o — 21) (20 — T2) o (1 — 20) (21 — 22) s (2 — 20) (22 — 21)

P(f):yo(

Note que, aplicando a expressao acima aos pontos do Exemplo 2.7, obtemos

15($ —2)(x —3)  152* — 75z + 19
(1—-2)(1-3) 2
(-1 —3) 2

19( N3 = —192” + 76z — 57
(—1)(x—2) 332%—99z + 66

33(3—1)(3—2) B 2

e portanto, somando os resultados obtidos, segue que
P(z) = 5x* — 11z + 21,

como esperado.
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Assim, generalizando a ideia descrita acima, temos que, dados os pontos (g, ¥o), - - -, (T, Yn),
existe um polinomio de grau n

onde
(@ —mo)(@ —a1) - (& — @imt) (@ — Tiga) -~ (T — @)

(zi — @o) (@i — 1) -+ (T — i) (T — Tir) -+ (25 — )
para todo 7 =0,1,...,n. Tal polinomio é tinico. De fato, se nao fosse, entao existiria um
outro polindmio Q(z) que interpola os mesmos pontos. Dai, terfamos que P(z) — Q(x)
seria um polindémio de grau n que P(x;) = 0 para ¢ = 0,1,...,n, o que é absurdo,
uma vez que um polindmio de grau n possui no maximo n raizes reais. Logo, segue que
P(x) = Q(z), provando assim a unicidade.

Realizada a discussao acima, vejamos mais um exemplo de situagao que pode ser
resolvida por meio de sistemas lineares.

P =

Exemplo 2.7. Uma exposicao cultural é realizada em um espago formado por 4 salas
conforme a Figura 2.1 abaixo:

S/ R— #2

#1

Figura 2.1: Planta do local da exposicao cultural.
Fonte: O autor

O ntimero de visitantes em um determinado dia é igual a 100, onde estes estao distri-
buidos de modo que ha z; visitantes na sala #¢, com ¢ = 1,2,3,4. A cada dez minutos
os participantes se redistribuem e, além disso, nenhum participante visita mais que um
quarto nesse intervalo de tempo. Terminados os dez minutos, 40% dos visitantes per-
manecem na sala em que estavam, enquanto que os demais se distribuem de maneira
uniforme para os quartos diretamente acessiveis ao que eles inicialmente ocupava, como
por exemplo, de #2, metade vai para #3 e a outra metade para #4. Supondo que ao
final de dez minutos permaneceram 12, 25, 26 e 37 visitantes nos quarto #1, #2, #3 e
#4, respectivamente, podemos montar o sistema linear que nos fornece quantas pessoas
haviam inicialmente em cada sala. Seguindo o diagrama da Figura 2.2 abaixo,
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0,61‘1

0,3.73'2

#4 0,21174 #3
0,33?3

Figura 2.2: Diagrama de troca de salas.
Fonte: O autor

podemos montar o sistema linear que descreve a situagao, o qual é dado por

0.4331 —+ OSL'Q + 01’3 -+ 02234 = 12
0.771 + 041’2 + 03.I3 + 02.7}4 = 25
OZL’l + 031‘2 + 04.173 + 025134 = 26

Escalonando tal sistema, obtemos
2
Eﬂfl + OIQ + OI3 + 1_01‘4 = 120
4 3 2
El’g + 1_0$3 + EZL’4 = 250
7 1 29
1073 + 20%4 = 7
_5.. _ _20
7070 T 77

de modo que, fazendo a substituicao regressiva, obtemos como solugao
T = 10, To = 20, T3 = 30, Ty = 40.

Quando a matriz aumentada de um sistema é escalonada, os pivos de cada linha nao
nula sao os coeficientes das varidveis lideres, enquanto que os demais sao os coeficientes
das varidveis livres. O ntimero de solucoes de um sistema depende de varios ftores.
Por exemplo, os sistemas homogéneos, isto é, os sistemas da forma AX = O possuem
apenas a solucao trivial X = O quando A é quadrada e invertivel, fato comprovado pelo
TEFME.

Note que o nimero de variaveis livres de um sistema homogéneo esté ligado ao niimero
de linhas n&o nulas de sua forma escalonada. Com efeito, seja A’ a matriz escalonada
do sistema AX = O. Temos que A’ possui um numero r de entradas nao nulas. Se
r = 0, entao o sistema possui infinitas solugoes possiveis, uma vez que infinitas matrizes
B satisfazem a equacao OB = O. Se r > 0, entdo A’ possui r variaveis lideres e n — r
variaveis livres. Dessa forma, podemos concluir que, se um sistem homogéneo possui mais
varidveis que equagoes, entao o seu numero de solugoes é infinito. Mais formalmente, se
AX = O possui m equagoes e n variaveis, com m < n, entao o dado sistema possui
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infinitas solugoes, pois sendo m > r, decorre que n > m > r, o que por sua vez implica
n —r > 0, o que caracteriza a infinitude de solugoes do referido sistema. Com isso,
podemos enunciar os dois teoremas que seguem.

Teorema 2.4. Se um sistema linear homogéneo AX = O possui n varidveis e sua matriz
A’ possui r linhas nao nulas, entao o seu niumero de varidveis livres € igual a n — r.

Teorema 2.5. Se um sistema linear homogéneo possui mais varidveis do que equagoes,
entao o mesmo possui infinitas solugoes.

Perceba que, quando m > n, entao o sistema tanto pode apresentar infinitas solugoes,
como também ua tnica solugao. para analisarmos isso, consideremos o sistema

ar+by = 0
r+y =0

com a, b # 0. Escalonando sua matriz aumentada obtemos
a b 0
000
ou seja, axr + by = 0, onde y é a Unica variavel livre, o que nos permite escrever

b
T =——y
a

Dessa forma, podemos escrever y como um pardmetro t real, o qual pode assumir infi-

nitos valores, e portanto
b

T =——t
a

também assume infinitos valores e consequentemente sistema possui infinitas solugoes.
Jé se fosse a = 0 e b # 0, por exemplo, entao teriamos

by 0
r + y =0

ou seja, um sistema homogéneo com duas equagoes e duas variaveis, porém by = 0 =
y =0 =2 =0, de modo que o sistema possui apenas a solu¢ao trivial.
J& para o caso m > n, consideremos, por exemplo, os sistemas

92 — 0 3z + 3y=0
3r — 0 e 2 + 2y=0
N r + y=0

onde ambos possuem, respectivamente, a solucao trivial e infinitas solugoes.
A seguir, provaremos que, independente de qual seja o sistema linear, s6 existem trés
alternativas para a sua quantidade de solucoes: infinitas, uma ou nenhua.

Teorema 2.6. Dado um sistema linear, temos que s6 existem trés possibilidades no que
se refere ao seu nimero de solugoes, as quais sao

e O sistema possui ua dnica solucao.

e O sistema possui infinitas solugoes.
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e O sistema nao possui solugoes.

Demonstracao. Consideremos um sistema linear AX = B. Se tal sistema possui uma
tinica solugao ou nao possui nenhuma solugao, nada ha para ser provado. Porém, é
necessario provar que, se um sistema admite duas solugoes diferentes, entao na verdade
ele possui infinitas solucoes. Com efeito, suponhamos que as matrizes X; e X, sao duas
solugoes do dado sistema, com X; # Xs. Temos entao que AX; = B = AX, e assim

AXl—AXQZOjA(Xl—XQ):O
O

No proximo capitulo vamos obter uma interpretacao geométrica para o Teorema 2.6.
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3 Transformacoes Lineares e Matrizes

3.1 O plano R? e o espaco tridimensional R*

O plano é formado por duas retas perpendiculares z e y, tais que x Ny = {0}, ou
seja, intersectam-se em um tnico ponto, ao qual é atribuido o nome de origem do plano.
A reta x, também chamada de eixo das abcissas fica na posicao horizontal, enquanto
que a reta y, também chamada de eixo das ordenadas, fica este na posicao vertical.
Esse sistema de eixos recebe o nome de plano cartesiano, também representado por R?
(le-se “r dois”). Cada ponto do plano cartesiano é localizado por duas cordenadas x e y,
sendo que  é a abcissa e y ¢ a ordenada. Dessa forma, um ponto P qualquer do plano
pode ser representado por um par (x,y). A origem é representada pelo ponto O = (0,0).

Figura 3.1
Fonte: O autor

O plano é dividido em quatro quadrantes, de modo que um ponto P = (z, y) pertence
a um desses quadrantes de acordo com as seguintes condigoes:

e P = (z,y) pertence ao 1° quadrante se x > 0 e y > 0.
e P = (z,y) pertence ao 2° quadrante se x <0 ey > 0.
e P = (x,y) pertence ao 3° quadrante se x < 0 ey < 0.
e P = (x,y) pertence ao 4° quadrante se x > 0 e y < 0.

A imagem abaixo ilustra um caso em que P; = (z;,y;) pertence ao quadrante i, com
i=1,2,3,4.
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22 quadrante 12 quadrante
Np------ a4 Py
Pre - Y2 :
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
T3 ! ! T4
T T X
1 T2 0 T1 I
l l
L Ys :
[}
N P,
32 quadrante 4° quadrante
Figura 3.2

Fonte: O autor

Tendo definido o plano cartesiano, podemos agora definir o conceito de vetor. Um
vetor no plano R? é uma matriz que indica o deslocamento de um ponto do plano para
outro. Tendo em vista tal definigao, um vetor que, por exemplo, resulta do deslocamento
de um ponto A para um ponto B é geralmente representado como AB, conforme podemos
observar na Figura 3.3.

A representacao de um vetor em termos matematicos é apresentada de diferentes
maneiras em diversos livros, seja como uma matriz linha ou como matriz coluna, indicada
por uma letra mindscula e em negrito. Utilizaremos aqui a notagao v = (x,y) para nos
referirmos a um vetor de coordenadas x e y. Em alguns momentos, escreveremos v em
sua forma de matriz

x
v = .
4

Ao longo deste capitulo ficard mais claro o porqué de adotar tais notagoes. O importante

¢ manter a ordem das coordenadas, a fim de evitar ambiguidades, pois (z,y) # (y, ),
como se pode observar na figura 3.4.

A
¢
AB
; (2,3)
cD (3,2)
B 2
D o
F 2 3 ‘
GH
EF G H
E
Figura 3.3 Figura 3.4

Fonte: O autor
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As operagoes de soma, subtra¢do e multipicagdo por constante real (também ha a
multiplica¢do de vetor por vetor, mas falaremos da mesma mais a diante) sao validas,
uma vez que os vetores de R? sao matrizes. Assim, para determinar as coordenadas
de um dado vetor no plano, devemos subtrair as coordenadas do ponto de partida das
coordenadas do ponto de chegada do vetor, de modo que, se um vetor parte da origem,
suas coordenadas sao exatamente aquelas do ponto de chegada, ou seja, um vetor OA,

-~ .
com A = (z,y) é tal que OA = (z,y) —(0,0) = (x — 0,y — 0) = (x,y). Ja no caso de dois
pontos arbitrarios A = (x,y) e B = (z,w), temos que

1@: (z,w) — (z,y) = (z — z,w — y).

Observe que as coordenadas z — x e w — y indicam que o vetor ﬁ é obtido pelo desloca-
mento horizontal do ponto A por z—z unidades de medida, e em seguida um deslocamento
vertical de w — y unidades de medida, tal como apresenta a imagem a seguir:

Y
Y2 B
Yo — W
y
T
T2

Figura 3.5

Fonte: O autor

A observagao acima nos permite, por exemplo, observar graficamente a soma de dois
vetores u ¢ v. Consideremos entdo pontos A = (z1,y1), B = (22,142) € C = (23,y3) tais
que u = 1@, v = @ ew = @ conforme a figura abaixo
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Ys—
Ys — Y2

Y2—U

€T3 — T1

Figura 3.6
Fonte: O autor
dai, é facil ver que u + v = w, pois
u+v=(rs -2,y — Y1) + (T3 — 22, y3 — y2) = (T3 — 11,3 — Y1) = W.
E claro que, se escritos em forma de matrizes, o resultado néo é diferente, como podemos
u+v= To — Iq + T3 — T2 _ T3 — T —w
Y2 — Y1 Ys — Y2 Ys — 4

Quanto & multiplicagdo de um vetor v por um escalar (ntumero real), temos que esta

também é valida, uma vez que matrizes podem ser multiplicadas por ntmeros reais. A

titulo de exemplo, vamos considerar um vetor v = AB, onde A = (x1,y1) € B = (x2,92).
Pelo que ja foi visto anteriormente, podemos escrever v = (zg — x1,y2 — y1). Tomando

V1 = T2 —T1 € Vg = Y2 — Y1, SEZUE qUE
U1
VvV = .
U2

Se quiséssemos multiplicar v = A§ por, digamos, 4, obteriamos um novo vetor A(% =

4AB, como é possivel notar na imagem que segue

ver a seguir
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Figura 3.7

Fonte: O autor

Assim, dada uma constante real ¢ arbitraria, temos que

Com as ferramentas definidas acima, podemos enunciar um teorema sobre as proprie-
dades dos vetores, onde estas sao garantidas pelas propriedades ja provadas no Capitulo
1 a respeito das matrizes, uma vez que os vetores no plano R? sdo também matrizes.
Desta forma, podemos enunciar o seguinte teorema

Teorema 3.1. Sejam u, v e w vetores em R? e ¢,d € R. Entao
>Put+v=v+u
> (ut+v)+w=u+(v+w)
>u+0=u
>u+(—u)=0
>c(u+v)=cu+cv
> (¢c+d)u=cu+du
> ¢(du) = (cd)u
>l-u=u

Exemplo 3.1. A figura abaixo mostra um paralelogramo ABC D, cujos lados sao for-
mados pelos vetores u = (u1,uz) = (2 — 21, y3 — Y1) e Vv = (v1,02) = (13 — T1, Y2 — Y1)
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Y4
Y3
Y2
Y1
x
T X2 T3 Ty
Figura 3.8
Fonte: O autor
Afirmamos que
AreaABCD = |det (|:U1 Ul:|) = |U1’Ug - U2U1|
U Vg

De fato, para determinaros a drea de ABC'D basta calcular a area do retangulo AECF
e em seguida subtrair as areas (1), @), ..., (). Portanto, notemos que

Areaapor = (u1 + v1)(ug + v2) = Uty + Ugv2 + vy + V102

e que

Area@ = uUvy = Area@

A _ bive  _ |
Area@ = 5 = Area@
Py . ULU o P3
Area@ = 5 = Area@
0 que nos leva a
Aveaspcp = Areajpor — Area@ — Area@ T Area@

= Areajspcr — 2Area® — 2Area® — Area@
= UiUg + UV + UgV1 + V Vg — 2U Vg — V1V — U Us

= U1V2 — UaV1

()

Como AECF esta no primeiro quadrante, temo que ujvs — ugv; > 0, porém em outros
quadrantes o resultado poderia ser negativo, mas, uma vez que a area negativa de ua figura
plana nao esta definida, consideramos o valor absoluto de uyvy — usv; > 0 e portanto

ur U1 _ .
det ([UQ U2])’ = |u1vg — U1 |
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Uma consequéncia disso é que, a area de um triangulo formado por dois vetores é igual
a metade do modulo do determinante acima.

O produto interno entre dois vetores u e v é representado por (u,v), sendo igual a
soma dos produtos entre as entradas correspondentes desses vetores. Ou seja, dados dois
vetores

Uy U1

U2 V2
u= . e vV =

un Un

temos
T
(W, v) =u'v =01 + ugg + « - - + UpUy.

Note que (u,v) = ulv = vlu = (v,u), ou seja, o produto interno é comutativo. A

distributividade da multiplicacao em relagao a soa e a multiplicagao por escalar também
estao definidos para produto interno, pois tais propriedades sao validas para matrizes.
Agora notemos que

(w,u) = uf +uj+ - +ul,

o que nos permite concluir que (u, u)>0, onde a igualdade ocorre se, e somente se, u = 0.
O conceito de produto interno nos permite calcular o comprimento de um vetor u =
(u1,us), sendo denotado por |[u||. Observando a figura abaixo,

Figura 3.9

Fonte: O autor

podemos observar um triangulo retangulo, o qual, pelo teorema de Pitagoras, nos permite

deduzir que
[uf = y/uf+u3 =/ (u,u)

Exemplo 3.2. Seja h a altura do paralelogramo ABC'D do exemplo 3.1 e BAD = 0 na
figura abaixo
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Figura 3.10

Fonte: O autor

Temos que
h
sen(f) = —
[l

e assim
Areaapep = v - b = [[u[||v||sen(0)

Exemplo 3.3. o produto interno de dois vetores u = (uy,u2) € v = (vq,v2) pode ser
calculado multiplicando seus comprimentos pelo cosseno do angulo # entre eles. Para
tanto, basta considerar o vetor u — v.

Y

Z
Figura 3.11
Fonte: O autor
Dai, notemos que, pela lei dos cossenos
2 2 2
la = v[[" = [[a]® + IV = 2[[ul[[|v]| cos(0).
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Por outro lado, a definicao de produto interno nos fornece

Hu—VH2 = (u—v,u—v)
= <u>u> - <u7 V> - <V>u> + <V7V>’
[ul® + [Iv]]* = 2(u, v)

o que implica
2 2 2 2
[al[” + V[ = 2[ull[[v][ cos(0) = [[u]]" + [Iv]]" = 2(u,v)

e portanto
(u,v) = [[uf[[[v]| cos(0)

Deriva, da expressao acima, um resultado bastante importante, chamado destgual-
dade de Cauchy-Schwarz. Para tanto, consideremos a fungao cosseno f : R — R, tal
que f(x) = cos(x), para todo z € R. Como ¢é sabido da trigonometria, a fungao cosseno
é periddica, de modo que oscila de modo uniforme no intervalo [0, 1], isto é,

—1 < cos(z) < 1.

Como ||ul|||v|| > 0, podemos multiplicar a desigualdade acima por tal valor, sem mudar
os sinais, de modo que

—lalllivil < lulliv] cos(z) < [uf{liv],

ou seja,
[(u, v)| = [[lull[[v]| cos(z)] < [[alll|v],

provando assim a desigualdade de Cauchy-Schwarz
[(w, v)| < [[ullf}v]]

Apresentamos agora o conceito de ortogonalidade entre vetores. Consideremos entao
dois vetores u e v. Dizemos que u é ortogonal a v, o que representaremos por u L v,
quando

(u,v) =0.

Dessa forma, dizemos que um conjunto R = {vy,---,v,} é ortogonal se, e somente se,
<Vi7Vj> =0, Vi 7& J-
Conhecendo tal defini¢ao, provemos o teorema a seguir.

Teorema 3.2. Seja R = {vy,---,v,} um conjunto ortogonal de vetores nao todos nulos.
Entao tais vetores sao linearmente indepedentes, isto ¢, nenhum deles pode ser escrito
como combinacao linear dos demais.

Demonstracao. Suponhamos que um dos vetores v;, i = 1,--- ,n, de R seja uma combi-
nacao linear dos demais. Assim

V; =C1Vi+ -+ vy
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Dai, tomando o produto interndo da igualdade acima por v;, em ambos os membros,
obtemos

<Vi7 Vi> <Vl7 civy+---+ Cnvn>
= (vi,e1vi) + o+ (Vi ¢ Vi)
= cl(vi,vﬁ + -+ Cn<viavn>
= 0.
Como ||v]|* = (v1,v1), segue que ||v;]|> = 0 <= v; = 0. Porém, v, foi tomado de
maneira arbitraria, o que nos leva a concluir que v; = 0, para todoi=1,--- ,n, o que é
absurdo, uma vez que nem todos os vetores de R sao nulos. O

Agora, levando a ideia de independéncia linear para as colunas de uma matriz qua-
drada A = [a;j]nxn, podemos dizer que Ax = 0 apenas quando x = 0. Para entendermos
um tal fato, consideremos um conjunto {ay, - - - , a, } de vetores linearmente independentes
e uma combinacgao linear

a1+ -+ 24, =0,

onde nem todos os escalares x; sao todos nulos. Digamos, por simplicidade, que seja
x1 # 0. Assim, poderiamos escrever

1) Ty,
ap=—|—a+- -+ —a,),
X1 X1

isto é, a; seria uma combinacao linear dos demais vetores, o que acarretaria em um
absurdo, uma vez que tais vetores sao linearmente independentes. Bilateralmente, se tais
vetores nao fossem linearmente independentes, entao pelo menos um deles poderia ser
escrito como combinagao linear dos outros, digamos

a; = koag + -+ + kpay,
0 que por sua vez nos daria
—131 + klag + -+ k:nan = 07

isto é, uma combinacao linear dos vetores ay, - - - , a,, onde pelo menos o primeiro escalar
¢é diferente de 0, neste caso, igual a —1. Podemos assim afirmar que uma combinagao
linear de vetores linearmente independentes € igual ao vetor nulo se, e somente se, todos
os escalares sao 1guais a 0.

Dessa forma, se Ax = 0, onde as colunas de A, que representaremos por vetores
aj,---,a, sao linearmente independentes e x = [zy,],j = 1,---,n. Assim, podemos
escrever esta ultima igualdade sob a forma

ria; + -+ ra, =0, (3.1)

o que, de acordo com o que foi provado acima, equivale a x; = 0, ou seja, x = 0. Sendo
assim, a reciproca é imediata, isto é, se Ax = 0 apenas quando 0, entao a combinagao
linear (3.1) ocorre apenas se z; = 0 para todo ¢ e, portanto, os vetores aj,--- ,a, sao
linearmente independetes.

Logo, pelo que foi provado acima juntamente com a equivaléncia dos itens a) e ¢) do
TFME, podemos concluir que

Uma matriz quadrada A € invertivel se, e somente se, suas colunas sao linearmente
independetes.
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Vamos agora passar ao estudo do espaco tridimensional, ou mais simplesmente, R3,
para o qual todas as definicoes e propriedades sobre o R? sao também validas. A diferenca
aqui é que, ao invés de duas coordenadas tanto para pontos, bem como para vetores, estes
apresentam trés coordenadas, tal como podemos visualizar na imagem a seguir o vetor

(ﬁ, onde O = (0,0,0) e P = (21,1, 21).

<1

/yl y

v
Figura 3.12

Fonte: O autor

A fim de melhor observar o vetor O?, podemos imagina-lo como a diagonal de um
paralelepipedo, conforme o esbogo abaixo

z
’ R |
le'{ .................. P 1
i '
! i |
! : 1
1 ; .
! 0 1
| .
; — y
T ! ~_1__ _5"
Ay
xr
Figura 3.13

Fonte: O autor

As retas perpendiculares aos pontos A;, By e C; exatamente nos planos x zZ e
) )
xrz, respectivamente, intersecta-se no ponto P. Em relagao ao espago tridimensional,
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passaremos a nos referir ao mesmo utilizando os temors “espaco xyz”, “espaco R3” ou
simplesmente R3.

O espaco R? permite definir o conceito de produto vetorial, onde este é um vetor
perpendicular a outros dois vetores u e v, ambos de mesma origem. O produto vetorial
neste caso é representado por u X v, tal como mostra a figura abaixo

uxv

Figura 3.14

Fonte: O autor

Para determinar as coordenadas do produto vetorial entre dois vetores u e v, devemos
tomar um vetor w, tal que w L u (lé-se w perpendicular a u) e w L v. Vale lembrar
que quando dois vetores sao perpendiculares, entao seu produto interno ¢ igual a 0, como
podemos constatar de acordo com a férmula obtida no Exemplo 3.3, uma vez que

(u, W) = [[ull}w|[ cos(90°) = [lull[|w][ - 0 =0,

sendo anéalogo o processo para (v, w). Assim, sejam u = (g, Uy, Us), V = (Vy, 0y, 0;) €
W = (w,, Wy, w,). Dai, temos que

0 = (u,w) = u,w, +u,w, +u,w,
0 = (V,w) = v,w, +u,w, +v,w,

Como o sistema acima é homogéneo e possui ais varidveis que equacgoes, decorre, pelo
Teorema 2.9 que o meso possui infinitas solucoes. Suponhamos que ugzv, — uyv, # 0 e
vamos entao escrevé-lo sob a forma

Up Wy + UyWy = —U W,
Vp Wy + UyWy = —U, W,
Pela regra de Cramer, obtemos
—UW, Uy
—U,W, Uy UyVz —UzVy
W = ——————————————————— = -
Vg Uy
uCE uZWZ
Ve —U,W, UzVp—UxVz
Wy = —/—— 7 = T =W,
Vg Uy
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Dai, como w, pode assumir qualquer valor real, tomemos w, = u,v, — u,v, € assim
W = (Wy, Wy, W) = (UyV, — UV, UpVy — UgUy, UgVy — Uy Vs ).

Se fosse u,v, — u,v, = 0, entao passamos a u,v, — u,v, €, se este for diferente de zero,
entao basta seguir de modo analogo o processo descrito acima e tomar w, = uzv, — U,V,.
Porém, se for também u,v, — u,v, = 0, entao passamos a u,v, — u,v, € repetimos o
processo. Dessa forma, podemos enunciar a seguinte defini¢ao

Definigao 3.1. O produto vetorial u x v de dois vetores u,v € R? € tal que

U X V= (UyU, — UVy, UpVy — Ugly, Uply — UyVy).

Uma mnemonica bastante utilizada na literatura utilizando determinantes, permite
calcular o produto vetorial de dois vetores de fora mais pratica. O processo se baseia em
calcular o “determinante” de uma matriz 3 x 3 formada pelas coordenadas dos vetores
u = (Uy, Uy, U;) € V= (Uy, vy, V), juntamente com trés vetores unitarios i = (1,0,0),j =
(0,1,0),k = (0,0, 1), da seguinte forma

ik
Uy Us|.  |up ul|. |uy w

Up Uy Uy =Y Fli—" 4T Y k.
vy U, Uy U, vy Uy

Uy Uy U,

O uso das aspas se deve ao fato de que o processo acima é utilizado de modo didatico,
nao sendo um determinante de fato, uma vez que este é definido como um ntmero real,
enquanto que o produto vetorial entre dois vetores é também um vetor.

Outra forma de representar o produto vetorial serd mostrada a seguir, a qual possui
uma interpretagao geométrica a respeito dos determinantes, porém, ao invés de area, esta
refere-se ao volume. para tanto, inicialmente devemos calcular

|ux v = (uyv, — u,vy)? + (U0, — UV, ) + (Upvy — Uyv,)2.

A fim de evitar operagoes com carga notacional, tomemos

a = Uyv, b=u,v, g = UgUy
C = UV, d = uzv, h = uyv,,
e = Uyly [ =uyv, 1= U,

de modo que

luxvl* = (a—b)?*+(c—d)*+ (e — f)?
= A+ +AE+d+e+ f2—2(ab+cd+ef).

Por outro lado, temos que

lal’IvI® = (2 +u? +u?) (2 + 02 +02)
= A+ EF PP R+

(u,v)? = (ugv?+ uyv, + u,v,)?
= ¢P#+h2+i2+2(ab+cd+ef),
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de modo que

2 21112

s vi” = fful vl = (u,v)%
Como (u,v) = |[ul|||v]| cos(#), onde 8 & o angulo formado por u e v, decorre da igualdade
acima que

2 201112 201112
L L e i e O
=l VI cos(6)?)
[[ul [V “sen(6)?*.

Dai, extraindo a raiz quadrada em ambos os membros da igualdade |[u x v||* = |Ju||*||v||*sen(6)?,
obtemos

[[ux v = [[ull[[v]lsen(6).

Comparando o resultado acima com aquele obtido no Exemplo 3.2, podemos concluir
que o comprimento do produto vetorial de dois vetores u e v é igual & &rea de um
paralelogramo, cujos lados opostos sao os vetores u e v. Além disso, podemos concluir
que, a adrea de um tridngulo formado por u e v, tal como no Exemplo 3.3, é igual & metade
de |Ju x v||.

Vamos finalizar nossa discussao a respeito das propriedades do R?® com o exemplo a
seguir, o qual mostra a interpretacao geométrica de terminantes de matrizes 3 x 3.

Exemplo 3.4. Sejam

Uy (%1 wq
u= (U], V= |V, e W = (W3
Uus U3 w3

vetores arbitrarios de R? e chamemos de V a matriz

Uy V1 Wi
Uz V2 W2
Uz Uz W3

Dai, como
VW3 — VzWa
VXXW= [U3w; — Vw3 ,
V1Wz — Va1

segue que

(u, v x w) = wui(vgws — v3ws) + us(v3wy — viws) + ug(viwy — vawy )

= Ul(Ug’wg — ’U3U)2) — Uz(Ul’w:J, — 'Ugwl) + u3(v1w2 — Uzwl)

Vg Vg U1 Vg U1 V2
= U — Ug + us

wy w3 w1 W3 w; W2
= det(VT)
= det(V).

Agora consideremos o paralelpipedo formado pelos vetores u, v e w na figura a seguir
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Figura 3.15

Fonte: O autor

Como ja é sabido, a area do paralelogramo sombreado (base do paralelepipedo) é igual
a |[u x v||, enquanto que h = ||lul| cos(¢), onde ¢ é o angulo entre u x v e u. Portanto,
temos que o volume Vol, do paralelepipedo ¢ dado por

Vol, = [lu x v| - [[u][ cos(¢) = (u,v x w)
Logo, podemos concluir que
Vol, = (u, v x w) = det(V),

ou seja, o determinante de uma matriz 3 x 3 formada por trés vetores do R?, todos de
mesma origem, é igual ao volume de um paralelepipedo, cujas arestas sao formadas por
tais vetores.

Como prometido, vamos apresentar aqui uma interpretacao geométrica do Teorema
2.10. Consideremos para tanto um sistema linear

axr +by =7
cr+dy =k

Sabemos que o mesmo s6 possui solucao se suas equacoes forem linearmente independen-
tes, pois s6 assim a mesma sera invertivel. Nesse caso, o sistema possui ua tnica solugao.
Geometricamente, significa dizer que as retas que representam cada equac¢ao nao possuem
mesma inclinagdo, portanto sdo concorrentes em um tunico ponto (o, yo), com

_dj — bk ak —cj

xo_ad—bc Yo =

"~ ad — be
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ar +by =j

/

Yo

cx+dy =k

xX
/ xp

Figura 3.16

Fonte: O autor

No caso em que uma das linhas da matriz do sistema ¢ multipla da outra, ou seja,
sao linearmente dependentes, o sistema possui infinitas solugoes, pois é possivel partir de
uma e chegar a outra por meio de combinagoes elementares. Assim, o sistema reduz-se a
uma s6 equagao. Por exemplo, dados «, f € R nao nulos, se tivermos o sistema

{ozax +aby = aj
pax + Pby = B

temos que a matriz escalonada do sistema é

a b g

0 00
ou seja, reduz-se a uma s6 equagao, a qual possui infinitas solugoes (uma reta possui
infinitos pontos).

Y

ax +by =j

Figura 3.17

Fonte: O autor

Existem ainda os casos em que se tem um sistema impossivel, o qual nao possui
solugoes. Sabemos que duas retas s6 podem se intersectar em tnico ponto (solugao
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tnica) ou em todos os pontos, quando sdo coincidentes (infinitas solugoes). Logo, no
caso de sistemas impossiveis, temos que suas equagoes representam retas paralelas, nao
possuindo assim pontos em comum e, consequentemente, nenhuma solucao (zo, yo) para
o sistema. Tais sistemas possuem a forma

ar +by =7
ar +by =k

com j # k.

)

ax +by =j

ar +by =k

S

Figura 3.18

Fonte: O autor

Com raciocinio analogo podemos pensar a respeito de sistemas lineares com trés in-
cognitas. Considerando um sistema

x4+ by +crz=d;
asT + boy + coz = ds

onde a1z + by + c1z = d; é a equagao do plano I'y e asx + boy + coz = dsy é a equacao do
plano I'y, temos duas possibilidades:

a) o sistema é possivel e determinado, tendo infinitas solugoes, ou seja, os planos se
intersectam em uma reta como mostra a figura a seguir
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AN

Figura 3.19

Fonte: O autor

b) o sistema é impossivel, ou seja, os planos sdo paralelos, ndo possuindo pontos em
comum.

AN
A

Figura 3.20

Fonte: O autor

3.2 'Transformacoes Lineares

3.2.1 Conceito e exemplos

Definicao 3.2. Uma transformacao linear é uma aplicacao do tipo T : X — Y,
tal que para quaisquer vetores u,v € X e qualquer escalar c, sao vdlidas as sequintes
propriedades

> T(ev) =cl(v)
> T(u+v)=T(u)+T(v)

A definicao acima nos permite concluir um fato importante sobre as transformagoes
lineares, que é a preservagao da origem, isto ¢, T'(0) = 0, isto porque

T(0) = T(0 + 0) = T(0) + T(0) = T(0) = T(0) — T(0) = 0.
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A propriedade acima é bastante util para identificar quando uma aplicacao é uma trans-
formagao linear. Porém, vale ressaltar que 7,,(0) = 0 nao implica a linearidade de uma
aplicacdo, pois, tomando, por exemplo, a aplicacao T : R? — R? com

(E)-12)
ro-r([]) - pi)-[4-o

(B LD - (B - )

temos que

 Jry 4z wy +wz
| (z+y) +(w+2)

[2y + 22 L |wztwy
| T+Y w+z

A L) e

=7 (i) (),

contrariando assim a propriedade de soma da Defini¢ao 3.2, e portanto 7" nao ¢ linear.

Exemplo 3.5. Uma transla¢do no plano é uma aplicacao T : R? — R2?, tal que
T, (P) =P+,

o que significa que Ty desloca qualquer ponto P do plano na direcao do vetor v, como
podemos observar na imagem 3.16, onde os vértices (e consequentemente todos os outros
pontos) do tridangulo ABC, com A = (z1,y1), B = (x2,y2) e C = (23, y3), sdo transladados
na diregdo do vetor v = («, 3), de modo a obtermos o triangulo A’B’'C’, com A" =
(r1+a,y1 +8), B =(ra+a,ya+8) e C" = (x3+ a,y3 + ).

Y

Cl

Figura 3.21

Fonte: O autor

105



Note agora que se v nao for o vetor nulo, entao
Ty(0) = Ty (0,0) = (0,0) + v = (0,0) + (o, B) = (0+ a,0 4+ 5) = (o, B) # 0O,

o que contraria a propriedade de preservacao da origem, nos permitindo concluir que
T, ¢ nao-linear. Todavia, as translacoes possuem a propriedade de preservar distincias.
Provemos isso utilizando os lados AB e A’B’, sendo analoga a demonstracdo para os outrs
lados. Primeiro, observe que

d(A,B) = \/(z2 — 21)% + (y2 — 11)?

a0 passo que

dA'B) = (@+a—z—a)P+(p+8—y —0F)?
= V(w2 —21)? + (v — y1)?
= d(A,B).

Portanto, AB = A'B’, AC = A'C’ e BC = B'C’, ou seja, os triangulos ABC e A'B'C’ sdo
congruentes, pelo caso de congruéncia LLL. Analogamente, podemos observar que um
paralelepipedo II pode ser transladado no R? por uma translacao 7% : R? — R?, de modo
que Ty (IT) é um paralelepipedo com as mesmas medidas (e consequentemente o mesmo
volume) de II.

Figura 3.22

Fonte: O autor

Um exemplo importante de transformacao linear é a rotacao. Uma rotacao no R?
¢ uma aplicacdo Ry : R? — R?, a qual possui a propriedade de rotacionar um vetor u
qualquer do plano por um angulo 6, tal como podemos observar na figura a seguir
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Figura 3.23

Fonte: O autor

Observe que o angulo « formado por u e o eixo x nos permite concluir que

cos(a) = ”ulf” = u, = |ju| cos(a)
u
sen(a) = ﬁ = u, = ||u/|sen(a),

a0 passo que

cos(a+6) = u% = U = || Ryp(u)]| cos(a + 0)

sen(ov + 0) = m = Uy = ||Ry(u)]|sen(a + 6).

Sendo ||lul| e |[Rg(u)|| raios de um arco de circunferéncia de centro na origem, segue que
[Bg(w)|| = [lufl. Dat, segue que
Uy = || Ro(0)| cos(a+0)
= ||u]| cos(a + 0)
= ||ul| cos(a) cos(f) — ||ul[sen(«)sen(h)

= wuy cos(f) — uysen(6).

Uury = ||Ro(u)llsen(a +6)
= ||ul|sen(a + 6)
= ||u|lsen(a) cos(6) + ||ul[sen(8) cos(«)
= wugsen(d) + u, cos(6).

Utilizando a multiplicagao de matrizes, podemos escrever os dois resultados obtidos acima
da seguinte maneira



onde a matriz

sen(d)  cos(0)

é denominada matriz da transformag¢ao Ry. Tomando-a por R, podemos simples-
mente escrever

[cos(e) —senw)]

Ry(u) = Ru.

Vamos agora provar que Ry é linear. Consideremos para tanto dois vetores u = (uy, us),
v = (v1,v2) de R? e uma constante real arbitraria c. Dai,

Ry(u+v)=R(u+v)=Ru+ Rv = Ry(u) + Ry(v)

Ry(cv) = R(ev) = cRv = cRy(v),

o que prova a linearidade de Ry.
Por ser menos intuitivo, o fato de que Rg(u+v) = Ry(u) + Ry(v) pode ser observado
visualmente na figura abaixo

Figura 3.24
Fonte: Adaptado de LIMA [43], p.42

Note que os vetores E e ﬁ estao sobre as diagonais dos paralelogramos ABCD e AEFG,
respectivamente, o que justifica os d&ngulos BAC e EAG serem bisectados. Assim, temos
que

20+y=0=28+~v=a=0.

Decorre dai que CAF =a + B+ v =0, ou seja, rotacionar o vetor u + v por um angulo
0 ¢ o mesmo que a somar as rotagoes de u e v por este mesmo angulo.

Vale ressaltar que a rotagao ¢ invertivel, uma vez que det(R) = cos?(#) + sen?(6) =
1 # 0. Portanto, para reverter uma rotacao de angulo #, basta realizar a rotagao em
sentido contrario R_y, sendo sua matriz de transformacao

o= [ ) - [, ] -
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o que acaba por mostrar que a inversa da matriz de uma rotagao € igual & transposta
desta mesma matriz.

Assim como podem ser realizadas rotacoes no plano, também podem ser realizadas no
espaco. A diferenca neste caso é que, a rotacao deve ser em torno de um ou mais eixos.
Por exemplo, a matriz de rotagao de angulo ¢ (no sentido anti-horario) em torno do eixo
z € a seguinte

cos(¢) —sen(¢)) 0
R., — |sen(t) cos(®) 0,
0 0 1

pois uma rotagao de angulo ¢ de um vetor v = (v,,v,,v,) em torno do eixo z equivale
a rotacionar as coordenadas v,, v, por um angulo 1, deixando a coordenada v, intacta,
o que justifica o fato da terceira linha e terceira coluna de R, , serem, respectivamente,
iguais a terceira linha e a terceira coluna da matriz I5ys.

De maneira analoga, as matrizes de rotagao (no sentido anti-horério) de angulo 0 e ¢,
em torno dos eixos z e y, respectivamente, sao

1 0 0 cos(¢) 0 —sen(¢)
R.o= [0 cos(f) —sen(h) e R,,= 0 1 0
0 sen(d) cos(f) sen(¢) 0  cos(9)

Dessa forma, a combinacao, por exemplo, z — x — y das rotagoes acima aplicadas a
um vetor arbitrario do R? ¢ dada por uma matriz R, tal que

R=R. R.oR, 4,

ou seja,
c(@)e(y) +8(d)s(1)s(0)  —c(0)s(yp) —c(v)s(@) + c(@)s(¢)s(0)
R = |c(¢)s(¥) — c(¥)s(¢)s(0) c(¥)c(f) —s(@)s(v) — c(P)c()s(6) | ,
c(0)s(¢) s(0) c(¢)s(0)

onde s() = sen() e ¢() = cos().

Exemplo 3.6. A projecao ortogonal P : R* — R? de um vetor v = (v, v,) sobre uma
reta y = ax (vide Figura 3.20. abaixo) também é uma transformagao linear. Mas antes
de provarmos sua linearidade, vamos obter sua matriz de transformacao.
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Figur]a 3.25

Fonte: Adaptado de LIMA [43], p.44

Notemos que P(v) = (v.,, av.,). Dai, pelo teorema de Pitagoras, temos que
d(v,0)* = d(v, P(v))* +d(P(v),0)?,
o que equivale a

v; = {(vh —ve)® + (av), —0y)*} +{(v))* + a®(v))?}

= 2(v))* + vl 4 2a*(v,)* + v} — 20V, — 2av,v,
Decorre, a partir dai, que

2000, + 2avlv, = 2(v))? + 2a*(v))?

— V(v +av,) = (1+a*)(v))?
, Vg +avy
‘(: 'Uz — 1+a2
Portanto
v = 1 vy + a v
T \1+4a2) " 14a2) Y
e

v = a Vg + @ v
v \1+a2) " \1+a2)

Logo, temos que a matriz da projecao P é

1 a

p_ 14a? 1—|—2a2
a a

14+a? 1+a?

de modo que, utilizando as propriedades de multiplicagao de matrizes, podemos mostrar
facilmente a linearidade de P. Vamos entao tomar o =

1 a
P_O{a aQ]'
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Assim, considerando dois vetores u = (uy,us),v = (vy,vy) arbitrarios de R? e uma
constante real k, temos que

B uy + kvy
Plu+tkv) — P ([u ! kD

HRIEe
|

up + CLUQ + kv, + akvsy ]

l
Q

Il
Q

auy + a*uy + akvy + a’kv,

Il
e

u + au2 k V1 + avg )
auy + a’us avy + a?v,
= oo i o) oela )
a a Uo a a V2
o R
Uz Vg
= P(u)+kP(v)

0 que acaba por provar a linearidade de P.

Exemplo 3.7. Uma reflexao S : R? — R? em torno de uma reta que passa pela origem
¢ uma transformacao linear que leva um vetor v = (vy,v2) em um vetor S(v), de modo
que P(v) = P(S(v)), como podemos observar na Figura 3.21. Dessa forma, temos que o
vetor P(v) coincide com a metade da diagonal do paralelogramo formado pela soma dos
vetores v e S(v), o que justifica o fato de v + S(v) = 2P(v).

)

v+ S(v) =2P(v)

Figura 3.26
Fonte: Adaptado de LIMA [43], p.45

Dali, temos que
S(v) =2P(v) —v=2Pv—-1Iv=(2P - I)v.

Assim, temos que a matriz da transformacao S é dada por

S - 9p_1 — 20{{1 a2:|_|:1 0]:[2a—1 2aa

a a 01 20a  2aa® —1
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Portanto, as coordenadas do vetor S(v) = (v}, v}) sdo dadas por

v = 2a(vy + avy) — vy

vh, = 2aa(vy + ave) — vg

Quanto & linearidade de S, esta pode ser facilmente verificada, seguindo passos analogos
aqueles mostrados no exemplo anterior.

Os casos em que a reflexao ocorre em torno de uma reta y = ax +b, com b # 0 podem
ser mais facilmente resolvidos com o auxilio das translacoes. Por exemplo, se quiséssemos
refletir o ponto (4, 3) em torno da reta y = 2z + 5 da figura abaixo

oP 7

-5 -4 -3/-2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 3.27
Fonte: O autor

bastaria seguir os seguintes passos

e Aplicar a translagao T : R? — R?, T'(z,y) = (z,y) + (0, —5) aretay =2z +5 e ao
ponto P = (—4,7), de modo a obtermos, respectivamente, a reta yr = 2x e o ponto
PT - <_47 2)
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yr =2z

Pr

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
1

-2

Figura 3.28

Fonte: O autor

e Aplicar a reflexao S : R?> — R? do ponto Py em torno da reta y = 2z, de modo a
1 1
obter o ponto Pgr = (p1,p2). Sabendo que a = 1302 = 5 Segue que

pr=2-5(-4+2-2)— (—4) =4
pr=2-3(-4+2-2)—2=-2
ou seja, Psr = (4, —2).
8
7
6
5 yr =2z
4
3
oFT 2
1
—5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
1
Psr
-2 °
Figura 3.29

Fonte: O autor
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e Aplicar a inversa de T, isto ¢, T™! : R? — R2, T ! (x,y) = (z,y) + (0,5), tanto a
reta y = 2x, como aos pontos Py e Pgr, de modo a obtermos novamente a reta
y = 2x + 5, o ponto P e a reflexao deste em torno desta tltima, ou seja, o ponto
Prsr = (p}, p5), onde

PTST = Tﬁl(PST) = T71(47 _2> = (47 _2> + (07 5) = (47 3)7

o que finaliza o processo de reflexao, podendo assi ser observado na imagem abaixo

8
oP 7
[§
5
y:2x+54
5 Drsr
2
1
-5 -4 -3/-2 1 1 2 3 4 5
-1
-2
Figura 3.30

Fonte: O autor

A subsecao a seguir estd diretamente voltada & aplicacao das translacoes, rotagoes e
reflexoes as conicas, um dos principais foco deste trabalho.

3.2.2 Translagao, rotacao e reflexao de conicas

Seré admitido, a partir desta subsecao, que o leitor conhece as conicas, de modo que
nao sera apresentada aqui a forma como a equacao de cada uma delas é obtida, pois
acabariamos digredindo do real foco, que sao as aplicagoes das matrizes em diferentes
areas do conhecimento, tanto dentro como fora da Matematica.

Exemplo 3.8. Considere uma circunferéncia C, de centro P = (a,b) e raio r. Vamos
transladar C por um vetor v .= (a, ) de modo a obtermos a circunferéncia Cr, de
mesmo raio, porém com centro Py = (c,d). Seja entdo Ty, : R?> — R? uma translagao,
com Ty (z,y) = (z + a,y + B3), para todo z,y € R?. Agora notemos que, desenvolvendo a
equacao de C, obtemos

(e af b = o
= 22+y*—2ax—2by = r?*—(a®+1?)
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Em seguida, sabendo que as coordenadas de cada ponto de Cr serao dadas por (2/,y'),
temos que

¥’=r4+a <<= r=12"—«

Y=y+p <= y=y -5

Dai, substituindo z por 2’ — a e y por ¥ — 8 na expansao da equacao de C, obtemos
(@) + () = 2(a +a)a’ = 2(B+b)y =k, (3.1)

onde k = r? — (a® + V?) — 2(aa + Bb). Por outro lado, a equagao de Cr nos fornece
(@) + (¥)* = 2c(a”) = 2d(y) = 1* = (c* + &°) (3.2)
Assim, para que (3.1) e (3.2) coincidam, é necessario que

at+a=c<a=c—a
B+b=d<f=d—b

o que nos permite concluir que v = (¢ — a,d — b) e, portanto, T, é dada por

Ty(z,y) =(x+c—a,y+d—>b)

Cr

Pr
\/ v

Figura 3.31

Fonte: O autor

O exemplo acima nos mostra um resultado que ja é esperado das translagoes, o qual
nos diz, de modo mais simples, que para transladar uma circunferéncia por um vetor v,
basta aplicarmos tal translagao a cada um dos pontos da circunferéncia.

Vejamos mais um exemplo, apenas para reforcar essa ideia.

Exemplo 3.9. Consideremos a fungao f : R — R, com f(z) = az® + bx + c,a # 0.
Sabemos que seu grafico G = {(z,y) € R*; y = ax?® + bx + ¢} ¢ uma parabola. Vamos
supor, sem perda de generalidade, que a > 0 e A < 0. Aplicando a translacao T, : R? =
R? v = (a, 8), aos pontos P = (z,y) € G
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Figura 3.32

Fonte: O autor

temos que as novas coordenadas da pardbola serdo dadas por pontos Pr = (2/,7/) =
(x + a,y + B), que equivale a
r=1—«
y=y -5
e substituindo as expressoes acima em y = ax? + bx + ¢, obtemos
v -8 = a(@ —a)*+b —a)+c
(

— v = a(@)?+ (—2aa+b)2’ + (aa® — ba + ¢+ f)
— CL/<.%,/>2 +b/x/_'_cl’

onde
a = a
¥ = —2aa-+b
d = aa® —ba+c+ B.

Algo que podemos observar é que, os valores de ¢ e § podem interferir no niimero de
rafzes reais da equagao a'(2')? + 'z’ + ¢ = 0, uma vez que o discriminante A’ da parabola
G/ — {(wl,y/> e RQ’ y/ — a/<m/)2 + b/x/ + Cl} é

A, — (b/)2 _ 4(1/6/
= (—2aa+0b)* —4a(aa* —ba+c+ B)
= b —4alc+B).

e sendo o nimero de raizes reais um ou dois apenas quando A’ > 0, decorre que

b? —4da(c+B) > 0<=b> +2\/c+f,

isto é, sO existem raizes reais quando ¢ > —/f. Nos casos em que b = 0, para que seja
A’ >0, é necessério que a < 0ec+>0oua>0ec+ [ <0.

E importante lembrar que uma conica pode assumir qualquer posicdo no plano, de
modo que, por exemplo, uma parabola de vértice V pode nao apresentar o seu eixo de
simetria paralelo aos eixos x ou y, mas concorrente a ambos, como mostra a figura a
seguir

116



Figura 3.33

Fonte: O autor

Vejamos que sempre é possivel obter uma parédbola como a que aparece na figura
acima, partindo de uma parabola na posi¢ao padrao, isto é, com eixo de simetria paralelo
a um dos eixos x ou y, por meio da composicao duas translagoes e uma rotagao. Devemos
antes lembrar que, uma parabola rotacionada nao apresenta uma lei de formacao padrao,
isto ¢, a forma ax?+bx +c. A forma geral de uma funcao quadratica possui dua varidveis
e é dada por ¢ : R? — R?, tal que

o(x,y) = Az® + 2Bay + Cy* + Dx + Ey + F,

onde A, B,C,D,E e F sao constantes reais. De modo mais geral, uma funcao como
a citada acima é chamada forma quadrdtica, porém nao trataremos aqui os detalhes
sobre tais formas. Para uma abordagem minuciosa, consultar LIMA [44].

Vamos tomar, sem perda de generalidade, uma pardbola G = {(z,y); y = az® + bz +
c,a # 0} que possua eixo de simetria paralelo ao eixo y e seja a > 0. Procederemos
de forma similar ao que foi realizado no exemplo de reflexao realizado na secao anterior.
Primeiro, transladamos a parabola de modo que seu vértice (h, k) = (—%, —ﬁ) coincida
com a origem (Figura 3.27). Para tanto, basta fazer « = —h e = —k no resultado
obtido no Exemplo 3.9, de modo a obtermos a parabola G, tal que

Y = a(2')? + (2ah + b)a' + (ah® +bh +c — k) (3.3)
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v
Gr
O
Figura 3.34

Fonte: O autor

A expressao acima se torna mais simples, uma vez que 2ah+b = 0 e ah? +bh+c—k = 0,
reduzindo-se entao a

y/ =q ( 33/)2
Agora, aplicamos uma rotagao de angulo # no sentido horario, obtendo assim a parabola
Grr, a qual pode ser visualizada na figura a seguir

>
=N

Figura 3.35

Fonte: O autor

onde suas coordenadas sao dadas por

2" = 2'cos(f) + y'sen(d)
y" = —a'sen(d) + y'cos(6)

cos(f) sen(h)

Uma vez que —sen(6) cos(6)

‘ =1 # 0, temos que o sistema acima possui solu¢ao tnica,
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a qual, pela Regra de Cramer, é

y"  cos(0)
cos(0) sen(@)’

x =

x’ sen(Q)’

= 2" cos(f) — y"sen(0)
—sen(f) cos(d)

cos(f) "
—sen(d) y”
cos(f) sen(f)
—sen(f) cos(f)

/

y:

‘ = 2"sen(f) + y" cos(6)

Substituindo os valores acima em (3.3), obtemos uma expressao da forma

A(2")? +2B2"y" + C(y")* + Da" + By’ + F =0, (3.4)
onde
A = acos*(0) D = —cos(6)
B = —asen() cos(0) E = —sen(0)
C = asen?(0) F=0

OBS.: Note que se, ao invés de termos aplicado a translagao sobre o vértice da parabola,
mas sobre um ponto (p, ¢) qualquer da mesma, os coeficientes A, B e C' seriam os mesmos,
a0 passo que

D = (2ap+b— 1) cos(6)

E = —(2ap+ b+ 1)sen(6)

F=ap>+bp+c—gq

Por fim, aplicamos a transla¢ao 7, com v = (h, k), o que nos fornece a parabola Grgr
(Figura 3.29), cujos pontos possuem coordenadas

(T,7) = (2" + h,y" + k)

Figura 3.36

Fonte: O autor
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Dai, substituindo 2" =Z—h e y’ =T —k em (3.4) e reagrupando os termos semelhantes,
obtemos
AT? +2BTy + Cy* + Dx + Ey+ F =0,
onde
—2Ah — 2Bk + D
—2Bh —2Ck+ FE
F = Ah* + 2Bhk + Ck* — Dh — Ek + F

Apesar de termos utilizado uma parabola como exemplo, os resultados obtidos acima
sao analogos para uma forma quadrica qualquer ¢ : R? — R2, com

D=
E =

o(z,y) = Az + 2Bry + Cy* + Dx + Ey + F.

Desse modo, se realizarmos translagbes a esta, os seus coeficientes A, B e C nao se
alteram, o que nos permite dizer que estes sao invariantes por translagoes, enquanto que
os demais coeficientes se tornam

D' = —-2Ah —-2Bk+ D
E' = —2Bh—2Ck+ E
F' = Ah? +2Bhk + Ck®> — Dh — Ek + F

Exemplo 3.10. Vamos aplicar a parabola G = {(z,y); y = 2> — 5x + 6} uma rotagao de
45° no sentido horario em torno de seu vértice (h, k) utilizando os passos acima. Sabemos

que
b A 5 1
(b k) = (—5’—@) = (5’—1) -

Transladando G para origem pelo vetor v = (—g, %), obtemos G, onde
y/ — (I'I)Q
Aplicando a rotacao de 45° & G, obtemos a parabola G rr, cujos coeficientes sao
12 1 1 V2
A= (\/i)—z D=-"5="73
_ 111 _ 1 2
B__lﬁ 2 2 E==37""72
1 \? 1
c=1 <\/§ > -2 F=0
ou seja, sua equagao ¢ dada por
1 1 2 2

2 2

Transladando Ggrr por v = (g, —%), obtemos Grgrr, cujos coeficientes invariantes por

4
translagoes sao

2 2

r_ 15 1 1 V2 —11-2V2
D__2'2'2_2<_2><_4>_2— 4
: 1\ .5 1 1y _v2 _ 11-2V2
Br==2 _2>'2_2'2(_4>_2— 4
, 25 5 1 5vV2 V2 _121436V2
Fr=gtgtaty —5 t0="35



o que finalmente nos fornece sua equagao

1, L, 11422 | 11-2v2 | 121+36v/2
5% —:ch+§y— 7 T+ 1 YTt 39 =0
Y
| G
O\ ‘\-- _____ ﬁ——"’ - \ )
2, vV
=N
Figura 3.37

Fonte: O autor

Feita a discussao acima, uma pergunta pode ocorrer: “o que acontece com as raizes
de nova parébola?’ Bem, as raizes de G sao 2 e 3. Ao aplicarmos a translagao sobre o
vértice de G, a parabola Gt obtida possui apenas uma raiz, a qual é 0. Os pontos (2,0)
e (3,0) se tornam (—%, %) e (%, %), deixando de assumir o papel de raizes, tornando-se
apenas solucoes da equacao y = x2. Quando a rotacao é realizada, podemos observar que
a parabola GGrr obtida novamente intercepta o eixo x em dois pontos, os quais fornecem
as raizes de tal pardbola. Uma delas obviamente é x = 0, mas vamos determiné-las de

maneira formal. Para tanto, vamos multiplicar a equagao abaixo por 2 em ambos os

membros A 2
1, 1,
Al —y° — ——y=0.
293 Yy + 2y 5 — 2

e em seguida reescrevé-la em termos de x, de forma a obtermos
z? + (—2y—\/§)x—|—y2—\/§y:0.

Agora notemos que, resolvendo a equagao quadratica acima, obtemos

x—y+—i—\/8\/_y+2

e fazendo y = 0, segue que z = 0 ou = = /2, que sdo as raizes de Gpr.
A fim de determinar as raizes de Grgrr, basta realizar o mesmo processo realizado
acima, ou seja, reescrevemos a equacao de Grrr em termos de x, ou seja

11+2v2 11-2v2 1214 36v2
—2y—<—\/_>]x+y2+ \/_y+ \/—:0.

2
v 2 2 16

Resolvendo-a, obtemos

11+2v2 1
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Tomando y = 0 e v/2 = 1,414, obtemos

11+2v2 1
x:+—\/_+—\/2\/§+2%’4,56

4 2

11+2v2 1
x:%\/_—é\/2\/§+2%2,36,

onde tais valores sao as respectivas raizes de Grgr.
Vejamos a seguir que, assim como é possivel rotacionar e transladar conicas, também
é possivel reflexiona-las em torno de uma reta qualquer.

ou

Exemplo 3.11. Vamos reflexionar a parabola G = {(z,y); y = > —4x+5} em torno da
reta r de equacao y = —2x + 1. Para tanto, devemos determinar o foco e a reta diretriz
de G. Ora, completando quadrados em z? — 4z + 5 = y, obtemos

(-2 =1L (g1,

o que nos fornece o foco F = <2, %) e a reta diretriz y,; = % de G. Dali,

e Transladando r, F e y; = 2 pelo vetor v = (0, —1), obtemos

1 1
y/ — —21', F/ = (2, Z) (§] y& = —Z

e Reflexionando F' em torno de 3/, obtemos

F//_ _Z _@
N 5 20)°

Agora, reflexionando v/, = —%, isto ¢, pontos da forma <$£l, —%), em torno de 1/,

obtemos pontos (x4, 1), tais que

=2 % : (xf:l—l—(—Q) : (—i)) -l = —gmiﬁ—% = 2, = —gxg—i-%
=2k 2 (3 en- (1) - (7)) — -
e Agora, transladando F" e y/] = %xg — 1—52 pelo vetor w = (0, 1), temos
F" = <—g,—%> e Yy = %lxg'+%.

Obtivemos com os passos acima, tanto o foco F”/, que chamaremos simplesmete de Fyx,
como a reta diretriz 3/ da parabola Gx, ou seja, a reflexdo de G em torno de r. Por
uma questao de simplicidade, vamos escrever a reta diretriz de Gx apenas como y =

%x + 1—72, a qual chamaremos de y,;x. Logo, para determinar a equacao de Gx, basta
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utilizarmos a defini¢do de parabola, ou seja, encontrarmos o conjunto de pontos (z,y)

que sao equidistantes de F” e /J/. Para tanto, notemos que

b= ) = (D) v+ )
173

_ 2 9, 14 9
= \/x +y- + 5x+10y+ 20

162 — 12y 4 7|
V162 + 122

Dai, como devemos ter d; = ds, elevando esta tltima ao quadrado e reordenando os
termos, obtemos

dy = d((,y),7)

Dy By L 00, 35,
957 T a5t T ogY Topt T o5Y T o5 T

que é exatamente a equagao de Gx.

0,

Figura 3.38

Fonte: O autor

3.2.3 Identificando formas quadraticas

Anteriormente, vimos como realizar uma translacao de vetor v e rotacao de angulo
0 a uma forma quadratica (a qual, em seus casos mais interessantes, assumem a forma
de ua conica). Porém, como fazer o processo reverso? isto é, como partir de uma forma
quadratica qualquer e descobrir se ela é uma elipse, uma pardbola ou uma hipérbole?
Bem, sabemos que uma forma quadratica pode ser facilmente identificada, desde que

esteja sob a forma
¢(z,y) = Ma? + Ny?
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onde M, N sao nimeros reais nao ambos nulos. Logo, dependendo dos valores de M e
N, ¢ e tomando @(x,y) = 0 (pois este é o caso que nos interessa) pode assumir a forma
de uma conica (parabola, elipse ou hipérbole). Neste caso, dada uma forma quadratica

o(r,y) = Az + Bay + Cy* + Dz + Ey + F

temos de encontrar uma forma de coloca-la em sua forma padrao, isto é, centrada na
origem, e entdo aplicar as transformagoes lineares convenientes (translagao e rotacao) a
fim de identificar sua posicao original.

Como ja discutido na subsegao anterior, se transladarmos uma forma quadratica como
a que temos acima por um vetor v = («, ), temos que os coeficientes A, B e C' nao se
alteram, enquanto que

D' = —2Aa — 2B+ D
E = —2Ba—208+E
F'= Aa®* +2Baf +Cp* — Da— ES+ F

Note que devemos nos preocupar em eliminar os termos D’ e E’, pois estes sao termos
(também chamados de termos lineares) diretamente ligados a = e y (ou seja, podem
alterar o tipo de forma quadratica) respectivamente, enquanto que F' influi apenas na
posicao que a forma quadratica vai assumir. Neste caso, @ se reduziré a

©(z,y) = Az®> + Bay + Cy* + F

Note que ainda temos o termo B, que também devera ser eliminado, mas ja sabemos que
este surge da rotacao, entao vamos atentar inicialmente para D’ = E’ = 0. Ora, se isso
ocorre, entao obtemos os seguinte sistema

Aa+ Bp = %

Ba+Cp=1Z
cuja matriz é

m=5 g

a qual serd chamada de matriz de ¢. Logo, desde que AC' — B? # 0, o sistema acima
possui uma tnica solucao, a qual é, pela regra de Cramer

_ _CD—BE §— AB—BD
&= 2(AC—B?) ~ 2(AC—-B?)

Exemplo 3.12 Considere a forma quédrica @(z,y) = 72 — 6zy + 7y? + 2z + 10y — 4.
Vamos eliminar os termos lineares da mesma. Para tanto, temos que a matriz de ¢ é

7T =3
Sk
onde det(M) = 40 # 0. Dai, temos que
2.7-(=3)10 11
o 2-40 20
_710—(=3)2 19
B = 2.40 20

124



Portanto, o vetor que elimina os termos 2x e 10y é v = (;—(1), %) Calculando F’, obtemos

F' = —‘?—3, de modo que a nova forma quadratica possui a forma

— _ =2 2 93
Q(x,y) =Tx* — 6zy + Ty” — 10
O exemplo acima nos mostra, na pratica, como eliminar os termos lineares. Agora
precisamos encontrar uma forma de eliminar o termo que contém zy. Como ja sabemos,
este surge ap6s uma rotacao. Entao, sem perda de generalidade, tomemos uma forma
quadrica com D = E = F = 0, ou seja, sob a forma

o(x,y) = Az* + Bay + Oy
Aplicando uma rotacao de angulo #, podemos fazer a substituicao

r— ax — by
Yy — bx + ay

onde a = cos(#),b = sen(f), tal que
¢(z,y) = @(az — by,br + ay) = @(x,y) = A'w® + Blay + "y,
com
A" = Aad®+ 2Bab+ CH?
B’ = —Aab+ B(a®> —V*) + Cab
C'" = AV —2Bab+ Ca?

Note que B’ pode ser reescrito da forma

B'=a(Ba+Cb) =b(Aa+Bb) =\, 5o\ ool = |40+ Bb Ba+Cb|

a Aa+ Bb‘ B ‘ a b
Para que seja B’ = 0, entao a matriz

a b
Aa+ Bb Ba+Cb

deve possuir uma linha (ou coluna) nula ou uma linha (ou coluna) seja multipla da outra.
Se for o primeiro caso, entao, temos as seguintes possibilidades

e (a,b) =(0,0): absurdo, uma vez que (a,b) é um vetor unitario.
e (Aa+ Bb, Ba+ Cb) = (0,0): Nesse caso, teriamos obviamente B’ = 0, porém
A" =a(Aa+ Bb) + b(Ba+ Cb) = 0.
Além disso, escrevendo C da seguinte forma
C' = b(Ab — Ba) — a(Bb — Ca)
e notando que Ba = —Cb e Bb = —Aa, segue que
C' = b(Ab+ Cb) + a(Aa+ Ca) = (A+C)(a®* +b*) = A+ C,

reduzindo @ a

@(z,y) = (A+C)y”.
Dai, terfamos @(x,y) = 0 apenas se A+ C = 0, e neste caso @ seria reduzida a um
ponto, o que é absurdo. Se A+ C # 0, entao y = 0 e @ novamente se reduz a um
ponto.
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e (a,Aa+ Bb) = (0,0): Aqui temos a = 0, o que implica b = 1 (pois (a, b) é unitario),
de modo que
Aa+Bb=0= Bb=0= B=0.

Assim, a matriz em estudo se condensa em
0 1
0 C
onde a segunda linha é multipla da primeira, bastando multiplica-la por C.

e (b, Ba+ Cb) = (0,0): analogo ao item anterior.

Logo, de acordo com o que foi discutido acima, podemos constatar que o vetor (Aa +
Bb, Ba + Cb) ¢ multiplo do vetor (a, b), ou seja, existe uma constante A, tal que

Aa + Bb = )\a e Ba+Cb=MXb

fornecendo-nos assim o seguinte sistema

(A—Na+ Bb=0
{Ba+(C’—>\)b:0

onde (a,b) deve ser uma solugdo nao-trivial para que se tenha B’ = 0, portanto, o
determinante (A — \)(C' — \) — B? da matriz do sistema acima deve ser igual a zero, ou
seja,

A2 — (A+C)A + AC — B =0.

A equacao acima é chamada, devido & sua importancia, de equac¢cao caracteristica da
matriz de @. Note que esta sempre possui raizes reais A\; e Ay, pois seu discriminante é
nao negativo, como podemos ver abaixo

A = (A+C)2—4-1-(AC - B?)
A% +2AC + C? — 4AC + 4B?
A2 —2AC + C? + 4B?
(A—C)?*+4B?

0.

AV

Além disso, como tr(M) = A + C e det(M) = AC — B?, podemos escrever a equagao
caracteristica simplesmente como

AN — tr(M)A + det(M) =0

Dito isto, resta agora vermos como determinar o vetor (a,b), que por sua vez fornece
o angulo de rotacdo necessario para eliminar o termo B’. Para tanto, uma vez que o
sistema acima possui infinitas solu¢oes, podemos tomar, por exemplo, x = 1, o que
implica y = (A — A)/B. Dai, como o vetor (a,b) é unitario, basta entdo tomarmos

Xz _ xz o b— Y _ Y

I "M@l Ve

Note que (a, b) continua sendo solugdo do sistema com A\ = Ay, pois

a

Aa+Bb:Ax+By: T _ T
[yl [z, | (, )|
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B A
x—l—Cy: 1Y — Y — b
[l Iz, )l [ (z,y)]

que podemos escrever de forma resumida como

5 =~

ou seja, o vetor (a,b) esté relacionado a rais A;. Agora, notemos que o vetor (—b,a),
perpendicular a (a,b) esta associado & raiz Ay. De fato, como

Ba+ Cb=

—(A+C)

A+ A= — 1

:A+C:>/\1:A+C—)\2,

decorre que

Aa+Bb=Xa=(A+C—X)a = B(-b)+Ca = MIa,

5 o =[]

Uma vez encontrado o vetor (a,b) (e consequentemente (—b, a)), o termo B’ é elimi-
nado, de modo a termos

ou seja,

¢(z,y) = A'w® + Oy,

porém, sendo

A’ = a(Aa+ Bb) + b(Ba + Cb) = \ja® + \b> = )\
C" = b(Ab — Ba) — a(Bb — Ca) = M\b* + Xga? = Ny

decorre
(p(:z:,y) = )\11‘2 + /\2y2.

Podemos entao concluir que, ao eliminar o termo B’, os coeficientes A’ e C’ nao precisam
mais ser calculados, pois estes sao iguais a \; e Ay, respectivamente.

Exemplo 3.13. Vamos aplicar o processo a forma quadratica

— 2 2 93
(p(l’,y)—?l‘ _6:[1/“‘73/ 10

obtida no Exemplo 3.12. Temos que sua equacao caracteristica ¢ dada por
A2 — 14\ +40 =0,

cujas raizes sao A\; = 4 e Ay = 10. Estas informagoes ja sao suficientes para identificar a
forma quadratica em questao, pois apds a rotagao, obtemos

_ 93
Oz, y) =42 +10y° — —.
10
Assim, quando @(z,y) = 0, temos

93

42° + 10y = —
x= + 10y 10
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que pode ser reescrita como

x2 2

Y
2 + 2 = 17
/93 /93
( 4_0) ( 100)
o que nos leva a concluir que @(z,y) = 0 é¢ uma elipse centrada na origem.

Dai, para determinar o angulo de rotacao, devemos calcular as coordenadas dos vetores
(a,b) e (—b,a). Ja sabemos que (a,b) (associado a A1) deve ser soluc¢ao do sistema

(7T—X)x—=3y = 0
{—33:+(7—)\1)y =

=}

Uma vez que det(M) # 0, temos que o mesmo possui infinitas solugées, de modo que
tomando x = 1, decorre y = (7 —4)/3 = 1, 0 que nos leva a

1 V2

COS(Q)IG/ZWIT
1 V2
sen(@)zszZT

e assim

(=b,a) = <—§,\/7§> )

Logo, a matriz de rotacao ¢ dada por

V2o A2
2 2
V2 o2
2 2

ou seja, uma rotagao de 6 = 45° no sentido horéario elimina o termo —6xy.

Temos, de acordo com os exemplos 3.11 e 3.12 que @ (z,y) = 0,@(z,y) = 0e @(z,y) =
0 sao elipses em diferentes posicoes no plano xy, as quais chamaremos, por simplicidade,
de F4, E5 e Es, respectivamente. Se quisermos obter informagoes a cerca de F;, como por
exemplo, as coordenadas de seus focos, deveremos primeiro encontrar os focos de E3, em
seguida os focos de Fy e por tltimo, os de E7, ou seja, de modo resumido, basta reverter
o processo (Figura 3.31). Como sabemos, a distancia focal de F3 é dada por

93 93  3V62

“ Va0 100 20

logo, seus focos sao dados por

= 3\/62 —= 3\/ 62
Fi=[-2220 e Fo=2X20].
20 20

Para determinar os focos de FEy, basta aplicar a rotagao de 45° no sentido anti-horério a
F, e Fy, ou seja,

V2 V2] 362 3v/31
7o | 2 2 0 | _ | 20
= _

V2o V2 0 3v/31

2 2 20
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V2 V2| T 362 _3v31
T |2 2 | =750 | _ 20
5 = =
V2 o Y2 0 _3V3l1
2 2 20
Finalmente, aplicando a translacao pelo vetor v = (—;—(1), —%) a F, e Fy, obtemos F e
F5 abaixo
o 3v31—11 3v31—-19 o —3v31—-11 =331 -19
Lo 20 20 2 20 20
que sao os focos de Ej.
Y
A
Fy
Ej

Figura 3.39

Fonte: O autor

A identificagdo de uma forma quadratica ¢, como aponta LIMA [44], pode ser reali-
zada por mera inspegao dos coeficientes A, B e C', mais especificamente pelo determinante
de sua matriz, ja que este esta diretamente ligado ao processo de eliminacao dos termos
lineares e do termo que contém zy e, além disso, AC — B? = \; - Ao. Tal observacao
nos permite analisar o caso em que det(M) = 0, pois sendo este o caso, entao terfamos
A1 - Ao = 0, logo, uma das raizes da equagao caracteristica ¢ igual a 0. Porém, ambas nao
poderiam ser iguais a 0, uma vez que isso levaria a @(z,y) = 0 para todo z,y € R, isto
é, apos realizar a rotacao e a translagao da conica, esta simplesmente sumiria, o que nao
faz sentido. Dessa forma, supondo A\; # 0, teriamos

oz, y) = Mzt

Dai, observando o significado de @(z,y) = ¢ # 0, temos que

C
=4,/ =
x N

o que nos fornece um par de retas paralelas, desde que ¢ e A\; possuam o mesmo sinal.
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4 Diagonalizacao de matrizes

4.1 O conceito

Definicao 4.1 Uma matriz A = [a;j|nxn € dita diagonalizdvel quando existe uma matriz
invertivel X = [;;lnxn € uma matriz diagonal D = [d;j],xn, tal que

A =XDX,

ou, equivalentemente
D =X "AX.

Neste ultimo caso, dizemos que X diagonaliza A.

Consideremos, por exemplo, a matriz

.

Temos que a matriz X que a diagonaliza A ¢
—1 1
12
—1 1] [-1 o] |~
s

O processo aplicado para determinar a matriz X que diagonaliza A surge da amplia-

e portanto

Wl win
Wi~ Wl

. . . . . a b
¢ao/contragao de um vetor. Para entendé-lo, vamos considerar uma matriz A = [c d] ,

um vetor coluna X; = [ﬂ e um namero real A, tal que AX; = AXj, ou seja,

B L]

onde a equagao acima nos fornece o sistema homogéneo

(a=XNxz+by = 0
{cx—ir(d—)\)y =0

com o qual j& somos familiarizados e sabemos que seu determinante deve ser igual a zero
para que possamos ter solugoes nao-triviais, de modo que

A2 —tr(A)A + det(A) =0
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é a equacao caracteristica de A. Neste caso, nao poderemos assegurar que sempre
haverao raizes de tal equagao como no caso das formas quadraticas, uma vez que A =
(a — d)* + 4bc, pois b e ¢ nao necessariamente precisam ser iguais, muito menos ter o
mesmo sinal.

Vejamos como aplicar o processo de diagonalizacao & matriz

i3

Primeiro calculamos as raizes de sua equagao caracteristica
2 —
A =4 —-5=0
que sao A\; = —1 e Ay = 5. Dai, tomando A\; = —1 no sistema

1-Nz+2y = 0
{4x+(3—)\)y = 0

obtemos
(M) 20 4+2y =0
dr +4y =0
cuja solucao é r = —y, de modo que tomando y = 1, o vetor
< — -1
L |
esta associado a Ay = —1. J& se tomarmos A = Ay nesse mesmo sistema, obtemos
—4x 42y =0
(1) { dr —2y =10

o que nos leva a y = 2z. Dai, tomando = = 1, seque que o vetor

ol

esta associado a Ay = 5. Temos assim que a matrix X que diagonaliza A ¢

-1 1
|73
cuja inversa é dada por
2 1
1|73 3
e I
3 3
e assim
A =XDX ™,
onde
-1 0
o= | 3
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Note que se tivéssemos tomado \; =5 e Ay = —1, entao seriam

1 1
11 |15 0 1|3 3
x=|, 4] p=; 4] R I
3 3
mas ainda assim
XDX ' = A.

Podemos assim perceber que a ordem que tomamos as raizes da equagao caracteristica
nao importa e, além disso, fica claro que a matriz que diagonaliza uma determinada matriz
nao ¢ unica. Se tivéssemos tomado x = 1 ao invés de y = 1 no sistema (I) e y = 1 ao
invés de x = 1 no sistema (II), a matriz X seria

Assim, nao precisamos nos preocupar com a ordem das raizes e nem mesmo, a qual das
variaveis se atribui valor. Ainda assim, a Definicdo 4.1 abre portas apara a seguinte
pergunta: “Uma matriz precisa ser invertivel para ser diagonalizavel?” Nao. Tomemos
por exemplo a matriz singular
10
A= .
0 0

o ool o o)

} nao ¢ diagonalizavel, pois o sistema

Sua forma diagonalizada é

enquanto que a matriz B = [8 (1)
- +y = 0

possui equacao caracteristica A2 = 0, o que implica \; = Ay = 0. Dai, terfamos D como
sendo uma matriz nula e assim, se existisse uma matriz invertivel X que diagonalizasse
B, entao seria

B=XDX!=0,

0 que é absurdo, uma vez que B é nao-nula.

Outra questao importante acerca da diagonalizagao de uma matriz é: “Quais as van-
tagens de diagonalizar uma matriz?” A resposta para essa pergunta é: Depende do
problema que se trata, como por exemplo, de acordo com LEON [40], problemas que
envolvem a aplicagao de uma transformacao linear sucessivas vezes. Mas antes de apre-
sentarmos um tal problema, vamos conhecer uma propriedade interessante (que também
é uma vantagem) da diagonalizagao, a qual ¢, dada uma matriz A diagonalizével, entao

A=XDX'= A" = XD"X !,

para todo n € N. De fato, sabemos que para n = 1 o caso é verdadeiro por defini¢ao.
Suponhamos entao que seja valido para algum k € N, isto é,

AF = XDFXL
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Agora notemos que
AM = AAF = (XDXH)(XD*X™!) = XDD*X ! = XD"' X,

logo, podemos concluir que tal propriedade vale para qualquer que seja n € N.
Observemos agora um exemplo em que as duas vantagens acima podem ser utilizadas
para analisar uma determinada matriz.

Exemplo 4.1. Uma determinada cidade possui 78768 habitantes, onde 21535 destes
praticam exercicios, enquanto que 57233 sao sedentérios. A cada ano, 35% dos praticantes
de atividades fisicas passam a ser sedentérios, ao passo que 25% da populacao sedentéria
comegca a praticar exercicios. Vamos representar por A a matriz de alternancia entre os
dois estilos de vida citados acima, onde

0.65 0.25
A= {0.35 0.75} '

Seja vg = Eiggg} o vetor inicial de estilo de vida dessa cidade. Dali, para saber quantas
pessoas estarao em um desses dois estilos de vida ap6s um ano, basta fazer
28306
Vi=Ave= [50462] '
No ano seguinte, temos
31014
_ OA24
Vo —AV1 =A Vo = |:47754:| .

Podemos assim perceber que ap6s n anos, tem-se v,, = A"vq. Porém, se utilizarmos um
software matemaético, podemos observar que o vetor de estilos de vida para n > 14 se
estabiliza, ou seja,

45948

Tal processo pode ser realizado sem a necessidade de um software matemaético, utilizando
para tanto apenas a diagonalizacao de A. Ora, aplicando o processo de diagonalizagao a

tal matriz, obtemos
2 7 5
A Loz ol |12 —12
-1 o 1] & |

12 12

SEHICI -

~1 < n| |2 D
5 0 1 12 12

2 P . . - P
Como 5 esté entre 0 e 1, sabemos que quanto maior for n, mais préximo de zero sera o

valor de (%) , enquanto que 1" = 1 para todo n € N. Logo, para n grande (nesse caso,

n > 14), podemos escrever

11 L _3
A" 0 0{ |12 "12|_1155
__1go1ii_1277

12 12



e assim

T 1217 7| |57233 45948

confirmando assim a matriz encontrada com software matematico. Dessa forma, podemos
concluir que, mbora a taxa de pessoas que se tornam sedentarias seja maior que a taxa
de pessoas que passam a praticar exercicios fisicos, o nimero de sedentéarios diminui e o
de praticantes de atividades fisicas aumenta durante um determinado periodo, até entao
se estabilizar.

. 1 [5 5] {21535} {32820}
v, = A"v = )

O exemplo acima permite-nos perceber que a diagonalizacao de uma matriz pode fa-
cilitar problemas que, em outras circunstancias, s6 poderiam ser resolvidos com auxilio
de um software mateméatico. Obviamente, nao esta sendo aqui colocada de lado a im-
portancia do uso de tais ferramentas, uma vez que, de acordo com, AYUB [5], o uso de
softwares dindmicos pode ser benéfico tanto para o ensino como para a aprendizagem de
matematica. Além disso, segundo GLADCHEFF [26], o computador pode ser um grande
aliado do desenvolvimento cognitivo dos alunos, permitindo que este possa aprender com
seus erros de acordo com o seu ritmo de aprendizagem. Porém, a utilizacao de recursos
tecnologicos nem sempre é possivel, pois, como aponta PACHECO [52], o emprego de
tais ferramentas depende da disponibilidade das mesmas no ambiente escolar, bem como
do preparo didatico dos professores para utiliza-las.

Com relagao a utilizagao de ferramentas tecnologicas em sala de aula por meio dos
professores, é algo que depende nao somente de seu preparo, mas também de sua li-
nha pedagogica de pensamento, como por exemplo,de acordo com o estudo realizado
por NIEDERHAUSER [50], professores construtivistas permitem que os alunos explorem
ferramentas manipulativas aplicando suas proprias estratégias, enquanto que professores
behavioristas permitem o uso de tais ferramentas, porém utilizando passos especificos.

Pedagogias baseadas em orientagoes tedricas behaviorista e
construtivista representam visoes dramaticamente diferen-
tes de ensino e aprendizagem e dao origem a concepcoes
fundamentalmente diferentes do uso de computadores na
instrucao como uma maquina de ensino didatico ou como
ferramentas construtivas de pensamento e reflexao. (NIE-
DERHAUSER [50], 2001).

Estando ciente das observagoes realizadas logo acima, vamos aplicar o processo de
diagonalizacao a uma matriz 3 x 3. Sabemos que o processo ¢ 0 mesmo e que, no €aso
das matrizes de ordem 2 o processo de determinacao da equagao caracteristica pode ser
simplificado, uma vez que tal equacgao pode ser facilmente obtida por meio do traco e do
determinante da matriz, o que acaba por fornecer uma equagao quadratica, cujas raizes
sao obtidas pelo entao chamado método de Bhéaskara. Antes de iniciarmos, precisaremos
de trés defini¢oes que serao tteis para que no caso das matrizes de ordem 3, o processo seja
também facilitado. Vale ressaltar que tais defini¢coes nao foram encontradas na literatura,
porém estas serao baseadas em definigoes ja existentes na matematica, o que por sua vez
mantém a validade das mesmas.
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Definigao 4.2. Seja A = [a;;] uma matriz quadrada de ordem n. Diz-se que a matriz

Qi Ai(i+1) T Qin
AF — A(i+1)i  A@G4+1)(+1)  “°° AGE+)n
7 . . . . 9
Qnj QAn(i+1) T QAnn
comi=1,2,...,n—1 € o i-ésimo menor complementar diagonal da matriz A.

Exemplo 4.2. Os menores complementares diagonais da matriz

3.7 42
-1 01 3
A=l 9 545
1 —6 7 2
sao
o 13 s *
Ai=15 45/, Aj=| |, e Aj=[2]
-6 7 2

Definigao 4.3. Seja A = [a;;] uma matriz quadrada de ordem n. A expressao
Aijj; + Qi(j4+1)A(j+1)i T+ Qn—1)nln(n—1),

com i # j para todo i,j = 1,2,...n,é chamada sutura de A e € representada por st(A).

O termo “sutura” foi escolhido devido & forma com que é realizada a multiplicacao,
onde os saltos sobre a diagonal a principal sao semelhantes ao processo de costura, como
podemos observar na imagem abaixo

Figura 4.1

Fonte: O autor
Por exemplo, a sutura da matriz A dada no Exemplo 4.2 é
st(A)=7-(-1)4+4-9+2-14+1-5+3-(—6)+5-7=053.

A definicdo a seguir depende das duas tultimas e serd utilizada para simplificar a
determinacao da equacao caracteristica para matrizes quadradas de ordem 3.
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Definicao 4.4. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A grade de A, representada
por gr(A), é definida como sendo

gl"(A) = Qi1 * tr(A“{) + -t a(n_l)(n_l) . tr(Aj;_l) — St(A)

Exemplo 4.3. Consideremos a matriz

11 5 -8
C=|-4 -2 4
10 5 =7
Temos que sua sutura ¢é st(C) = —80, e assim

gr(C) = 11+ (=9) + (—2) - (—7) — (~80) = —5.

Fornecidas as trés definigbes acima, tomemos agora uma matriz

Cc
A=|d e f

7

Q Q2
>0 o

e um vetor

»
I
ISEINSIIE

Dai, a equagao Av = A\v, onde A € R, nos fornece o sistema

(a—=Nx+by+cz = 0
dr+(e—XNy+fz = 0
gr+hy+(i—XNz = 0

onde o determinante de sua matriz ¢ dado por

e—XA f d f d e—\
(@=N1"4 i—)\_b‘g i—/\+c‘g h‘

= M+ (a+e+i)\2— (ae+ai+ei—bd —cg— fh)\ + det(A)
= =N +1tr(A)N —gr(A) + det(A).

Logo, a equacao caracteristica de uma matriz 3 x 3 é

— M 4 tr(A)A? — gr(A)\ + det(A) = 0.

Exemplo 4.4. Vamos diagonalizar a matriz do Exemplo 4.3. Como ja sabemos, gr(C) =
—5 e, além disso, podemos obter facilmente tr(C) = 2 e det(C) = —6. Dai, decorre que
a equagao caracteristica de C é

—N 42X+ 50— 6 =0,
cujas raizes sao Ay = 1, \y = —2 e A3 = 3. Dessa forma, para A = \;, obtemos o sistema

10z + 5y — 82 =0
—4r -3y +42=0,
10z + 5y — 82 =0
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O~

cuja solucao é x = £z,y = £z, 2. Logo, tomando z = 5, obtemos

ot

X1 =

(G2 RSN V]

Para A = Xy, o sistema obtido é

132 +5y — 82 =0
-4z +0y+42=0,
10z + 5y — 52 =0

que ao ser solucionado, nos fornece r = z,y = —z, 2. Assim, tomando z = 1, segue que

1
X9 = —1
1

Finalmente, para A = A3, temos

8r+ 5y —8z=0
—4x -5y +42=0,
10z + 5y — 102 =0

cuja solucao é x = z,y = 0, z. Dali, para z = 1, decorre que

1

X3—O

1

e portanto
1o, 1
2 1 1] |1 0 0 3 3
A=1{4 -1 0] [0 =2 0 _%_1 %
11

) 0 0 3 3 1 _9

Para o caso n = 4, veremos que a grade da matriz também aparece no equagao carac-
teristica (sendo o coeficiente do termo de grau 2), porém novos termos aparecem também.
Dessa forma, nao se deve esperar um féormula para determinar qualquer polinémio carac-
teristico, a menos da expansao do determinantes por meio dos cofatores, o que pode ser
laborioso, para matrizes de ordem superior.

Consideremos entao

a b ¢ d 1
A=|€ f g h e x= |"2
1 g ko1 T3
m n o p Ty

Desenvolvendo det(A — Ix), teremos
e O coeficiente do termo de grau 4 é 1.

e O coeficiente do termo de grau 3 é igual a —tr(A).
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e O coeficiente do termo de grau 2 é gr(A).

e O coeficiente do termo de grau 1 é

—(det(A11) + det(Agy) + det(Ass) + det(Ayy)).

e O coeficiente do termo de grau 0 ¢ det(A).

Podemos assim observar que, a partir de n = 4, aparece um novo termo, cujo calculo pode
ser ainda mais longo que o de gr(A), a menos que a diagonal principal de A contenha
alguma(s) entrada(s) nula(s). Todavia, um padrao padrao polinomial pode ser observado
na determinacao da equagao caracteristica de uma matriz A de ordem n, o qual é

(=)™ (A" — tr(A)A" + gr(A)N"2 4 -+ (—1)"det(A)) = 0.

Dessa forma, podemos extrair uma propriedade bastante interessante acerca das raizes
de tal equacao, uma vez que, pelas relagoes de Viéte, a soma e o produto das raizes do
polinémio

p(A) = (=1)"(\" — tr(A)AN"F + gr(A)N"2 4 -+ + (=1)"det(A))

sao, respectivamente tr(A) e det(A). Isto porque,

M A= (1) — tr(A).

(—1)" det(A)
(=1

Observe, por exemplo, que na matriz C do Exemplo 4.4

Ao\, = = det(A).

MA+X+A=14+(-2)+3=2=1tr(A)

Um comentario adicional, o qual serd importante na compreensao do Teorema Es-
pectral (Apéndice) é que, as raizes do polindémio caracteristico de uma matriz triangular
estdo dispostos em sua diagonal prinicipal. De fato, seja T = [t;;]nx» uma matriz tri-
angular. Como sabemos, o determinate de uma matriz triangular é igual ao produto
das entradas de sua diagonal princiapal. Como T é triangular, entao a matriz T — A\I é
também triangular, onde seu determinantes coincide com o polinémio caracteristico de
T, isto é,

0=det(T — AI) = (t11 — A1) -+ (fpn — )5

o que nos fornece A\ = t11,..., Ay = tyn-

Tendo em vista tudo o que foi apresentado nesta se¢ao, uma pergunta pode ser le-
vantada: “ Eziste alguma condi¢cdo mecessdria e suficiente para que uma matriz seja
diagonalizavel?” Felizmente, a resposta é sim e a prova disso se encontra no

Teorema 4.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao A € diagonalizdvel
se, e somente se, os vetores associados as raizes do polindomio caracteristico de A forem
linearmente independentes.
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Demonstrag¢ao. Suponhamos que A seja diagonalizavel. Existem entao uma matriz X
invertivel e uma matriz diagonal D, tais que AX = XD. Esta ultima igualdade pode ser
escrita como

[Axl Axn} = [Alxl )\nxn} )
onde X1, ...,X, sao os vetores colunas de X associados as raizes A, ..., \, nesta mesma
ordem. Como X ¢ invertivel, segue do Teorema 3.3 que os vetores coluna xi,...,X,

sao linearmente independetes. Reciprocamente, se os vetores associados as raizes do
polinémio caracteristico de A sao linearmente independetes, entao as igualdades Ax; =
MX1,...,Ax, = \,X, implicam AX = XD. Pela independéncia linear dos vetores
coluna de X, decorre pelo Teorema 3.3 que X ¢ invertivel, o que nos permite escrever
A = XDX™! o que significa que A é diagonalizavel. O

4.2 A diagonalizagao de matrizes na rotacao de conicas

Antes de iniciarmos aplicarmos o processo de diagonalizagao para realizar translagoes e/ou
rotacoes de conicas, necessitaremos do conceito de matriz ortogonal, o qual é definido a
seguir.

Definicao 4.5. Uma matriz A quadrada de ordem n € dita ortogonal quando
AT =A"!
0 que equivale a

ATA = AAT =1

Em outras palavras, a defini¢ao acima nos diz que uma matriz é ortogonal se, somente
se, esta for igual a sua inversa. A matriz

V6 2V6
5 5

2v5 5
5 5

¢ um exemplo de matriz ortogonal, pois

V5 25 V5 25

5 5 5 5:10
26 V5 | |_2v6 6 0 1}
5 5 5 5

Definicao 4.6. Diz-se que uma matriz quadrada A é ortogonalmente diagonalizdvel
se existe uma matriz ortogonal P e uma matriz diagonal D, tal que

A = PDP7.

Nesse caso, diz-se que P diagonaliza ortogonalmente a matriz A. A defini¢ao acima
¢ de grande utilidade para o processo de rotagao, uma vez que, permite que provemos
um resultado que associa matrizes ortogonais e matrizes simétricas, como por exemplo a
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matriz M de uma forma quadratica ¢. Antes disso, observemos abaixo um exemplo de
matriz ortogonalmente diagonalizavel

V5 _2V5 V5o 26
-1 21 _ |75 75 5 5
22 2v5 V5 | [0 2] | _2v5 5
5 5 5 5

Teorema 4.2. Uma matriz A € simétrica e diagonalizdvel se, e somente se, € ortogo-
nalmente diagonalizdvel.

Demonstracao. Se A é diagonalizavel, entao, temos que, existe uma matriz X e uma
matriz diagonal D, tal que
A =XDX .

Agora, notemos que, sendo A simétrica, tem-se
A =A"T = (XDX ) = (XH'DX".
Porém, como sabemos, a forma de diagonalizar a matriz A nao é tnica, de modo que
A = (XHTDX”

é também uma forma diagonalizada de A. Dai, A seré orotogonalmente diagonalizada
se, e somente se, (X1)T = X. Multiplicando ambos os membros desta tltima igualdade
por X!, obtemos
X I(XHt = X71X
& XXt =1
& (XTX)™t =1
& XTX = 1,

ou seja, X é ortogonal e assim A = XDX”. Reciprocamente, se A ¢ diagonalmente
ortogonalizavel, entao, existe P e D diagonal, tais que A = XDX” e assim

AT = (XDX!)T = (XT)'DX" = XDX' = A,
isto é, A é simétrica. O

Tendo conhecimento das defini¢oes e resultados acima, consideremos agora uma fungao
quadratica @ : R? — R

o(x,y) = Az® + 2Bay + Cy* + Dx + Ey + F.

Note que a mesma pode ser escrita sob a forma matricial
A Bl |z x
¢(z.y)=[z y] [B C] M D E] M [F]
Dai, fazendo x = [ﬂ , N =[D E]eP=[F], aigualdade acima se resume a

o(z,y) =x" Mx+ Nx+P. (4.1)
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Agora vamos supor que M ¢é diagonalizavel. Sendo esta simétrica, segue do Teorema
4.1 que a mesma ¢é também ortogonalmente diagonalizavel. Dessa forma, por definigao,
existe P ortogonal e D diagonal, tais que

M =PDP7T,

de modo que
x' Mx = x'PDP"x = (P"x)"D(P”x).

Tomando y = PTx, podemos multiplicar (& esquerda) ambos os membros desta tltima
por PT ¢, sendo P ortogonal, temos que P7 = P~! ¢ assim obtemos x = Py. Em seguida,
antes de reescrevermos (4.1), observemos que

y = PTx = {Pn pzl} [ﬂ _ [ﬂ ’
P12 P22| |Y Yy

onde T = P11 + P21y € Y = P12% + Pay.

XTMX = yTDy = [)\1%2 + )\2@2],
com Ay e Ay sendo as respectivas entradas nao-nulas de D, ou seja, as raizes da
equacao caracteristica de M.

Nx = NPy = [D'7 + E'g],
onde
D" = Dpy1 + Epa
E' = Dpis+ Epsy’

Agora, utilizaremos um abuso de notagao, omitindo os colchetes e escrevendo F' ao
invés de P = [F], de modo que a forma quéadrica em (4.1) passa a ser

@Y = MT*+ NP+ DT+ EY+ F. (4.2)

Observe que o termo contendo zy desapareceu, o que nos fornece a forma quédrica ro-
tacionada, contendo seus eixos de simetria paralelos aos eixos x e y, respectivamente.
Resta entao determinar o vetor de translacao, o qual serda determinado pelo método de
completar quadrados, onde este, sendo aplicado a igualdade acima, nos fornece

D'\’ E\?
T,y =M|(T AT - F. 4.3
?(T,7) 1($+2/\1) + 2(y+2>\1> (4.3)
! _ (Dl 2 (E/)2 : P4 13 7
onde ' = —F + N + SV Note que os termos lineares também “desaparecem

apos a completagao de quadrados. Dessa forma, a mudanca de coordenadas realizada nos
trés pontos acima elimina o termo que contém xy, mas os termos lineares permanecem,
porém de maneira implicita. Dai, para @(7,y) = 0, decorre que

~1, (4.4)




onde o vetor de translacao é
D FE
v=|—,— .
(20 2)
Dessa forma, para eliminar os termos lineares, basta aplicarmos uma translagao de vetor
—v a @, obtendo assim @, cuja equagao quando @(Z,7) = 0 ¢ dade por
=2 =2

T
L7

(VE) (VB

Exemplo 4.5. Vamos identificar a forma quéadrica ¢ : R?* — R, com ¢(z,y) = 72> —
6zy + Ty + 2z + 10y — 4, quando @(z,y) = 0. Incialmente, vamos diagonalizar a matrix
M de @. Ja sabemos que A\ =4 e Ay = 10. Dali, para A = A\{, obtemos o sistema

3r—3y=20
—3x+3y=0"

=1. (4.5)

. . 1
cuja solugao é x = y e, tomando y = 1, obtemos x = 1, de modo que o vetor [ } esta

1
associado a \;. Ja para A = \g, o sistema obtido é

—3r—3y=0
—3r—3y=0"

- . . -1 , .
com solucao x = —y. Assim, pondo y = 1, segue que x = —1 e assim [ 1 } esté associado
a Ay. Obtemos assim a matriz )

1 -1
x=|} } |

Temos assim que

1 —1][4 0
M:L 1} 0 10} B

N N
N[~ N~

Porém, notemos que X! # X7, ou seja, X nao é ortogonal. Para resolver isso, basta
normalizarmos os vetores xX; e Xo, isto é, tomarmos os vetores

(V2
u= . x; = | 2
[N R BV
L 2
[_ V2
V= L X, = | 2
%22 V2
L 2
Obtemos assim uma matriz ortogonal
V2 V2
2 2
P = ,
V2 2
2 2



tal que

ﬁ_ﬁ40 V2 V2

|2 2 2 2| _ T

M= VZ 2 {0 10} V2 2 = PbP
2 2 2 2

Assim, decorre que
x! Mx = 47% + 107°.

Agora, resta determinar D', E' e F’, o que ja é conhecido como fazer. Logo

D=2 f+10 \f =6
E’:2-< \f>+1o i:

(6v2)? (4\/_)2 _ 93
14 410 ~ 10

&
%

Flm—(-4)+

o que finalmente nos permite escrever
2 2
Ee2e) | (e2)

Ve T WE

onde a equacao acima caracteriza uma elipse de centro (—34ﬁ, —g) , a qual chamare-

mos de E. Para escrevé-la de uma maneira mais simples, basta aplicarmos uma translagao

a E pelo vetor (3%4/5, g), de modo a obtermos a elipse ﬁ, com equagao

Logo, podemos concluir que a equacido 7z — 6zy + 7y? + 2z + 10y — 4 = 0 representa
uma elipse, a qual ja haviamos obtido no Exemplo 3.12 e a chamamos de FE.

Quanto aos focos de E, estes podem ser encontrados de duas maneiras:

e A primeira é partindo dos focos ?1 e ?2 de f, os quais ja conhecemos do Exemplo

3.12. Aplicamos entao uma translagao de vetor v = (—3%4/5, —g), e assim

B [ —3(5v2+V62) ]
Fi=F +v= _2‘)@
L 5 i
[3(—5v2+v62) ]
= = 20
Fo=Fq+v= _g
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Em seguida, aplicamos uma rotacdo de 45° no sentido anti-horario a F; e Fs, de

modo que
V2 V27 [=306v2+V62) —3v/31-11
F = 2 2 20 _ 20
V22 V2 —3v/31-19
2 2 5 20
V2 V27 [3(=5v2+V62) 3v/31-11
Fy = 2 2 20 _ 20
V2o V2 V2 3v/31-19
2 2 5 20

resultado este que ja havia sido encontrado no Exemplo 3.12. Se considerarmos
V31 = 5,56776, obtemos

Fy = (—1,38516, —1,78516) Fy, = (0,285165, —0,114835)

Y

e A segunda maneira é, partindo do centro de E, o qual ja sabemos que é (— 34ﬁ —

5
Como é sabido se uma elipse possui centro (h, k), entao seus focos sao (h + ¢, k),
onde ¢ = +Va? —b%,a > b. Como ¢ = 362 decorre que

20 7

F—( 33 3/62 \/‘> <—3(5\/§+\/6_2) ﬁ)
=\ 4 20

20 y 5
F ( 3V3 | 3V62 f) (3(—5x/§+¢@> @)
2= 4 T 20 > 20 75

Dali, aplicando uma rotacao de 45° no sentido anti-horéario, obtemos Fj e F5, como
ja foi visto acima.

Vale ressaltar que a elipse E obtida no Exemplo 4.5 nao é aquela obtida no Exemplo
3.12, uma vez que, neste tltimo, a translacao ¢é realizada primeiro e em seguida é realizada
a rotagao. Ja no Exemplo 4.5, a ordem é contraria, ou seja, primeiro ¢ realizada a rotacao
e, por fim, a translagao (Figura 4.2). Tais exemplos mostram por si que, independente da
ordem que sejam aplicadas as transformagoes lineares (rotagao e translagao), o resultado
obtido é o mesmo.

144



&l

Figura 4.2

Fonte: O autor

Antes de finalizarmos esta se¢ao, é necessario lembrar que, quando um dos autovalores
¢ igual a 0, ndo se pode utilizar a forma (4.4), muito menos (4.5). Em casos assim, como
adverte CAMPOLINO [12], é possivel que a forma quadratica em questdo seja uma
pardbola. Em casos assim, utilizaremos (4.2), a qual se resume, tomando Ay = 0 (por
exemplo), a

9@y =T+ DT+ EY+F.
Para entender o que fazer em situagoes como esta, vamos utilizar a técnica de diagonali-
zacao para identificar a forma quadratica ¢, tal que

1, L, 1142v2 | 11-2v2 | 121436v/2
(p(may)_ix —:r;y—l—§y - 4 T+ 4 Y+ 32 )

a qual ja sabemos, pelo Exemplo 3.10, que quando @(z,y) = 0 temos a parabola Grgr.
Mas utilizaremos a diagonalizacao orotogonal para verificar tal fato. Temos entao que a

matriz de @ é

1 1
| 2 T2
M=
2 2
cuja forma ortogonalmente diagonalizada é
_ V2 V2 Lo [~ V2
2 2 2 2 T
M = = PDP",
V2 V2 {0 0} V2 V2
2 2 2 2

com A\; =1 e Ay = 0. Dai, vem que
x" Mx = [77]
e, além disso
D' = HT\@ e E = -1,
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0 que por sua vez implica

Nx = [11\/§§_y} )

Temos assim

—_— — _ 11v2_ 12143612
?(T,y) =7 + i/—w—erg—z\/_.

Como podemos observar, nao é possivel completar quadrados para 7, uma vez que a forma
bl )
quadratica acima nao possui termo com y2. Porém , notemos que ¢(7,7) = 0 equivale a

_ 11v/2_ 121 2
=1 + i/_ac+ —5?2)6\/_7

equagao esta que, como ja se sabe, é de segundo grau e representa uma parabola (a qual
chamaremos de P), assim como ja era de se esperar, visto que a expressao de @ ja havia
sido obtida no Exemplo 3.10. Completando quadrados e reescrevendo a equagao acima
em sua forma padrao, obtemos

(- () -3 -20)

0 que nos permite concluir que P ¢ uma parabola cujo vértice é

(_M M)
8 7 8 ’

Dai, fazendo uma translagao de vetor v =

(%;/5, _9Tg§)’ obtemos @, tal que

=2
:l"

<

ou seja, uma parabola com vértice na origem, que serd chamada de P. Temos entao
comprovado que @(z,y) = 0 e Grgr sdo ambas a mesma parabola.

Y

ol

Grrr

Figura 4.3

Fonte: O autor
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Note que, se quisermos determinar o foco de Grry com as informagoes obtidas nesse
exemplo, precisaremos seguir mais alguns passos. Com efeito, como visto no Exemplo
3.10, sabemos que @ é resultado de translacoes e rotagoes sobre a parabola de equacao
y = 22 — 5z + 6. Entao, cabe a pergunta: “E possivel reverter o processo?”. A resposta é
“sim”. Para tanto, observemos que a diretriz de P é

—_ 9v2-2
yZIT,

enquanto que a reta diretriz de P é y = zll Precisamos entao determinar a parabola, cujo

. 1 e . N -
vértice tenha ordenada —7 ecuja distancia a origem seja igual a distancia do vértice de
P a origem. Ora, a distancia de P a origem é

2 2
\/(0+HT\/§> +(0—¥) _ vion

4

Devemos entao determinar o ponto (h, —i) que possui distancia igual ao valor obtido

logo acima. Assim, devemos ter

\/(O—h)2+<0+%)2=%:>

Portanto, a parabola procurada deve possui vértice (%, —i), ou seja, com equacao

5\ 2 1 1
(¢-3) =43 (v+1).

y = x> — 5z + 6,

>
I
pofon

que pode ser reescrita como

que é, de fato, a equagao da parabola G' do Exemplo 3.10.

Y

Grrr

Figura 4.4

Fonte: O autor
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Tais informagcoes nos permitem agora determinar:

e O foco de Grrr: Note que o foco de Pé (O, %) Dai, aplicando rotagao de 45° no

sentido horario, obtemos

V2 V271 V2

/ 2 2 8
P = 1=

V2 V2 [—g] V2

2 2 8

Em seguida, aplica-se uma translacao de vetor u = <g, —%) a P’ (note que este é

o foco da parébola Grr do Exemplo 3.10) de modo a obtermos o foco P” de P
V2420
8

V22
8

P// —

e A reta diretriz de Grry: Sabemos que P’ pertence a reta y = . Logo, seu simétrico

\/?5, —g), esta sob a reta diretriz de Ggrr. Logo,

para determinar a equagao de tal reta, basta aplicarmos uma translacao de vetor

em relacao a esta reta, isto é, (—

<_\/?§’ _\g) a reta y = —x (perpendicular a y = x), de modo a obtermos
/ ﬁ — / ﬁ
y+-g = —1r -3
~ y/ = —:L'/ J— ﬁ

4
) a reta obtida logo acima, o

=

Por fim, aplicamos uma translagao de vetor (g, —

que por sua vez resulta em

18—2+/2
y”:—I”“r‘ 8\/_7

a qual é a reta diretriz de Grgr.

/I
o
e >
% @
/
\ .F P —
\_// 'Prf
V2
y =o' - y,,:im,,+18—82\/§
Figura 4.5

Fonte: O autor
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Observe que poderiamos ter determinado o vértice de Grrr apenas multiplicando a

matriz P pelo vetor (—%;/5, M), ou seja,

8
V2 V2T [ 11V2 5
2 2 8 _ 2
V2 V2 9v2 1
2 2 8 4

Finalizamos assim esta secao, tendo como objetivo seguinte, a apresentagao de uma
aplicagao de matrizes, onde estas, assumem a caracteristica de um niimero, embora nao
deixem de ser matrizes, pois como ji vimos, um nimero real e uma matriz nao sao a
mesma coisa.

4.3 Exponencial de Matriz

Antes de abordamos o foco principal desta secao, faz-se necessario definir a nogao de
exponencial escalar de um ntmero real a, isto é, um ntmero da forma

1 1 1

a _ Lo L3 L4
e—l—l—a—f—Q!a +3!a +4!a+ ,
o qual representa uma poténcia do famoso nimero de Fuler'®. Tal definicao ¢ importante,
visto que a soma acima é infinita, logo, ao realizarmos uma soma infinita de determina-
das matrizes, poderemos obter determinar o resultado da soma infinita das respectivas
entradas de cada uma delas. Dito isto, podemos entao seguir para a definicao chave desta
Secao.

Definicao 4.7. Seja A uma matriz quadrada. A exponencial da matriz A ¢ dada por
1

1
A _ 2
e —I+A+—2!A +3!

1
A3 + — A4 + ...
4!
Embora a matriz A apareca como um expoente, o resultado de e® ndo é um nimero,
como podemos notar na definicao acima, uma vez que a soma de matrizes é uma matriz.
Para melhor compreender, vamos calcular P, onde D é uma matriz diagonal de ordem

16 eonhard Euler, um dos maiores e mais prolificos mateméaticos que o mundo j& produziu, nasceu em
Basel (Suica), em 15 de abril de 1707 e morreu em S&o Ptesburgo (Russia), em 18 de novembro de 1783
[20].

149



10 0 d, 0 0 d2 0 0
01 0 0 dy 0 110 4 0
= 0. . | T o +
0 0 1 0 0 d, 0 0 d?
'1+d1+%d§+--- 0
_ 0 1+d2+%d§+-~
i 0 0 Lt dy + g+ -
et 0 0
0 e® 0
|00 edn
Vale ressaltar que a exponencial de uma matriz nao apresenta todas as propriedades
da exponencial de um escalar, como por exemplo, ndo é verdade que eAeP = ¢A*B

para quaisquer matrizes A e B. Neste caso, é necessario que AB = BA, porém nao
provaremos tal fato, a fi de nao fugir do escopo do presente trabalho. Porém, sera
provado adiante um teorema de grande importancia para o célculo de exponenciais de
matrizes diagonalizaveis.

Definicao 4.8. Duas matrizes A e B sao ditas conjugadas ou semelhantes se existe
uma matriz Q invertivel, tal que

AQ = QB,

0 que € equivalente a

A =QBQ .

A defini¢ao acima é uma generalizacao da Defini¢ao 4.1, uma vez que a matriz B nao
necessariamente precisa ser diagonal. Temos, por exemplo,

R R R R

As matrizes conjugadas apresentam a seguinte propriedade: Sejam A e B duas matrizes
cunjugadas por uma matriz Q. Entao € verdade que

A"Q =QB",

para todo n € N. De fato, observemos que, dado um ntmero natural qualquer, temos
que

A"Q = A" 'AQ = A" !QB.

Repetindo novamente o argumento acima, obtemos

A"1QB = A" ?AQB = A" QBB = A" ?QB”.
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Continuando a aplicar o argumento acima sucessivas vezes, decorre que
A"Q =QB".
Tal propriedade nos permite enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.3. Se A e B sao matrizes conjugadas por uma matriz invertivel Q, entdo
as matrizes eAQ e QeP sao também conjugadas. De forma resumida,

AQ=QB = ¢*Q = QeB.

Demonstracao. Temos que
AQ = (T+A+5A%+-)Q
= Q—i—AQ—i—%AQQ—F--'
-~ Q+QB+ 5;QB? + ---
= Q<I+B+%B+--->
= QcP,
onde a terceira igualdade acima ocorre devido ao Teorema 4.2. O]

Note que o Teorema acima ¢é equivalente a
AQ=QB = ¢* =QeBQ .
Dessa forma, se A é diagonalizéavel com AX = XD, decorre que
et = XePX L

Exemplo 4.6. Sabemos do Capitulo 4 que

1 1
AL 2_[11[-10]|z 3
T4 3T -1 2/ 052 1
3 3
Assim, tem-se que
e = XePX!
1 1
- 1 1] et 0 3 3
=1 2|0 €2 1
3 3

. [99,065 —49,348
~ 197,762 —99, 065

Agora que ja sabemos como resolver exponenciais de matrizes diagonalizaveis, vamos
aplicar tal conhecimento na resolucao de problemas de valor inicial, isto é, problemas
que envolvem uma matriz Y'(¢) da forma

Y'(t) = AY (1), (4.6)
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onde Y (t) = e'2Y(0) = €AY, ¢ uma matriz que depende de t € R, Y(0) = Yy é um
vetor coluna chamado condi¢cao inicial e A ¢ uma matriz diagonalizavel. Como A ¢é
diagonalizavel, entao existe uma matriz X invertivel e uma matriz diagonal D, tais que
A = XDX™!. Assim, podemos escrever Y (t) da forma

Y (t) = XePX 1Y,

Agora notemos que X 1Y, ¢ uma matriz coluna, logo podemos escrevé-la como um vetor
c, isto é,
€1
X 'Yy=c=

Cn

Dai, escrevendo X como uma matriz de blocos [Xl x -Xn}, segue que
Y(t) = [Xi--- X, Pl = [ e Xy + -+ eMX ]

Com absuso de notagao, podemos excrever simplesmente
Y (t) = c;eMXy + -+ cpe™tX,.

Agora vamos utilizar um exemplo para entender de fato o que as matrizes Y'(t) e
Y (t) representam.

Exemplo 4.7. Dois tanques A e B possuem a mesma capacidade de 240 L. No interior
do Tanque A foram dissolvidos 80g de sal, formando assim uma salmoura, a qual circula
pelos canos que conectam os tanques A e B conforme a figura a seguir

Agua Salmoura
12 L/min 4 L/min

—_—

. | |

Tanque A Tanque B

I I I

—_ —_—
16 L/min 12 L/min
Salmoura Salmoura

Figura 4.6

Fonte: O autor

Observe que ha um fluxo de 15 L/min de agua pura entrando no Tanque A, enquanto
h& um fluxo de saida igual a 15 L/min de salmoura saindo do Tanque B. Além disso,
ambos os tanques recebem 16 L. de mistura por minuto, o que nos leva a concluir que o
volume ocupado por ambos continua sendo de 240 L. Agora, chamando de y;(t) e y2(t)
as respectivas quantidades de salmoura nos tanques A e B no instante ¢, temos que
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Taxa de entrada de salmoura no Tanque A

(4 L/min) (y;ié) g/L) = yég) g/min

Taxa de saida de salmoura do Tanque A

(16 L/min) (%T(é) g/L) — 20 i

Taxa de variacao de quantidade de salmoura para o Tanque A

60 15
e Taxa de variacao de quantidade de salmoura para o Tanque B
yi(t)  y(t)
/ 1) — .
Obtemos assim
(] _ 715 @l [m)
Y’t:[yl}: 15 60 [yl]:AYt'
O=lw) = | £ 1] ) =AY
15 15
Agora, sabendo que
80
YO - |: 0 :| )
e diagonalizando A, o que nos fornece
i 1 11
At 1730 Y 2 1
T2 2| g L 117
i 1004 L 2 4

segue que

¥(1) = vt [1] 4 gt [1] =[x —cae i
0 2 ? 2] [2cie7 30" 4 2c0e 100 |

Por fim, para determinar os valores das constantes ¢, e ¢y, basta notar que
80| | 40
0 [—40

40e~ 3¢ + 40e~ 10t
80e~ 30t — 80e 10t

NS PN

e assim vio [

O exemplo acima nos mostra que a matriz Y'(t) esté relacionada com taxas de variagao
de uma determinada quantidade de salmoura ao longo do tempo , ao passo que a matriz
Y (t) fornece as quantidades de salmoura de cada tanque no momento t. Vejamos abaixo
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os graficos de das quantidades de salmoura nos dois tanques ao longo dos 100 primeiros
minutos.

salmoura (em gr)

[

80
60
yilt)
40
Ya(t)
20
0 50 10 60 50 00 ¢ (emmin)

Figura 4.7

Fonte: O autor

Note que em um dado momento ¢, as quantidades de salmoura em ambos os tanques é
exatamente igual. Para determinar um tal ponto, basta resolvermos a equagao a seguir

40e~ 30t + 40e~ 1t = 80e w0t — 80~ 1ot
& 40e 1 (ets +1) = 80e 10(ets — 1)

& eis = 3
= t = 15In3

Dai, considerando In3 =,0986, decorre que no momento ¢ = 16,48 min (aproxima-
damente 16 minutos e 29 segundos), as quantidades de salmoura nos Tanques A e B
coincidem.

Ainda com base no Exemplo 4.7, vamos entender o significado das raizes \; = —%
e N = —% do polinémio caracteristico da matriz A. Observemos, para tanto, que o
decrescimento percentual da quantidade de salmoura no tanque A apds 1 minuto é dado
por

yi(1) —4:(0)
y1(0)

Note que este é também o decrescimento percentual médio no intervalo [0,1]. Para
calcular o decrescimento percentual médio no intervalo [0, 2], basta fazermos

() = 01(0) | 51(2) — a(1)
‘( n©) () )

2
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Agora, utilizando a ideia acima e com auxilio de um software matematico, obtemos a
seguinte aproximagao

1 y1(1) — 41(0) y1(1184) — y1(1183) ~
1184 ( y1(0) Tt y1(1183) ) = —3,334%,

ou seja, o decrescimento percentual médio no intervalo [0,1184] é aproximandamente
—3,334%. Por outro lado, temos que

1
—— 3,333
30 Y %7

o que nos leva a concluir que araiz A\; = —% nos fornece o decrescimento percentual médio
de y1(t) ao longo do tempo ¢, quando t assume valores altos. Quanto a quantidade yo(t),
¢ de se esperar que sua taxa de decrescimento seja 10%, tendo em vista que Ay = —%, 0
que nao ¢é verdade, como podemos constatar até mesmo por mera inspecao do grafico, pois
y2(t) aumenta durante um certo periodo e em seguida passa a decrescer. Porém, uma
aproximacao para tal média de decrescimento percentual ¢ obtida de maneira analoga
para y(t), contudo, a mesma somente é atingida para ¢ > 5000. Por exemplo, para

t = 5500, obtemos

1 (2(2) —pi(1) ¥1(5500) — y1(5499)
5500< ny T y1(5499)

> >~ 3 922%.

Note que a diferenca percentual entre 3,333% e 3,222% ¢é aproximadamente igual a
3, 333%.

O Exemplo 4.7 enquadra-se como um problema de Andlise de Redes'”, por se tratar
de uma situacao que envolve “fluxo de entrada igual ao fluxo de saida”.

Uma tltima evidéncia quanto ao significado das raizes do polinémio caracteristico de
uma matriz esta presente no exemplo 1.22, onde foi calculado o crescimento populacional
anual médio. Utilizando um software matemaético, pode-se encontrar uma dessas raizes,
a saber A = 1, 84886, a qual indica o crescimento anual médio de aproximadamente 84,9,
o que esta de acordo com a aproximagao obtida no referido exemplo.

I7A palavra “rede” pode ter varios significados, uma vez que trata-se da relacio entre dados. Dessa
forma, a analise de redes possui aplicagoes em vérias areas, tais como planejamento de projetos, sistemas
complexos, circuitos elétricos, redes sociais, sistemas de transporte, redes de comunicacao, epidemiologia,
bioinformatica, sistemas de hipertexto, analise de texto, bibliometria, teoria organizacional, pesquisa
genealogica e analise de eventos [11].
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5 Sobre ntimeros complexos e quatérnios

5.1 Numeros complexos

O conjunto dos ntmeros complexos ¢ definido como sendo
C={a+bi;i=+v—-1eabeR}.

Tais nimeros demoraram bastante tempo para serem estudados, pois, segundo ANDRE-
ESCU [2], até o século XVIII, matematicos evitavam equagoes quadraticas que nao pos-
sufssem raires reais, sendo 22 +1 = 0 a mais simples entre elas. A letra i acima, de acordo
com DUNHAM [29], foi utilizada pela primeira vez por Euler em seu livro Elements of
Algebra para representar v/—1.

Um ntimero complexo z = a+ bi qualquer é dividido em duas partes, sendo uma delas
a parte real Re(z) = a e a outra, sua parte imaginaria Jm(z) = b. Dessa forma, dois
niameros complexos z; = a + bi e z = ¢ + di sdo iguais, se e somente se, a = Re(z;) =
Re(z2) =ceb=7Tm(z) = Tm(z) = d.

As operagoes de soma e multiplicacao de numeros complexos sao bem definidas, uma
vez que, dados dois niimeros complexos z; = a + bi e zo = ¢ + di, tem-se que a soma e o
produto destes sao ainda ntmeros complexos, como podemos observar logo abaixo

o zi+xm=a+bi+ct+di=(a+c)+ (b+d)i
e 2 -2z = (a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

Os nimeros complexos apresentam as propriedades a seguir, as quais podem ser fa-
cilmente verificadas: Sejam 27, 29 € z3 ntimeros complexos, tem-se

* Comutatividade: z1 + 29 = 29 + 21

* Associatividade: z1 + (22 + z3) = (21 + 22) + 23
* Distributividade: z(zy + 23) = 2122 + 2123

* Elemento neutro (soma): z; + 0 = z

x FElemento neutro (multiplicagcdo): z -1 = z

* Inverso aditivo: Ezxiste um tunico elemento u = —zy, tal que z1 +u = u + z, = 0,
para qualquer que seja z; € C.

x Inverso multiplicativo: Existe um tinico elemento w = 2y ', tal que zjw = wz, = 1,
para qualquer que seja z; € C.
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Tendo em mente o conceito de ntmeros complexos, bem como suas principais propri-
edades, buscaremos agora uma maneira de relacionar nimeros complexos com matrizes.
Para tanto, vamos inicialmente considerar a equacao

X? =1, (5.1)
m n ) - .
onde X = [p ], com m,n,p,q € R eI é a matriz identidade de ordem 2. Para
determinar as entradas da matrix X, notemos que (5.1) nos fornece as seguintes equagoes
m* +np = —1 (5.2)
n(m+q) =0 (5.3)
p(m+q)=0 (5.4)
P +np=-—1 (5.5)
Note que, se m + ¢ # 0, entao segue de (5.2) e (5.3) que n = 0 e p = 0. Dai, por (5.2)
decorre que m? = —1, de modo que m nao assumiria valores reais. Ja, se m + ¢ = 0,
entdo ¢ = —m e assim, segue de (5.2) que
1+ m?
pP=— )
n
o que nos fornece
- m n
= 2 ) 5.6
_14m —m ( )
n
As matrizes X que satisfazem (5.1), isto é, da forma (5.6), sdo involugoes. Tomando
m=0en=—1em (5.6), obtemos uma matriz, a qual chamaremos de Z, dada por
0 —1
7- {1 0] |

A matriz acima sera de grande importancia no estabelecimento da relacao existente entre
os nameros coplexos, isto porque seré através dela que faremos a correspondéncia de um
ntmero complexo com uma matriz. Tomemos assim um nimero complexo z = a + bi e
uma matriz Z = al + bZ. Notemos que

7 —al + bT = {“ _b}.
b a

Como sabemos, dois nimeros complexos sao iguais se suas respectivas partes reais e
imaginarias forem iguais e, além disso, duas matrizes sao iguais se suas respetivas entradas
forem iguais. Dessa forma, podemos estabelecer a seguinte sentenca: Dado um nuimero
complexo z = a + bi, existe uma unica matriz

a —b
2= 3 ")

associada a z. Tal associagao nos permite escrever os elementos de C como sendo
matrizes Z = al + bZ, ou seja,

10 0 —1
C—{Z—aI+bI7a,b€]R,I—{O J e I_[l O}}
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Podemos assim afirmar que tanto as operagoes como as propriedades enunciadas no
inicio desta secao podem ser provadas utilizando matrizes. Porém, como estas foram
provadas no Capitulo 1, podemos entao consideréi-las provadas. Vejamos, por exemplo,
que a multiplicagao de ntimeros complexos do ponto de vista matricial se d4 da mesma
maneira. Tomemos, para tanto, nimeros complexos z; = a + bi e 2o = ¢ + di. Sabemos
que estes correspondem, respectivamente, a duas matrizes

a —b c —d
zlz[b } e zzz{d }
Dai, temos que

Z, -

7 ac —bd —(ad + be)
> 7 lad+be ac — bd

= (ac — bd) [(1) (ﬂ + (ad + be) [(1) _01}

= (ac—bd)I + (ad + be)T.

Outra propriedade interessante conecta o moédulo de um ntmero complexo e o deter-
minante da matriz associada a este. O moédulo de um nimero complexo z = a + bi é

definido como sendo
|z| = Va2 + b2

a

b

—b . .
Agora notemos que, sendo Z = [ al? matriz associada a z, segue

det(Z) = a® + b* = |2)?,

isto é, o moédulo de z pode ser obtido por meio do determinante de Z.

5.2 Quatérnios

O termo quatérnio foi utilizado pela primeira vez, de acordo com KRAMER [35],
por William Rowan Hamilton!'®. Em seu livro Elements of Quaternions 28], Hamilton
definiu um quatérnio como sendo uma expressao quadrinomial da forma

q=w+ix+ jy+ kz,

onde w,x,y,z € R e i, j,k tais que

1] =k jk =1 ki=j
ji = —k kj=—i ik =—j

18William Rowan Hamilton (1805-1865), indiscutivelmente o maior cientista da Irlanda, nasceu em
Dublin (Irlanda). Ele realizou descobertas importantes tanto em Optica, como em Mecanica Analitica,
porém considerava a descoberta dos quatérnios o seu maior resultado [19]. Segundo VINCE [63], Hamilton
é reconhecido como criador da Algebra de Quatérnios, que se tornou a primeira algebra nao-comutativa
a ser descoberta.
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E importante lembrar que os quatérnios levaram algum tempo para assumirem a
forma acima. Como atesta VINCE [65], Hamilton inicialmente imaginou que assim como
os nameros complexos no plano possuem a forma a + bi, no espago teriam a forma a +
bi + ¢j. porém , o problema encontrado por Hamilton foi que, ao tomar dois termos
q1 = a1+ b1t + c1J e g = as + bt + o7, o produto entre eles resultava em

4142 = (a1a2 — b1b2 — 0102) + (albg + blag)i + (CLlCQ + Clag)j + blcgij + Clbgji,

significando assim que a multiplicacao nao estava bem definida, devido a presenca do
termo bycqoij + ¢1beji. Ainda de acordo com VINCE [65], Hamilton levou cerca de dez
anos para resolver tal problema, chegando a conclusao de que seriam necessarios trés
termos imaginarios i, j, k obedecendo as regras supracitadas.

Agora, com uma breve nocao historica dos quatérnios em mente, vamos estudar al-
gumas entre as varias propriedades que estes apresentam. Antes disso, uma observacao.
Assim como na vasta literatura sobre o assunto, vamos escrever, apenas por uma questao
estética, um quatérnio sobre a forma

qg=a+bi+cj+dk.

Ja sabemos que C = {a + bi;a,b € R e i = +/—1} representa o conjunto dos
numeros complexos. De forma parecida, podemos definir o conjunto dos quatérnio como

sendo
H={a+bi+cj+dk;abec,dcR e i’=j*=k=ijk=—1}.

Tanto a soma como a multiplicacao dos elementos de H, bem como as propriedades destas
operagoes (comutatividade, distributividade, elemento neutro, etc) estdo bem definidas.
De fato, sejam ¢ = a1 + b12 4+ ¢1j € ga = as + bat + ¢oj doi quatérnios. Entao

e Soma: g1+ g2 = (a1 + CZQ) + (bl + bg)Z + (Cl + CQ)j + (dl + dz)k‘
e Produto: ¢; -qo = A+ Bi+ Cj+ Dk

A = a1a9 — blbg — C1Cy — dldg
B = aiby +bias + cidy — dicy
C = a1Co — bldz + cias + dlbg
D = Cleg + blcg — Cle + d1a2

onde a expressoes acima decorrem diretamente das propriedades de soma e multiplicagao
de ntimeros reais.

Cabe agora verificarmos se é possivel representar quatérnios via matrizes, assim como
ocorre com os nimeros complexos. Felizmente, tal possibilidade existe. Para enxergé-la,
basta observarmos a expressao do produto de dois quatérnios. Note a seguir que esta
pode ser escrita, com um pequeno abuso de notacao, como produto de matrizes

A aq —b1 —C1 _dl a2

o B . . . b1 aq —d1 C1 bg

Do g2 = C [1 v k} B C1 dl aq —bl Co
D d1 —C1 bl aq d2

1 i j k]

Dai, tomando ¢ =14+0-7+0-54+ 0k =1, segue que

ay —bl —C1 —dl 1

_ b1 a; —d; C1 0 .
i = C1 d1 aq —bl 0 [1 v k] '
dy —a by ap| {0
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Como ¢, foi tomado arbitrariamente, podemos concluir que a todo quatérnio q = a+ bi +
cj + dk corresponde wma matriz da forma

a —b —c —d
b a —d c
c d a -—b
d —c b «a

Perceba que nao foi mencionada a unicidade, pois uma tal representacao nao é tnica
assim como para os numeros complexos. Vejamos que, por exemplo, podemos escrever g
sob a forma

a d —=b —c| |1
—d a ¢ —bl |0 .
1= b —c a —d| |0 [1 —k i ‘]]'
c b d al |0

E possivel representar um quatérnio ¢ = a + bi + ¢j + dk por uma matriz 2 x 2.
Afim de fazé-lo, notemos que um quatérnio pode ser escrito como um nimero complexo.
Bastando para isso observar que, sendo k = ij

g=a+bi+cj+dk=(a+bi)+ (c+di)j =2+ wj,
onde z = a + bi e w = ¢+ di. Dai, tomando dois quatérnios

¢ =a;+bit+cj+dik =2z +wj
q2:a2+bgi+62j+d2/€222+w2j

e calculando o produto entre os mesmos, obtemos
¢ - @2 = (2122 — wiW2) + (z21w2 + W1 Z3),

onde o resultado obtido deriva de uma reordenagao dos termos (semelhantes a A, B, C, D)
obtidos inicialmente na multiplicacao de dois quatérnios. Notemos entao que tal expressao
pode ser relacionada ao produto de matrizes abaixo

<1 Wy <2 W
—wr Z| |Twy 22
Dai, tomando ¢, = 1, decorre que ¢, esta relacionado a matriz
<1 Wy
—wi;

Porém, como ¢, foi tomado arbitrariamente, segue que todo quatérnio ¢ = a+bi+cj+dk =
z + wj pode ser relacionado & uma matriz 2 x 2 da forma

[z z_u] _ [a+bz’ c+di]

—-w z —c+di a—bi

= aly Y +ols G el g el g

= al +bT + ¢J + dK,
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onde

e Rt e B e B

Além disso, é facilmente verificicel que 7?2 = J? = K2 = -1 e
ITJ =K JIJK =T KI=J
JI =-K KJ =-1 IK=-J

Exemplo 5.1. O quatérnio ¢ = 14 2i+ 3j + 4k pode ser representado tanto pela matriz

1 -2 -3 -4
2 1 -4 3
3 4 1 =2
4 -3 2 1

como pela matriz
1+2i 3+4
344 1—2i|°
O modulo de um quatérnio ¢ = a + bi + ¢j + dk é calculado de maneira semelhante
ao de um namero complexo, sendo representado por

lq| = Va2 + b2 + 2 + d2.

Temos assim que, por exemplo, o médulo de ¢ = 1 + 2¢ + 35 + 4k é dado por

lg] = V12 +22 + 32 + 42 = V/30.

Por outro lado, se calcularmos o determinante da matriz associada a ¢, segue que

1 -2 -3 —4
2 1 —4 3 s
5 . 1_2_900_(¢%).
4 -3 2 1

Podemos assim suspeitar que existe alguma relagao entre o determinante da matriz asso-
ciada a um quatérnio e o seu moédulo. De fato, dado um quatérnio ¢ = a + bi + ¢j + dk,
decorre que

a —b —c —d
i y _Z | = @+ P = (VR AP+ D)
d —c b a

ou seja, o determinante da matriz associada € 1qual a quarta poténcia do modulo de um
quatérnio.

Uma outra maneira de associar um quatérnio a uma matriz 2 x 2 é escrevendo sua
matriz 4 X 4 como uma matriz de blocos

a —b|—c —d
b a | —d ¢
c d| a b
d —c| b a




Agora notemos que

Em seguida, tomando
a —b c —d -1 0
gl FOY E o PR B O
segue que podemos escrever a matriz associada a ¢ simplesmente como

Z W[
-WL Z |’

onde as matrizes Z e W sao associadas, respectivamente, aos nimeros complexos

z=a-+b e w = ¢+ di.
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Consideracoes Finais

A realizacao do presente trabalho traz uma abordagem que, espera-se ser significativa
tanto para o ensino, bem como para a prendizagem nao s6 de Algebra Linear, mas também
de outros ramos do conhecimento onde as matrizes e suas propriedades sao utilizadas.

A abordagem das conicas sob posi¢oes incomuns no plano, por exemplo, realizada
no Capitulo 3, gera a possibilidade de tratar de temas como transformagoes lineares no
plano para alunos de Ensino Médio, ainda que de maneira elementar. Este é um ponto de
partida para apresentar aos alunos uma das tantas aplicagoes das matrizes. Além disso,
quando e se possivel, trabalhar de tal tema utilizando softwares matemaéticos, pois estes
proporcionam a visualizagao geométrica das transformacoes lineares.

As diferentes maneiras de tratar de matrizes utilizando suas aplicacoes sao diversas,
uma vez que sao deixados varios exemplos de teor didatico, tal como o Exemplo 1.15, o
qual mostra como criptografar uma mensagem utilizando matrizes, o que pode propor-
cionar uma aula diferenciada sem fugir do tema principal. Até mesmo os tépicos que
geralmente sio vistos em graduacoes que possuem Algebra Linear na matriz curricular,
tais como Exponencial de Matriz, podem ser trabalhados em sala de aula, claro, depen-
dendo do nivel de aprendizado em que a turma se encontre, pois como ¢é sabido, o ensino
de Matemaética, de acordo com COIMBRA [13], apresenta os mesmos problemas e quei-
xas por parte dos alunos em relacao ao aprendizado dos conteiidos matematicos, desde
as séries mais elementares até o curso superior.

O que se espera deste trabalho é que, de alguma forma, ele possa contribuir posi-
tivamente para o processo de ensino-aprendizagem tanto para o Ensino Médio, como
também para o Ensino Superior. No que compete ao professor, é esperado que o material
aqui apresentado leve fornecca alguma nova alternativa para expor os contetudos voltado
as matrizes, de uma maneira mais dinamica, principalmente nos casos das turmas que
possuem mais dificuldades em compreender a teoria por tris das matrizes e suas propri-
edades. A busca de novas ideias é de grande importancia, pois, como ressalta PRADO
[54] apud MORAES [48], o professor precisa aprender a construir e a comparar novas
estratégias de agoes, novas teorias e novas formas de enfrentar um problema.

Espera-se, de um modo desafiador, que este material possa levantar ideias de traba-
lhos, agora direcionado ao ensino de matrizes no Ensino Fundamental, de modo que os
alunos possam estabelecer familiaridade com o contetido desde cedo, mesmo na eventu-
alidade de que sejam apenas as ideias basicas, como por exemplo, as quatro operacoes
entre matrizes. Portanto, espera-se que de algum modo, o trabalho aqui apresentado
possa contribuir de maneira auspiciosa para a Educagao.

163



Referéncias

[10]

[11]

[12]

[13]

ALLEN, Linda JS. An Introduction to Mathematical Biology. 2007.
ISBN, v. 10, p. 0-13.

ANDREESCU, Titu et al. Complex Numbers from A to... Z. Boston:
Birkh&auser, 2006.

ANTON, Howard; RORRES, Chris. Elementary linear algebra: applica-
tions version. John Wiley & Sons, 2013.

APT, Krzysztof R. Edsger Wybe Dijkstra (1930-2002): A portrait of a genius.
Formal Aspects of Computing, p. 92-98, 2002.

AYUB, A. et al. Perceived ease of use and usefulness of dynamic mathematical
software: Experiences of Malaysian secondary students. In: Proceeding of
the 7th WSEAS International Conference on Education and Educa-
tional Technology. Venice, Nov. 2008. p. 2008.

BALL, Walter William Rouse. A short account of the history of mathe-
matics. Courier Corporation, 1960.

BAPAT, Ravindra B. Graphs and matrices. London: Springer, 2010.

BASHARIN, Gely P.; LANGVILLE, Amy N.; NAUMOV, Valeriy A. The life
and work of AA Markov. Linear algebra and its applications, v. 386, p.
3-26, 2004.

BELHOSTE, Bruno. Augustin-Louis cauchy: a biography. Springer Sci-
ence & Business Media, 2012.

BOURBAKI, Nicolas. Elements of the History of Mathematics. Springer Sci-
ence & Business Media, 1998.

BRANDES, Ulrik. Network analysis: methodological foundations.
Springer Science & Business Media, 2005.

CAMPOLINO, Marcio Lopes. Translagao e rotacao de conicas em R2
Dissertacao (Mestrado em Matemaética) - PROFMAT, Universidade de Brasilia.
Brasilia, 2014.

COIMBRA, Jarbas L. Alguns aspectos problematicos relacionados ao
ensino-aprendizagem da algebra linear. Tese de Doutorado. Dissertagao
de mestrado, Universidade Federal do Para, Para, 2008.

164



[14]

[15]

[16]

[17]

[27]

[28]

[29]

COSME, Iria Caline Saraiva. Um método para o calculo da in-
versa de matrizes em blocos com uso limitado de memoéria. 2018.
Tese(Doutorado em Engenharia Elétrica e de Computagao) - Universidade Re-
gional do Rio Grande do Norte,2018.

CUNHA, Simone Miguez; CARRILHO, Denise Madruga. O processo de adap-
tacao ao ensino superior e o rendimento académico. Psicologia escolar e
educacional, v. 9, n. 2, p. 215-224, 2005.

DANTE, Luiz Roberto. Matematica: contexto e aplicagoes, vol. 3.
Ensino Médio. Sao Paulo: Atica, 2010.

DENCKER, Ada de Freitas Maneti. A pesquisa ea interdisciplinaridade
no ensino superior: uma experiéncia no curso de turismo. Tese de
Doutorado. 2000.

DIESTEL, Reinhard; SCHRIJVER, Alexander; SEYMOUR, Paul. Graph
theory. Oberwolfach Reports, v. 7, n. 1, p. 521-580, 2010.

DIMITRIC, Radoslav M.; GOLDSMITH, Brendan. Sir William Rowan Hamil-
ton. Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, v. 35, n. 5, p. 277-279,
1990.

DUNHAM, William (Ed.). The genius of Euler: reflections on his life
and work. MAA, 2007.

DUNHAM, William. Euler: The master of us all. American Mathematical
Soc., 2020.

FAVARAO, Neide Rodrigues Lago; ARAUJO, Cintia de Souza Alferes. Im-
portancia da interdisciplinaridade no ensino superior. Educere-Revista da
Educagao da UNIPAR, v. 4, n. 2, 2004.

FIORENTINI, Dario et al. Uma reflexdo sobre o uso de materiais concretos e
jogos no Ensino da Matematica. Boletim da SBEM-SP, v. 4, n. 7, 1990.

FRANA, Philip L.; MISA, Thomas J. An interview with Edsger W. Dijkstra.
Communications of the ACM, v. 53, n. 8, p. 41-47, 2010.

GENTLE, James E. Matrix algebra. Springer texts in statistics, Springer,
New York, NY, doi, v. 10, p. 978-0, 2007.

GLADCHEFF, Ana Paula; ZUFFI, Edna Maura; SILVA, DM da. Um instru-
mento para avaliagao da qualidade de softwares educacionais de matematica
para o ensino fundamental. In: Anais do XXI Congresso da Sociedade
Brasileira de Computacao. 2001.

GOLUB, Gene H.; VAN LOAN, Charles F. Matrix computations. JHU
press, 2012.

HAMILTON, William Rowan. Elements of quaternions. Longmans, Green,
& Company, 1866.

HERMITE, Charles. Oeuvres de Charles Hermite. Gauthier-Villars, 1905.

165



HILL, Richard W.; WYSE, Gordon A.; ANDERSON, Margareth. Animal
Physiology. 3rd ed. - Sinauer Associantes Inc, 2012.

HILL, Lester S. Cryptography in an algebraic alphabet. The American
Mathematical Monthly, v. 36, n. 6, p. 306-312, 1929.

ISMAIL, I. A.; AMIN, Mohammed; DIAB, Hossam. How to repair the Hill
cipher. Journal of Zhejiang University-Science A, v. 7, n. 12, p. 2022-
2030, 2006.

KAZUNGA, Cathrine; BANSILAL, Sarah. Misconceptions about determi-
nants. In: Challenges and strategies in teaching linear algebra. Sprin-
ger, Cham, 2018. p. 127-145.

KOSINSKI, A. A. Cramer’s rule is due to Cramer. Mathematics Magazine,
v. 74, n. 4, p. 310-312, 2001.

KRAMER, Jiirg; VON PIPPICH, Anna-Maria. From Natural Numbers to
Quaternions. Springer, 2017.

KREJCAR, Ondrej (Ed.). Modern telemetry. BoD-Books on Demand,
2011

KREYSZIG, E. et al. Advanced Engineering Mathematics. Wiley, Hobo-
ken, NJ (2011).

LARSON, Ron. Elementary linear algebra. 8 ed. Nelson Education, 2016.

LEDERMANN, Walter; NEUMANN, Peter M. The life of Issai Schur th-
rough letters and other documents. PROGRESS IN MATHEMATICS-
BOSTON-, v. 210, p. xlv-xc, 2003.

LEON, Steven J.; BICA, Ion; HOHN, Tiina. Linear algebra with applica-
tions. Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall, 1998.

LEWIS, Bert et al. Changes in size and age of Chinook salmon Oncorhynchus
tshawytscha returning to Alaska. PLoS One, v. 10, n. 6, 2015.

LIM, Yongdo. The inverse mean problem of geometric mean and contrahar-
monic means. Linear algebra and its applications, v. 408, p. 221-229,
2005.

LIMA, Elon Lages. Algebra linear. 8 ed - IMPA, Rio de Janeiro, 2012.
LIMA, Elon Lages. Geometria Analitica e Algebra Linear, 22 ed. IMPA,
Rio de janeiro, 2012.

MENEZES, Alfred J. et al. Handbook of applied cryptography. CRC
press, 1996.

MEYER, Carl D. Matrix analysis and applied linear algebra. Siam, 2000.

166



[52]

[53]

[54]

MONTGOMERY, Douglas C.; PECK, Elizabeth A.; VINING, G. Geoffrey.
Introduction to linear regression analysis. John Wiley & Sons, 2012.

MORAES, Maria Candida. O paradigma educacional emergente: im-
plicagoes na formacgao do professor e nas praticas pedagoégicas. Em
aberto, v. 16, n. 70, 2008.

MURRAY, James D. Mathematical biology I: An introduction. Springer
Science & Business Media, 2007.

NIEDERHAUSER, Dale S.; STODDART, Trish. Teachers’ instructional pers-
pectives and use of educational software. Teaching and teacher education,
v. 17, n. 1, p. 15-31, 2001.

NOBREGA, Luciano Xavier Gomes da. Principio da Inducao Matematica
no Ensino Médio. Dissertacao de Mestrado. Universidade Federal do Rio
Grande do Norte, 2013.

PACHECO, José Adson D.; BARROS, Janaina V. O uso de softwares educa-
tivos no ensino de matematica. Revista Dialogos, v. 8, p. 5-13, 2013.

POOLE, David. Linear algebra: A modern introduction. Cengage Lear-
ning, 2014.

PRADO, Maria Elisabette Brisola Brito. O uso do computador nos cursos de
formacao de professor: um enfoque reflexivo da prética pedagogica. Revista
Brasileira de Informatica na Educagao, v. 3, n. 1, p. 63-64, 1998.

QUINN, Thomas P. The Behavior and Ecology of Pacific Salmon and
Trout. 2rd ed. - University of Washington Press, 2018.

REICH, Karin. Carl Friederich Gauss (1777-1855). Conferéncies FME, p.
75, 1977.

RICARDO, Henry. A modern introduction to linear algebra. CRC Press,
2009.

SOARES, Ana Paula; ALMEIDA, Leandro S. Transi¢ao para a universidade:
Apresentagao e validagao do Questionario de Expectativas Académicas (QEA).
2001.

STAKHOV, Alexey. The mathematics of harmony: From Euclid to
contemporary mathematics and computer science. World Scientific,
2009.

TERRADAS, Rodrigo Donizete. A importancia da interdisciplinaridade na
educacao matematica. Revista da Faculdade de Educagao, v. 14, n. 16,
p. 95-114, 2019.

TWEEDIE, Charles. A study of the life and writings of Colin MacLaurin. The
mathematical gazette, v. 8 n. 119, p. 133-151, 1915.

167



[62] VASUDEV, C. Graph theory with applications. New Age International,
20006.

[63] VINCE, John. Quaternions for computer graphics. Springer Science &
Business Media, 2011.

[64] WILLIAM, Mary E. “Hill, Lester Sanders”. ~ Complete Dictionary
of Scientific Biography. Encyclopedia.com. 12 Aug. 2020

<https://www.encyclopedia.com>, acessado em 22 de setembro de 2020,
16h34min.

168



Apéndice

Embora muitos itens ainda possam ser provados, a ligacao entre niimeros complexos
e matrizes vai além de propriedades. Quando uma matriz apresenta nimeros complexos
em suas entradas, esta pode acabar formando matrizes de grande interesse de estudo. Um
exemplo disso pode ser dado por meio do conceito de conjugado de um ntimero complexo
2z = a + bi, o qual é definido como
Z=a — bi,

ou seja, o conjugado de um ntmero complexo é obtido por meio da preservacao de sua
parte real e da troca do sinal de sua parte imaginaria. Vale ressaltar que nos casos em
que Z = z, tem-se z = a € R. Em outras palavras, se um nimero complexo ¢ igual ao
seu conjugado, entao ele é real.

Dessa maneira, podemos definir o conceito de conjugado de uma matriz M = A+iB,
onde A, B sao matrizes com entradas reais, como sendo

M= A —iB.
Por exemplo, o conjugado da matriz
3+1 -5
M = {1 —2i 4—1—4@}

é dado por

— 3—1 -5
M= [1—1—22' 4—4@'] '
Denotaremos por M a transposta do conjugado de uma matriz M = A + iB, ou
seja,
M? =M.

Nos casos em que ocorre M = M¥ | diz-se que M é uma matriz hermitiana'®. Obter
exemplos de matrizes hermitianas é uma tarefa simples. Para comprovar isso, considere-

mos uma matriz
my Mo
M =
ms My
com m; € C, i € {1,2,3,4}, e suponhamos que a mesma ¢ hermitiana. Desse modo,

devemos ter
my Mg _ MH =M = my Mg
mo 1My ms my|

9Charles Hermite (1822-1901) foi um matemético francés que realizou grandes contribuigdes para a
matematica pura, em especial, Teoria dos Numeros e Algebra. Em 1958 ele resolveu a equacao de grau
5 por fungoes elipticas e, em 1873, ele provou que o nimero de Euler e é transcendental. O legado
de seu trabalho pode ser demonstrado no grande ntimero de termos mateméaticos que leval o adjetivo
“hermitiano(a)” [29].
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Dai, podemos concluir que m; e m4 devem ser nimeros reais, ao passo que msy € M3
devem ser um o conjugado do outro. Logo, com base em tais informacoes, podemos obter
facilmente uma matriz hermitiana, como por exemplo

2 33—
3+:1 5 |

Note ainda que, se as entradas de uma matriz hermitiana sao todas reais, entao tal
matriz é simétrica, isto ¢, M = M7, o que por sua vez equivale dizer que se M ¢
simétrica, entao € hermitiana. J4 no caso em que M é hermitiana e triangular, entaoM
¢ uma matriz diagonal, visto que as entradas a;;, com 7 # j deverao ter conjugado igual
a 0, o que forca-as serem iguais a zero, restando somente os valores da diagonal principal.

Antes de prosseguirmos devemos aqui definir a norma de um vetor z = (z1,- - , z,),
z; € C, a qual é dada por

Izl = V121 + -+ [zal.

Temos, por exemplo, que

(7 — 20,7+ 20)| = \/\/72+22+¢72+22 = \/2@.

L [7-2
T |7+2i

2" = [7+2i 7-2i

4

Isso acontece devido ao fato de que, dado um numero complexo z = a + bi, tem-se que

Note que, se

entao

e assim

= 1/2v/53.

J2"2] - |

|z|* = 22,

0 que nos permite escrever
2]l = V/llz"z]|.

Como ||z|| = \/(z, z), tal expressao nos unduz a definir o produto interno para vetores

complexos da forma

(z,w) = w'z.

De fato, dados trés vetores u = (uq, ..., u,), w = (wy,...,wy,),z = (z1,...,2,) e escalares
reais «, 3, podemos comprovar isso vendo que tal produto possui

e Positividade: (z,z) >0 e (z,z) =0 <=z = 0.

De fato,
(z,2) = ||zl|* > 0.

Além disso, se (z,z) =0, entdo ||z]| =0 <=z = 0.
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o Simetria: (z,w) = (w,z)

Com efeito, temos por um lado que
— wlo, — o T
(z,W) =Wz = 210071 + -+ 2, W,

enquanto que

(z,w) = zflw = Zjw; + -+ + Zw, = 2101 + - -+ 2,0, = (2, W)

e Linearidade: (az + fw,u) = a(z,u) + (w,u)

Basta notar que

(az + Bw,u) = u (az + fw) = au’z + fu’w = a(z,u) + B(w,u)

Podemos agora provar o seguinte resultado.

Teorema A.1. Os vetores associados as raizes do polinémio caracteristico de uma matriz
hermitiana sao todos reais. Além disso, se tais raizes sao distintas, entdao os vetores
associados sao ortogonais.

Demonstracao. Dada uma matriz hermitiana A, seja A a raiz do polinomio caracteristico
associada ao vetor x, tomando k = (Ax, X), segue que

k= (Ax,x) = (x, Ax) = (Ax)x = x"Aflx = x" Ax = (Ax,x) =k,
Dai, temos que k é real. Agora note que k = x” Ax = x \x, pois Ax = \x, e portanto

k
I/

2~ . . , .
Logo, como k e ||x||” sdo ambos ntimeros reais, decorre que A é real. Agora, consideremos
dois vetores x; e X, associados a duas raizes A\; e Ay do polinémio caracteristico de A,
tais que Ay # A\y. Assim, notemos que, por um lado

k= Mxx = \x||” <=\ =

(X9, AX1) = (X2, \iX1 = A\ (X2, X1),
a0 passo que
(x2, Ax;) = xP Axy = xF Noxy = Mox?Txy = Mo (x0, X1).
Obtemos assim,
A1 (X, X1) = Ao (X2, X1) <= (A1 — \2)(x2,x1) = 0.
Logo, como A\; # Ay <= A1 — Ay # 0, decorre que
(x2,%x1) = 0,

ou seja, X; € Xo sao ortogonais.
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Definigao A.1. Dois vetores complexos uy e uy sao ditos ortonormais quando ||uy|| =

|uz]| =1 e (uy,ug) = 0. Mais geralmente, um conjunto de vetores complexos {uy,...,u,}
¢ dito ortonormal se ||| = --- = |Ju,|| = 1 e (w;,u;) = 0, para todo i # j, com
1,7 = 1,2,...,n. Dessa forma, uma matriz complexa U € dita unitdria quando seus

vetores coluna formam um conjunto ortonormal. Além disso, U € dita ortogonal quando
Ul =U"1

Teorema A.2. Uma matriz complexa U € ortogonal se, e somente se, € unitdria.

Demonstracao. Com efeito, escrevendo U como uma matriz de blocos
|:u1 o un] )

decorre que as entradas da matriz U”U serdo dadas por ufu;. Sendo assim, se U for
unitaria, entdo ufu; = 1 para i = j e ufu; = 0 para i # j, de modo que UYU =1, o
que equivale a U = U~! e portanto |U ¢ ortogonal. Reciprocamente, se U é ortogonal,
entao as entradas da matriz UPU, a saber, ufu; sdo iguais a 1 para i = j e iguais a
0 para ¢ # j, ou seja, o conjunto das colunas de U ¢é ortonormal e, por conseguinte, tal
matriz € unitaria. O

A Definicao A.1 em conjunto com o Teorema A.1 garantem que se os vetores asso-
ciados as raizes do polinémio caracteristico de uma matriz A sao distintos, entao existe
uma matriz unitaria U que diagonaliza A. De fato, se tais raizes sao distintas, entao
os vetores associados sao ortogonais e portanto, de acordo com o Teorema 3.2, estes sao
linearmente independentes. Logo, segue pelo Torema 4.1 que A é diagonalizavel e por-
tanto, ortogonalmente diagonalizavel. Assim, existe uma matriz X que ortogonaliza A,
ou seja, A = XDXT. Dai, basta normalizarmos os vetores coluna x; de X, tais que

1
W = X
<]

obtendo assim uma matriz matriz U com colunas u;, as quais formam um conjunto
ortonormal, de modo que U ¢ unitéaria e portanto

A = UDUY,

Exemplo A.1. Considere a matriz hermitiana

2 33—
3+ 5 |

Temos que as raizes do polinémio caracteristico dessa matriz sao A\; = 0, associada ao
vetor x; = (—3+1,2) e Ay = 7, associada ao vetor xo = (3—1,5). Note que tais raizes sao
reais e distintas, o que implica, de acordo com o Teorema 5.1, que X; e X5 sao ortogonais.
Normalizando tais vetores, obtemos vetores ortonormais u; e us, tais que

—341

u; = o7

2 2

T
)

e
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Finalmente, os vetores acima compo em uma matriz unitaria, a qual diagonaliza ortogo-
nalmente a matriz informada inicialmente, pois

—34+i  3—i —34i 2
V14 V3500 0] | V14 V14| [ 2 3—i
2 5 [0 7] 3—i 5 _{3+i 51'
VAVERRVET V35 V35

Antes de provarmos o préoximo resultado, devemos apresentar aqui uma ferramenta
de grande utilidade quando o assunto é vetores ortonormais. Para isso, vamos chamar
de projecao ortogonal do vetor w sobre o eiro que contém x o vetor (X, w)x.
Observemos entao que os vetores x e u = mx estao alinhados e na mesma diregao. Dai,

escrevendo x = ||x||u, segue que

(xc, wx = (JIx]lu, w) el = ]2, whu <= (u, wyu =

ou seja, podemos representar a projecao do vetor w sobre o eixo que contém X como

sendo
(x,w)

pry(v) = %)

Podemos, a partir dai, obter um vetor v perpendicular a x, desde que

{x, w)

{x,x)

Com efeito,

(x,v) = <x,w - <X’W>X> = (x, W) — e, w) (x,x) =0,

o que comprova a ortogonalidade entre x e v. Vejamos a situagao descrita acima na figura
a seguir

Ao, ' s - - s s

u X

Figura A.1
Fonte: Adaptado de LIMA [43], p.123
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Seguindo a ideia descrita acima, podemos obter, a partir de um conjunto de vetores

X1, ...X,, um conjunto ortogonal vy,...,v,, bastando para isso, tomar
Vi = Xi
v, — B <x27V1>V
27 2 (v Tt
. (x3,v1) (x3,v2)
V3 = X3 — Vi —
(vi,v1) (va,v2)
V _ _ <X77,7V1>V .. <Xn,vn—1>
" m T (vi,vr) (Vin—1,Vn—1) "1
Em seguida, normalizando cada um dos vetores v; sob a forma y; = ﬁvi, obtemos um
1

conjunto yi,...

de ortonormalizacao de Gram-Schmidt.

,yn de vetores ortonormais. Tal procedimento é denominado processo

Teorema A.3. (Teorema de Schur) Seja A uma matriz complexa de ordem n. Existe
uma matriz unitdria U tal que UT AU € uma matriz triangular superior.

Demonstracao. Para realizar a demonstragao, vamos entender o processo utilizado na
mesma, de modo que este podera ser repetido sucessivas vezes até chegar-se ao resultado

desejado.

e Para o cason = 1 temos A = [a] e portanto a U = [1], de modo que [1]7 A[1] = [a].

e Para n = 2: Sejam x; e Xy os vetores associados a

N

respectivas raizes Ai, Ay do

polindémio caracteristico da matriz A. Pelo processo de ortonormalizagao de Gram-
Schmidt podemos obter vetores ortonormais u; e uy (e assim (uj, uz) = 0, mas nao
necessariamente (up, u;) = 0) associados a A; e Ag, respectivamente. Dai, fazendo

U= [ul u2], segue que

UZAU

uy!
= I A[ul UQ]
%)
uy
= [Aul AU.Q]
H
u;
ufAu; uf’Au,
uf’Au; ulAu,
. )\111{[1,11 )\211{[112
Aoutlu; Auiluy
. )\1 )\21_1{1112
0 Ao

o que resulta numa matriz triangular superior. Note que a tltima igualdade acima
. H 2
ocorre pelo fato de que, sendo u; e uy ortonormais, tem-se Ayuy’u; = A ||uy||” = Ay,
H.o. 2 _ H. . — —
)\2112 u; = )\1”112” = )\2 (§ /\2112 u; = )\1<111,112> = )\1 -0=0.

e Para n = 3: Analogamente ao caso anterior, dados os vetores X1, Xs e X3 associados
as respectivas raizes A, Ay, A3 do polinémio caracteristico de A, podemos utilizar
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Gram-Schmidt para obter vetores ortonormais uy, us, uz. Dai, considerando U =
[ul Ul], onde U; = [uQ u3}, temos que

UPAU = [u, U ]"A[w U

Uy

uy!
= [ ] [Au; AU,
ufAu; ulAU,
- |UHAw, UPAU,
Agora observe que:

1) u{{Aul = )\1

ii) uAU; ¢ uma matriz linha, a saber,
H H
[)\2111 U9 /\3111 113]

iii) UM Au; ¢ uma matriz coluna nula, pois

otan =[] = [8

iv) Pelo caso n = 2, temos

Aoy Auu
H _ 2 2Ug9 U3
UYAU, = [o N }
Logo,
)\1 ‘ )\211{{112 )\311{{113
UHAU = 0 )\2 )\21151113
0 0 A3

obtendo assim umam atriz triangular superior.

A ideia é a mesma para os demais casos, ou seja, dada uma matriz A de ordem

n, pode-se obter vetores ortonormais uy,...,u, associados as respectivas raizes
A1, ..., A, do polinébmio caracteristico de A, tais que
Mlx
UYAU = .
U/ AU,
0

onde U¥ AU, ¢ uma matriz triangular superior de ordem n — 1 e, portanto, U AU
também o é.

]

Note que no teorema acima nao foi mencionado que as raizes do polinémio caracte-

ristico de A devem ser distintos, o que nos fornece um resultado ainda mais forte que
aquele obtido anteriormente a ele. Consideremos, por exemplo, a matriz

el
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Temos que as raizes do seu polinémio caracteristico sao Ay = Ay = 1. Dali, os vetores

) N 0 -
associados a estas sao da forma x = {y . Tomemos entao

-

Para obtermos um vetor x, = B] ortogonal a x;, devemos ter
0= (x1,%x3) = .

xT 1 - . -~ L.
Logo, xy = [0 . Tomemos x9 = {0} Como x; e X3 sao unitarios, nao é necessario

normaliza-los, de modo que a matriz unitaria U é dada por
01
o=t

Hae 2 -3
vrau - 2

a qual é triangular superior. Note que, desde que

1
%2

0

o que nos fornece a matriz

U= 1

[

tem-se que U7 AU ¢ triangular superior. Vejamos a seguir um exemplo em que obteremos
uma matriz unitaria utilizando o processo de ortonormalizagao de Gram-Schimdt.

Exemplo A.2. Consideremos a matriz

-2 0 1

A= 11 0

0 -2

Temos que as raizes de seu polindmio caracteristico sao Ay = 1, A\ = A3 = —2. Para

A = )\, obtemos vetores associados da forma
0
Y
0

Ja para A = A\, obtemos vetores associados da forma
—3y
Y
0
Tomando y = 1, obtemos

0
x;= |1 e Xo= | 1
0
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Precisaremos de um vetor x3 tal que o conjunto {xi,Xs, X3} seja linearmente indepen-
dente. Ora, seja x3 = (x,y, 2) tal que (x3,x3) = 0. Temos dai que

x
X3 = |3x
z
1
Sex =1¢ez=0,obtemos x3 = [3|. Com sorte, temos que x; e X3 sao linearmente inde-
0

pendetes. Assim, como x; e Xo também o sao (pelo Teorema 4.1), segue que {x1, X2, X3}
é linearmente independente, o que nos permite aplicar Gram-Schimdt. Assim

0
Vi = X1 = 1
0
-3
Vg = X —MV =10
2 — 2 <V1,V1> 1 — 0
0
_ oy o xavi) o (xswve)
V3 = X3 <v1,v1)V1 <V2’V2>v2_ 0

Como vz é nulo, logo nao podera ser coluna de uma matriz unitaria. Vamos entao
0

substitui-lo pelo vetor y = | 0|, o qual é claramente linearmente independente em relagao
z

a vy e vo. Tomando z = 1, obtemos

0
y=10
1

Dai, como vy e y sao unitérios, segue que

0 1 -1 0
u=v;= |1, uw=-—-vy= e uzs=y=|0],
. val X
fornecendo-nos assim
0 -1 0
U= |1 00
0 01
Finalmente
-1 1 0
UfAU=|0 2 1
0 0 -2

Vamos agora provar um dos teoremas mais belos deste trabalho, que é o

Teorema A.3. (Teorema Espectral) Se A é uma matriz hermitiana, entao existe
uma matriz unitaria U que diagonaliza A.
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Demonstragcao. Sabemos, pelo Teorema de Schur que existe uma matriz unitaria U que

diagonaliza A, tal que
U7AU =8,

onde S é uma matriz triangular superior. Além disso, note que
S — (UPAU)Y = UYA"U = U”AU = 8§,

ou seja, S é hermitiana. Além disso, como S é triangular superior, decorre que a mesma
¢ uma matriz diagonal. O]

O Teorema Espectral nos proporciona uma afirmagao muito especial:
Toda matriz real simétrica € diagonalizavel.

Isto porque toda matriz simétrica cujas entradas sao ntimeros reais, ¢ também hermitiana,
logo pode ser diagonalizada.
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