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“Os numeros governam o mundo”.
(Galileu Galilei)



RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de apresentar um estudo sobre a matematica, em
especial, sobre a Teoria dos Numeros. Através de um levantamento bibliografico de
obras que abordam o tema, mostraremos conceitos de numeros naturais, numeros
inteiros, divisibilidade de numeros inteiros, congruéncias, maximo divisor comum,
numeros primos, teorema fundamental da aritmética, Pequeno Teorema de Fermat,
infinidade dos numeros primos, primos de Mersenne, primos de Fermat, teste de
primalidade, numeros perfeitos e por fim demonstraremos o Teorema de Euclides-

Euler.

Palavras-chave: Matematica. Numeros perfeitos. Teorema Euclides-Euler.



ABSTRACT

This work aims to present a study on mathematics, in particular, on Number Theory.
Through a bibliographical survey of works that address the topic, we will show concepts
of natural numbers, integers, integer divisibility, congruences, greatest common
divisor, prime numbers, fundamental theorem of arithmetic, Fermat's Little Theorem,
infinity of prime numbers, Mersenne primes, Fermat primes, primality test, perfect

numbers and finally we will demonstrate the Euclid-Euler Theorem.

Keywords: Mathematics. Perfect numbers. Euclid-Euler theorem.
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1 INTRODUGAO

Este trabalho busca demonstrar propriedades de alguns numeros, em
especial os numeros naturais, inteiros, primos e os numeros perfeitos. A seguir
descreveremos, brevemente, os assuntos abordados em cada capitulo.

No capitulo 2 apresentaremos conceitos de numeros naturais, numeros
inteiros, divisibilidade de numeros inteiros, congruéncias e maximo divisor comum. No
capitulo 3, abordaremos os numeros primos e algumas de suas propriedades,
enfatizando os primos de Mersenne e de Fermat. No capitulo 4, definiremos os
numeros perfeitos, amigaveis, defectivos e abundantes. E, finalmente, no capitulo 5
demonstraremos o Teorema de Euclides-Euler, mostrando sua relacdo com os
numeros perfeitos.

A metodologia utilizada foi um levantamento bibliografico dos assuntos

relacionados a Aritmética e a Teoria dos Numeros.
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2 ARITMETICA INICIAL

Neste capitulo, apresentaremos topicos relacionados a Teoria Elementar dos
Numeros, bem como conceitos de numeros naturais, numeros inteiros, divisibilidade
de numeros inteiros e congruéncias. Tais conceitos serdo uteis para o

desenvolvimento do trabalho.

2.1 Numeros Naturais

Para estudar os numeros primos, numeros perfeitos, entre outros, e
demonstrarmos alguns de seus resultados, € necessario um prévio conhecimento dos
numeros inteiros e suas propriedades. Antes de abordar tais propriedades, uma
mengao ao conjunto dos numeros naturais se faz necessario. Nao faremos aqui uma
abordagem ampla desses numeros, admitiremos que o leitor ja conhega o conjunto
dos numeros naturais, denotado por N = {1,2,3,4, ...}, e as operacdes de adigdo e
multiplicagdo desses numeros. Porém, ndo poderiamos deixar de mencionar a base
da construgdo dos numeros naturais, ou seja, os Axiomas de Peano, escritos por

Giussepe Peano.

Figura 1 — Giuseppe Peano (1858-1932)

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano.

Axiomas de Peano

(1) Todo numero natural tem um unico sucessor;

(2) Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

(3) Existe um unico numero natural, chamado de um (representado por 1), que nao

€ sucessor de nenhum outro numero;
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(4) Seja Xc N tal que:
° 1€eX;
o O sucessor de n pertence a X sempre que n pertencer a X. Entdo, X = N.
O item 4 dos Axiomas de Peano é a base para o Principio de Indugéo Finita e
gera uma técnica para demonstragdes de afirmagdes sobre o conjunto dos numeros

naturais denominada Demonstragdo por Indug&o que enunciamos a seguir.

Principio de Indugao. Seja P uma afirmagéo sobre o conjunto dos numeros naturais.
Se P(1) é verdadeira e, além disso, sempre que P(a) for verdadeira implicar que

P(a + 1) é verdadeira, entdo P(n) é verdadeira para todo n € N.

Vejamos alguns problemas:
Exemplo 2.1. Prove por indu¢do matematica que:
1.20+2.21 +3.22 + -+ n. 2"t =1+ (n—1).2"

Demonstracao:
i) Paran=1.
1.2°=1+(1-1).2'=1=1+0.2=1 =1 é verdadeiro.

i) Se é verdadeira para n = k, entdo deve ser verdadeira paran = k + 1.
Hipotese indutiva:

1.20 +2.2' +3.22 + -+ k2K =1 4+ (k—1).2K

Deve-se mostrar que:
1.20 42,21 +3.22 + - 4+ (k+ 1). 2k = 1 + k. 2k*?

Sabe-se que:
1.20 + 2.2 +3.22 4+ -+ k2K =1 4 (k- 1).2K

somando (k + 1). 2k aos dois membros, temos:
1.20 +2.20 +3.22 + -+ k2K + (k+ 1.2k =1+ (k— 1).25+ (k + 1).2K

=1+2K(k-1+k+1)
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=1+ 2K.2k
=1+k 2kt
Assim por indugao, a proposi¢cao esta demonstrada.
Exemplo 2.2. Prove por indugao matematica que:
1.1+ 221 433!+ +nnl=m+ 1! -1
Demonstracao:
i) Paran=1,temos

1.1'=(1+4+1)!-1 = 1=2!'-1 = 1 =1 éverdadeiro.

i) Se é verdadeira para n = k, entdo deve ser verdadeira paran = k + 1.

Hipotese indutiva:

1.1+ 221 +33!+ -+ kkl=(k+1)!-1.

Deve-se mostrar que:

11 +220+331 4+ -+ kkl+ (k+ 1. (k+ D! = (k+2)! — 1.

Sabe-se que:
1.1+ 22!1+33!'+ -+ kkl=(k+1)!—-1.

somando (k + 1).(k + 1)! aos dois membros, temos:
1.1+ 22143314+ +kkl+ (k+1).k+ D! =+ D' —14 (k+1).(k+ 1)!

=k+DL(1+k+1)—1

=k+1D.(k+2) -1
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=(k+2)!—1

Assim por indugao, a proposi¢cao esta demonstrada.

2.2 Nimeros Inteiros

Uma das principais propriedades dos numeros inteiros € o Principio da Boa

Ordenacgao enunciado a seguir:

Principio da Boa Ordem: Se A é um subconjunto do conjunto dos numeros inteiros
nao negativos, com A # @, entdo existe um elemento n em A satisfazendo n < a para

cada inteiro a do conjunto A.

Demonstracao:

Seja um conjunto A subconjunto dos numeros naturais, ou seja, Ac N. Por
esse principio, existe um determinado nimero n menor ou igual a todos os elementos
do conjunto A, ou seja, 3n < a,V a € A. Existem duas possibilidades para o conjunto
X:

1. O numero 1 pertence ao conjunto A, ou seja, 1 € A, neste caso, 1 sera o

menor elemento de A.

Do contrario, existiria um nimero a pertencente ao conjunto A tal que a < 1,
ou seja, isso implicaria dizer que existe um nimero natural q tal que sua soma com a
resultasse em 1: a<1=3q€N,a+q=1. Entretanto, a soma de dois niameros
naturais € sempre o sucessor de algum namero natural, e como 1 ndo é sucessor de
nenhum numero, essa tese contraria € um absurdo.

2. O namero 1 ndo pertence ao conjunto A, ou seja, 1 ¢ A..

Seja um conjunto B, subconjunto dos numeros naturais, tal que todos os seus
elementos séo menores que os elementos de A, ou seja, B={b € N:b <a,Va € A}.

Obviamente, 1 € B. Como se a€ A=a ¢ B entdo B # N e deve existir b; €
B tal que b; + 1 ¢ B pois do contrario o principio da inducéo finita implicaria que B =
N um absurdo. Além disso como b;eB=a>b;,VvaceAe comob;+1¢B=3a€

A,b; +1 > aentdo para alguma € A,b; <a<b;+ 1< a=Db; +1, por fim se existisse
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a€Aa<b;+1comob; € B=b; <a<b;+ 1 absurdo, logo existe o menor elemento

de A, o nUmero b; + 1.

O conjunto dos numeros inteiros originou-se do conjunto dos numeros
naturais. Admitiremos que o leitor ja conhega o conjunto dos numeros inteiros,
denotado porZ ={...,—3,-2,-1,0,1,2,3, ...}, bem como as operagdes de adi¢ao e
multiplicagéo.

Abordaremos a seguir as propriedades das operagbes de adigdo e
multiplicacdo dos numeros inteiros que sdo denominadas propriedades basicas da
aritmética.

(1) 0 é o elemento neutro da adicdo. Dadoa € Ztemosquea+0=a=0+a,Vac€
Z;

(2) 1 é o elemento neutro da multiplicagdo. Dado a € Z temos que a.1 =a = 1.3,
Va€eZ,

(3) elemento oposto da adicdo. Dado a € Z temos que existe —a € Z tal que a +
(-a) =0=(-a)+a

(4) Comutatividade: Dados a,b € Z temos entdoquea+b=b+aea.b=b.a;

(5) Associatividade: Dados a,b,c € Z temos entdo que (a+b)+c=a+(b+c) e
(a.b).c = a.(b.c);

(6) Distributiva da multiplicagdo em relagao a adicdo: Dados a, b, ¢ € Z temos entao

que (a+ b)c = ac + bc.

Dentre os conceitos relacionados aos numeros inteiros, destaca-se o conceito

de divisibilidade, definido a seguir.

2.3 Divisibilidade em Z

Definicdo 2.1. Dados dois numeros inteiros a € b, dizemos que b divide a, e

escreveremos, b|a, se existir um inteiro c tal que a = bc. Caso nao exista o inteiro c

dizemos que b n&o divide a e denotaremos por b ¢ a.
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Definigao 2.2. Um numero natural n € dito par se existir um numero natural k de modo

que n = 2Kk.

Definigao 2.3. Um numero natural n é dito impar se existir um namero natural k de

modo que n = 2k + 1.

Exemplo 2.3.

6|48, pois 48 = 6.8.

Exemplo 2.4.

2 t 5. De fato, se 2 divide 5, entdo por definicao, existe um inteiro c tal que 5 = 2c.

Dai, 5 seria um numero par, mas isso € um absurdo. Portanto, 2 ¢ 5.

Teorema 2.1. Dados a, b, ¢ e d numeros inteiros, valem as seguintes propriedades:

(1)
(2)
3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

ala, 1|a e a|0;

Se alb e b|c, entdo ac;

Se alb e c|d, entdo ac|bd;

Se ablac e a # 0, entédo b|c;

Sealbeb # 0, entdo |a] < |b;

all < a =41,

albebla= |a] = |b|;

Se alb e alc, entdo a|(bx + cy) VX, y € Z;

Se a|(b £ ¢), entdo a|b < alc.

Demonstracgao:

(1)
(2)

3)

Bastanotarquea=1.ae 0 =a.0.

Se alb e bjc, entdo por definicdo, existem inteiros k; e k, tais que b = ak; e
¢ = bk,. Desse modo, concluimos das duas igualdades que ¢ = a(k,k,) e, assim,
alc.

Se alb e c|d, entdo existem inteiros k; e k, de modo que b = ak; e d = ck,.
Logo, bd = ac(k,k;). Portanto, ac|bd.



(4)

()

(6)

(7)
(8)

(9)
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Como ab|ac, existe r € Z tal que ac = abr, ou seja, a.(c—br) =0. Mas a # 0,
donde c = br, isto é, b|c.

Da hipdtese existe r € Z tal que b = ar. Assim, |b| = |ar| = |a].|r|. Como b # 0,
segue que r # 0, e isto significa que |r| = 1. Por isso, |b| = |a|.|r| = |a].1 = |a].
Logo, |a] < |b].

Do item anterior, tem-se |a| < |1| = 1. Como a # 0, decorre que |a| = 1, isto &,
a = +1. Areciproca € 6bvia e |a| = |b|.

Do item (5), temos |a| < |b|, ou seja, |a| = |b|.

Por hipdtese, b = ak; e ¢ = ak,, com k,,k, € Z. Dai, para quaisquer inteiros x e
y, tem-se que bx + cy = ak;x + ak,y = a(k;x + k,y), isto €, a|(bx + cy).

Se a|(b £ ¢) e a|b entdo, pelo item anterior, a|[1(b + ¢) — b], isto é, a| £ ¢, ou

ainda, a|c: A reciproca € analoga.

O Algoritmo da Divisao, também conhecido como Algoritmo de Euclides, € um

resultado classico da Teoria dos Numeros, e € encontrado no famoso Livro VIl dos

Elementos de Euclides.

Teorema 2.2 (Algoritmo da Divisdo). Dadosa € Z e b € N, existem unicos q,r € Z

tais que

a=qb+r,com0<r<b.

Demonstragao:

SejaX={a—bx:x€Zea—bx > 0}.

Notemos que Xc N U {0} e X # @, pois tomando x = —|a| € Z, tem-se:

a—bx=a—b(—|a])=a+Dblaj]=a+]a] =>0,poisb=>1e|a] > *a.

Como Xc N U {0} e X # @, o Principio da Boa Ordenagao garante a existéncia

de um menor elemento r € X. Assim, existe q € Z tal que

r =a-—bq.
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Ou seja,

a=qgb+r,comr > 0.
Afirmamos que r < b. De fato, suponhamos que fosse r > b. Entdor — b > 0.

Mas r = a — bq, dai
r—-b=a—-bg—b=a—-b(q+1) =0,

ou seja, r—beX. Contradicdo, pois r—-beX er—b<r, o que contraria a
minimalidade de r. Logo,

a=qb+r,com0<r<b.

Mostraremos agora a unicidade. Para tanto, suponhamos que existam duas
formas, isto é

a=q;.b+r,com0<r;<bea=qy.b+ry,,com0=<r, <b.

Entao

ql.b+r1 :qz.b‘l‘rz (I)

ou melhor,

b(q; —qz) =1, -1y

o que significa que b|(r; — ;). Mas

{0Sr1<b,
0Sr2<b.

Multiplicando a segunda inequacéao por —1, obtém-se

{ 0Sr1<b,
02_r2>_b.

Ou ainda

{ 0Sr1<b,
—b<—I‘2S0
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Somando as duas inequacdes membro a membro, obtém-se -b <r; —r, <b
o que implica |r; — r,| < b. Entao, pelo Teorema 2.1. (5), decorre que r; = r;.
Substituindo em (1), concluimos que q; = q,, provando, assim, a unicidade.

Corolario 2.1. Dados a,b € Z e b # 0, existem unicos q,r € Z tais que

a=q.b+r,com0<r <|b|.

Demonstracgao:

Se b > 0 o resultado segue imediatamente do Teorema 2.2.

Se b < 0 entdo —b > 0 e pelo Teorema 2.2 existem unicos q;,r € Z, com 0 <
r < —b, tais que

a=(-b)g; +r=b(—qy) +r,com0<r< -b

Tomando, q = —q; temos o resultado. Logo, existem unicos q,r € Z tais que

a=q.b+r,com0<r <|b|.

Exemplo 2.5. Achar o quociente e o resto na divisdo de —79 por 11 que satisfazem
as condig¢des do algoritmo da divisao.
79=11.7+2
—79=11.(-7) — 2.

Como o termo r = —2 < 0 nao satisfaz a condicdo 0 < r < 11, somando e subtraindo
o valor 11 de b ao segundo membro da igualdade anterior, temos:
-79=11.(-7)-11+11-2=11.(-8)+9com 0 <9 < 11.

Logo, o quociente é —8 e o resto 9.
Exemplo 2.6. Vamos achar o quociente e o resto da divisdo de 20 por 6.
Considere as diferengas sucessivas:

20—6 =14, 20—-2.6 =8, 20—36=2<6.

Istonosdaqg=3er=2.
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Exemplo 2.7. Vamos achar os multiplos de 4 que se encontram entre 1 e 142.
Pelo algoritmo da divisdo temos que
142 =4.35+2

ou seja, o maior multiplo de 4 que cabe em 142 é 4 .35, onde 35 é o0 quociente da

divisdo de 142 por 4. Portanto, os multiplos de 4 entre 1 e 142 s&o

1.4=4

2.4=8

3.4=12
35.4 =140

e, consequentemente, sdo em numero de 35.

2.4 Congruéncia

O conceito de congruéncia € importante na Teoria dos Numeros. Ele é a base
da Aritmética Modular e, por meio dele, estabelecemos resultados substanciais sobre
divisibilidade.

O conceito e a notagao de congruéncia, utilizados até os dias atuais, devem-
se a Gauss, que os introduziu em seu famoso livro Disquisitiones Arithmeticae

(Investigagdes Aritméticas) publicado em 1801.

Definicdo 2.4. Sejam a,b e p inteiros dados, sendo p > 1, dizemos que a é
congruente a b, moédulo p, denotamos a = b(mod p), se p|(a—b). Se pt(a—b)

dizemos que a € incongruente a b médulo p e denotamos a # b(mod p).

De acordo com a defini¢ao, temos:

a = b(mod p) < p|(a—Db)

Exemplo 2.8.
21 = 16(mod 6), pois 6[(21 — 15);
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4 = 15(mod 11), pois 11|(4 — 15);

32 = 0(mod 4), pois 4|(32 — 0)

Proposicao 2.1. Se a e b sdo inteiros, temos que a = b(mod p) se, e somente se,

existir um inteiro k tal que a = b + kp.

Demonstracao:

(=) Se a = b(mod p), entdo p|(a —b) o que implica na existéncia de um inteiro k tal
que a—b = kp, isto €, a = b + kp.

(<) A reciproca é trivial pois a existéncia de um k satisfazendo a = b + kp, nos da

kp = a — b, ou seja, que p|(a — b) isto é, a = b(mod p).

Proposigao 2.2. Sejam a,b,c,p € Z, com p > 1. Entao, as seguintes propriedades sao
verdadeiras:

(1) a = a(mod p) (reflexiva);

(2) a=b(modp) entdo b = a(mod p) (simétrica);

(3) a=Db(modp)eb=c(modp) entdo a = c(mod p) (transitiva);

Demonstracgao:

(1) Para qualquer inteiro a tem-se que a—a = 0 = 0.p e, portanto, por definicdo de
congruéncia a = a(mod p).

(2) Por definigdo, a = b(mod p) implica que p|(a—b). Logo, existe um inteiro k tal
que a—b = pk. Dai, b —a = p(—k), ou seja, b = a(mod p).

(3) Por hipotese, existem k; e k, inteiros tais que

a—b = pk; eb—c=pk,.
Somando membro a membro as duas igualdades acima, temos a — ¢ = p(k; + k3).

Portanto, a = c(mod p).

Teorema 2.3. Sejam a, b, ¢, p € Z tais que a = b(mod p). Entao:
(1) a+c=b+c(modp)
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(2) a—c=Db—c(modp)
(3) a.c=Db.c(modp)

Demonstracgao:

(1) Como a = b(mod p), temos que a—b = Kkp e, portanto, comoa—b = (a+c) —
(b+c)temos a+c=b+ c(modp).

(2) Como (a—c)—(b—c)=a—b e, por hipotese, a—b =kp temos que a—c =
b — c(mod p).

(3) Como a—b =Kkp entdo a.c—b.c = c.kp o que implica p|(ac — bc) e, portanto,

a.c = b.c(mod p).

Teorema 2.4. Se a,b,c,d,p € Z tais que a = b(mod p) e c = d(mod p), entéo:
(1) a+c=Db+d(modp)

(2) a—c=Db—-d(modp)

(3) a.c =Db.d(mod p)

Demonstracgao:

(1) De a=b(modp) e c=d(modp) temosa—b =km e c—d =k;m. Somando-se
membro a membro obtemos (a+c¢) — (b+d) = (k+ k;)m e isto implicaa + c =
b + d(mod p).

(2) Basta subtrair membro a membro a—b = km e ¢ —d = k;m obtendo (a —b) —
(c—d)=(@—-c)—(b—d) =(k—k;)m o que implicaa—c=b —d(mod p).

(3) Multiplicamos ambos os lados de a —b = km por c e ambos os lados de c —d =
ky;m por b, obtendo ac — bc = ckm e bc — bd = bk;m. Basta agora, somarmos
membro a membro estas ultimas igualdades obtendo ac — bc + bc —bd = ac —

bd = (ck + bk;)m 0 que implica ac = bd(mod p).

Definicdo 2.5. Se a e b sdo dois inteiros com a = b(mod p), dizemos que b € um
residuo de a modulo p.
Observagdo:a=b.q+r,0<r<b<a=r(modb), 0 <r<b.
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Definigdo 2.6. Um conjunto dos inteiros {r;,r,, -, rs} € sistema completo de
residuos(SCR) modulo p se

(1) r; #rj(modp) parai # j;

(2) Paratodo inteiro n existe um r; tal que n = r;(mod p).

Observagao: Todo SCR modulo p tem p elementos.
Exemplo 2.9. {0,1,2,:--,p — 1} € um SCR mddulo p.

Exemplo 2.10. Para p impar o conjunto abaixo € um SCR modulo p.
{ p—-1 p-3 p-3 p—l}

2 ] 2 ) ';_110i1i” IT'T

Proposigdo 2.3. Se a,b,k,p € Z com k > 0 e a = b(mod p), entdo ak = b¥(mod p).

Demonstragao:
Da fatoracao
ak — bk = (a—b)(a** + ak"2b + a¥3b% + .- + abk "2 + bK ).

E como p|(a — b), segue da Definicio 2.2 que p|(ak — b¥).

Logo a* = bX(mod p).

Exemplo 2.11. Calcular o resto da divisdo de 2*° por 7.
Solucgao:
Como 23 = 1(mod 7), entdo (23)*> = 1*>(mod 7).

Logo 2%> = 1(mod 7), ou seja, a divisdo de 2*° por 7 deixa resto 1.

Exemplo 2.12. Mostre que 246%°1> = 1(mod 7).
Solucgao:
Notemos que 246 =6.41. Como 6 = —1(mod 7), podemos elevar esta
congruéncia a 2015, donde
62015 = (—=1)?°15 = —1(mod 7).
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Analogamente, 41 = —1(mod 7). Entdo, elevando esta congruéncia a 2015,

obtemos

412015 = (—1)2015 = —1(mod 7).

Multiplicando as duas congruéncias obtidas membro a membro, ficamos com
62015 412015 = (—1).(—1)(mod 7).

Como 62015 | 412015 = (6.45)2015 = 2462015 seque que

2462%°15 = 1(mod 7).

2.5 Maximo Divisor Comum

Definigao 2.7. Divisores de um numero natural n sdo todos os numeros naturais que

ao dividirem n, resultardo em uma divisdo exata, isto é, com resto igual a zero.

Denotaremos por D(n), todos os divisores de n.

Definigcao 2.8. Sejam a,b € Z com pelo menos um deles diferente de zero. O maximo

divisor comum de a e b, denotado por mdc(a, b), € o maior inteiro que divide a e b.

(1)
(@)
3)
(4)
(5)
(6)

As propriedades mais basicas do mdc sdo as seguintes:
mdc(a,b) =d > 0.
Se mdc(a,b) = d entdo tem-se que d|a e d|b.
Se cla e c|b entdo c|mdc(a,b).
mdc(a,b) = mdc(b, a).
mdc(a, 1) = 1.

Se a e b sdo primos tais que a # b, temos que mdc(a,b) = 1.

Exemplo 2.13. Determinar o maximo divisor comum dos numeros 18 e 24.

Solugao:

Inicialmente sera determinado os divisores de 18 e 24. Assim, tem-se:
D(18) ={1,2,3,6,9,18}
D(24) = {1,2,3,4,6,8,12,24}
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O maior divisor comum aos dois niumeros € o 6. Logo, 0 mdc(18,24) = 6.

Um dos mais antigos métodos matematicos utilizados para se determinar o
maximo divisor comum é chamado de algoritmo de Euclides. Ele é encontrado no Livro
VIl da obra Os Elementos e ainda € uma das maneiras mais simples e eficientes de
se calcular o mdc. Este é obtido a partir de divisdes sucessivas e se desenvolve

utilizando os seguintes passos:

Passo 1. Primeiramente, efetua-se a divisdo de a por b, com 0 < b < a representado
através da expressdo a=b.q; +r;, com 0 <r; <b e escreve-se 0s valores no
diagrama:

di1

Passo 2. A seqguir, efetua-se a divisao de b por r;, com r; < b. Representado através

da expressdob =r;.q, +r,, com 0 <r, < q,, € escreve-se 0s valores no diagrama:

d1 92
a b rp
ry I

Passo 3. Prosseguindo, o processo de divisdo, enquanto for possivel, até que se

obtenha:
d1 qz qs3 dn-1 dn dn+1
a b ry Iy > rn_1 | rh, = mdc(a,b)
rp ry Is Iy 0

Sejam a e b inteiros positivos, com a > b. Naturalmente, repetindo o algoritmo
da divis&o euclidiana, temos:
a=bq;+r;,com0<r; <b
b=r;q,+r,,com0<r,<r;

r{ =rpqz +rzcom0<r3 <rj
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I'n_z =T 1qp + p,com0 <r, <rp_q

In—1 = I'nQpy1 + Mg, comry, = 0.

Como o resto diminui a cada passo, o processo nao pode continuar
indefinidamente, e alguma das divisdes deve ser exata.

Suponhamos entédo que r,,, seja o primeiro resto nulo entdo temos que:

mdc(a,b) = mdc(b,r;) = mdc(ry, 1) = - = mdc(ry_q,1p)

Finalmente, como r,|r,_, é facil ver que mdc(r,_,,1,) = ry, l0ogo, mdc(a,b) =
ry.

Deste modo, fica demonstrado por este processo que o maximo divisor
comum de a € b € o ultimo resto diferente de zero das divisdes sucessivas a partir da

divisdo euclidiana de a por b.

Exemplo 2.14. Calcular o mdc(64, 28).

Solugao:
2 3 2
64 28 8 4
8 4 0

Logo, o mdc(64, 28) = 4.

Exemplo 2.15. Verificar se os numeros 200 e 21 sdo primos entre si.

Observagao: Dois numeros a € b sdo primos entre si, se mdc(a,b) = 1.

Solugao:
Para resolver é necessario determinar o mdc(220,21). Assim, aplicando o

algoritmo de Euclides tem-se:

10 2
220 21 10
10 1

Logo, o mdc(220,21) = 1. Portanto, eles sdo primos entre si.



27

O teorema seguinte sobre 0 maximo divisor comum € bastante importante e,

€ conhecido por Teorema de Bézout.

Teorema 2.5. Se d = mdc(a, b), entdo existem inteiros x e y tais que:
d = ax + by.
Demonstracao:
Seja A o conjunto de todos os inteiros positivos da forma ax + by, com x,y € Z,
isto é:

A ={ax+ by:x,y € Ze ax + by > 0}.

Este conjunto A é ndo vazio, porque, se a # 0, entdo um dos dois inteiros a =
a.l+b.0e—a=a.(—1)+b.0 é positivo e pertence a A.

Logo, pelo PBO, existe e é unico o elemento minimo d de A, digamos minA =
d > 0. E, de acordo com a definicdo de A, existem inteiros x e y tais que d = ax + by.

Posto isto, vamos mostrar que d = mdc(a,b). Com efeito, pelo algoritmo da
divisao, temos:

a=dq+r, com0<r<d.

O que da
r=a—dq=a-(ax+by)qg=a(l-gx)+d(—qy).

Isto é, o resto r € uma combinacéo linear de aeb. Como0<r<ded>0¢éo0
elemento minimo de A, segue-se quer = 0 e a = dq, isto é, d|a.

Analogamente se conclui que também d|b. Logo, d € um divisor comum
positivo de a e b.

Finalmente, se c € um divisor comum positivo qualquer de ae b (c|b,c > 0),
entao:

c/(ax+by) =>cld=>c<d

Isto é, d é o maior divisor comum positivo de a e b, ou seja:

mdc(a,b) = d = ax + by X,y € Z
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e o teorema fica demonstrado.

Teorema 2.6. Dados d,m,n € Z, tais que d = m.n € mdc(m,n) = 1, entdo d|a, com
a € Z, se e somente se, m|a e nja.

Demonstracgao:

(=) Como d|a, pela Defini¢do 2.1, existe umr € Z tal que a = d.r, mas por hipbtese
d =m.n,dondea=m.n.r, 0 que implica que mJa e n|a.

(<) Como m|a e n|a, pela Definicdo 2.1, existem ry, r, € Z, tal que

a=m.r;ea=n.r, (D

como por hipotese mdc(m,n) =1 e d = m.n, segue-se do Teorema 2.3 que:
m.b+n.c=1 (multiplicando ambos os membros por a)
m.b.a+n.c.a=a (substituindo (I) no lado esquerdo da igualdade)
m.b.n.r, +n.c.m.r; =a
m

.n.(b.r, +c.r;) =a=m.nla=d|a.

[ ]
Teorema 2.7. Sejam a,b,c € Z. Se a|b.c e mdc(a,b) = 1, entdo ac.
Demonstragao:

Como mdc(a,b) = 1 pelo Teorema 2.5 existem inteiros n e m tais que n.a +
m.b = 1. Multiplicando-se os dois lados desta igualdade por c, se obtém:

n.(a.c) + m(b.c) =c.
Como ala.c e, por hipotese, a|b. c entdo, pelo Teorema 2.1 (8), a|c.
]

Teorema 2.8. Dados a,b € Z*, a|b <> mdc(a,b) = |a].



Demonstracgao:

(=) Se a|b, entao pela Defini¢io 2.1, existe k € Z tal
b = a.k onde mdc(a,b) = mdc(a, a.k) = a, pois mdc(1,k) = 1.

(<) Se mdc(a,b) =a=alae a|b.

29
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3 NUMEROS PRIMOS

Os numeros primos comegaram a ser estudados pela escola pitagoérica e, até
hoje, s&o objeto de estudo. Uma quantidade consideravel dos resultados da Teoria

dos NUumeros deve-se a esses numeros.

3.1 Definicao de numero primo

Definigao 3.1. Um inteiro p é primo se p = 2 e 0s unicos divisores positivos de p sdo
1 e p. Um inteiro n é composto se n = 2 e n ndo € primo.

Observacao: O numero 1 ndo é primo nem composto.

Teorema 3.1. Se um numero primo p nao divide um inteiro a, entdo a e p séo

relativamente primos (primos entre si).

Demonstracéo:

Sejad o mdc de a e p. Entdo d|a e d|p. Da relacéo d|p, resulta que d =1 ou
d = p, porgue p é primo, e como a segunda igualdade é impossivel, porque p nédo
divide a, segue-se que d = 1, isto é, o mdc(a,p) = 1.

Logo, a e p sao relativamente primos.

Corolario 3.1. Se p € um primo e p|ab, entdo p|a ou p|b.

Demonstracao:

Se p|a esta provado.

Mas, se p + a entdo mdc(a,p) = 1. Logo, plab = p|b, pelo Teorema 2.7.

Assim, existem r, s € Z tais que:

ar+ps=1 ()

Multiplicando (I) por b, temos:
abr+pbs=b
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Por hipotese, p|ab, entdo p|abr e também p|pbs, assim p|(abr + pbs).

Portanto, p|b.

3.2 Teorema fundamental da aritmética (TFA)

Teorema 3.2. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo numero inteiro maior do
que 1 pode ser representado de maneira unica (a menos da ordem) como um produto

de fatores primos.

Demonstracgao:

Existéncia de uma decomposigcao

Sera usado para esta demonstracéo o PIF.

Para n = 2 existe uma decomposigao trivial em numeros primos, ja que 2 é,
ele proprio, um numero primo.

Suponhamos agora que existe uma decomposi¢ao para todo inteiro b,2 < b <
n. Mostraremos que também vale para n.

Se n é primo, admite a decomposicao trivial. Caso contrario, n admite um
divisor positivo b tal que 1 <b < n, isto é, n = bc, e temos também 1 < ¢ < n. Pela
hipétese de indugao, b e c podem ser escritos como produtos de primos, na forma b =
P1-***+Ps, € = qq. . Q-

Substituindo, temos n = p;.-*-.ps.q;.*** - gk, € O resultado também vale para n.

Para mostrarmos a unicidade usaremos também a indugdo em n.

Para n = 2 a afirmacao é verdadeira.

Assumimos, entao, que ela se verifica para todos os inteiros maiores do que
1 e menores que n.

Vamos provar que ela também é verdadeira para n. Se n é primo, ndo ha nada
a provar. Vamos supor entdo, que n seja composto e que tenha duas fatoragdes, isto
é,

N =P;.p2."-Ps = d1-q2. " - qr-
Vamos provar que s = r e que cada p; € igual a algum g;.
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Como p, divide o produto q;.q,.*-.q, ele divide pelo menos um dos fatores
Qj-

Sem perda de generalidade podemos supor que p,|q;. Como sdao ambos
primos, isto implica p; = q;.

Logo pi =Py .Ps = Qo +.qp. COMO 1 < pi < n, a hipétese de indugdo nos
1 1

diz que as duas fatoragbes sao idénticas, isto é, s=r e, a menos da ordem, as

fatoragdes p;.p,. - .ps € q1-93-*** . qr SA0 iguais.

3.3 Pequeno Teorema de Fermat (PTF)
Lema 3.1. (Lei do Corte) Se ax = ay(mod p) e mdc(a,p) = 1, entdo x = y(mod p).

Demonstracgao:

Pela hipotese, temos que existe q € Z, tal que ax = pq + ay, dai

pq = ax —ay = a(x —y).

Assim, temos que pl|a(x —y), mas como o mdc(a,p) = 1, segue p|(x—y),
garantindo que

X = y(mod p).

Teorema 3.3. (PTF). Seja p primo. Se p t a entdo
aP~! = 1(mod p).

Demonstracgao:

Sabemos que o conjunto formado pelos p numeros 0,1, 2,---,p — 1 constitui
um sistema completo de residuos modulo p. Isto significa que qualquer conjunto
contendo no maximo p elementos incongruentes mdodulo p pode ser colocado em

correspondéncia biunivoca com um subconjunto de {0,1,2,+--,p — 1}.

Vamos agora, considerar os numeros a, 2a, 3a, -+, (p — 1)a. Como mdc(a,p) =

1, nenhum destes numeros ia, 1 <i < p—1 é divisivel por p, ou seja, nenhum é
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congruente a zero médulo p. Quaisquer dois deles s&o incongruentes moédulo p, pois
aj = ak(mod p) implica j = k(mod p) e isto so é possivel se j = k, uma vez que ambos
j e k sdo positivos e menores do que p. Temos, portanto, um conjunto de p—1

elementos incongruentes modulo p e ndo divisiveis por p.

Logo, cada um deles é congruente a exatamente um dentre os elementos
1,2,3,---,p — 1. Se multiplicarmos estas congruéncias, membro a membro, teremos:
a(2a)(3a) - (p—1)a = 1.2.3.:-.p — 1(mod p)

ou seja, aP Y (p—1!'=(p—1)!(modp). Mas p ndo divide (p—1)!, de onde
concluimos que mdc((p — 1)!, p) = 1, entdo pelo Lema 3.1 (Lei do Corte) temos

aP~! = 1(mod p)

0 que conclui a demonstragao.

|
Corolario 3.2. Se p € um primo e a € um inteiro positivo, entdo aP = a(mod p).
Demonstragao:

Temos que analisar dois casos, se plae se p ¢ a.

Se pla, entdo p|(a(aP~! — 1)) e, portanto aP = a(mod p).

Se p ta, pelo PTF p|(aP~! — 1) e, portanto, p|(aP — a).

Logo, em ambos os casos, aP = a(mod p).

|

3.4 Infinidade de numeros primos

Existem infinitos numeros primos? Diversas provas de que existe uma
infinidade de numeros primos ja foram formuladas. A mais ilustre € a demonstragao

de Euclides, que ha mais de 2.300 anos demonstrou que 0s numeros primos sao
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infinitos. Esta demonstragao consta dos Elementos de Euclides, escritos por volta de
300 a.C.

A prova de Euclides (de que o conjunto dos numeros primos € infinito) &
considerada universalmente pelos matematicos como um modelo de elegancia

matematica. Ela emprega o método indireto, ou redugao ao absurdo (EVES, 1997).

Teorema 3.4. O conjunto formado pelos numeros primos € infinito.

3.4.1 Demonstragao de Euclides

Suponhamos que exista somente uma quantidade finita de numeros primos,

digamos:

P1,P2,P3,°**, Pn-

Consideremos o numero k = p;.p,.p3.+**-pn + 1.
Como k é inteiro e k > 2, existe um primo p tal que p|k. Segue entdo que p =
p;i para algum 1<i<n . Logo pijlk. Mas pilpi-p2-P3-**-Pn - AsSSim p;lk—

P1-P2.-P3-*-pn = 1, 0 que € um absurdo.

3.4.2 Demonstracao de Goldbach

A demonstracdo de Goldbach se tornou conhecida apés sua publicacdo em
Berlim em 1924, entretanto ela se encontra em uma carta de C. Goldbach a Euler
datada de 21/31 julho 1730.

Em 1891, A. Hurwitz descobriu independentemente a mesma demonstracao
em um exercicio (RIBENBOIM, 2012). Ela utiliza a seguinte ideia: basta achar uma
sucessdo infinita a; < a, < az < --- de nUmeros naturais, primos entre si, dois a dois,
isto € sem fator primo comum. Se p, € um fator primo de a,, p, um fator primo de a,,

-+, pp Um fator primo de a,, entdo p4,p,, ***, Pn, -+ S&0 todos distintos.
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3.5 Numeros primos de Mersenne

Esse conjunto de numeros recebe esse nome em homenagem a seu

descobridor, Marin Mersenne.

Figura 2 — Marin Mersenne (1588 — 1648)

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Marin_Mersenne.

Marin Mersenne foi um padre, matematico e tedlogo. Ficou conhecido

sobretudo pelo seu estudo dos chamados primos de Mersenne.

Definicdo 3.2. Um numero da forma M, = 2" —1,n > 2, € chamado numero de
Mersenne. Se M,, for primo, é chamado de primo de Mersenne.

Enunciaremos entao a seguinte preposigao:
Proposicao 3.1. (Primos de Mersenne) Se M, = 2" — 1 é primo, entdo n é primo.
Demonstracgao:

Se n é composto, digamos n = ab, em que 1 < a,b < n, entdo

M, =23 —1=2%9)P—1=(22—-1)(220"D 42202 4 ... 4 23 1 1),

Como M, é primo, 22 —1=123 -1 ou 22 —-1=1. Destas igualdades,

obtemos b = 1 ou a = 1, uma contradigdo. Assim n € primo.

Observacio: E importante ressaltar que a reciproca da proposicdo anterior ndo é

valida.
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Sabe-se, desde os tempos de Mersenne, que numeros desta forma podem
ser primos ou compostos.

Por exemplo: M, = 3, M3 =7, M; = 31, M, = 127, s&o primos. Ja, M;; =
2047 = 23 x 89, nao é primo.

Atualmente, os maiores numeros primos conhecidos sdo numeros de

Mersenne, sdo eles:

n M,
43.112.609 243112609 _ q
57.885.161 257885161 _ q
74.207.281 274207281 _ q
77.232.917 277232917 _ q
82.589.933 282589933 _ 1

3.6 Numeros primos de Fermat

Figura 3 — Pierre de Fermat (1601 — 1665)

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat.

Foi um dos maiores matematicos do século XVII, ele se interessava
profundamente pela Teoria dos Numeros, sendo considerado o primeiro matematico

a contribuir para este ramo do ponto de vista teodrico.

Definigdo 3.3. Um numero da forma F, = 22" + 1,n > 0, é chamado de nimero de

Fermat. Se F, é primo, € chamado de primo de Fermat.
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Pode-se verificar que F, =3, F; =5, F, =17, F; =257, F, = 65537 séo
primos.

A medida que n aumenta, os nimeros de Fermat também aumentam
rapidamente e ndo sao faceis de verificar quanto a primalidade. Sabe-se que F, é

composto para5 < n < 30.

Proposi¢ao 3.2. Todo numero de Fermat & igual ao produto de seus anteriores
somado a 2.
F, = FF; - F,_; +2

A prova é por indugdo. Como o caso n = 1 se verifica, isto é, F, = F; — 2,
vamos supor a validade para n e mostrar que a mesma relagdo também vale para n +
1.

FoFq - Fp = (FoFy - Fh)Fy
= (Fy — 2)F,
=(22"+1-2)(2*" +1)
= (22" - 1)(2*" +1)

_ 22n+1 1
=22""41-2
=Fp41 — 2

Supondo n < m temos, pela relagao acima, que
FOF1F2 ee Fn se Fm—l = Fm - 2

o que implica que F, — Fy - F, - F,_1 = 2.

Logo, se um numero d divide F,, e F, entdo d divide 2. Como F, € impar d ndo pode
ser 2 e portanto mdc(F,, F,,) = 1. (Confira 3.4.2).
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3.7 Teste de primalidade

Apresentaremos os principais testes de primalidade, ou seja, mostraremos se

um numero € primo ou composto.

3.7.1 Divisbes Sucessivas

Um dos mais simples testes de primalidade, consiste em dividir um numero n
por todos 0s numeros inteiros que estiverem na faixa que vai de 2 até n — 1. Se n for
divisivel por qualquer um deles, entdo n € um numero composto. Caso contrario, € um

numero primo.

Proposigao 3.3. Seja n um numero natural composto, entdo n tem um divisor primo

p tal que p < V/n.

Demonstracao:
Seja p o menor divisor primo de n, entdo n = pk para algum k € N.

Comop <ktemosquep? <pk=p?’<n=p<+n.

Proposicao 3.4. Se p € um numero primo diferente de 2 e 3, entdo p € da forma 6k —

1 ou 6k + 1, onde k € um inteiro positivo.

Demonstragao:
Todo numero ao ser dividido por 6 € de uma das formas: 6k, 6k + 1, 6k + 2,
6k + 3, 6k + 4 ou 6k + 5.
(1) p = 6k, p € multiplo de 6, ndo é primo.
(2) p=6k+1, pode ser primo.
(3) p=6k+2,p=23Bk+1)=pé multiplo de 2, 6k + 2 n&o & primo.
(4) p=6k+3,p=32k+1)= pé multiplo de 3, 6k + 3 ndo & primo.
(5) p=6k+4,p=23k+2)=pé miultplo de 2, 6k + 4 n&o & primo.
6) p=6k+5=>p=6k+6—-1=6(k+1)—1=6Kk'"—1, pode ser primo.
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Portanto, se p # 2, 3 for primo ele n&o pode ser das formas 6k, 6k + 2, 6k + 3
e 6k + 4. Assim, p =6k —1ou p = 6k + 1.

Utilizando a Proposigao 3.3, Eratdstenes criou um método, chamado Crivo de
Eratostenes, para listar os primos menores que um certo inteiro positivo n > 1, que
consiste do seguinte:

(1) Escreva uma lista com todos os inteiros entre 2 e n — 1;
(2) Para cada primo p < v/n, elimina-se da lista todos os multiplos pk de p, para k >
2;

(3) Os numeros que sobrarem sdo 0s primos menores que n.

Figura 4 — Crivo de Eratéstenes

®3X®X 7 X 9')( Prime numbers

@E@XEX@H@X : » ¢ -
W@ KA HKE@E v v
)40 ¢ 4.100) ¢ BEEEE.
@' @)()()(@ Hooen )( N 43 7 w8
M)(.N)(w n)(.)( e &1 & M
@)( ¥ )()( @)( 73 T9 83 89
@ i @xxx s @X 7T 101 103 07
@ 2 YO @I o

1 IO @ v

® 1 @ v X@ @<

111 12 (1) 14 e 3 et 3 100

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Crivo_de_Eratéstenes.

De acordo com as Proposicoes 3.3 e 3.4, para verificarmos se um numero é
primo, usando o método das divisdes sucessivas, devemos dividir o0 numero por 2 e
por 3 e, depois, faz-se as divisdes por todos os inteiros na forma 6k + 1 que sejam

menores ou iguais a raiz quadrada do numero testado.

Exemplo 3.1. Verifique se o numero 113 é primo ou composto.

A V113 é aproximadamente 10,63, devemos dividir 113 por 2, 3, 5 e 7. Se 113 nao for
divisivel por nenhum destes numeros, entao ele sera primo:

o Dividindo por 2 e por 3:
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113 =2x56+1
113 =3x37+2

° Para k = 1, dividimos por6k—1=5e 6k+1 =7,
113 =5%x22+3
113 =7x16+1

Assim, podemos afirmar que o numero 113 é primo.

Exemplo 3.2. Verifique se o numero 145 é primo ou composto.

V145 =~ 12,04, devemos dividir 145 por 2, 3, 5, 7 e 11. Se 145 n&o for divisivel por
nenhum destes numeros, entdo ele sera primo:
o Dividindo por 2 e por 3:

145 =2x72+1

145 =3x48+1

. Para k = 1, dividimos por6k—1=5e 6k+1 =7,
145 =5%x29+4+0

Portanto, o numero 145 nao € primo porque é divisivel por 5.

3.7.2 Teste de Fermat

O teste consiste em tomarmos um numero a qualquer e calcularmos
aP~! = 1(mod p), onde p é o numero cuja primalidade desejamos atestar. Feito o
calculo, temos dois possiveis resultados:
(1) Caso aP™! = 1(mod p), dizemos que p provavelmente é primo, podendo o teste
ser repetido para valores diferentes de a, afim de obter uma probabilidade melhor
de que p seja primo.

(2) Caso aP™! £ 1(mod p), confirmamos que p é composto, e encerramos o teste.

Lema 3.2. Sejam p primo e a e b inteiros. Entao:
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(a+Db)P = (aP + bP)(mod p)

Demonstragao:
Temos que, para todo a € Z, aP = a(mod p), pois p divide aP — a. Dai,
(a+b)P =a+b=(aP + bP)(mod p).

Exemplo 3.3. Seja p = 11 e a = 2, queremos testar a primalidade de 11.
aP™! = 1(mod p)
21171 = 1(mod 11)
21% = 1(mod 11)

Logo, pela Defini¢do 2.4, 11|(21° — 1) e, portanto, 11 é primo.

Exemplo 3.4. Seja p = 8 e a = 3, queremos testar a primalidade de 8.
aP™! = 1(mod p)
38-1 = 1(mod 8)
37 = 1(mod 8)

Logo, pela Definicdo 2.4, 8 (37 — 1) e, portanto, 8 ndo é primo.
3.7.3 Lucas-Lehmer

O teste de Lucas-Lehmer é um teste de primalidade, para numeros de
Mersenne, originalmente desenvolvido por Edouard Lucas em 1879 e posteriormente
melhorado por Derrick Henry Lehmer em 1936.

O algoritmo é de simples compreensao, usando aritmética modular e, para um
inteiro n qualquer, uma equacao recursiva da forma:

SO == 4'
{Sn = Slzl—l - Z(mod Mp)

Teorema 3.5 (Teste de Lucas-Lehmer). Para todo primo impar p, o numero de

Mersenne M, = 2P — 1 € primo se, e somente se, M, divide S,_,.
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A demonstracao deste teorema foge ao escopo deste trabalho e pode ser
encontrada, em (COUTINHO, 2013).

k k
Proposicdao 3.5. Seja a sequéncia Sk=(2+\/§)2 +(2—\/§)2 . Sx de forma

recursiva é dada por: S, = 4 e Sy, = SE — 2.

Demonstracgao:

Para k = 0, teremos

So=(2+v3)" +(2-3)" = Sy =2+4V3+2-V3 = 5, =4
De modo analogo, vamos escrever Sy.,; em fungo de Sy
St = (243 423 = (2+vE) T (2B
= [+ +[e-v3"] +22+ v -9 -2 +3) 2 -3
=[@+v3)" + - @)ZT 22 +vDHE-VI]
- [(2 V3 +(2- \/§)2k]2 —2.1%

_ [(z 3+ (2 _ﬁ)zk]z 2

=Sz -2

Faremos alguns exemplos para entendermos como funciona esse teste.
Exemplo 3.5. Suponha que desejamos testar a primalidade de M, = 27 — 1.

Calculamos primeiro a sequéncia de Lucas-Lehmer Sy para 27 — 1 (k =
0,1,2,..,p—2=05).
Sp = 4
S, =4*-2=14
S, = 14? — 2 = 67(mod 127)
S; = 672 — 2 = 42(mod 127)
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S, =422 — 2 = 111(mod 127)
S. = 1112 — 2 = 0(mod 127)

Logo, concluimos entdo que M,|Ss, portanto, 127 é primo.

Exemplo 3.6. Suponha que desejamos testar a primalidade de M,; = 21 — 1.

Calculamos primeiro a sequéncia de Lucas-Lehmer S, para 21 —1 (k=
0,1,2,..,p—2=09).
So =4
S, =4*-2=14
S, =14% -2 =194
S; = 1942 — 2 = 788(mod 2047)
S, = 7882 — 2 = 701(mod 2047)
Ss = 7012 — 2 = 119(mod 2047)
Sg = 1192 — 2 = 1877(mod 2047)
S, = 18772 — 2 = 240(mod 2047)
Sg = 240% — 2 = 282(mod 2047)
Sy = 2822 — 2 = 1736(mod 2047)

Logo, concluimos entdo que My, t Sq, portanto, 2047 ndo é primo.
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4 NUMEROS PERFEITOS

Os numeros perfeitos comegaram a ser estudados pela escola pitagoérica e
até os dias atuais despertam a curiosidade de muitos tedricos dos numeros.
Independentemente de serem topicos relativamente simples, no sentido de considerar
conceitos elementares, como divisores, soma de divisores, ainda assim, existem

alguns problemas em aberto sobre eles.
4.1 Soma dos divisores de um numero natural

Definicdo 4.1. Seja n > 1,n € N, denotamos por S(n) a soma de todos os divisores de

n.

Observe que S(0) ndo esta definido e S(1) = 1. Consideremos, entdon > 2 e
encontremos S(n). Convém antes apresentar algumas afirmagdes sobre S(n).

(1) Sepé primo, entdo S(p) =p + 1;

(2) Se p é primo, entao

n+1_1

P
p—1
pois 1 + p + p? + -+ p' € a soma dos termos de uma PG finita de primeiro termo a, =

S =1+p+p*+--+p'=

)

1, razdo q = p e r + 1 termos. Em particular, para n = 2", obtemos

r+1 __

S(n)=S(2r)=?=2r+1—1=2.2r—1=2n—1.

Concluimos dai que uma poténcia de base 2 nunca € um numero perfeito.

(3) Se p e qsao numeros primos distintos, entao S(p.q) = S(p). S(q).

Para provar esta relagao, basta ver que os divisores de p.q séo 1,p,q € p.q.

Logo,
S(p.q9) =1+p+q+p.q=1+p+q.(1+p)=1A+p)(A+q) =S(p).S(q

(4) Se ae b sao relativamente primos entre si, isto €, mdc(a,b) = 1, entdo
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S(a.b) = S(a).S(b)

Os divisores do produto a.b sdo da forma a;.bj, onde 1<i<sel<j<t,

onde s e t sdo os numeros de divisores de a e b, respectivamente. Nestas condic¢oes,

a soma S(a.b) dos divisores de a e b sera:

S(ab) = al(bl + b2 + -+ bt) + az(bl + b2 + -+ bt) + -+ as(b1 + bz + -+ bt)

Colocando (b; + b, + :- + b) em evidéncia,

S(a.b) = (a; +a, + -+ ag).(by + by + -+ by) = S(a).S(b)

Exemplo 4.1.
5(3)—32_1—9_1—4
3—-1 2
D(3) = {1,3}

22-172-1_8-1 49—1_78_56
2—-1"7-1 1~ 6
D(28) = {1,2,4,7,14,28}

S(28) = S(22.7) =

22-132-17"-1 8-19-149-1
2—-1'3-1"7-1 1 " 2 " 6
D(84) = {1,2,3,4,6,7,12,14,21,28,42,84}

=7.4.8=224

S(84) = S(22.3.7) =

Note que S(84) = 224 e que S(84) = S(3.28) = S(3).5(28) = 4.56 = 224.

Observe que 6 é igual a metade da soma de seus divisores.

4.2 Numeros perfeitos

Definigdao 4.2. Um numero n é considerado perfeito se S(n) = 2n.

Exemplo 4.2. Os divisores do numero 6 séo 1,2.3 e 6, e somando-o0s temos:
1+ 2+3+6=12=2.6
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Logo, 6 € perfeito.

Exemplo 4.3. Os divisores do numero 28 s&o 1, 2,4, 7,14 e 28, e somando-os temos:

1+ 24+44+74+14+28=56=2.28
Logo, 28 é perfeito.
Os proéximos numeros perfeitos seriam: 496 e 8128. Atualmente, conhece-se
outros numeros perfeitos e todos sao pares. Nao se sabe ainda se existem ou néo

numeros perfeitos impares.

Proposicao 4.1. Seja n € N. Tem-se que S, = n + 1 se, e somente se, n € um numero
primo.

Demonstracao:

Se S(n) = n+ 1, segue-se que n > 1 e que 0s Unicos divisores de n sdo 1 e n.

Logo n é primo.

Reciprocamente, se n € primo, os unicos divisores sdo 1 e n. Logo

Sh)=n+1

4.3 Nimeros amigaveis

Definicao 4.3. Dois numeros naturais m e n sdo ditos amigaveis quando cada um

deles é igual a soma de todos os divisores positivos do outro, exceto o proprio numero.

Sejam=S(n) —nen=S(m)—m.

Logo, m = S(n) — S(m) + m, isto & S(m) = S(n).

Dai, m + n = 25(n) — (n + m), ou melhor, S(n) = m + n.
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Por isso, m e n sdo amigaveis se, e somente se,

S(m) =S(n) = m + n.

Exemplo 4.4. 220 e 284.
Soma dos divisores proprios de 220:
1+2+4+54+10+114+20+22+ 44+ 55+ 110 + 220 = 504.

Soma dos divisores proprios de 284:
1+ 2+4+714+ 142 + 284 = 504.

Logo, $(220) = S(284) = 504 = 220 + 284.

Portanto, os numeros 220 e 284 sao amigaveis.

Outros numeros amigaveis sé&o:
. 1184 e 1210;
. 17296 e 18416.

4.4 Numeros pares perfeitos

Historicamente, o primeiro matematico que categorizou os numeros pares
perfeitos foi Euclides. Ele observou que os quatro primeiros numeros perfeitos
apresentam uma forma especifica.

6=2%.(14+2)=2.3
286=22.(1+242%)=4.7
496 =2* (14+2+2%2+23+2%=16.31
8128 =2°.(1+2+2%2+23 +2% +25+2%) =64.127

Observe porém, que 0s numeros
90=2%.(14+2+22+2%)=8.15
2016 =25.(1+2+2%2+23 +2%+ 2% =32.63



48

estdo faltando nessa sequéncia porque 15=3.5 e 63 =32.7 sdo numeros

compostos, ao passo que 3,7,31 e 127 sao todos primos.

4.5 Niumeros Defectivos

Definigao 4.4. Um numero natural n é defectivo se a soma de seus divisores, exceto
0 proprio numero, € inferior a ele.
S(h)—n<n

Exemplo 4.5. O numero 26, tem como divisores {1, 2,13,26} e € um numero defectivo,
pois:
S(26) —26=(1+2+13+4+26) — 26 =16 < 26.

Observagao: Ha ainda os quase perfeitos, que sdo os defectivos cuja soma dos
divisores, exceto o préprio nimero, é igual ao seu antecessor. E o caso do 32, cuja

soma dos divisores (1 + 2+ 4+ 8+ 16 = 31) é o antecessor de 32.

4.6 Numeros Abundantes

Definigao 4.5. Um numero natural n € abundante se a soma de seus divisores, exceto
0 préprio numero, € superior a ele.

S(n)—n>n

Exemplo 4.6. O numero 30, tem como divisores {1, 2,3, 5, 6,10, 15,30} e € um numero
abundante, pois:
S(30)—30=(1+2+3+5+6+10+ 15+ 30) —30 =42 > 30.

Observagao: Existem apenas 21 numeros abundantes menores que 100, os quais

sao todos pares. O primeiro numero abundante impar é 945.
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5 TEOREMA DE EUCLIDES-EULER

Teorema 5.1. Um numero natural n € um numero perfeito par se, e somente se, n =

2P~1(2P — 1), em que 2P — 1 é um primo de Mersenne.
Demonstragao:
Primeiramente, mostraremos que, se n = 2P~1(2P — 1), em que 2P — 1 é um

primo de Mersenne, entdo n € um numero perfeito par.

Por hipdtese, temos que n =2P"1(2P —1), onde 2P —1 & um primo de

Mersenne.
Logo, p > 1, e, consequentemente, n € par.
Como 2P — 1 é impar, temos que mdc(2P™1,2P — 1) = 1.

Logo, temos que:
S(n) =S(2P71. (2P — 1))

= S(2P-1)S(2P — 1)

_213—12p
T 2-1
=2P(2P - 1)

=2.2071 (2P — 1)

= 2n.

Portanto, n é perfeito.

Vamos verificar agora que se n é um niimero perfeito par, entdo n = 2P~1(2P —

1), onde 2P — 1 € um primo de Mersenne.
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Agora, suponhamos que n é perfeito e par.

Queremos provar que n = 2P~1(2P — 1), com 2P — 1 primo (de Mersenne).

Seja 2P~1 a maior poténcia de 2 que divide n.

Logo, p > 1en =2P"1 b, comb impar.

Entdo S(n) = (2P — 1)S(b).

Como S(n) = 2n segue que (2P — 1)S(b) = 2Pb.

Dai temos que (2P — 1)|b pois mdc(2P,2P — 1) = 1.

Logo existe c € N com c < b tal que b = ¢(2P — 1) € N, portanto
(2P — 1)S(b) = 2Pb = 2P(2P — 1)c, logo S(b) = 2Pc.

Temos que b e c sdo dois divisores distintos de b tais que c + b = 2Pc.

Nessa situacao, ¢ = 1. De fato, suponha, c # 1.

Temos entdo, que S(b) > 1+ c+b > c+ b = 2Pc; disto segue que 2Pc =c+

b < S(b) = 2Pc, uma contradig¢ao.

Portanto, temos que S(b) = b + 1, ou seja, b € primo.

Temos assim que n = 2P~1(2P — 1), sendo 2P — 1 é primo.
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi realizar um estudo bibliografico sobre a Teoria
dos Numeros, visando contribuir para o ensino da matematica tornando-o mais
significativo e prazeroso. Buscou-se mostrar também a importancia na compreenséao
das propriedades dos numeros para a constru¢ao dos conceitos matematicos.

Espero que este trabalho possa ajudar os leitores e em especial
professores e alunos e além disso, despertar o interesse para um estudo mais

aprofundado sobre o referido assunto.
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