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RESUMO

Este trabalho tem como principal objetivo fazer uma reflexao sobre o uso da mo-
delagem mateméatica como ferramenta didatica. Usé-la como uma alternativa de meto-
dologia ativa para o ensino de matematica na educacao bésica, buscando colocar o aluno
como protagonista na construcao de seu conhecimento. Através da interpretacao ma-
tematica de problemas reais, tentamos fundamentar o processo de ensino-aprendizagem.
O professor de matemaética é convidado a verificar como pode ser feita a construgao de um
modelo matematico durante sua pratica docente diante de dois exemplos destinados ao
ensino médio: a modelagem das tarifas de telefonia mével e a modelagem da propagacao
dos casos de COVID-19 no Brasil.

Palavras-chave: modelagem matematica, ensino de matematica, tarifas de telefonia

movel, propagacao dos casos de COVID-19 no Brasil.



ABSTRACT

The main objective of this work is to reflect on the use of mathematical modeling
as a didactic tool. We present it as an alternative active methodology for teaching mathe-
matics in basic education, seeking to place the student as a protagonist in the construction
of their knowledge. Through the mathematical interpretation of real problems, we try to
support the teaching-learning process. The mathematics teacher is invited to verify how
the construction of a mathematical model can be done during his teaching practice, in
view of two examples for secondary education: the modeling of mobile phone rates and
the modeling of the propagation of COVID-19 cases in the Brazil.

Keywords: mathematical modeling, mathematics teaching, mobile phone rates, propa-
gation of COVID-19 cases in Brazil.
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Introducao

O ensino de matematica no Brasil possui certas deficiéncias e os resultados nas
avaliagoes apontam que a maioria dos jovens conclui o ensino béasico sem os conhecimentos
adequados na disciplina, resultados de um sistema educacional que ainda tem muito a
melhorar e que sofre um declinio com o passar dos anos. Professores desvalorizados e
mal preparados desde a sua formagao, a utilizacao de metodologias que precisam ser
atualizadas com a finalidade de prender a atencao de uma geracao com acesso a muita
informacao, o desinteresse generalizado dos alunos com a educagao e principalmente com
a matemadtica e falta de acompanhamento familiar sao alguns dos fatores que influenciam
a atual situacao.

O Programa Internacional de Avaliacdo de estudantes (PISA) é um importante
indicador da qualidade da educacao dos paises que participam. O Brasil aparece en-
tre os 20 piores colocados, indicando um resultado ruim, que deve servir de reflexao e
orientar a busca por politicas de melhoria do ensino basico. A matemaética é essencial
para a formagcao integral e desenvolvimento cognitivo. Como nos mostra os Parametros

Curriculares Nacionais: . o ~ )
[...] a matemética pode dar sua contribuigdo & formagao do ci-

dadao ao desenvolver metodologias que enfatizem a construcao
de estratégias, a comprovacao e justificativa de resultados, a cri-
atividade, a iniciativa pessoal, o trabalho coletivo e a autonomia
advinda da confianga na prépria capacidade para enfrentar desa-
fios. (PCN, 1998)

Por este motivo, deve-se estimular o seu aprendizado. Para isso, faz-se necesséria
uma mudanca generalizada na base educacional brasileira. E preciso formar pessoas com
pensamento critico e capazes de refletir sobre a realidade. O desafio é usar metodologias
que despertem interesse e motivem os alunos a estudar esta ciéncia. Para isso, é preciso
conscientizar os professores sobre o uso de métodos que aproximem a matemadtica da
realidade. Incentiva-los a conduzir as aulas de matematica aplicada e confiar na sua
capacidade de fazé-lo.

Para Costa (2018),

Modelagem matemaética pode ser compreendida como uma meto-
dologia de ensino que possibilita ao estudante abordar contetdos
matematicos a partir de fenomenos de sua realidade.(COSTA;
IGLIORI, 2018)

A modelagem matematica influencia positivamente o aluno no estudo da disci-

plina e contribui para uma melhoria na qualidade da educacao. Sendo assim, a intengao
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desse trabalho é estimular o uso da modelagem matematica por professores e alunos du-
rante as aulas, ou seja, o uso da realidade como base da construcao do conhecimento.
Assim, organizamos esse trabalho em 4 capitulos.

No Capitulo 1, abordamos o processo da modelagem matemaética e suas etapas,
apresentamos algumas defini¢oes e resultados usados em nosso trabalho. O Capitulo 2
convida o professor a fazer uma reflexao sobre a utilizagdo da modelagem como uma
ferramenta didatica possivel para sua pratica docente. Enfatizamos a importancia do uso
da modelagem como metodologia de ensino, ativa e dinamica, na motivacao e aprendizado
do aluno.

Os Capitulos 3 e 4 apresentam problemas concretos da realidade que podem ser
formulados e estudados do ponto de vista da modelagem matematica. A intencao inicial
era trabalhar estes problemas nas aulas de matematica do ensino béasico, mas a pandemia
nos limitou e esta pratica nao foi possivel no momento. O Capitulo 3 faz uma andlise das
tarifas de telefonia mével e reflete sobre a importancia de verificar como as cobrancas sao
realizadas para escolher um plano mais adequado para cada perfil de usuario, aproveitamos
as ideias desenvolvidas no livro de Mass et al., (2108) e aplicamos o processo de modelagem
de tarifas telefonicas de acordo com a realidade do Brasil. No Capitulo 4, trabalhamos
a modelagem matematica do crescimento do nimero de casos de COVID-19 no Brasil,
no qual é feito uma analise do crescimento exponencial e sua influéncia nos problemas
de epidemiologia. Nesses dois capitulos, fazemos a construcao de modelos levando em
consideragao as ferramentas matematicas de alunos do ensino médio, deixando o rigor

matematico para dar foco no entendimento do processo da modelagem e sua aplicacao.
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Capitulo 1

Modelagem Matematica: definicoes e

abordagens

Neste capitulo, abordamos o processo de modelagem matematica, visando a com-

preensao desse conceito de maneira ampla e enfatizando as etapas do processo.

1.1 Modelagem Matematica

A modelagem ¢ a drea do conhecimento que traduz (ou tenta traduzir) fenémenos
ou situagoes reais em linguagem matematica. Durante o processo, a criagao de um modelo
ird descrever a situagao real ou fenomeno e servird para prever o comportamento de
variaveis envolvidas nele.

Para Bassanezi (1994),

modelagem matemética é um processo que consiste em traduzir
uma situacgao real ou tema do meio em que vivemos para uma
linguagem matematica. Essa linguagem que denominamos mo-
delo matemadtico, pressupoe um conjunto de simbolos e relagoes
matematicas que representam o fenémeno em questao. (BASSA-
NEZI, 1994)

Dessa forma, a modelagem é essencial para o desenvolvimento de véarios campos,
como quimica, fisica, economia e engenharias, pois os modelos desenvolvidos simulam as
situagoes reais e garantem a compreensao e melhor interpretacao do problema que esta
sendo analisado. O processo de modelagem parte de um problema do mundo real, e
através de varias andlises e manipulagoes matematicas, traz significativas conclusoes para
se chegar a solucao.

A descoberta e o desenvolvimento da matemaética foram e sao baseados e esti-

mulados pela necessidade da humanidade, ou seja, a medida que surgiam problemas no
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mundo real, percebia-se a necessidade de melhor compreendé-los, e nessas tentativas de
interpretar as situagoes reais, novas ferramentas matematicas foram e sao descobertas. A
partir de problemas encontrados ao decorrer dos anos eram necessarios novos conceitos
matematicos capazes de sanar os questionamentos levantados. Sendo assim, a modelagem
e a matematica estao entrelagadas.

Varias situagoes do mundo real apresentam problemas que precisam de solucao
e podem ser interpretados matematicamente. Alguns podem ser resolvidos apenas com
a matematica basica, como, por exemplo, o preco a ser pago por um servico de plano
de telefonia movel. Ja outros, como os modelos epidemioldgicos, vao requerer técnicas
de matematica avancadas, pois envolvem, por exemplo, sistema de equacoes diferenciais,
porém é possivel construir modelos usando ferramentas matematicas em um nivel de
ensino basico. Assim, a modelagem é um meio de unir a realidade e a matemaética através

do modelo, isso pode ser visto na figura a seguir:

modelagem
matematica

situagao real matematica

modelo

Figura 1.1: Processo da Modelagem Matematica. Fonte: BEIMBENGUT; HEIN, 2005,
p- 13

1.2 Etapas da Modelagem Matematica

Apos ter entendido o conceito de modelagem matematica como um processo de
interpretar problemas do cotidiano através de modelos matematicos, aparece de forma
natural a questao: como € que podemos confrontar problemas do mundo real com mode-

los que possam interpretar tais problemas? Para responder essa pergunta, é necessario
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entender em que consiste esse processo. A seguir, de acordo com Bassanezi (1994) e
Chuquipoma (2012), explicaremos as etapas ou momentos que devem ser considerados na

modelagem.

Primeira Etapa: A primeira etapa do processo da modelagem matematica
consiste em reconhecer a relevancia de um problema real, no sentido de ser significativo,
isto é, determinar a situacdao do problema a ser modelado, quer dizer, determinar seu fator
de impacto no mundo real. O fator de impacto pode ser medido como consequéncia de

futuros trabalhos ou problemas que melhorem esses primeiros resultados.

Exemplo 1. Quando queremos diminuir a quantidade de pessoas infectadas por algum
virus, isso constitui um problema de impacto na sociedade de um determinado pais, que

exige significacao, avaliacao e critica. Desta forma o problema é significativo.

Segunda Etapa: Determinada a situacao do problema, a segunda etapa da
modelagem exige hipdteses de simplificacdo, ou seja, devemos conhecer o problema e
simplifica-lo, nao simplificando o problema real e, sim, introduzindo hipoteses que simpli-
fiquem sua abordagem. Essa simplificacao serve para nos familiarizarmos com o problema,
para entendermos a esséncia do mesmo, conhecermos a forma de resolver e depois irmos
modificando o modelo até encontrarmos a modelagem mais préxima do problema real.
Em conclusao, todo problema, nesta etapa deve ser tratado com um grau de simplificacao

para facilitar a resolucao do modelo.

Exemplo 2. No caso do problema de impacto epidemioldgico, o estudo pode ser feito
através de diversas abordagens. Pode ser usado, como hipétese de simplificagao, que o
crescimento das pessoas infectadas em cada unidade de tempo é proporcional a prépria
populagao; desta forma é que simplificamos as hipéteses com o objetivo de poder fazer

um estudo de forma clara.

Terceira Etapa: No passo seguinte do processo da modelagem, temos a terceira
etapa, que consiste na resolucao do modelo decorrente através de diversas areas do conhe-
cimento; nesta etapa é muito importante a aproximacao do modelo a considerar. E entéo,
que conseguimos estabelecer a rigidez das ferramentas matematicas e dizer se depois de ter
simplificado as hipdteses estamos em condigoes de poder resolver o modelo mateméatico. A
necessidade de suplementar o conhecimento qualitativo sobre o funcionamento de sistemas
reais por declaragoes quantitativas leva inevitavelmente ao desenvolvimento de modelos

matematicos diversos.
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Exemplo 3. O modelo aproximado do problema epidemiolégico é dado através de di-
versos enfoques matematicos que aparecem na biologia e cuja resolugao dependerd da si-
tuagao do problema a modelar. Por exemplo, a resolucao dependeré do tipo de variaveis,
continuas ou discretas, presentes no modelo, deterministico ou probabilistico, ou pelo tipo

de crescimento, por exemplo, o exponencial.

Quarta Etapa: Na quarta etapa, temos a avaliagcao das solugoes encontradas
na etapa anterior de acordo com a questao real do problema a modelar. A avaliacao
tem por objetivo comparar os resultados obtidos da modelagem matemadtica (problema
aproximado) com o problema real, assim, se o grau de proximidade ¢ muito distante, o
modelo matematico deve ser redefinido de forma a mudar a sua solucao inicial a fim de

se aproximar a solucao do modelo real.

Quinta Etapa: Nesta quinta e iltima etapa da modelagem matematica, devemos
ter em consideracao a tomada de decisao com base nos resultados obtidos. E assim que,
através da modelagem matematica, conseguimos obter melhores condigoes para decidir o

que fazer frente a um fenémeno ou a uma situagao real.

1.3 Definicoes e Abordagens

Nesta secao apresentaremos resultados e ferramentas matematicas que usaremos
no decorrer do trabalho. Alguns teoremas e demais resultados serdo omitidos, para in-
formagoes adicionais citaremos as referéncias nas quais as pessoas interessadas poderao

estudar os detalhes. Seguimos as mesmas ideias de Chuquipoma (2012).

Definicao 1 (Ajuste de Curvas). Um ajuste de curvas, ou as vezes chamada curva de
regressao, € um conjunto de técnicas numéricas que tem por objetivo expressar alguma
tendéncia da relagao de duas grandezas. FEm outras palavras, ajuste de curvas € um
mecanismo ou artificio que fornece uma relacdo funcional de uma varidvel dependente y

quando relacionada com a varidvel independente x.

Um ajuste de curvas é muito util para uma formulagao simplificada dos dados ou
também para uma verificagao de alguma tendéncia entre as grandezas. Quando obtemos
um conjunto de dados através de um processo de experimentacao e desejamos obter um
ajuste de curvas ou uma curva de regressao entre as variaveis que definem o problema,
a priori, escolhemos a forma da curva que desejamos ajustar para poder expressar estas

variaveis, isto implica que existe uma infinidade de curvas de regressao, portanto nem
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toda relacao funcional obtida representa um bom modelo matematico.

O Método dos Minimos Quadrados

Um dos métodos mais utilizados para estimacdo (aproximacao) de parametros ou ajuste
de curvas é denominado método dos minimos quadrados, detalhado a seguir. De modo
geral, consideramos as variaveis ou grandezas x e y que definem o fenomeno a analisar e

que estao sujeitas a um conjunto de n medidas ou experimentos observados:

A ={(z1,11), (x2,2), -, (Tn, yn) } (1.1)

e uma funcao f : R¥1 — R tal que y(z) = f(z; a1, as,...,ax), onde ay, as, ..., ag $30 08
parametros. O método dos minimos quadrados consiste em determinar esses parametros

de modo que se minimize o valor de

n

Sy, g, ..., qp) = Z[f(x,, a1, Q. ) — yil?, (1.2)

=1

isto é, o método consiste em minimizar a soma dos quadrados de

& = f($; o, Oy, -~-704k) — Y

entre os diversos valores de y; observados e os valores y(x;) = f(x;; a1, as, ..., ay) ajustados.
Os valores ¢; sao chamados de desvios. Em seguida, locam-se esses pontos num plano
cartesiano. O conjunto de pontos resultante é denominado diagrama ou grdfico de

dispersao.

Ajuste Linear

Definigao 2 (Ajuste Linear). Suponhamos que as grandezas x e y cujas medidas sao
dadas por 1.1 se relacionem linearmente. Um ajuste de curvas é denominado linear, se a
funcao f: R — R € definida por

flx;a,0) =ax+0b

Em outras palavras, um ajuste é linear se é definido pela equacao da reta y(z) =
axr + b, com a e b fixos. Assim, esta equacao sera a reta que melhor se ajusta aos

pontos dados na equagao (1.1) a qual se deseja determinar. A Figura 1.2 nos mostra a
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representacao grafica do ajuste linear, nesta podemos observar que a reta y =ax + b é a
que melhor se ajusta aos pontos ;. Devido a erros de medida, os valores (z;,y;), pontos
dados na equacao (1.1) ndo necessariamente satisfazem exatamente & equagao da reta,
isto é,

Yi = ax; +0b.

Para que essa expressao se transforme numa igualdade, deveremos levar em conta os

Y i
bA » L
e |1
N
yg il “3 o 4 y = ax + b
32 ;
yz L
y, I
-
X, X, X3 X, Xn X

Figura 1.2: Ajuste Linear. (CHUQUIPOMA, 2012).

erros ou desvios ¢; cometidos na medida. Assim,
yi = (ax; +b) + .

Portanto, ¢; também depende de a e b; ou seja; €;(a,b) = y; — (ax; + b). A soma dos
quadrados dos desvios é dado por
S(a,b) = [y — az; — b

i=1

Aplicando-se o Método dos Minimos Quadrados, tem-se que os melhores valores para a

e b (e portanto a melhor reta) sdo aqueles que minimizam S(a,b). Como S é fungao de
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duas quantidades a e b, as condigoes necessarias de minimo sao

oS oS
%—O € %—O,

ou seja,

g—i = -2 Zzl(xlyl —ax? —bx;) =0,

:—22 z; —b) = 0.

De onde obtemos as chamadas equacoes normais

Za:lyl = Z (bz; + az?)
=1

Zyl—Zal‘me)
i=1

Resolvendo (1.3) e (1.4) simultaneamente, para a e b encontramos

g

BB

=1

35 5] -[3) 52
5] 5

n n
E Yi—a E Ty
=1 i=1

b —

Por outro lado, de (1.4) obtemos

n

Observagao 1. Um ajuste de curvas é nao linear se a fungao f(x;aq, s, ...,

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.7)

o) dada

pelos minimos quadrados nao é uma reta. Ao fazer um ajuste linear para relacionar duas

variaveis, nao sabemos a priori se a reta encontrada é o melhor modelo de ajuste. A

verificagado da existéncia e do grau de relacao entre variaveis é o objeto de estudo da
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correlagao que a seguir definimos.

Definigao 3 (Correlagao Linear). A correlagao linear mede a relagdo que existe entre as

varidveis (z;,y;) de um conjunto de dados em torno de uma reta ajustada y = ax + b.

O coeficiente de correlagao de Pearson r ¢ um mecanismo de medida da correlacao

linear e é dado por

. [Be e
Z ;Y — =l n =l
r= = : (1.8)

n n N2 n n 2'2 1/2
{[Zx?— (Zis) ] lzyg_ (T ”

i=1 i=1

Verifica-se que r € [—1,1]. Se r esta préximo de 1 ou —1, dizemos que a correla¢ao é mais
forte. Se r estd préximo de zero, dizemos que a correlagao é fraca. Se r =1 our = —1,
entao a correlacao entre as variaveis é perfeita. Se r = 0, nao existe nenhuma correlagao.

Por 1ltimo, o sinal de r indica o sinal do coeficiente angular da reta ajustada.

Ajuste Linear para o Modelo Exponencial

Suponhamos que a formulacao de um modelo matemaético é definida por meio de

uma funcao de tipo exponencial (Figura 1.3)

y(x) =pe*, p>0. (1.9)

Fazendo a mudanca de varidvel z = Iny com o objetivo de transformar a equacao que

Y.H YJL
__‘—'"’ﬁ- hﬂ\
0 X 0 X
a>0 a < 0

Figura 1.3: Funcgao de Tipo Exponencial.

define o modelo (1.9) na forma de uma equagao de uma reta, obtemos ao tomar logaritmos
de ambos os lados de (1.9)
2(z) =lny=azx+Inp (1.10)
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Desta forma, podemos fazer um ajuste linear para o modelo exponencial, pois é mais facil
lidar com (1.10) do que com (1.9). Além disso, o estabelecimento da curva com dados
empiricos e a analise dos desvios sao extremamente facilitados. Portanto, tomando-se

a=aeb=1Inp, aequacgao da reta ajustada ou equacao auxiliar é

z=ax +b.

Variacoes

Como vimos anteriormente no processo da modelagem matematica, a obtencao
de um modelo mateméatico que interpreta o problema a ser estudado constitui a parte
mais complexa do processo. As relagoes de medida que existem entre as variaveis ou
grandezas observadas que definem o problema (que nao necessariamente sdo de cardter
matematico) sdo a base para a obtencdo da formulacdo do modelo matematico. Uma
maneira de interpretar essas relacoes de medidas e em consequéncia obter um modelo

matematico é dada pela variacao ou taxa de variagcao dessas variaveis.

Definicao 4. Entendemos por varidveis quaisquer grandezas que se modificam durante
um processo dinamico. O termo pardmetro se refere a quantidades que podem ou nao
mudar durante o processo dinamico. As comnstantes sao quantidades que ndo variam

durante o processo e assumem valores fixados a priori.
A seguir, lembramos algumas definicoes da anélise real.

Defini¢ao 5 (Sequéncia de nimeros reais). Uma sequéncia de nimeros reais é um con-
Junto de pontos denotado por {x,}, definidos por uma funcio f : X C N — R, cujo
dominio € um subconjunto X dos nimeros naturais N, tal que x, = f(z,). Quando este

conjunto € finito, dizemos que a sequéncia € finita.

Definig¢ao 6 (Conjunto Discreto e Varidvel discreta). Uma varidvel discreta é uma varidvel
que toma wvalores isolados, ou seja, nao admite valores intermedidrios entre dois valores
especificos. O conjunto formado por valores de uma variavel discreta é chamado de con-

junto discreto.

Matematicamente, podemos aprofundar essa definicao: dada uma sequéncia finita
de nimeros reais {1, s, x3, ..., T, }, cada elemento da sequéncia é chamado de valor dis-
creto, e a varidvel x recebe o nome de varidvel discreta. O conjunto finito {x1, o, x3, ..., T, }
formado por valores de uma varidvel discreta x é denominado conjunto discreto. Em ou-
tras palavras, um conjunto é discreto se existe uma correspondéncia bijetiva entre os

elementos do conjunto e um subconjunto dos nimeros naturais {1,2,3...,n}.
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Exemplo 4. Se desejamos encontrar o niimero de pessoas infectadas por um virus em
cada dia d, durante um ano, devemos usar uma sequéncia finita Ny para representar o
nimero de pessoas infectadas por um virus em cada dia d, isto é, { N7, Na, N3, ..., N3g5} é

o conjunto discreto e o niimero de pessoas N é a variavel discreta.

Definicao 7 (Variavel Continua). Uma varidvel de um processo dinamico € dita continua

se pode assumir valores entre dois numeros quaisquer do processo dinamico.

Em termos matematicos podemos dar a seguinte interpretacao: dada uma sequéncia
finita de nimeros reais {z1, x9, x3, ..., T, }, uma variavel x é dita continua se pode assumir
todos os valores reais intermediarios entre os valores discretos da sequéncia. Em outras

palavras, uma variavel que nao é continua sera discreta.

Exemplo 5. em um experimento aleatério, observa-se que o peso das pessoas varia no
intervalo [55.48,80], se {x; = 55.48, xs = 56.91, x3 = 58.0,..., zg = 80.0,...} sdo
os valores dados do peso de certas pessoas, qualquer valor da variavel peso x pode ser

assumido no intervalo [55.48, 80]; logo, a variavel peso é continua neste intervalo.

Na préatica, sequéncias finitas de niimeros reais representam grandezas que estao
envolvidas na modelagem matematica do problema e, portanto, constituem conjuntos dis-
cretos, isto €, no caso do peso das pessoas consideradas no Exemplo 5, entao, é importante

saber quando tais sequéncias interpretam variaveis continuas.

Observagao 2. Uma sequéncia finita {x,}*_; é um conjunto discreto de niimeros reais,
logo x é uma variavel discreta, porém, se conseguimos representar a variavel x = f(t) por

uma funcao definida para todo t € R, entao, na verdade, x e t serao variaveis continuas.

Definigao 8 (Variacao). Seja f : A C R — R y = f(z) uma fungdo que associa a
cada varidvel independente x a varidvel dependente y. A wvariacao de uma funcdao f €
definida como a medida do comportamento da funcao em relagao a um estdgio da varidvel

independente x.

As variacoes sao de dois tipos: variagoes discretas e variacoes continuas. A seguir

estudaremos cada tipo de variacao.

Variacoes Discretas

Seja Q = {y1, Y2, Y3, ..., Yo} um conjunto discreto tal que a variavel discreta y esta
em relagao & grandeza x através da funcao f: A C R — R, isto é, y = f(z), Vo € A,

sendo A subconjunto proprio de R.
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Definigao 9 (Variacao Discreta). Uma variagao € discreta se os valores da imagem da

fungao f, isto €, y = f(x) pertencem ao conjunto discreto €.

Defini¢ao 10 (Variagao Total). A wvariacao total ou as vezes chamada varia¢io de y =

f(z) € Q em relagao ao intervalo [x1,xs] € definida por

Ay =ys —y1 = f(22) — f(21) (1.11)

Ay também ¢é chamado de incremento de y. Se Ay > 0, entao a fungao f aumenta

em tamanho; se Ay < 0, f experimenta um decréscimo; se Ay = 0, f é constante.

Definigao 11 (Taxa Média de Variagao). A taza média de varia¢ao ou variagio média
dey = f(x) € Q em relagao x € definida por
% fx2) — flz1)

— J\e) S . 1.12
Ax To — X1 T 7 T2 ( )

Ax = x5 — 1 é a extensao do intervalo [x7, 2], também chamado de incremento
da variavel x. A taxa de variagao média representa o incremento da funcao f em relagao ao
incremento da variavel x. Outro tipo de medida variacional discreta aparece em particular

na dinamica populacional que a seguir definimos.

Definicao 12 (Taxa de Variacdo Relativa). A taza de wvariagdo relativa é a taza de
variagao de uma populagio N = f(t) € Q em que a variagdo depende somente do nimero
de individuos presentes inicialmente e nao de fatores que dependem do tempo. Temos os
sequintes casos:

i) Taxa de Varia¢ao Relativa Média, que € definida por

AN N>— N
- NJAt N At

(07

Ny = f(t1), No= f(t2)

ii) Tazxa de Variagao Malthusiana, proveniente de um crescimento exponencial em cada

Neia
At +At
=
@ N,

unidade de tempo.

Variagoes Continuas

Defini¢ao 13 (Variacao Continua). Uma variagcdo € continua se os valores da imagem

da fungao f: ACR —= R, isto é y = f(x) sao vdlidos para todo nimero real x € A.

Observacao 3. Observamos que uma varidvel continua pode assumir valores em um

conjunto discreto, isso significa que podemos generalizar as defini¢oes de variacoes do
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caso discreto para o caso de variagoes continuas. Nesse sentido, omitiremos as defini¢oes

de variagoes (total, média, relativa) para o caso continuo.

Definigao 14 (Taxa de Variacao Instantanea). A taza de varia¢ao instantanea no ponto

x € a tara de variacdo de uma fungao f: A C R — R no ponto x, é dizer

{f(l‘+h})1— f(fff)}

. Ay .
im —= = lim
Az—0 Az h—0

— (@) (1.13)

desde que exista o limite.

Observagao 4. A taza de variagao instantinea f'(z) é chamada de derivada da fung¢do
f no ponto x, ela é o numero real, cujos valores aproximados para valores muito pequenos
de h sao os quocientes [f(x + h) — f(z)] /h. A taza de variag¢do instantanea € o limite

das taxas médias de variacao.

Defini¢ao 15 (Grandeza proporcional a vérias outras). Sejam z,x,y,u,v e w grandezas
tais que z estd relacionada com as grandezas x,y, u,v,w através da fungdo f : R — R>, 2z =
f(z,y,u,v,w). Diz-se que z é diretamente (inversamente) proporcional a x quando:

a) Para quaisquer valores fizados y,u,v,w, a grandeza z é uma fungdo crescente (decres-

cente) de x, isto €, a desigualdade x < x' implica

f<x7y7u7v7w) < f(x/7y7 u7v7w)7 (f('x7y7 u7v7w) > f(xl7y7u7 /07 w))'

b) Paran € N e x,y,u,v,w quaisquer tem-se f(nx,y,u,v,w) =n- f(x,y,u,v,w).
As demonstragoes dos seguintes teoremas podem ser encontradas em Lima (2013).

Teorema 1. (Caracterizacao da Fungao Afim) Seja f : R — R uma fungdo crescente
ou decrescente. Se o acréscimo o varia¢io de f, f(x + h) — f(x) depender apenas do

acréscimo h de x e nao de x, entdo f é uma funcdao afim.(LIMA, 2013)

Teorema 2. (Caracterizagao da Funcao Exponencial) Seja f : R — Rt wma fungdo
crescente ou decrescente tal que, para cada x,h € R quaisquer, a variagdo relativa [f(x +
h)— f(z)]/ f(x) dependa apenas de h, mas nao de x. Entao, seb = f(0) ea = f(1)/f(0),
tem-se f(x) = ba®, para todo x € R. (LIMA, 2013)

Teorema 3. Seja f : R — R uma funcdo crescente ou decrescente que transforma toda
Progressao aritmética Ty, Ta, ..., Tn, ... NUMA PTOGreSSG0 GeOMELTica Yy, Yz, -, Yn = f(xn), ...

Se fazemos b= f(0) ea = f(1)/f(0) teremos f(x) = ba® para todo x € R. (LIMA, 2013)
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Capitulo 2

Modelagem Matematica para

Professores

2.1 Modelagem Matematica para Professores

Atualmente, ha um crescente desenvolvimento de novas tecnologias e a necessi-
dade de habilidades matematicas para a atuacao nas diversas areas profissionais é um
fator que desperta a atencao social para um problema na educacao bésica: o baixo ren-
dimento em matematica. O contexto de transformagoes na sociedade e no mercado de
trabalho implica em novos contornos e maneiras de se pensar a educacao. O professor
de matematica se preocupa em trazer praticas educacionais diferenciadas, na tentativa
de melhorar o rendimento do aluno, mas infelizmente a educagao matematica permanece
em um momento histérico anterior, ou seja, as aulas, em sua maioria, sao expositivas e,
quando contextualizadas, os assuntos nao sao atuais, assim, nao atingem as necessidades

da sociedade atual.

Busca-se uma educagao mais voltada para o bom desempenho
do cidadao no seu cotidiano, o qual estd impregnado de ma-
tematica. Assim, torna-se necessario que a matemaética extrapole
seus proprios limites disciplinares, buscando realizar conexoes com
a realidade. (BARBOSA, 1999)

E preciso pensar em uma educacao transformadora e voltada para a formagcao do
cidadao como um todo. Ha a necessidade de desenvolver habilidades que permitam ao
aluno desempenhar sua funcao na sociedade e lidar com os problemas do seu cotidiano.
Sendo assim, o conhecimento matematico deve proporcionar o contato com a realidade e
tentar compreendeé-la. O aprendiz precisa reconhecer maneiras de utilizar as ferramentas

matematicas para resolver situacoes adversas do dia a dia.
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Assim, existe a necessidade de introduzir praticas que proporcionem a construcao
do conhecimento matematico a partir do contato com o mundo real, ou melhor, a sala
de aula deve ser um lugar onde seja possivel explorar as possibilidades de interagao entre
a matemadtica e a realidade. “[...]a sala de aula precisa tornar-se uma laboratério para
descobrir as maneiras pelas quais a matematica pode ser usada como um instrumento
do mundo real.”(DOLGOS; ELIAS, 1996). Uma forma de proporcionar este elo entre a
matematica e a realidade é a utilizacao da modelagem matematica como metodologia de
ensino, porém ela é vista como uma ferramenta muito distante da realidade da pratica
docente, pois a maioria dos professores nao estao habituados a enxergar este processo
como uma ferramenta didética.

Apesar de reconhecer a necessidade de utilizar métodos para despertar o interesse
dos alunos e melhorar o rendimento escolar, muitos docentes nao sabem como introduzir
estas praticas. A falta de contato com a modelagem traz uma visao de que é impossivel

trabalhar a matematica aplicavel em sala de aula.

[..]Jhé diferentes dificuldades relatadas pelos professores na imple-
mentagao de modelagem: a inseguranga diante da imprevisibili-
dade (BARBOSA, 2004); a inseguranca diante do novo (DIAS,
2005; OLIVEIRA, 2010); as dificuldades na administragao do
tempo disponivel (BARBOSA, 2004; DIAS, 2005); e o receio de
os alunos apresentarem solucoes aos problemas que ainda sao des-
conhecidas ao professor (JURKIEWICZ & FRIDEMAN, 2007).
Nesse sentido, de acordo com CHAMOAN (2007), a formagao de
professores em modelagem deveria dar mais énfase ao desenvolvi-
mento de habilidades na construgao de modelos matematicos, na
avaliacao da validade do argumento desses modelos, assim como
no desenvolvimento, na comparagao e na avaliagao de processos
alternativos de solugdo pelos professores. (LUNA; BARBOSA,
2015)

A intencao deste trabalho é apresentar ao professor a modelagem como ferra-
menta de ensino que coloca o aluno como sujeito ativo no processo de construcao do seu
aprendizado e mostrar como é possivel aplicar esta metodologia no dia a dia escolar.

Muitas vezes o professor sente-se desmotivado e, por mais que frequentemente es-
teja preocupado com a falta de interesse, opta sempre pela aula tradicional, com explicacao
do contetdo e resolucao de exercicios de fixagao. Este método é valido e necessario no
ensino de matematica, mas sozinho torna as aulas massantes e desinteressantes.

A modelagem aproxima a matematica da realidade, pois é uma maneira de inter-

preta-la. Isso possibilita tratar de assuntos recorrentes na atualidade dentro das aulas de
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matematica, mostrando aos alunos como o conhecimento matematico pode ser 1til para

enfrentar problemas reais.

[...]Jquando afirmam que utilizar situac¢oes reais para fazer ma-
tematica na escola dever ser, antes de tudo, um instrumento para
saber interpretar a realidade matematicamente com o fim de que
se possa ser util ao aluno para se mover melhor em seu meio e
atuar sobre ele. (DOLGOS; ELIAS, 1996)

O objetivo maior do ensino dever ser a formacao e inser¢ao do aprendiz na so-
ciedade, entender a sua realidade sabendo atuar sobre ela e conseguir relacionar todo
o conteudo visto na escola com o mundo em que ele vive. Os resultados negativos do
ensino de matematica nos colocam para refletir sobre as causa e solugdes para este pro-
blema, visto que o desenvolvimento do raciocinio légico esté diretamente relacionado com
a formagao de cidadaos criticos. Uma das maiores dificuldades no ensino desta ciéncia
é despertar o interesse dos alunos. O contetdo é visto como enfadonho e sem aplicacao
direta. Muitas vezes os alunos sabem da importancia da matematica para a humanidade
de modo geral, mas veem estas aplicacoes muito distantes e como algo muito complexo.

Colocar os alunos para participar de um processo de modelagem matematica ira
mostrar como a interpretacao da realidade por meio da matemética é possivel e pro-
porcionard uma aproximacao deles com conceitos e ferramentas matemédticas. As aulas
conduzidas por esta metodologia tem por objetivo colocar o aluno como construtor do
conhecimento, tornando-o sujeito ativo no processo de ensino aprendizagem.

A proposta é colocar o aluno para construir um conhecimento matematico e ao
mesmo tempo refletir sobre certa situagao-problema que pode influenciar em suas escolhas.
Por exemplo, ao criar um modelo para verificar como sao cobradas as tarifas de telefonia
movel, podemos nos questionar se nosso plano de celular é o que mais atende nossas
necessidades.

A modelagem, quando trabalhada de maneira correta em sala de aula, pode
proporcionar mais que o conhecimento matemético ou aprendizado de manipulagao de
certa ferramenta matemética. O processo de modelagem ird mostrar ao aluno como a
matematica é usada para manipular dados reais e prever comportamentos futuros.

Todos os processo de modelagem, desde a coleta de dados até a tomada de decisao,
sao importantes nesta metologia, pois o principal objetivo é mostrar como a matematica
estd presente em varios aspectos da realidade e, consequentemente, trabalhar ferramentas
necessarias nao s6 para a modelagem do problema em si, mas também para a construcao

do conhecimento matemético em geral.
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2.2 Modelagem Matematica no ensino

A implantacao da modelagem no ensino é um grande desafio para o professor, pois
traz novas formas de interagdo com a matematica. Os conteiidos nao sao apresentados
aos alunos em aulas expositivas. O conhecimento é construido juntamente com o modelo
matematico.

Segundo Barbosa (1999),

Ponte (1993, p.223) aponta-nos trés meios principais em que a
modelagem pode aparecer no curriculo: projetos extensos que po-
dem durar semanas ou meses, situagoes que podem requerer uma
ou duas aulas e atividades simplificadas muitas das quais podem
ser concluidas numa aula. (BARBOSA, 1999)

Neste trabalho, a proposta é trabalhar a modelagem em um projeto extenso, que
leve algumas semanas, o intuito é envolver os alunos em todas as etapas e, ao longo delas,
construir alguns conceitos e trabalhar o uso de ferramentas matematicas. De acordo com
as ideias de Mass et al., (2018), a abordagem da modelagem na sala de aula requer muita
cautela e um planejamento estruturado, com objetivos bem definidos. Um fator impor-
tantissimo no processo de modelagem é quais ferramentas serao utilizadas na construgao
do modelo. Por isso, cada etapa deve ser guiada pelo professor, para que o aluno nao se
perca no processo.

Inicialmente, o tema deve ser escolhido. O professor pode pré selecionar alguns
temas que julgue ser de interesse dos alunos e levar para a sala de aula, definindo assim
o objeto da realidade a ser modelado. Ao se pensar em fazer uma modelagem em sala
de aula, deve-se ter em mente se os sujeitos envolvidos terao o conhecimento necessario
para a manipulagao do modelo. Com isso, a escolha do modelo deve ser coerente com o
nivel de ensino e ferramentas conhecidas pelos envolvidos na criacao deste modelo. Dessa
maneira, a modelagem pode ser utilizada em qualquer etapa da educagao basica, desde
que a escolha do tema seja coerente com o nivel de ensino. Como ainda nos aponta Mass
et al., (2018), o tema nao sé pode, como deve ser de interesse dos alunos envolvidos, mas
estes devem ser orientados, justamente para se ter controle desta coeréncia com a etapa
de ensino em que se quer aplicar a modelagem.

Em sequencia, deve ser feita a coleta de dados: em nosso trabalho foi feita uma
pesquisa de alguns planos de telefonia mével disponiveis no mercado e a busca pelo niimero
de casos de COVID-19 no Brasil a partir de fevereiro de 2020 até julho de 2020. Diante
dos dados, é hora de formular problemas que serao solucionados através do modelo. Esta

etapa exige muita atengao, pois (novamente) deve-se ter em mente quais ferramentas serao
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necessarias para criacao do modelo. Sendo assim, o professor deve ser capaz de prever
quais conhecimentos matematicos serao utilizados no processo e se os alunos que irao
participar terao a bagagem necessaria.

Depois disso, a simplificacao de hipotese serd feita, momento de adaptar a reali-
dade a uma maneira que ela podera ser tratada matematicamente. A sistematizacao dos
conceitos que serao utilizados no processo é fundamental para que os envolvidos possam
participar de maneira efetiva do processo. A interpretacao da solucao e a verificacao da
validade do modelo sao as etapas finais do processo, aqui analisamos se o objetivo inicial
foi alcancado. A metodologia voltada para a aplicacao da modelagem na educacao coloca
o professor como um mediador na construcao do conhecimento.

Franchi (1993) nos aponta que “os alunos estao acostumados a receber o conhe-
cimento pronto, resolver exercicios e tirar duvidas.”(FRANCHI, 1993) Colocé-los para
participar de maneira ativa em cada etapa pode gerar um desgaste inicial e ser uma
dificuldade na implantacao. Os estudantes precisam se acostumar em participar da cons-
trugao dos conceitos e o trabalho do professor é fundamental para que a abordagem seja

feita de uma maneira em que os alunos sejam conduzidos na elaboracao do modelo.

A modelagem redefine o papel do professor no momento em que
ele perde o carater de detentor e transmissor do conhecimento
e passa ser aquele que estd na conducao das atividades, numa
posicao de participante.(BARBOSA, 1999)

Além de estar preparado para conduzir o processo, ele deve fazer uma ligacao entre
as ideias relacionadas no processo e o saber sistematizado. O modelo criado em sala de
aula nao ird apenas representar uma situacao da realidade, como também serd responsavel
pelo desenvolvimento de técnicas matematicas e construcao de conceitos. Sem perceber,
o aluno ird aumentar as possibilidades de tratar e resolver um problema matematico.
Contudo, o objetivo de todo o trabalho sera perdido, se o professor nao for capaz de
mostrar ao aluno novos conceitos matematicos durante o processo de modelagem.

Ao se trabalhar temas da realidade, conceitos relacionados a diferentes dreas
aparecerao na abordagem. Assim, o professor precisa ter disposicao para adquirir co-
nhecimentos interdisciplinares. Pesquisar e planejar a acao antes da aplicagao na pratica
devem se tornar rotina, para que ele nao seja surpreendido com alguma situacao que nao
saiba lidar, e assim perca o controle do processo e do objetivo inicial, levando a experiéncia
com modelagem como um projeto fracassado. A interpretacao da solucao e a validacao
dos modelos sao as ultimas etapas do processo. Neste momento, verifica-se se o objetivo
definido no inicio do processo foi alcancado, ou seja, se o modelo ¢é valido.

O objetivo a ser alcangado no final da criagao do modelo deve ser definido inicial-
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mente, mas em alguma etapa pode-se perceber que este objetivo exige um conhecimento
matematico mais complexo, neste caso, como o foco principal é aprender com o processo
de modelagem, pode-se redefinir os objetivos com o propdsito de ser possivel a criacao do
modelo com as ferramentas matematicas disponiveis no nivel de ensino. Os temas deste
trabalho foram pensados para alunos do 3° ano ensino médio. Como o uso do celular
é frequente entre os adolescentes, entender como as tarifas de telefonia sao cobradas e
analisar o crescimento do contagio de um virus que parou o mundo motivam os alunos a
participar deste processo. Inicialmente, os temas seriam trabalhados no formato de um
projeto de intervencao pedagodgica nas aulas do ensino regular, porém com a pandemia
do coronavirus e a necessidade de isolamento social, as aulas foram suspensas e a pratica
desta modelagem foi adiada.

A educacao publica brasileira ainda estd se adaptando ao ensino remoto e a falta
de acesso as aulas por uma grande maioria dos alunos é a realidade na escola onde seria
realizada a aplicacao do projeto, por este motivo ¢ inviadvel esta pratica pedagogica no
ensino remoto. Todo o passo a passo e as orientacoes em cada etapa estao descritos neste
trabalho. Vale ressaltar que podemos aproveitar a esséncia deste trabalho e aplicar a
modelagem em qualquer tema, que pode ser escolhido pelo professor ou entre professores
e alunos. O tnico cuidado a se tomar é saber se o conhecimento matematico dos alunos
sera suficiente para a complexidade do tema escolhido, pois deve-se ter em mente quais

ferramentas matematicas serao necessarias para desenvolver o modelo por completo.
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Capitulo 3

Modelagem Matematica: Analise das

Tarifas de Celulares

Neste capitulo sera apresentado um primeiro problema, real e concreto, em que
pode ser aplicado o processo da modelagem matematica para alunos do ensino médio. A
abordagem envolve um modelo que descreve o preco a se pagar em uma conta de celular.
Serao analisados o custo com ligacoes e consumo de dados com acesso a internet em 4
planos de telefonia movel disponiveis no mercado. Gostariamos de apresentar este tépico
de forma interativa, pois deixamos claro que o foco é analisar a resposta e dinamica do
aluno quando é direcionado a usar modelagem matematica. Nesse caso, muitos passos
ja foram pré-definidos (coleta de dados, etc). No entanto, no inicio de um exercicio
de modelagem matematica, essas ideias geralmente ainda nao foram geradas. Vamos
examinar mais de perto isso durante nossa primeira tarefa relacionada com a coleta de

dados.

3.1 Formulacao do Problema

Consiste em determinar o modelo matemético que permite escolher o melhor
plano de tarifas de celulares, dentre aqueles oferecidos por diversas companhias de celu-
lares, em relacao ao tempo de ligagao, ao consumo de dados, etc, bem como analisar as

suas diversas implicagoes para o consumidor.
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3.2 Situacao do Problema

A situacao de problema vai depender das diversas variaveis a serem consideradas
no plano de tarifas, por exemplo, devemos observar atentamente o plano de precos do
provedor de servigos, ou desejar que o tempo de conversagao (chamadas) seja a principal
influéncia na sua conta, ou ainda, podemos desejar estar constantemente disponiveis e
falarmos ao telefone o tempo todo, ou podemos precisar somente de um meio de comu-
nicagao em caso de emergéncia. Nesse sentido, o fator de impacto do problema seria
muito satisfatorio, pois determinaria uma maneira adequada do usuario definir a tarifa

certa baseado no custo beneficio.

3.3 Hipébteses de Simplificacao

Assumimos que todas as pessoas pretendem usar seu telefone celular da maneira

mais economica possivel.

3.3.1 Coleta de Dados

Inicialmente, é preciso fazer uma pesquisa em lojas ou internet para conhecer os
planos de celular oferecidos pelas operadoras. Uma tarefa que parece ser simples, mas
que se nao for direcionada, pode tornar o trabalho de modelagem muito complexo. Dessa
forma, o professor deve propor uma atividade que direcione esta pesquisa, a fim de que
os planos encontrados sejam facilmente modelados com o conhecimento de ensino basico.
Neste trabalho, procuramos por planos que pudessem ser modelados com funcoes afins,
conteudo trabalhado no ensino médio. A seguir, temos os planos A, B, C, e D que serao
utilizados neste trabalho.

Plano A: R$0,20/min e R$ 1,99/100 MB.

Plano B: R$ 40,00 fixos com 100 min de ligacoes e 6 GB de internet. No caso
de consumo extra: R$ 0,30/min e R$ 1,99/100 MB.

Plano C: R$49, 99 fixos com ligacoes ilimitadas e 4,5 GB de internet. Consumo
extra: R$ 1,99/100 MB.

Plano D: R$129,99 reais fixos com ligagoes ilimitadas e 16 GB de internet.
Consumo extra: R$ 1,99/100 MB.

Depois de definidos quais planos serao analisados, é preciso organizar as in-
formagcoes em uma tabela, pois isso possibilita uma visualizacao da situacao e um melhor

entendimento para o aluno. Num primeiro momento, vamos analisar somente o gasto com
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ligacoes.

A Tabela 3.1 apresenta o preco pago em cada plano de acordo com o tempo de

ligacao.
Tempo de ligacao Plano A Plano B Plano C Plano D
(em min) Preco - (R$) | Prego - (R$) | Preco - (R$) | Prego - (RS)

0 0 40 49,99 129,99

10 2 40 49,99 129,99

20 4 40 49,99 129,99

30 6 40 49,99 129,99

40 8 40 49,99 129,99

50 10 40 49,99 129,99

60 12 40 49,99 129,99

70 14 40 49,99 129,99

80 16 40 49,99 129,99

90 18 40 49,99 129,99
100 20 40 49,99 129,99
110 22 43 49,99 129,99
120 24 46 49,99 129,99
130 26 49 49,99 129,99
140 28 52 49,99 129,99
150 30 55 49,99 129,99
160 32 58 49,99 129,99
170 34 61 49,99 129,99

Tabela 3.1: Preco pago em cada plano.

3.4 Solucao do Problema

O problema sera analisado considerando trés casos distintos, seguindo o tipo de
servi¢co da fornecedora. No primeiro caso veremos a nao existéncia de politicas de arre-
dondamento, posteriormente, estudaremos a forma como o fornecedor do servico oferece
o custo dessa politica de arredondamento. Para finalizar, abordaremos o modelo mais
aprimorado do problema, ou seja, consideramos o caso em que o usuario pode configurar
um modelo matematico que inclua chamadas e cobrancas de dados, pois o objetivo final
da modelagem matematica é enriquecer o modelo para refletir a realidade do problema

da forma mais exata.
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3.4.1 Primeiro Caso: Custo do Plano em funcao do tempo

Em termos de funcoes, podemos interpretar que o preco a pagar pode ser defi-
nido por uma fungao f : RT™ — R™, f(¢), onde t representa o tempo em minutos. Agora
observamos que tem sentido afirmar que quanto maior é o tempo em minutos de ligacao,
maior também é o custo do plano a pagar, e vice-versa. Aqui aparece, inicialmente, um
conceito que em matematica é chamado de proporcionalidade, mas por enquanto, nao se
pode garantir que essa proporcionalidade seja crescente, estritamente crescente, decres-
cente ou estritamente decrescente em relacao ao tempo, ou pelo menos em intervalos de
tempo. Acreditamos que esse tipo de proporcionalidade sera definida pelo tipo de servico
oferecido pelo plano que o usuario queira assinar. Do exposto, estamos em condicoes de
afirmar que a fungao f é crescente ou decrescente (monétona) pelo menos em intervalos.
Além disso, acréscimos iguais de tempo implicam em acréscimos iguais no preco a pagar.

Isso significa dizer que se uma pessoa, depois de ter fixado o plano que satisfaz as
suas expectativas, aumentar o tempo em h (pequeno), entao deverd também aumentar o
preco pelo consumo, ou seja, intervalos iguais de crescimentos em minutos, correspondem

a crescimentos iguais do preco f(t) nesse mesmo tempo. Ou seja, o quociente

flt+h) = f()
h

=a

é constante. Logo, f(t + h) — f(t) = ah reais gastos em um acréscimo de tempo h, a
partir de f(¢), depende somente de h e nao de ¢t. Entao, pelo Teorema da Caracterizagao
da Fun¢ao Afim, Teorema 1, f é uma funcao afim, ou seja, o preco a se pagar por um
consumidor, depois de ter escolhido o plano que mais o satisfaz, em cada instante de

tempo t, é modelado por uma funcao afim. Dessa maneira, existem a,b € R tais que
f(t) = at + b, (3.1)

onde a = w e b= f(0).

Assim, é possivel analisar as contas de celular e os planos oferecidos, para isso, é
necessario filtrar e interpretar corretamente as informacgoes. Principalmente para o aluno,
pode ser complicado, em um primeiro momento, o que significa interpretar matemati-
camente a situagao. “[...] o professor deve guid-lo nessa tarefa, propondo atividades e
ajudando-o a entender os conceitos matematicos relacionados.” (MAASS et al., 2018). Ini-
cialmente, é preciso pensar em como o usuario utiliza seu telefone, se é para chamadas

de voz, uso de internet ou ambos, o perfil de consumo de cada pessoa ird determinar o
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melhor plano para ela.

No plano A, a pessoa ird pagar R$ 0,20 por minuto de ligacao, ou seja, a duracao
de cada chamada vai influenciar no valor da conta. O plano B possui o valor de R$ 40 com
100 minutos para ligacoes inclusos e para cada minuto adicional serd cobrado R$ 0,30. J&
nos planos C e D as ligagoes sao ilimitadas, ou seja, o nimero de chamadas e a duracao
das mesmas nao influencia no preco pago. Em relagao ao plano A, da coleta de dados do
problema de andlise de tarifas (ver Tabela 3.1), temos nesse caso que o acréscimo h = 1
do tempo é constante, logo a = w = f(t+1)— f(t),¥Yt >0, tomando t = 0,
temos a = f(1) — f(0) = 0,20. Assim,

F(t) = 0,20t (3.2)

Nesse caso a funcao afim recebe o nome de funcgao linear com taxa de crescimento constante
0,20.

No plano B, aumentos iguais no tempo nao implicam em aumentos iguais no
preco para intervalos grandes. Nesse caso, é importante definir e analisar em que intervalos
de tempo o comportamento do preco é modelado por uma funcao afim. Da coleta de dados
mostrada na Tabela 3.1 podemos ver que o preco nos primeiros 100 minutos de consumo
permanece constante e igual a 40 reais. Para um tempo maior que 100 minutos, passa a
ser cobrado R$ 0,30 por minuto. Assim, o preco a pagar é modelado pela funcao afim

por partes:
40 se 0<t <100

(3.3)
0,3(t — 100) +40 se ¢ > 100.

ft) =

Nos planos C e D, aumentos iguais nos dias de uso implicam em aumentos iguais
no preco. Entao, pelo Teorema da Caracterizacao da Funcao Afim, Teorema 1, f é uma
funcao afim. Dessa maneira, f(t) = at + b, onde a = f(t + 1) — f(t) e b = f(0). Da
Tabela 3.1, no caso do plano C, temos a = f(t+ 1) — f(t) = 49,99 — 49,99 = 0, logo f é
constante e f(0) = 49,99 Assim,

F(t) = 49, 99. (3.4)

No plano D, analogamente obtemos que o preco a pagar é modelado pela funcao constante
f(t) =129,99. (3.5)

Para uma melhor visualizacao da Tabela 3.1 os dados foram organizados no grafico:

35



250

—200

Valor(R$)

-190

Plano D
—50
Plano B
] planoA %0 100 150 200 250 300 350 400 "
Y | Tempo(min)

Figura 3.1: Precos de tarifas por cada plano.

Como o teorema de caracterizacao da funcao afim nao faz parte do curriculo do

ensino médio, podemos utilizar a seguinte estratégia para mostrar ao aluno que a situagao

pode ser modelada através de uma funcao do 1° grau. Vamos analisar o aumento do prego

a medida que o tempo em ligacoes aumenta no plano A. A variacao é de R$0,20 a cada

minuto, essa variagao é a taxa de crescimento.

Na Figura 3.2, podemos observar que a taxa de crescimento é constante (sempre

igual a 0,20) e, por esta caracteristica, levamos o aluno a concluir que esta situagao é

modelada por uma func¢ao afim.

Tempo Valor Variagbes
{min) (R%)
1 0,20 ) +0,20
2 0,40
) +0,20
3 0,60
4 0,80 ) +0,20

Figura 3.2: Taxa de crescimento.
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Com isso, levaremos o aluno a perceber que f(t) = at, é dizer, f é uma fungao
linear com taxa de crescimento a.
No plano A: a = 0,20 o que confirma f(t) = 0, 20¢.

Nos plano B, C e D podemos guiar os alunos de maneira semelhante.

3.4.2 Segundo Caso: Presenca de Politicas de Arredondamento

A politica de arredondamento vai definir o tempo minimo de ligacao que serd
cobrado. Para o consumidor o mais vantajoso € ter o menor tempo possivel. Para entender
melhor, vamos imaginar que se este tempo for de 1 minuto, uma ligacao de 30 segundos
serd cobrada como uma ligacao de 1 minuto ou ainda uma ligacao de 5 minutos e 2
segundos serd cobrada como uma ligacao de 6 minutos, porém se o tempo minimo for
10 minutos (caso hipotético), as duas ligacoes seriam cobradas como uma ligagao de 10
minutos. Para verificar o impacto desta politica de arredondamento, vamos considerar a
duracao de dez chamadas telefonicas registradas em um dia no telefone celular. Os dados

mostrados na Tabela 3.2 representam as chamadas registradas no celular da autora dessa

dissertacao.
Chamadas telefonicas | Tempo de duragao

12 8minl7s
22 1minl16s
32 1min34s
42 32s
52 2min23s
62 18min20s
73 2min50s
82 1min42s
92 2min4&s
102 1min48s

Tempo total em ligagoes 41min30s

Tabela 3.2: Duracao das chamadas telefonicas.

Vamos analisar por quantos minutos serao cobrados, supondo que a politica de
arredondamento de uma operadora de telefonia seja de 1 minuto.

Se o arredondamento acontecer ao fim do dia, teremos:
41min30s ~ 42min.
A Tabela 3.3 mostra por quantos minutos seria cobrado se o arredondamento
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Chamada Tempo de duragao | Tempo depois do arredondamento
12 8minl7s 9min
22 1min16s 2min
32 1min34s 2min
42 32s Imin
52 2min23s 3min
62 18min20s 19min
72 2minb0s 3min
82 1min42s 2min
92 2min48s 3min
102 1min48s 2min
Tempo total em ligagoes 41min30s 46min

Tabela 3.3: Arredondamento em cada ligagao.

acontecer ao final de cada ligacao:

Podemos observar na Tabela 3.3 que se o arredondamento acontecesse ao final de
cada ligacao seria cobrado por 46 minutos de ligacao, 4 minutos a mais que o arredonda-
mento ao final do dia.

Suponhamos agora que os dados da Tabela 3.3 tenham sido de um dia de uso do
celular para ligacoes por voz e que este consumo seja o mesmo em todos os trinta dias do

meés considerado. O tempo total em ligagoes sera de:
41min30s = 2460s 4 30s = 2490s, logo:  2490s - 30 = 74700s = 1245min = 20h45min.

Nesse caso, haveria trés possibilidades para o uso das politicas de arredondamento:
ao fim do mes, ao fim de cada dia ou ao fim de cada ligacao. Com algumas andlises, serd
possivel perceber a diferenca na quantidade de minutos cobrados em cada uma delas e o
impacto disso em uma conta de telefone. Para isso, vamos considerar os planos A e B e
os dados da Tabela 3.2 para simular o valor de uma conta nesses trés casos. Vale ressaltar
que nao ¢é necessario fazer esta analise nos planos C e D, pois possuem ligacoes ilimitadas.

1Y caso: Arredondamento no fim do més.

Plano A:

Sabemos que a funcao f(¢t) = 0,20t determina o valor a pagar em fungao do
tempo (em minutos) de ligagao, serd cobrado por 1245 minutos. Logo, queremos calcular
f(1245) = 0,20 - 1245 = 249. Assim o valor total da conta no final do més é:

R$ 249, 00.
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Plano B: Sabemos que a fungao definida em (3.3) define o valor a se pagar em
fungao do tempo (em minutos) de ligagdo. Queremos calcular f(1245) = 0,30(1245 —
100) + 40 = 383, 50, logo o valor total da conta no final do més é:

R$ 383, 50.

20 caso: Arredondamento ao fim do dia.

Os dados da Tabela 3.2 mostram que o total de minutos em ligacoes durante um
dia é 41min30s. No caso do arredondamento acontecer ao final do dia, seria cobrado por
42 minutos em cada dia, isto é, 42 min- 30 = 1260 minutos. Dessa maneira sera cobrado
por 1260 min ao final do meés.

Plano A:

Sabemos que a fungao f(t) = 0,20t determina o valor a pagar em fungao do tempo
(em minutos) de ligacao. Sera cobrado por 1260 minutos, o valor f(1260) = 0,20-1260 =

252. Assim, o valor total da conta no final do més é:
R$ 252,00 reais.
Plano B: Neste caso, de (3.3) temos:
£(1260) = 0,30(1260 — 100) + 40 = 388

logo, o valor total da conta no final do més é: R$ 388,00

3" caso: Arredondamento ao fim de cada ligagao.

Aqui sera cobrado por 46 minutos por dia, isto é, 46 min- 30 = 1380 minutos.
Dessa maneira, serd cobrado por 1380 minutos ao final do meés.

Plano A:

Sabemos que a fungao f(t) = 0,20t determina o valor a pagar em funcao do
tempo (em minutos) de ligagao. Serd cobrado por 1380 minutos. Logo, queremos calcular
f£(1380) = 0,20 - 1380 = 276. Portanto, o valor total da conta no final do més é:

R$ 276, 00.

Plano B: de (3.3) temos f(1380) = 0,30(1380 — 100) 4 40 = 424. O valor total
da conta no final do més é:
R$ 424,00 reais.

Podemos perceber que a variacao no preco das contas foi grande, o valor pago
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aumentou consideravelmente com uma mudanca na politica de arredondamento. Para
melhor entender como a politica de arredondamento pode influenciar em uma conta de
telefone, vamos imaginar dois extremos, um usudrio consciente dessa politica de arre-
dondamento que encerra suas ligacoes sempre em x minutos exatos e 59 segundos e um
segundo usudrio que nao se preocupa com esta politica e, por azar, sempre encerra suas

ligagoes em z minutos exatos mais 1 segundo.

Baseando-nos nas ideias trabalhadas em Mass et al., (2018), fagamos uma andlise
das dez ligagoes simuladas com um tempo imaginado previamente, com o intuito de
mostrar a diferenca de cobranca com a politica de arredondamento.

Vamos supor dois usuarios imaginarios, por exemplo: o primeiro usuario, em dez
ligacoes de 59 segundos seria cobrado por 1 minuto em cada ligacao, pagando por 10
minutos. Ja o segundo usudario, em dez ligacoes de 1 minuto e 1 segundo, seria cobrado
por 2 minutos em cada ligacao, pagando por 20 minutos. Assim, o segundo usuario falou
apenas 20 segundos a mais que o primeiro e sera cobrado por 10 minutos a mais. Nesse
caso, percebemos o quanto a politica de arredondamento pode ser injusta para o segundo
usuario, que falou apenas 20 segundos a mais que o primeiro e sera cobrado pelo dobro
do tempo, ou seja, por 10 minutos a mais. Para melhor visualizagao, vamos observar os

graficos de barras (Figura 3.3) e linear (Figura 3.4):

Grafico de barras do total das unidades tarifarias
cobradas
25

20

15

D.III'IIII‘III“
1 2z 3 4 5 B 7 B =] 10

Figura 3.3: Grafico de barras do total das unidades tarifarias cobradas.
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Figura 3.4: Gréfico linear do total das unidades tarifarias cobradas.

Voltando a analisar os dados reais, vamos supor, como hipotese de simplificagao,
que: a politica de arredondamento da empresa seja ao final de cada minuto, analisando
as dez ligacoes da Tabela 3.3.

No grafico da Figura 3.5, temos no eixo das abscissas x as chamadas numeradas
e no eixo y as cobrancas cumulativas, ou seja, a soma da quantidade de minutos pelos

quais serao cobrados.

Graficos de barras das unidades tarifarias
cobradas

35
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0
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Figura 3.5: Duragao das chamadas.
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Com os dados deste grafico de barras da Figura 3.5, podemos encontrar um ajuste
linear para a situagao. Esse ajuste nos dara uma reta que melhor representa estes pontos.

Na Secao 1.3 do Capitulo 1, vimos pelo método dos minimos quadrados, que
podemos encontrar a reta:

Yi = ax; + b,

onde

e

=1

D yi—a)
p— =l =1 3.7
- (3.7)
d wi=14243+4454+6+7+8+9+10=755 (3.8)
=1
D yi=94 11413+ 14+ 17436 + 39 + 41 + 44 + 46 = 270 (3.9)

=1

> wiyp =1-94+2:1143-13+4-14+5-17+6-36+7-39+8-4149-44+10-46 = 1884 (3.10)
=1
2

= 557 = 3025 (3.11)

5

i=1

S al =142+ 3+ 47 +57 467+ 77+ 87+ 97+ 10° = 385. (3.12)

=1

Substituindo (3.8)-(3.12) em (3.6)-(3.7) respectivamente, obtemos

_ 55-270—10-1884 14850 — 18840  —3990
T 3025 -10-385 3025 —3850  —825

= 4,83636... (3.13)

270 —4,83636 - 55 270 — 266 4
b 10 10 10 0 (3:-14)

yi = 4,83636z; + 0, 4.

O grafico da Figura 3.6 apresenta a reta de tendéncias acumuladas. A reta mostrada no
grafico de tendéncias é a que melhor define os pontos, ou seja, em nosso exemplo, com

este ajuste linear, é possivel definir um comportamento futuro para o valor das cobrancas
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com o uso das politicas de arredondamento.

20 30 40 50

Figura 3.6: Grafico de tendéncias acumuladas cobradas.

3.4.3 Terceiro Caso: Custo em fungcao das chamadas e do con-
sumo de dados

Atualmente, as pessoas vivem conectadas e isso tem impacto no momento de
escolher um plano de celular, pois a maioria delas usa o aparelho para acessar a internet.
Com isso, planos com pacotes pequenos de internet podem nao atender a certos perfis de
usuarios. Assim, a andlise do custo com este consumo torna-se necessaria.

Voltando aos planos A, B, C e D apresentados na Secao 3.3.1, vamos ficar atentos
aos pacotes de dados oferecidos em cada um deles pelo periodo de trinta dias. O consumo

de dados é medido em multiplos do Byte, geralmente em Megabyte (MB) ou Gibabyte

(GB), a equivaléncia entre essas unidades de medida é:
1024B ~ 1K B

1024KB~ 1MB
1024M B ~ 1GB.

Plano A: é cobrado R$1,99 para cada 100 MB.
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Plano B: é ofertado um pacote de 6 GB, ja incluso no plano mensal e é cobrado
R$ 1,99 para cada 100 MB.

Plano C: é ofertado um pacote de 4,5 GB ja incluso no plano mensal e é cobrado
R$1,99 para cada 100 MB.

Plano D: pacote de 16 GB j4 incluso no plano mensal e é cobrado R$1,99 para
cada 100 MB.

A cada 100 MB é cobrado R$ 1,99 em todos os planos, mas com essa informacao
a modelagem é um pouco complexa com as ferramentas de um aluno da educacao basica.
Sendo assim, vamos considerar a hipdtese de simplificacao: por uma equivaléncia. Se 100
MB custa R$ 1,99, entao vamos considerar que seja cobrado R$0,0199 por cada MB de
dados consumidos.

A intencao é encontrar uma funcao definida por duas variaveis: x, valor pago
pelas chamadas (minutos em ligagao) e y, valor pago pelo consumo de dados (em MB).

Plano A:

O valor cobrado por cada minuto de ligacao é R$0,20, assim o preco a pagar
pelo custo com chamadas serd o tempo de ligagdes = (em minutos) multiplicado por 0, 20.
Conforme ja explicado, vamos considerar que serd cobrado R$0,0199 por cada MB em
consumo de dados. Dessa maneira, o valor cobrado pelo acesso a internet serd o produto
da quantidade de MB consumidos em dados y por R$0,0199. Para calcular o custo com
chamadas e consumo de dados, vamos adicionar os custos com chamadas e internet e a

funcao 3.15 nos permite determinar o valor total desta conta para o plano A.
f(z,y) = 0,22 4+ 0,0199y. (3.15)

Plano B:

Neste plano, precisamos analisar a situagao por partes. Como o consumo de
dados precisa ser expresso em MB, precisamos converter 6 GB em MB Para isso, basta
multiplicar 6 por 1024 e encontramos 6144 MB. Sabemos que ¢ cobrado um valor fixo
de R$40,00 com direito a 100min em ligacoes e um consumo de 6 GB de dados. Sendo
assim, para x < 100 e y < 6144 o valor pago serd de R$40,00. Para o consumo extra, ou
seja, que ultrapasse 100min ou 6 GB é cobrado R$0, 30 por minuto e R$0,0199 por MB.
Sendo assim, se x < 100 e y > 6144 o valor da conta serd R$40, 00 mais o consumo extra
de internet, que podemos calcular multiplicando o consumo extra em dados (y—6144) por
R$0,0199. Se o tempo em ligacoes é maior que 100min, mas o consumo de dados é inferior
a 6 GB o valor da conta serd de R$40,00 mais o consumo extra com chamadas, que pode

ser calculado pelo produto do consumo extra (z — 100) por R$0,30. Quando o tempo em
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ligacoes e o consumo de dados forem superiores aos ofertados, ou seja, x > 100 e y > 6144
o valor da conta serd R$40,00 mais o consumo extra com ligacbes mais o consumo extra

com internet. Sendo assim, a funcao 3.16 determina o valor da conta para o plano B.

40 se x<100ey <6144

(y —6144)0,0199 4+ 40 se x <100ey > 6144

(x —100)0,304+40 se z>100ey <6144

(x —100)0,3 4 (y — 6144)0,0199 + 40 se =z > 100 e y > 6144

f(z,y) = (3.16)

Plano C:

No plano C, é cobrado R$49, 99 com ligacoes ilimitadas e 4,5 GB em consumo de
dados. Novamente, precisamos deste consumo de dados em MB e para isso vamos fazer
o produto 4,5 - 1024 = 4608 e encontramos 4608 MB. Para um consumo de dados menor
que 4608 MB o valor da conta serd de R$49,99. Para um consumo de internet superior
a este, é cobrado R$0,0199 por cada MB consumido além do ofertado. Dessa forma, o
valor da conta serd R$49,99 mais este consumo extra em internet, que é calculado pelo

produto 0,0199 - (y — 4608). A fungao 3.17 define o valor da conta para o plano C.

49,99 se y < 4608
f(x,y) = { (3.17)

0,0199(y — 4608) + 49,99 se y > 4608.

Plano D:

No plano D, é cobrado R$129,99 com ligacoes ilimitadas e 16 GB em consumo
de dados. O consumo de dados em MB é o produto 16 - 1024 = 16384 e encontramos
16384 MB. Para um consumo de dados menor que 16384 MB o valor da conta sera de
R$129.99. Para um consumo de internet superior a este, é cobrado R$0,0199 por cada
MB consumido além do ofertado. Dessa forma, o valor da conta serd R$129,99 mais este
consumo extra em internet, que é calculado pelo produto 0,0199 - (y — 16348). A fungao

3.18 define o valor da conta para o plano D.

129,99 se y < 16384

flz,y) = 3.18
(=9) 0,0199(y — 16384) 4+ 129,99 se y > 16384. (3.18)

Para uma melhor visualizacao das informacoes, fizemos os graficos dessas fungoes
no Geogebra. Vale ressaltar que o aluno da educacao bésica conhece apenas o plano
cartesiano. Isso nao impede a utilizacao destes graficos para um melhor entendimento.

O professor pode usar o Geogebra para mostrar ao aluno como ¢é a representagao grafica
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destas fungoes, explicando que um valor pago f(z;,y;) sera representado por um ponto
(x:,yi, 2i) € que a regiao destacada em cada grafico representa a respectiva funcao de cada
plano.

A Figura 3.7 é o gréfico da funcao de custo para o plano A. A regiao em azul

possui os pontos que satisfazem a funcao 3.15.

ooh

06 4

04 0.2

021

Figura 3.7: Gréfico da fungao custo (3.15) do Plano A.

O gréfico da funcao de custo para o plano B estd representado na Figura 3.8,
assim, a regiao em vermelho possui os pontos que satisfazem a fungao 3.16. Na Figura
3.9, temos em verde a regiao que possui os pontos que satisfazem a funcao 3.17. Na Figura
3.10 vemos a representagao grafica da funcao 3.18.

A seguir, iremos simular o valor gasto com o celular durante 1 meés para dois tipos
de usuédrios escolhidos arbitrariamente. Para o primeiro usuario, iremos considerar um
consumo mensal de 10 horas em ligacoes e 2 GB de internet. Para o segundo usuario, o
consumo mensal é de 40 minutos em ligacoes e 10 GB de internet.

Usuario 1: Este usudrio faz muitas ligagoes e tem um consumo de dados rela-
tivamente baixo. Vamos analisar o gasto com ligacoes e com internet deste usuério nos
planos A, B, C, D. Ele necessita de 10 horas ou 600 minutos em ligacoes e 2 GB ou
2048 MB por meés. Sendo assim, = 600 e y = 2048. Dessa maneira, vamos determinar
£(600,2048) nos planos A, B, C e D.

Plano A: De (3.15) obtemos

£(600,2048) = 0,20 - 600 + 0,0199 - 2048 = 160, 76.
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Figura 3.8: Gréfico da fungao custo (3.16) do Plano B.
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Figura 3.9: Grafico da fungao custo (3.17) do Plano C.
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Figura 3.10: Gréfico da fungao custo (3.18) do Plano D.
Plano B: De (3.16) obtemos
£(600,2048) = (600 — 100) - 0,30 + 40 = 190.
Plano C: De (3.17) obtemos
£(600,2048) = 49, 99. (3.19)

Plano D: De (3.18) obtemos

£(600,2048) = 129, 99. (3.20)

Para este usuario, a opgao com menor preco é o plano C, no qual ele ird pagar
R$ 49, 99.

Usuario 2: Usa pouco o celular para chamadas de voz e tem consumo de 10 GB
de internet. O consumo do usuario é de 40 minutos com ligacoes e 10 GB ou 10240 MB
com dados. Dessa forma, temos: x = 40 e y = 10240. Vamos calcular f(40,10240) nos
planos A B, C e D.

Plano A: De (3.15) obtemos

£(40,10240) = 0,20 - 40 + 0,0199 - 10240 = 211, 78.
Plano B: De (3.16) vemos que

£(40,10240) = (10240 — 6144) - 0,0199 + 40 = 121, 51.
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Plano C: De (3.17) obtemos
£(40,10240) = (10240 — 4608) - 0,0199 + 49,99 = 162, 07. (3.21)
Plano D: De (3.18) temos
£(40,10240) = 129, 99. (3.22)

Para este usudrio, percebemos que o plano B é o mais vantajoso, pois apresenta

0 menor custo.

3.5 Avaliacao dos Resultados

3.5.1 Primeiro Caso

Diante do observado na Segao 3.4 (Solugao do problema), agora iremos analisar
os planos. A Figura 3.1 mostra as fungoes que definem o custo por ligagoes em funcao do
tempo em chamadas. De (3.2) vemos que a func¢ao que define o plano A é crescente, assim
¢ possivel observar que para um ¢ < 250 = f(t) < f(250) = 50. Isso mostra que o plano
mais vantajoso, ou seja, o que apresenta o menor preco para um mesmo t em ligagoes, é
o plano A. Sendo assim, este plano é para aquele usuario que usa pouco o telefone para
ligagoes, pois pagard por minuto e ligacao. Isso torna possivel que uma pessoa disposta a
usar pouco o seu celular para chamadas telefonicas pague apenas pelo que usa, pois se ela
escolhesse os outros planos pagaria um valor mais elevado e nao iria fazer uso de todos os
minutos ofertados nestes planos.

A desvantagem deste plano é valores absurdos quando o tempo é alto. Uma
pessoa que precise fazer muitas ligagoes com longa duracao, devera optar por outro plano,
pois, neste caso, o valor gasto com a conta de celular seria invidvel. Pela anélise do grafico
fica claro que o plano A deve ser escolhido por um usuério que use pouco o celular e quer
pagar pouco por este consumo.

Analogamente a (3.3), a func¢ao que define o plano B é mondtona nao decrescente.
Observe que para t < 100, f(t) = 40, assim, um usudrio que necessita de um tempo
t < 100 também deve optar pelo plano A, pois pagard menos pelo seu consumo. O plano
B é vantajoso somente em relagao ao plano C para um tempo ¢t < 130, pois, nesse caso,
f(t) < 49,99. H4 a possibilidade de um controle maior do or¢amento, visto que oferece a
opcao de um valor fixo mensal se t < 100. O usuario que faz muitas chamadas também

nao possui vantagem neste plano, pois o valor da conta fica inviavel para um tempo em
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A Vantajoso para usuarios gue usam pouco o celular e
invidvel para aqueles que fazem muitas ligagdes

B Nao é vantajoso para nenhum perfil de usuario. Aqueles
que precisam de menos que 130 minutos em ligagbes
irdo pagar menos no plano B do que nos planos Ce D,
mas se optarem pelo plano A, o valor da conta de celular
serd inferior ao valor da conta no plano B.

C Vantajoso para usuarios que usam muito o celular, pois
podem falar a vontade sem preocupacao com o valor da
conta
D N3o se mostrou vantajoso para nenhum perfil de
usuario.

Figura 3.11: Comparativo de vantagens e desvantagens dos planos A, B, C e D

ligacao elevado.

A fungao que define o plano C é constante. O plano C oferece ligagoes ilimitadas,
isso significa que o usudrio pode falar a vontade sem se preocupar com o valor da conta,
pois o valor cobrado pelo tempo em ligacoes é fixo. Inicialmente, imaginamos que é
vantajoso para qualquer perfil, mas pelo gréfico (Figura 3.1) podemos perceber que s6
vale a pena para um tempo t > 250. Dessa maneira, pessoas que usam pouco o telefone
para ligacoes devem optar por outro plano, porque irao pagar por um beneficio que nao
serd usado. A vantagem deste plano é poder usar o celular sem preocupacao com o valor
da conta, pois ele é fixo.

A funcao que define o plano D também é constante. O plano D também oferece
ligagoes ilimitadas, mas possui um valor bem mais elevado que o C. Sendo assim, anali-
sando somente o uso do aparelho para realizar chamadas, este plano nao é vantajoso para
nenhum perfil de usuério.

Em uma andlise, percebemos que o usuario que usa pouco o celular para chamadas
deve escolher o plano A e aquele que necessita de fazer muitas ligagoes deve optar pelo
plano C. Para uma melhor compreensao e visualizagao, a tabela da Figura 3.11 nos traz
qual plano é mais vantajoso para cada perfil de usuario quando analisamos os custos com

o tempo em minutos de ligagoes.
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3.5.2 Segundo Caso

A andlise das dez ligagoes da tabela Figura 3.1 tem como objetivo a verificagao
do impacto da politica de arredondamento na cobranga das tarifas de celular. Para ter
uma melhor conclusao a respeito desta situacao foi simulado o gasto mensal, considerando
que todos os dias seriam feitas as mesmas ligacoes.

Na primeira opg¢ao, com o arredondamento no final do meés, seria cobrado por
1245 minutos em ligagoes. Caso o arredondamento fosse feito ao fim do dia, a cobranga
seria por 1260 minutos, ou seja, 15 minutos a mais por uma simples mudanca na politica
de arredondamento. Por fim, simulamos também o arredondamento ao final de cada
ligacao, nesse caso, a cobranca seria por 1380 minutos em ligacoes, 135 minutos a mais
que a primeira opcao. Nesse caso, a cobranca seria de mais de 2 horas em ligacoes.

Analisamos também os valores pagos nos planos A e B. E possivel perceber que
o valor a se pagar aumenta muito, tanto no plano A, quanto no plano B. Para o arre-
dondamento ao final do més, os valores seriam de R$ 249,99 no plano A e R$ 383,50 no
plano B. Com o arredondamento ao final do dia, temos um valor de R$ 252,00 no plano
A e R$ 388,00 no plano B. Aumentos de R$ 2,01 no plano A e R$ 4,50 no plano B. Para
o arredondamento ao final de cada ligagdo (o que geralmente é feito pelas operadoras),
o valor cobrado no plano A seria de R$ 276,00, aumento de R$ 27,00 para o caso de
arredondamento ao final do més. No plano B, o valor cobrado seria de R$ 424,00, um
aumento de R$ 40,50 em relacdo ao arredondamento ao final do més. Percebemos que
os valores sao absurdos para um usuario que tenha este consumo de minutos em ligacao.
Nesse caso, as melhores opgoes seriam os planos C ou D, que oferecem ligacoes ilimitadas.

Fizemos ainda a simulagao de dez chamadas para dois usudrios, o usuario 1, que
se preocupa com as politicas de arredondamento, e o usuario 2, que nao foi informado de
sua existéncia, e por isso nao se preocupa com ela. Percebemos que o usuério 2 paga pelo
dobro do tempo, mesmo usando apenas alguns segundos a mais.

O aluno de ensino béasico geralmente demonstra dificuldade em entender dados
numéricos ou expressoes matematicas, por este motivo é essencial organizar estas in-
formagoes em graficos, de maneira a facilitar o entendimento. O grafico Figura 3.4 mostra
em azul o tempo pelo qual o usudrio 1 seria cobrado e em laranja o tempo pelo qual o
usuério 2 seria cobrado cobrado. O grafico ajuda na visualizacao da alteragao no tempo
por uma simples mudanca na politica de arredondamento. Esta mesma alteragao pode ser
percebida no grafico Figura 3.3. Ao final, fizemos um ajuste linear para as dez ligagoes das
chamadas da Figura 3.1. Este ajuste nos deu a melhor reta que representa estes pontos

(ver Figura 3.6).
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ao final do més RS 249,01 RS 383,50
ao final do dia RS 252,00 +RS 2,01 RS 388,00:RS 4.50
ao final de cada ligacdo: 276,00 +RS 26,01 RS 424,00 +RS 40,50

Figura 3.12: Simulagao do valor das contas de acordo com o uso de politicas de arredon-
damento nos planos A e B

Novamente, vamos organizar as informacoes acima em uma tabela para um me-
lhor entendimento. Temos o valor das contas simuladas nos planos A e B de acordo com

cada tipo de arredondamento na tabela da Figura 3.12

3.5.3 Terceiro Caso

A anadlise das tarifas em funcao das chamadas de telefone e consumo de dados foi
a mais completa. Isso porque, atualmente, as pessoas utilizam o telefone celular para o
acesso a internet. O Plano A é vantajoso apenas para quem faz poucas ligagdes e pouco
consumo de dados, pois nesse caso o valor a pagar é mais benéfico que os demais planos.
O plano B se mostrou vantajoso para usuarios que usam pouco o celular para ligagoes
e possuem um consumo de dados inferior a 10 GB. O plano C é vantajoso para quem
deseja utilizar o celular para fazer ligagoes sem se preocupar com o tempo, pois oferece
ligacoes ilimitadas, e tem um consumo menor que 4,5 GB de internet. O plano D também
¢ destinado aos usuarios que procuram por ligacoes ilimitadas, mas s6 é vantajoso para
aqueles que possuam um consumo de dados superior a 10 GB.

A tabela da Figura 3.13 resume as informagoes acima, apresentando as vantagens
e desvantagens de cada plano. Dessa forma, a escolha do plano para determinado perfil

de usudrio se torna mais facil.

3.6 Tomada de Decisao

Neste momento, serao analisados quais os resultados da modelagem sao satis-
fatérios. No nosso caso, o objetivo é verificar o valor da conta de um telefone celular
de acordo com os planos A, B, C, D. Como visto na Secao 3.5, foi possivel verificar as
vantagens e desvantagens em cada plano. Com isso, pode-se analisar qual plano é mais

vantajoso para cada perfil de usuario. Como esta analise foi realizavel, nosso objetivo foi
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A Usuarios que usam pouco o celular, paga Usuarios que usam muito o celular para ligactes
apenas pelo gue usa ou internet.
B Usuarios que usam pouco o celular para fazer Usuarios que usam muito o celular para ligactes
ligacbes e tem um consumo de dados inferior a ou internet.
10GB
C Usuarios que querem ligagdes ilimitadas e tem  Usuarios que usam pouco o celular, pois pagardo
um consumo de dados menor que 4,5GB por beneficios que ndo necessitam
D Usuarios gue tem um consumo de dados maior  Usuarios que usam pouco o celular, pois pagardo
que 10GB por beneficios que ndo necessitam

Figura 3.13: Comparativo de vantagens e desvantagens dos planos A, B, C e D

cumprido. Sendo assim, podemos concluir que nosso modelo foi vélido. Caso nao fosse
possivel cumprir o objetivo ou mesmo alterar os objetivos ao longo da modelagem, iriamos
reiniciar o processo, para buscar um novo modelo que nos atendesse. E importante obser-
var que os pesquisadores envolvidos na modelagem em questao é quem deverao analisar
se 0 modelo é valido nesta etapa.

Em nosso trabalho, definimos fungoes que permitem o calculo do valor a ser pago
em uma conta de telefone celular. A construcao de graficos nos permitiu uma melhor visu-
alizacao das alternativas para diferentes perfis de usuario. Em um processo de modelagem,
quanto mais ferramentas sao usadas, mais precisos sao os modelos encontrados. Para me-
lhorar o modelo deste trabalho, pode-se analisar o custo com consumo de mensagens de
texto, ou como é a cobranca de impostos em uma conta de celular. Contudo, quanto
mais preciso é um modelo, mais técnicas e ferramentas matematicas sao necessarias para
defini-lo e como o objetivo é utilizar o conhecimento matematico disponivel na educagao
bésica, nossa analise se limitou ao consumo de minutos em ligacoes e dados de internet.
O mais importante é entender que todo o processo de modelagem desenvolve habilidades
matematicas nos alunos.

Sugerimos, através do Anexo I, um cronograma para a aplicacao deste exemplo
de modelagam no ensino. Além disso, ha também as habilidades da BNCC que sao
trabalhadas nesse projeto. O professor de matematica que ficar inspirado a modelar em

suas aulas pode seguir o roteiro e fazer as alteragoes necesséarias para adapta-lo a realidade
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da turma em que desejar aplicar a modelagem matematica das tarifas de telefonia mével.

o4



Capitulo 4

Modelagem Matematica:
Crescimento Exponencial e

Epidemiologia

Como problema de aplicacao do estudado nesta dissertacao, consideramos opor-
tuno abordar o tema de crescimento exponencial e a sua influéncia nos problemas de
epidemiologia. Podemos encontrar diversos modelos epidemioldgicos na literatura, cada
um interpretando situacoes de caracteristicas diferentes. Nosso objetivo, entre outros,
estd enfocado na propagacgao do coronavirus (COVID-19) no Brasil e a sua modelagem
matematica do ponto de vista do ensino. Devido aos amplos modelos das ferramentas ma-
tematicas que sao usados neste campo, limitaremos o problema a modelar a interpretacao
do tipo de crescimento desse virus. A expressao “essa grandeza apresenta um crescimento
ou decrescimento do tipo exponencial”’é conhecida pelas pessoas, contudo a maioria delas
tém dificuladade em compreender o seu significado. Nesse sentido, é importante carac-
terizar o tipo de crescimento que modela nosso problema. A seguir, apresentamos a

modelagem matematica do problema.

4.1 Formulacao do Problema

A formulacao do problema sera feita de forma motivadora para que o aluno possa
ter um fator de interesse na area da pesquisa. Por exemplo, se o tema escolhido for a
taxa de mortalidade de uma epidemia em uma determinada populagao, entao podemos
pensar em modelar o problema através de mecanismos de controle para a disseminac¢ao

da epidemia. Diversas ferramentas matematicas podem ser aplicadas nesse sentido, mas
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em um nivel de ensino médio poucas chances existem. A importancia da escolha de temas
também reside em que estes sejam escolhidos pelos préprios alunos com o propoésito de
que, junto com o professor, sintam-se responsaveis pelo processo da modelagem; o desen-
volvimento deve ser feito em grupos, cada um deles com sua propria responsabilidade,
com o objetivo de obter resultados positivos da modelagem do problema. Nesse sentido,
dada a existéncia de uma pandemia originada pelo novo coronavirus (COVID-19), espe-
ramos que o aluno encontre motivagao no tema do problema. A formulacao do problema
a modelar é: Em uma populagao de pessoas se observa que a taxa de mortalidade estd
infligida pela infeccao do virus que causa a COVID-19. Observa-se que a taxa de cresci-
mento de pessoas infectadas pelo coronavirus € proporcional ao numero médio de pessoas
expostas ao virus a cada dia, a probabilidade de cada exposicao se tornar uma infecao e
ao proprio numero de pessoas. Desejamos obter um modelo matemadtico que represente o

problema de como encontrar a taxa de crescimento das pessoas infectadas.

4.2 Situacao do Problema

A frase “crescimento exponencial” é familiar para a maioria das pessoas, ainda
assim, as vezes, ha alguma dificuldade em reconhecer o que ela significa. Podemos nos fi-
xar em uma sequéncia de pequenos nimeros e, em seguida, nos surpreender quando estes
aparecerem grandes, mesmo que a tendéncia geral siga uma exponencial perfeitamente
consistente. A estratégia a utilizar é a seguinte: analisamos a curva de crescimento das
pessoas infectadas a cada dia, isso significa, estudar o comportamento a cada dia e ver a
existéncia de pontos de inflexao, pois isso indicard em que determinado dia a curva decres-
cera. Caso exista um decaimento no nimero de casos de pessoas infectadas, poderiamos
pensar também, qual seria a sua origem. No caso possivel de obter resultados positivos,
teremos determinado, na verdade, o fator de impacto do problema, pois isso permitira
que pesquisadores na area de biologia usem esses resultados e aplicaquem mecanismos
de inibicao do virus, determinando dessa forma a situacdo do problema. A situacao do

problema estara no contexto das variaveis discretas.

4.2.1 Coleta de Dados:

Consideramos como coleta de dados a analisar as pessoas infectadas com o COVID-
19 no Brasil, no ano 2020, registrados a cada dia, de 24 de fevereiro até 07 de julho, como
indica a Tabela 4.1. Dados registrados pelo portal worldometers Brasil.

https://www.worldometers.info/coronavirus/country /brazil/ Considerando:

26



e ( dia considerado,
e N, o nimero de casos em um determinado dia d,

Para nao perder uma oportunidade para o ensino de matematica através da mo-
delagem matematica, foi pensado que seria um bom momento para todos nds voltarmos

ao conhecimento bésico sobre:
e O que é crescimento exponencial?
e De onde vem?
e O que implica?
e E talvez o mais urgente, como saber quando isto chega ao fim?

De acordo com Teorema 2 do capitulo 1, temos a definicao de fungao exponencial:
Dados os numeros reais a e b, tal que 0 < a # 1 e b # 0, chamamos fungao
exponencial de base a a funcao f de R em R que associa a cada x real o numero ba®. Ou
seja:
f:R—R

z — ba”

Dessa forma, a fungao exponencial é do tipo f(x) = ba”

Conseguimos perceber que crescimento exponencial significa que quando passa-
mos de um estégio de uma grandeza para outra (no caso passamos de um dia para outro),
envolve multiplicar o nimero de casos no dia d por alguma constante. Na seguinte secao,
explicaremos esta caracteristica das funcoes exponenciais e estabeleceremos o problema
de encontrar as constantes a e b analisando os dados da Tabela 4.1. O fenémeno epide-
miolégico é exemplo nos livros didaticos desse tipo de crescimento, porque o que causa
Nnovos casos sao os casos existentes, traduzindo em termos da funcao exponencial, isso

significa, multiplicar a cada dia os casos infetados pela constante de crescimento.

4.3 Solucao do Problema

Aproveitando a oportunidade do ensino, vamos também relembrar ao aluno o
conceito de probabilidade. Assunto trabalhado no ensino médio e que é usado para o

entendimento de como surgem os novos casos de COVID-19.
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d Ny d Ny d Ny d Ny
24/02 0 28/03 | 3,904 30/04 | 85,380 02/06 | 556,668
25/02 0 29/03 | 4,256 01/05 | 92,109 03/06 | 583,980
26/02 1 30/03 | 4,630 02/05 | 96,559 04/06 | 615,870
27/02 1 31/03 | 5,717 03/05 | 101,147 05/06 | 646,006
28/02 1 01/04 | 6,880 04/05 | 108,266 06/06 | 673,587
29/02 2 02/04 | 8,044 05/05 | 114,715 07/06 | 691,962
01/03 2 03/04 | 9,194 06/05 | 126,611 08/06 | 710,887
02/03 2 04/04 | 10,360 07/05 | 135,693 09/06 | 742,084
03/03 2 05/04 | 11,254 08/05 | 145,892 10/06 | 775,184
04/03 8 06/04 | 12,183 09/05 | 156,061 11/06 | 805,649
05/03 8 07/04 | 14,034 10/05 | 162,699 12/06 | 829,902
06/03 | 13 08/04 | 16,188 11/05 | 169,143 13/06 | 850,796
07/03 | 19 09/04 | 18,145 12/05 | 177,602 14/06 | 867,882
08/03 | 25 10/04 | 19,789 13/05 | 189,157 15/06 | 891,556
09/03 | 25 11/04 | 20,962 14/05 | 202,918 16/06 | 928,834
10/03 | 34 12/04 | 22,192 15/05 | 218,223 17/06 | 960,309
11/03 | 52 13/04 | 23,430 16/05 | 233,142 18/06 | 983,359
12/03 | 77 14/04 | 25,262 17/05 | 241,080 19/06 | 1,038,568

13/03 | 151 15/04 | 28,610 18/05 | 255,368 20/06 | 1,070,139
14/03 | 151 16/04 | 30,683 19/05 | 271,885 21/06 | 1,086,990
15/03 | 200 17/04 | 33,682 20/05 | 293,357 22/06 | 1,111,348
16/03 | 234 18/04 | 36,722 21/05 | 310,921 23/06 | 1,151,479
17/03 | 346 19/04 | 38,654 22/05 | 330,890 24/06 | 1,192,474
18/03 | 529 20/04 | 40,743 23/05 | 347,398 25/06 | 1,233,147
19/03 | 640 21/04 | 43,079 24/05 | 363,618 26/06 | 1,280,054
20/03 | 970 22/04 | 45,757 25/05 | 376,669 27/06 | 1,315,941
21/03 | 1,178 23/04 | 49,492 26/05 | 392,360 28/06 | 1,345,254
22/03 | 1,546 24/04 | 52,995 27/05 | 414,661 29/06 | 1,370,488
23/03 | 1,924 25/04 | 59,196 28/05 | 438,812 30/06 | 1,408,485
24/03 | 2,247 26/04 | 62,859 29/05 | 468,338 01/07 | 1,453,369
25/03 | 2,554 27/04 | 66,501 30/05 | 498,440 02/07 | 1,501,353
26/03 | 2,985 28/04 | 72,899 31/05 | 514,849 03/07 | 1,543,341
27/03 | 3,417 29/04 | 79,361 01/06 | 529,405 04/07 | 1,578,376

Tabela 4.1: Numeros de pessoas infectadas pelo coronavirus no Brasil entre fevereiro e
julho de 2020
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Primeiramente, da teoria de grandezas proporcionais, definicao 15 do capitulo
1, lembramos o seguinte: se uma grandeza z = f(x,y) € proporcional a x, enquanto y
permanece constante, e quando z é proporcional a y enquanto x permanece constante,

entao z € proporcional ao produto xy, isto é,
z=c-xy, c€R. (4.1)

Se denotamos:
e N, o nimero de casos em um determinado dia d,
e [ o numero médio de pessoas expostas ao virus a cada dia d,
e p a probabilidade de cada exposicao se tornar uma infecao.

Logo, se Ny cresce, entao a variagao ou taxa de crescimento ANy = Ngy1 — Ny
do nimero de casos de um determinado dia d para o dia seguinte d + 1 também aumenta
em cada dia. Analogamente, se E' e p crescem a medida que os dias passam, entao ANy
também cresce. O que implica de (4.1) que ao manter constante uma das varidveis que
definem a fungao z, pode ser aplicado o Teorema Fundamental da Proporcionalidade, visto

como uma func¢ao de somente uma variavel. E, p e Ny temos

onde b é a constante de proporcionalidade. Observe que E - p- N, representa o nimero de

novos casos em cada dia.

Hipéteses de Simplificagao:

Diversas consideracoes podem ser feitas com o objetivo de que a modelagem se
torne, em um primeiro estagio, mais compreensivel. Como foi visto nas etapas da mode-
lagem matematica, o professor deve ser capaz de considerar hipoteses de simplificagao do
problema, sem sair da realidade do mesmo, isso permitira repensar o problema para ter um
modelo mais sofisticado, de acordo com os mecanismos ou ferramentas matematicas com
0s quais o usuario a desenvolver o modelo esta familiarizado. Nesse sentido, as hipdteses
de simplificacao tém por objetivo a adaptacao do aluno com a teoria matematica a ser
usada, para logo enriquecer o modelo e tornd-lo um modelo mais real. Sendo o objetivo
dessa dissertacao motivar ao aluno em um nivel de ensino médio, vamos considerar o caso

em que b =1 e F,p sao constantes. O fato de considerar b, E, p constantes nao é sempre
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satisfeito, logo, aqui estamos fazendo uso da hipdteses de simplificacdo do processo de
modelagem matematica. Para ser mais preciso, ¢ importante também desejar contabilizar
as pessoas que tiveram o virus, mas sem existir a possibilidade de poder mais espalha-lo,
como é o caso por exemplo das pessoas que conseguem se recuperar. Vamos manter as
coisas simples aqui. Embora se imagine que, em uma curva exponencial, a maioria das
pessoas infectadas pelo virus tenha se contaminado recentemente, aqui, novamente faze-
mos uso da hipdteses de simplificagao com o intuito de apresentar o estudo em um nivel

de um aluno de ensino médio.

O que é crescimento exponencial?

Para responder a essa questao, voltamos a (4.2). Vemos que uma outra maneira
de traduzir o dito, é que, a medida que sao adicionados novos casos para obter a contagem

do dia seguinte Ny + 1, temos

Nyy1=Ng+ E -p- Ny, (4.3)
o que implica, que o nimero de casos no dia d, N; pode ser fatorado da forma

Ngi1= (14 E-p)Ny, (4.4)

ou seja, o numero de casos N1 no dia seguinte d+1 é multiplicado por uma constante que
nao dependente do niimero de dias d e maior que um. Isso representa uma caracteristica
propria ou elementar do crescimento exponencial, isto é, quando um numero especifico
¢ multiplicado diariamente por um valor constante, de forma que cresce rapidamente e
parece se tornar matematicamente “incontrolavel” ou exponencial. Isso significa que a

medida que a quantidade aumenta, aumenta também a taxa na qual ela cresce.

Uma outra caracteristica natural nesses tipos de problemas de crescimento de
populacao de pessoas infetadas, ou do crescimento de uma colonia de virus, estd no fato

que sendo 1+ E - p > 1 a relagao N
d+1
> 1,
Ny

interpreta a taxa do crescimento da quantidade de individuos a medida que o tempo
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cresce. Se considerarmos Ny o niimero inicial de casos possiveis, obtemos

N = (1+E-p)N,,

Ny, = (1+E-p)N; = (1+E-p)*N,,

N3 = (1+Ep)N2 = (1+Ep)3N07

Ny = (1+E-p)N,. (4.5)

Observacao 5. Observamos de (4.3) que a taza de crescimento relativo de Ny (ver Teo-
rema 2, Capitulo 1) ndo depende da varidvel independente d e sim do fator de incremento

= FE - p, ou seja, a taxa de crescimento:

Ngi1 — Ny

= F - p = constante em relagao a d,
Ny

confirma que nosso modelo matemdtico € caracterizado pela dinamica de uma funcdo

exponencial, em virtude do Teorema da Caracterizagao de uma Fun¢ao FExponencial, ver

(LIMA, 2013).

Verificando a Caracteristica Elementar de uma Funcao Exponencial

Mas, é possivel instruir a informacao a um aluno de ensino médio que existe
uma outra alternativa de poder reconhecer ou caracterizar uma fungao que segue um
comportamento definido por uma funcao do tipo exponencial, sem a necessidade de ir
ao Teorema de Caracterizacao de uma funcao do tipo exponencial, ou seja, de que forma
podemos saber quando lidar com uma fun¢ao que descreve o niimero de pessoas infectadas.
E nesse sentido que neste trabalho abordaremos o ensino de crescimento exponencial
através da modelagem matematica do controle de epidemias, colocando em evidéncia a
existéncia dessa constante 1 + E - p, independente do ntimero de dias d. O processo de
difusao e contagio de epidemias é dado pela influéncia dos casos existentes sobre as pessoas
nao infetadas, o que da origem a novos casos. De outro lado, para iniciar nosso estudo,
¢ importante observar de (4.4) a apari¢ao natural da constante 1 + E - p, pelo menos na
situacao das hipdteses de simplificacao consideradas.

A Figura 4.1 apresenta a representacao grafica dos nimeros de casos do COVID-
19 no Brasil e nela podemos observar como se comporta um crescimento exponencial, o
numero de casos de COVID-19 no Brasil comega a crescer seguindo um padrao que, inici-

almente, nao parece ser motivo de preocupagao, mas logo comega a crescer rapidamente.
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Casos de Coronavirus Brasil
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Figura 4.1: Casos de pessoas infetadas pelo COVID-19 no Brasil.

Voltando a coleta de nossos dados mostrados pela Tabela 4.1, analisamos em cada
intervalo de um dia o crescimento das pessoas infectadas a medida que passam os dias.
Obtemos a partir do dia 06 de marco de 2020 os dados mostrados na Tabela 4.2. Vemos
que o numero de casos por dia tende a estar entre 1,00 e 1,96 vezes o ntimero de casos
no dia anterior, o que significa que o modelo matematico considerado, efetivamente, é
definido por uma funcao do tipo exponencial. Para entender isso, em (4.4) vemos que a
passagem de um estagio para outro no modelo exponencial, é definido pela multiplicacao
das pessoas infetadas no dia d pelo fator constante 1 4+ E - p.

Provaremos que ¢ isso o que acontece com os nossos dados, analisando a Tabela
4.2 que, além dos dados da Tabela 4.1, possui a coluna com o fator 1 + F - p. Temos que

os dados implicam que 1,00 <14+ F-p<1,960u 0 < E-p < 0,96, isso quer dizer,
Nd S (1 + F p)Nd S 1,96Nd,
ou

Ny < Ngy1 < 1,96N,. (4.6)
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(4.6) significa que, o que causa novos casos de infeccao sao os casos existentes
nesse intervalo de dias.

A figura 4.2 representa, graficamente, a presenca da primeira pessoa infectada
por COVID-19 e na Figura 4.3 temos a representagao grafica do aumento de niimero de
pessoas infectadas, que inicialmente mantém um padrao e logo se torna cadtico.

Portanto, os dados representados na Figura 4.2 e na Figura 4.3 permitem concluir
que a curva de casos infectados N; obedece um modelo do tipo exponencial, o qual da
resposta ao fato que o problema de crescimento do COVID-19 se comporta de maneira

exponencial e ao significado de crescimento exponencial.
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Figura 4.2: Inicio do processo de pessoas infectadas pelo COVID-19.
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Figura 4.3: Inicio do processo de pessoas infectadas pelo COVID-19.

De onde vem?

Para responder a esta pergunta, observe que sendo o niimero de novos casos em
cada dia F - p - Ny, vemos que o fato do préprio Ny ser parte disso é o que realmente
faz as coisas correrem rapido porque, a medida que Ny cresce, a taxa de crescimento
ANy = Ngy1 — Ny também aumenta em cada dia. Assim, AN; = E - p- Ny cresce rapi-

damente o que torna o estagio inicial de um crescimento do tipo exponencial.
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d Nq 1+ Ep Nai1 d Ny 1+ Ep Ngi1

06/03 13 1.63 19= 13-1.46 06/04 | 12,183 1.08 14,034=12,183-1.15
07/03 19 1.46 25=19-1.32 07/04 | 14,034 1.15 16,188=14,034-1.15
08/03 25 1.32 25=25-1 08/04 | 16,188 1.15 18,145=16,188-1.12
09/03 25 1 34=25-1.36 09/04 | 18,145 1.12 19,789=18,145-1.09
10/03 34 1.36 52=34-1.53 10/04 | 19,789 1.09 20,962=19,789-1.05
11/03 52 1.53 77=52-1.48 11/04 | 20,962 1.05 22,192=20,962-1.05
12/03 77 1.48 151=77-1.96 12/04 | 22,192 1.05 23,430=22,192-1.06
13/03 151 1.96 151=151-1 13/04 | 23,430 1.06 25,262=23,430-1.09
14/03 151 1 200=151-1.32 14/04 | 25,262 1.09 28,610=25,262-1.13
15/03 200 1.32 234=200-1.17 15/04 | 28,610 1.13 30,683=28,610-1.07
16/03 234 1.17 346=234-1.47 16/04 | 30,683 1.07 33,682=30,683-1.10
17/03 346 1.47 529=346-1.53 17/04 | 33,682 1.10 36,722=33,682-1.09
18/03 529 1.53 640=529-1.21 18/04 | 36,722 1.09 38,654=36,722-1.05
19/03 | 640 1.21 970=640-1.52 19/04 | 38,654 1.05 40,743=38,654-1.05
20/03 970 1.52 1,178=970-1.21 20/04 | 40,743 1.05 43,079=40,743-1.06
21/03 | 1,178 1.21 1,546=1,178-1.31 | 21/04 | 43,079 1.06 45,757=43,079-1.06
22/03 | 1,546 1.31 1,924=1,546-1.24 | 22/04 | 45,757 1.06 49,492=45,757-1.09
23/03 | 1,924 1.24 2,247=1,924-1.17 | 23/04 | 49,492 1.09 52,995=49,492-1.07
24/03 | 2,247 1.17 2,554=2,247-1.13 | 24/04 | 52,995 1.07 59,196=52,995-1.11
25/03 | 2,554 1.13 2,985=2,554-1.17 | 25/04 | 59,196 1.11 62,859=59,196-1.06
26/03 | 2,985 1.17 3,417=2,985-1.14 | 26/04 | 62,859 1.06 66,501=62,859-1.06
27/03 | 3,417 1.14 3,904=3417-1.14 | 27/04 | 66,501 1.06 72,899=66,501-1.10
28/03 | 3,904 1.14 4,256=3,904-1.10 | 28/04 | 72,899 1.10 79,361=72,899-1.09
29/03 | 4,256 1.10 4,630=4,256-1.09 | 29/04 | 79,361 1.09 85,380="79,361-1.08
30/03 | 4,630 1.09 5,717=4,630-1.23 | 30/04 | 85,380 1.08 92,109=85,380-1.08
31/03 | 5,717 1.23 6,880=5,717-1.20 | 01/05 | 92,109 1.08 96,559=92,109-1.05
01/04 | 6,880 1.20 8,044=6,880-1.17 | 02/05 | 96,559 1.05 101,147=96,559-1.05
02/04 | 8,044 1.17 9,144=8,044-1.14 | 03/05 | 101,147 1.05 108,266=101,147-1.07
03/04 | 9,194 1.14 10,360=9,194-1.13 | 04/05 | 108,266 1.07 114,715=108,266-1.06
04/04 | 10,360 1.13 11,254=10,360-1.09 | 05/05 | 114,715 1.06 126,611=114,715-1.10
05/04 | 11,254 1.09 12,183=11,254-1.08 | 06/05 | 126,611 1.10

Tabela 4.2: Aumento do ntimero de casos de COVID-19 no Brasil
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O que implica?

Para responder essa pergunta e por questoes didaticas é recomendavel passar
a uma escala logaritmica. Assim, devido a grande quantidade de pessoas infectadas,

colocamos o eixo vertical y numa escala logaritmica z,

z =logy(z), (4.7)

isso significa que uma mesma distancia no eixo vertical y corresponde a multiplicar por
um determinado fator, neste caso, cada etapa é outra poténcia de 10, a Figura 4.4 nos
mostra a escala logaritmica do ntimero de casos de COVID-19 no Brasil. Nesta escala,
o crescimento exponencial parece se comportar como uma linha reta, pelo menos para
casos entre 100 a 10.000 pessoas infectadas. Podemos observar que com os nossos dados,
o numero de casos demorou 8 dias para ir de 100 para 1.000, 15 dias, para passar a 10.000.
A Figura 4.5 traz a analise grafica desse crescimento do nimero de casos de COVID-19
no Brasil entre os dias 12/03 e 04/04.
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Figura 4.4: Escala Logaritmica do nimero de casos de COVID-19 no Brasil.
Sendo o objetivo principal deste capitulo o uso da modelagem matematica para
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professores do ensino, o docente precisa verificar que seu modelo matematico esta préximo
da realidade do problema. Nesse sentido, uma regressao linear para os dados nessa escala
permitird encontrar a melhor linha de ajuste e calcular o coeficiente de Pearson (ver
Capitulo 1, Definigao 4), com o intuito de prever comportamentos com base na associa¢ao
entre essas variaveis.
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Figura 4.5: Analise do crescimento do nimero de casos de COVID-19 no Brasil entre os
dias 12/03 e 04/04.

Usando a ferramenta do Excel, podemos encontrar para nosso dados na escala
logaritmica, que a linha de regressao linear e o coeficiente de Person para nossos dados é

respectivamente,

y = 268,7x — 1E + 07, P =0,673.

Na figura 4.6, temos a linha de regressao do nimero de casos de COVID-19 no
Brasil entre os dias 12/03 e 04/04.

Da inclinagao dessa reta, (ver Figura 4.6), podemos inferir que o nimero de casos
das pessoas infectadas tende a multiplicar por 10 a cada 12 dias, em média, pelo menos
a partir do dia 12 de margo até o dia 4 de abril. Essa regressao também nos permite ser
mais precisos sobre a proximidade real do ajuste exponencial, pelo menos isso é o que

indica o coeficiente de Person nesse primeiro estagio.
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Figura 4.6: Linha de regressao do niimero de casos de COVID-19 no Brasil entre os dias
12/03 e 04/04.

As implicacoes do crescimento exponencial podem ser interpretadas de diversas
formas, uma delas, esta basicamente nessa aproximacao das variaveis que mostra a linha de
ajuste na escala logarftmica. Pode ser dificil assimilar o que isso (crescimento exponencial)
realmente significa, se for verdade. Vamos a analisar a implicacdo de um crescimento
exponencial fazendo as seguintes exemplificagoes: por exemplo, se vir um pais com 6.000
casos de pessoas infetadas, enquanto outro tem 60, é facil pensar que o segundo esta 100
vezes melhor (escala linear) e, portanto, que estd indo bem! Mas se estiver numa situagao
em que os numeros sao multiplicados por 10 a cada 12 dias (escala logaritmica), outra
conclusao poderiamos ter; é dizer, no mesmo fato podemos inferir que o segundo pais
estd cerca de um meés atras do primeiro. E claro que isso é bastante preocupante se nés
tentamos estender a linha de ajuste. A Figura 4.7 mostra graficamente como ficaria a
situagao se esta tendéncia (os nimeros sao multiplicados, em média, por 10 a cada 12
dias) se mantivesse. Isto ird se agravar no dia 4 de abril, e se a tendéncia atual continuar,
isso significa que serdo 1 milhao de casos em 24 dias (28 de abril), 10 milhoes em 36 dias
(10 de abril), 100 milhoes em 48 dias (22 de maio) e 1 bilhao em 60 dias (04 de junho).
Entretanto vocé nao pode desenhar uma linha como essa para sempre, ela claramente
deve comecar a desacelerar em algum momento, mas a questao crucial é quando. E
como o surto de SARS de 2002 encerrado em cerca de 8.000 casos, ou mais como a gripe
espanhola, em 1918, que infectou cerca de 27 % da populacao mundial.

Quando isto chega ao fim?

Em geral, desenhar uma linha através dos dados disponiveis, mas sem contextu-

alizagao nao ¢ uma boa forma de fazer previsoes, mas lembre-se de que existe um motivo
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Figura 4.7: Previsao do nimero de casos de COVID-19 através da linha de regressao.

real para esperar um crescimento exponencial aqui. Se o nimero de novos casos por dia
for proporcional ao ntimero de casos existentes, isso significa que em cada dia se multi-
plica por alguma constante, portanto, avancar d dias é o mesmo que multiplicar por essa
constante 1 + E - p, d vezes. A tnica forma desta tendéncia parar é se os fatores E ou p
diminuirem. Porém é inevitavel que isso ird ocorrer eventualmente, pois ante a falta de
mecanismos de controle, seja vacina, medicamentos inibidores, etc. o processo de cresci-
mento pode tomar caracteristicas de uma pandemia. Isso implica a necessidade de nosso
modelo seja mais realista e aqui estamos fazendo uso da etapa de avaliacao da modelagem
matematica. Sendo o objetivo principal de nosso trabalho a abordagem no ensino médio,
vamos enfatizar as ferramentas matematicas usadas. Mesmo no modelo mais pernicioso
para um virus, que seria onde todos os dias, cada pessoa com o virus é exposta a um
subconjunto aleatério da populacao mundial, em algum momento a maioria das pessoas
as quais cada doente estara exposto ja estao doentes e, portanto, nao podem se tornar
novos casos. Logo, na equagao que define nosso modelo matematico, é necessario que a
probabilidade de infeccao inclua algum fator para que leve em consideragao a probabili-
dade a qual a pessoa foi exposta e ainda nao esteja infectada, o que para um modelo de
exposicao aleatoria seria incluir um fator como: 1 —a proporcdao de pessoas no mundo que

ja estd infectada, onde a como é facil de perceber, representa a proporcao de pessoas no
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mundo que nao estao infectadas. Se considerarmos, em nosso modelo, que o nimero de
novos casos no dia d (AN,) é diretamente proporcional a 1 — a e ao nimero de casos no

dia d (Ny), e resolvermos a equagao para como Ny cresce, obtemos:
ANd = (1 - CL)Nd. (48)

Agora, nesse novo modelo faz sentido considerar o caso em que

Ny
a=—,
N
onde N representa o tamanho da populacao, ou capacidade de suporte de certa regiao do
mundo. Logo obtemos de (4.8) o chamado modelo logistico,

AN, = ( - %) Ny, (4.9)

Esse modelo ¢é essencialmente indistinguivel do modelo exponencial no inicio, mas
ao final se torna constante quando se aproxima do tamanho total da populacao N, como
seria de esperar. Modelos de crescimento de epidemias do tipo exponencial, na verdade,
nunca ocorrem no mundo real, cada uma delas é o inicio de uma curva logistica, isso
devido a diversos fatores, entre eles podemos citar, a aparicao de vacinas, isolamento
ds pessoas, etc. Esse estagio do tempo, onde a curva logistica deixa de ser curva para
cima e passa a se curvar para baixo, é conhecido na matematica como ponto de inflexao.
Nesse ponto da curva, o nimero de novos casos em cada dia, representado pela inclinacao
da curva, para de crescer e, ao invés, fica aproximadamente constante, antes comecar a
diminuir. Nos modelos epidemiolégicos, como é nosso caso, os pesquisadores monitoram
o crescimento do virus ou bactérias através de uma medida ou nimero, chamado o fator
de crescimento (FC) (MA, 2020), definido como a razao entre o nimero de novos casos

em um dia e o numero de casos no dia anterior, isto é

ANy

FC=—F.
ANg-

(4.10)

Qual é a importancia desse fator de crescimento? S6 para deixar claro, supor que estamos
olhando para os nimeros totais de um dia para o outro, e acompanhando as alteragoes
entre estes numeros totais, por exemplo o fator de crescimento é a razao entre duas
alteracoes sucessivas, ver Figura 4.8, onde podemos observar as variacoes do nimero de
casos a cada dia e o o fator de crescimento. Enquanto estiver na regiao exponencial,

este fator FC permanecerd consistentemente acima de 1, e quando o fator de crescimento
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Data N, Variacoes Fator de Crescimento
Margo 24, 2020 2,247

) +307
Margo 25,2020 2,554

) iy o_

s307 = 1,403
+431

Margo 26,2020 2,985 -J

+432 _
) +432 ) R

Margo 27,2020 3,417
Figura 4.8: O fator de crescimento.

chegar perto 1, isto é sinal que o ponto de inflexao foi atingido, é dizer o ponto onde
A?Ny = ANg1— ANy = 0, ou equivalentemente Ny = N /2, isto é FC= 1. Isso pode levar
a outo fator contra intuitivo ao seguir os dados. Vamos pensar em como iria parecer se o
numero de novos casos num dia fosse cerca de 15% acima do que o nimero de novos casos
no dia anterior, e vamos a comparar isto com o que pareceria se fosse 0 mesmo nimero.
Nessa nova possibilidade, o niimero de novos casos seria na ordem de 1,15(432) ~ 497,

passando a ser em total 3,417 4+ 497 = 3,914 pessoas infectadas, (ver Figura 4.9). Agora,

Data N, Variagcoes Fator de Crescimento
Margo 24,2020 2,247
) +307
Margo 25,2020 2,554 ) = 1,403
) +431
Margo 26,2020 2,985 ) w52 oo
+432 +#31 ~ b
Margo 27,2020 3,417 )
) R B
3914 ) +497 +432 !

Figura 4.9: Crescimento acima do 15% do caso anterior.

no caso em que no novo dia a variacao fosse o mesmo nimero 432, olhando para os
numeros totais na Figura 4.10, eles realmente nao parecem ser tao diferentes, mas se o
fator de crescimento for igual a 1, isto pode significar que chegamos no ponto de inflexao
de uma curva logistica, o que significa que o nimero total de casos N atingira no maximo
o dobro do numero de casos atuais NVy.

Mas um fator de crescimento maior que 1 significa que vocé esta na parte expo-
nencial, o que poderia implicar que temos ainda ordens de magnitude de crescimento a

frente, o que torna a Figura 4.7 uma boa simulagao de predicao da doenga. Enquanto,
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Fator de Crescimento

Variagoes

d

Data

(d)
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Figura 4.11: Processo de infeccao em agrupagoes de comunidades.

A Figura 4.11 representa graficamente a situagao de simulagoes onde ha, mesmo
que um pouco, de viagens entre os “clusters” o crescimento nao é realmente tao dife-
rente, o que aparece no final é um padrao tipo fractal ou repetitivo, em que as préprias
comunidades locais funcionam como individuos, isso representara uma outra maneira de
interpretar o crescimento exponencial (uso da etapa da validagdo dos resultados da mode-
lagem matematica). Cada uma das pessoas é exposta a outras, com alguma probabilidade
de espalhar a infeccao, portanto as mesmas leis subjacentes de indugao exponencial se apli-
cam. Felizmente, infectar toda a populacao mundial nao é a tinica forma de fazer com que
os dois fatores F,p importantes diminuam ao mesmo tempo. A quantidade de exposicao
("E”) também diminui quando as pessoas param de se reunir e viajar, e por outro lado,
a taxa de infecgao ("p”) cai quando as pessoas lavam as maos mais vezes. A outra coisa
que é contra intuitivo sobre o crescimento exponencial, desta vez em um sentido mais
otimista, é o quando sensivel ele é a esta constante (" E-p”). Por exemplo, se E-p = 15%,
e estamos na atualidade com uma populacgao inicial de infectados de 21,000 casos, entao,

apos de 61 dias podemos prever que
Ngp = (14 0.15)%" - 21,000 = 105, 873, 570,

isso significa que 61 dias a partir de agora serao mais de 100 milhoes. Mas se através de
um pouco menos de exposicao e infeccao, a taxa cair para E - p = 5%, isto é, a terceira

parte do caso do exemplo anterior. Nesse caso teremos
Ng1 = (14 0.05)%" - 21,000 = 1.05% - 21,000 = 411, 876,

isso nao significa que a projecao dos casos ira cair por um fator 3, na verdade, ela vai cair
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para cerca de 400,000. A analise anterior permite inferir que se as pessoas que estao sufi-
cientemente preocupadas em contribuir conscientemente com as medidas de isolamento,
optarem por mecanismos de desinfeccao de maos, alimentos, roupas, etc. entao, o fa-
tor E - p diminuird, nesse caso haverda muito menos com o que nos preocupar antes da
aparicao da vacina. Caso contrario, se as autoridades, familias e os cidadaos em geral nao
adotarem esses mecanismos, continuard a tendéncia de crescimento exponencial e teremos
muito a nos preocupar. Em qualquer caso, precisamos fazer uma tomada de decisao de
nosso modelo matematico considerado.

Os professores podem aproveitar a teoria apresentada e elaborar uma sequéncia
didatica para a aplicacao em sala de aula, relacionando o conhecimento desenvolvido no

processo de modelagem matematica com os conteudos da base curricular do ensino bésico.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Nesta dissertacao, vimos como a modelagem matemaética pode influenciar po-
sitivamente tanto o professor no ensino, como o aluno na motivacao e estudo das fer-
ramentas matematicas, contribuindo para uma melhoria na qualidade da educacao. A
intencao, como manifestado, foi desenvolver um trabalho destinado a estimular professo-
res de matematica a usarem a modelagem nas aulas, abordando problemas que aparecem
no cotidiano como base da construcao do conhecimento. Uma sugestao foi a modelagem
matematica de cobranca das tarifas de telefonia mével. Fizemos uma anélise de como sao
calculados os gastos com ligacoes, verificamos o quanto uma politica de arredondamento
pode influenciar no valor de uma conta e, por fim, analisamos os gastos com ligacoes e
internet 4G. Analisamos planos diferenciados para cada perfil de usuario, otimizando o
custo das tarifas, e levando a reflexao de como é importante analisar os planos e verificar
qual deles é mais vantajoso para cada tipo de usudrio. De outro lado, dada a conjun-
tura mundial da pandemia do Covid 19, foi considerado oportuno aproveitar essa situagao
para estudar a modelagem matematica dessa pandemia, analisar e explicar de que forma
se apresenta o crescimento ou disseminacao do virus, prever ou simular esse crescimento e
ver a influéncia dos fatores que dao inicio da sua disseminagao. Diversos estudos podem
ser encontrados na bibliografia, dependendo das hipéteses consideradas, a modelagem do
problema apresenta diversos graus de dificuldade, nesse sentido, consideramos que o nivel
da matematica a ser usado deveria ser préoprio de um nivel de aluno do ensino médio.

Enfatizamos que a aplicacao em sala de aula dos problemas estudados foi adiada
pelas dificuldades impostas pela pandemia da COVID-19, pois o acesso ao ensino remoto
nao é possivel para uma grande parte dos alunos da escola piblica onde a modelagem seria
aplicada como metodologia em forma de um projeto. O aplicativo disponibilizado pelo
governo para postagem de videos e atividades nao possibilitou uma interacao significativa

para o desenvolvimento de um projeto como este de maneira remota. A utilizacao de
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outras plataformas de interacao poderia excluir muitos alunos impossibilitados de custear
o consumo de internet. Dessa maneira, a pratica docente serd realizada assim que haja
acesso para uma maior parte dos alunos ou seja seguro o retorno das aulas presenciais.

Continuando com a importancia do uso da modelagem matematica, apresentamos
a seguir alguns pontos de vista, ou questoes de enquadramento do ensino da modelagem
matematica, como proposta do professor para motivacao, aplicacao e entendimento das
ferramentas matematicas. Dentro das perspectivas do professor de matematica ao usar a
modelagem matematica, um docente pode formular entre outras, as seguintes questoes:
Como a minha relagao dentro da matematica aplicavel me beneficiard como professor?
Quanto trabalho adicional isso significara para mim como professor? Ao considerar essas
questoes e nos envolvermos com elas, divulgamos ou revelamos algo sobre como vemos o
comprometimento dos professores de matematica e porém, como poderia ser otimizado
essa informacgao no aproveitamento da relacao aluno-professor. Se os docentes de ma-
tematica agirem como cidadaos responsaveis e maduros sobre os quais os alunos podem
modelar seu proprio comportamento e disciplina, certamente, professores, alunos, escolas
e a sociedade em geral se beneficiariam muito. Se servirem de exemplo nesse sentido, cada
um, dentro de suas préprias limitagoes pode dar uma contribuicao substancial como pe-
dagogos. Mais uma vez, a colaboracao ativa dos envolvidos é vital para os cumprimentos
dos objetivos do curso. O professor deve ser capaz de observar as vantagens e desvanta-
gens que ele identifica ao conduzir aulas de matemaética aplicaveis (o nivel da matematica
a usar). Nesse sentido, algumas ideias podem ser identificadas para ser trabalhadas: a
situacao em sala de aula, a alegria que o professor sente ao ensinar e se preparar para a
aula, a relevancia do problema a estudar, o nivel de envolvimento do aluno, o tempo de
preparacao, entre outros.

Das experiéncias percebidas no ensino de matematica, é de conhecimento comum
que os professores gostam de ensinar de forma pratica e refletir sobre isso. Essa vontade
surge porque, por um lado, é muito mais satisfatorio ensinar alunos que realmente desejam
aprender e, portanto, estao motivados a continuar com o tema de estudo, enquanto por
outro lado essa abordagem (praticidade) limita a capacidade de aprendizado do aluno,
pelo fato de individualizar o conhecimento sem aplicacao do mesmo. Este trabalho pre-
tende motivar ao professor e aqueles alunos que estao em uma etapa inicial, ou seja,
encaminhar o professor e o aluno, sem conhecer seu nivel matematico e ver a construcao
das ferramentas matematicas como uma consequéncia do uso da modelagem matematica
no ensino, despertando pouco a pouco interesse pela disciplina.

De outro lado, o conhecimento da matematica tem se desenvolvido em grande

escala nos ultimo anos, o que resulta em uma oportunidade de colocar em pratica a
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aprendizagem, desde o ponto de vista da modelagem matematica para o ensino. Em suma,
este trabalho direciona o professor no uso da matematica aplicada como instrumento de
ensino para problemas do mundo real e essa simulacao nos ajuda a fornecer algumas
respostas. Evidenciar a pesquisa e olha-la na perspectiva de um formador de professores
de matematica abre um caminho para que professores e alunos busquem suas préprias
respostas e cheguem as suas proprias conclusoes.

Por exemplo, pensar em maneiras de economizar o custo nos planos de telefonia
movel como beneficio para o usuario resultou em muitas propostas relacionadas, que pelo
menos nos fizeram, e provavelmente também fara aos nossos alunos, entender melhor os
problemas em questao, isso ja representa uma resposta de como a modelagem matematica
traz beneficios para o professor, esse é o foco desta dissertacao. Com a pandemia, pre-
cisamos ficar em casa e isso gera um incomodo, um certo desconforto. Sendo assim, a
modelagem dos casos de COVID-19 promove a compreenssao da matematica por tras
das medidas de distanciamento social, dando sentido a este isolamento. Além disso, essa
insatisfacao do professor diminui, quando sente que seu papel de mestre é cumprido ao
transformar o problema em um projeto de educacao matematica aplicavel. Desenvolvé-lo
como uma atividade para uma aula de matematica aplicavel tem o potencial de tornar o
tempo de espera mais suportavel para um professor de matemaética ativo que pode se en-
volver em tempo real, se ele ou ela for incomodado dessa forma. Diversos sites podem ser
encontrados na internet para dar suporte aos professores que estao tentando incorporar
matematica aplicavel em sua sala de aula.

A satisfacao adicional, consequéncia da pesquisa e do ensino, tem um preco e
requer muito trabalho adicional, no entanto, estamos cientes de que existem alguns pro-
fessores para os quais o tempo adicional investido na preparagao de suas aulas representa
um problema. Os novos professores iniciam sua carreira docente pensando que todas as
aulas devem ser preparadas de maneira cuidadosa, para poder assim tratar de atingir seus
objetivos, quando isso acontece, sugerimos que os novos professores preparem algumas au-
las selecionadas por més com muito cuidado, para que possam ensinar sistematicamente
boas aulas de aplicacao de matematica, esse investimento em tempo de preparacao certa-
mente valerda a pena. O professor é chamado a equilibrar o investimento extra no tempo
gasto na preparagao de aulas de matematica aplicaveis, dando algumas aulas dentro de
sua zona de conforto, o que nao requer tanto tempo de preparagao. Em muitas oportu-
nidades, o esforco adicional representa um problema para professores experientes, talvez
eles tenham reduzido o tempo de preparagao porque isso se tornou rotina.

Mesmo que ja existam muitas aulas propostas baseadas em situacoes reais, o pre-

paro de uma aula conduzida por modelagem ainda requer um pouco de tempo e esforco
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para reunir algumas informacgoes sobre o tema e adaptar a licao proposta para a sua
propria aula, isso inclusive é parte da chamada hipdtese de simplificacao da modelagem
matematica. Nao queremos subestimar esse esforco adicional porque ele é substancial.
Além disso, sugerimos que esses professores estejam dispostos a tornar as aula de ma-
temdtica mais interessantes, promovendo momentos agradaveis para eles mesmos e para
seus alunos, tornando as horas em sala de aula uma oportunidade para despertar neles o
gosto pelo estudo de matematica. Por tltimo, queremos que esta dissertacao seja fonte
de motivacao nesta drea de pesquisa e estimule o uso da modelagem matematica como

método de ensino.
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ANEXO | - Cronograma para a aplicagao de projeto: Modelagem Matematica
das Tarifas de Telefonia Movel

Conteudo: Matematica

Série: 19,2%2e 32EM
Numero de aulas: 12

Unidade tematica: NuUmeros e algebra

Habilidades da BNCC:

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagdes econémicas, sociais e fatos relativos as Ciéncias da Natureza que
envolvam a varia¢do de grandezas, pela analise dos graficos das fun¢des representadas e das taxas de variagdo, com
ou sem apoio de tecnologias digitais

(EM13MAT102) Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas apresentadas em relatdrios
divulgados por diferentes meios de comunicacdo, identificando, quando for o caso, inadequag¢des que possam
induzir a erros de interpretagdao, como escalas e amostras ndo apropriadas.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungdes polinomiais de 12 ou 22 graus, para resolver problemas
em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT401) Converter representagdes algébricas de fungbes polinomiais de 12 grau em representagdes
geomeétricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou
ndo a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica.

(EM13MATS501) Investigar relagdes entre nimeros expressos em tabelas para representd-los no plano cartesiano,
identificando padrGes e criando conjecturas para generalizar e expressar algebricamente essa generalizacado,
reconhecendo quando essa representacdo é de fun¢do polinomial de 12 grau.

Recursos didaticos: Quadro negro, giz, celular ou computador com acesso a internet,
projetor.

Objetivos gerais:
Desenvolver nos alunos as habilidades referentes as competéncias:

e Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situagcdes em diversos
contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questées
socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma
formacao geral.

e Utilizar estratégias, conceitos, definicGes e procedimentos matematicos para interpretar, construir modelos
e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacédo das
solugGes propostas, de modo a construir argumentacdo consistente.




Objetivos especificos:

Trabalhar os conceitos matematicos (abaixo relatados) por meio da construcdo de um modelo matematico que

interprete o valor de uma conta de telefonia mével.

Cronograma das aulas

Semanal

DATA

Conteudos relacionados

Topico/ atividade da modelagem

a ser trabalhada

Metodologia

Aula 1l

Pesquisa, interpretagao e
organizagao de dados

e Exposicdo do tema:
tarifas de telefonia mével
Definicdo dos objetivos

e Coleta de dados

o Através de uma aula dialogada
explicar como o projeto sera
desenvolvido durante as aulas e
expor resumidamente quais analises
serdo feitas;

e Discutir com os alunos o que se
pretende ao fim do projeto
(determinar qual plano de telefone
€ mais vantajoso para cada perfil de
usuario).

e Direcionar uma pesquisa na
internet, levantando questdes de
como sdo feitas as cobrancas em
uma conta de celular; escolher os

planos que serdo analisados no

projeto.

Aula 2

e Graficos e tabelas.
e Funcdodo 12grau

Construcdo de uma
tabela com os precos
pagos em cada plano.
Andlise das informacdes e
construcdo das fungGes
que interpretam o prego
a se pagar pelo tempo em
ligacOes

® Reunir os alunos em grupos e
propor atividades que direcionem a
construcdo da tabela (pode ser feita
manuscrita no caderno ou em algum
aplicativo) e a determinacgao das
fungdes.

Sugestdo: cada grupo pode analisar
um plano e ao final da aula
apresentar o resultado encontrado

para o restante da turma.

Aula 3

e Plano cartesiano.
e Representacdo grafica
da funcdo do 12 grau

Construcdo dos graficos
das fungdes no plano
cartesiano

e Conduzir os alunos na construgao
dos graficos utilizando algum
software ou aplicativo de celular.
Sugestdo: Excel, Geogebra.

Aula 4

e Fungao
e Fungaodo 12 grau

e Utilizar as fun¢Oes encontradas para
explicar, revisar e aprofundar os




/] conceitos matematicos relacionados
a Funcao.
Semana 2
DATA Conteudos relacionados Topico/ atividade da modelagem Metodologia
a ser trabalhada
Aulal | Pesquisa, interpretacdo e Politica de e Direcionar uma pesquisa na internet
organizacdo de dados. arredondamento sobre politicas de arredondamento.
_J/_ Escolha de 10 chamadas [ Juntamente com os alunos escolher
registradas em um celular | um celular para verificar no registro
Construgdo de tabela a duragdo das 10 chamadas
com a duragdo das telefénicas.
chamadas ® Reunir os alunos em grupos e
propor atividades que direcionem a
construcgdo da tabela (pode ser feita
manuscrita no caderno ou em algum
aplicativo).
Aula 2 | Adicdo, Subtragao Simulagdo do valor das  ® Reunir os alunos em grupos e
multiplicacdo e divisdo contas ao final do més, propor atividades que direcionem os
_J/_ envolvendo os ndmeros reais. em cada plano. calculos para o arredondamento em
cada caso.
Aula 3 | interpretagdo e organizagao Anidlise do impacto da ® Propor atividades que direcionem os
de dados. politica de alunos na simulagdo e conduzir a
_/_ arredondamento através | construcdo dos graficos no
da simulagdo com dois Geogebra.
usudrios hipotéticos.
Construcdo dos graficos
de barras e linear
Aula4 | Equacdo dareta Determinacgdo da e Utilizar o Geogebra para encontrar a
equacdo da reta. equacdo da reta que melhor se
] Construcdo do grafico aproxima dos pontos e construir o
com a sua representacdo | grafico.
grafica
Semana 3
DATA Conteudos relacionados Topico/ atividade da Metodologia
modelagem a ser
trabalhada
Aulal | Interpretacdo de graficos Andlise dos planos ® Através de uma aula dialogada
verificando os custos com | expor as fungdes encontradas em
] ligagOes e consumo de cada plano, fazendo uma sintese do
dados. porqué de cada constante e mostrar
Andlise dos graficos no R3 | como utiliza-las para calcular o valor
da conta.
® Expor os gréficos no R3 pelo
Geogebra e ajuda-los a interpreta-
los
Aula 2 | Adicdo, Subtracao Simulacdo do valor da ® Propor atividades que direcionem
multiplicacdo e divisdo conta de celular ao final os alunos na defini¢do hipotética de
] do més de dois usuarios dois usudrios com perfis de

envolvendo os numeros reais.

consumo distintos e no calculo do




com perfis de consumo
diferentes.

valor da conta do celular de cada um
deles em cada plano.

Aula 3 | Interpretacdo de graficos

Analise dos resultados
obtidos

e Conduzir, através de uma aula
dialogada, a analise dos graficos,
tabelas e resultados obtidos e
refletir sobre qual plano de celular é
mais vantajoso para cada perfil de
usuario.

Aula4 | Interpretacdo e organizacao
de dados.

Construcao de tabelas
apresentando os
resultados obtidos e
reflexao sobre qual plano
€ mais vantajoso para
cada perfil de usudrio

® Propor atividade que conduza a
constru¢do de uma tabela (pode ser
feita manuscrita no caderno ou em
algum aplicativo) que resuma os
resultados obtidos.

Avaliagao:

A sugestao é usar a avaliagao formativa, ou seja, aquela com foco na formacgao, no aprendizado ao longo
do processo de ensino-aprendizagem. Assim, a sugestdo é avaliar o aluno durante o desenvolvimento do projeto,
analisando o envolvimento, participacdo e dedica¢do durante a realizagdo das atividades.
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