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RESUMO

VENDRUSCULO, M. R. Sobre conjuntos infinitos da reta. 2021. 45p. Dissertacdo (Mestrado em
Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas
e de Computacéo, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2021.

Nesta dissertacdo sao apresentadas algumas propriedades envolvendo conjuntos da reta numeérica.
Iremos tratar de conjuntos finitos, infinitos, enumeraveis e ndo enumeraveis, com o objetivo de auxiliar
a compreensédo dos conjuntos numéricos dos naturais, inteiros, racionais, irracionais e reais tratados no
ensino fundamental e médio. Apresentaremos resultados envolvendo tais conjuntos. Também
trabalharemos com a medida de Lebesgue na reta. Teremos um capitulo voltado para esse tema e
mostraremos como medir conjuntos utilizando uma medida. Como aplicacdo, vamos medir 0s racionais
e 0s irracionais e comparar os tamanhos. Esse trabalho visa auxiliar um professor de matematica do
ensino fundamental e médio a respeito de conjuntos numeéricos.

Palavras-chave: Conjuntos Numéricos; Conjuntos Infinitos; Conjuntos Enumeréaveis; Medida;
Educacao.






ABSTRACT

VENDRUSCULO, M. R. About infinite sets of the line. 2021. 45p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias —
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computacéo, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2021.

In this dissertation, some properties involving sets of the number line are presented. We will deal with
finite, infinite, enumerable and non-countable sets, with the aim of helping to understand the natural,
integer, rational, irrational and real numerical sets treated in elementary and high school. We will present
results involving such sets. We will also work the Lebesgue measure on the straight line. We will have a
chapter focused on this topic and we will show you how to measure sets using a measure. As an
application, let’'s measure rationals and irrationals and compare sizes. This work aims to help an
elementary and high school mathematics teacher regarding numerical sets.

Keywords: Numerical sets; Infinite sets; Enumerable sets; Measure; Education.
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Introducao

Durante toda a grade curricular de um aluno regular do ensino bésico (fundamental e
médio), o tema conjuntos numéricos estd presente. Os nimeros naturais é descoberto de
forma instintiva através da contagem numeérica, como por exemplo a contagem dos dedos
das maos e da idade. O primeiro contato com os ntimeros inteiros negativos, segundo a
Base Nacional Comum Curricular - BNCC (ver[2]), sdo apresentados a partir do sétimo
ano do ensino fundamental e estdo relacionados com calculos envolvendo saldos negativos,
temperaturas e profundidade. J& os ntimeros racionais positivos sdo vistos desde o quarto
ano do ensino fundamental, pela introdugdo das fragées. Os niimeros irracionais estdo
presentes desde o oitavo ano do fundamental, em que é apresentado o ntimero 7 e as
caracteristicas de uma circunferéncia. Por fim, o conjunto dos nimeros reais, em sua
totalidade, é formalizado a partir do oitavo ano sendo a unido dos racionais e irracionais.

As dificuldades de compreensdo desses conjuntos, principalmente relacionados aos ra-
cionais, irracionais e reais sdo de comum acordo entre os educadores. O ensino de fragao,

de ntimeros irracionais tais como os ntmeros 7, v/2, /3, sdo topicos em que os alunos
apresentam dificuldades em aprender.

Um desses problemas diz respeito ao nimero de elementos que cada conjunto contém.
E natural, aos estudantes, questionar qual conjunto tem mais elementos. Por exemplo, é
sabido que os naturais esta contido estritamente nos inteiros, entdo, € comum imaginarmos
gue o nimero de elementos dos inteiros é maior que o dos naturais, mesmo ambos sendo
infinitos. Veremos neste trabalho que conseguimos parear esses elementos de N e Z um a
um e mostrar que ambos os conjuntos sdo "infinitos iguais".

Perguntar sobre o tamanho de conjuntos pode ser feito para outros conjuntos, por
exemplo, o conjunto dos racionais tem mais elementos que o conjunto dos naturais ou
inteiros? Um outro questionamento, feito por um estudante, poderia ser: ao retirar todos
os pares do conjunto dos naturais, teremos um conjunto com menos elementos? Tais
perguntas ndo sdo triviais de serem respondidas.

Para responder tais perguntas, estudaremos conjuntos infinitos e enumerabilidade; pre-
cisaremos compreender o que sdo esses conjuntos e como sdo apresentados.



2 Introdugao

Veremos que (, Z e N sdo conjuntos infinitos, mas de mesmo infinito. Também, veremos
que R\Q é um infinito diferente de QQ; de fato, veremos que R e R\Q sdo infinitos de mesmo
tipo.

Parece, entdo, natural medir Q e R\Q e comparar seus tamanhos. Para isso estabele-
ceremos a medida de Lebesgue de um conjunto de R.

Esperamos que este trabalho auxilie um professor durante a preparacdo de aulas sobre
conjuntos numeéricos.

Portanto, esse trabalho serd dividido da seguinte forma:

O capitulo 1, baseado nos capitulos um e dois de [9]., tem como objetivo apresentar
uma breve introdugdo aos conjuntos dos ntmeros naturais N, inteiros Z e racionais Q,
dando um tratamento especial para esse ultimo. Mostraremos que (Q ndo é completo.

Ja no capitulo 2, estudaremos conjuntos finitos, infinitos e enumerabilidade. Iremos
definir cada um e mostraremos, na forma de exemplos, que os naturais, naturais pares,
naturais impares, os inteiros e os racionais sdo "infinitos iguais", pois sdo conjuntos enu-
meraveis.

No capitulo 3, apresentaremos o conjunto dos niimeros reais R e, mostraremos, que tal
conjunto ndo é enumeravel. Isso acontece, devido ao fato que, o conjunto dos niimeros
irracionais I ndo é enumerdvel. Logo, existem conjuntos com "infinitos diferentes"dos
apresentados no capitulo anterior.

Por fim, o capitulo 4, introduz a medida de Lebesgue. Aprenderemos a medir con-
juntos e discutiremos uma questdo interessante: No intervalo [0,1], de medida 1, suponha
ser possivel separar todos os irracionais dos racionais, qual seria a medida de cada um
desses conjuntos? Veremos que, nesta situagdo, os irracionais tem medida um enquanto os
racionais tem medida zero. Em outras palavras, se pegarmos um ntmero aleatério dentro
desse intervalo, muito provavelmente, ele sera irracional.



CAPITULO

I

O conjunto dos nimeros racionais.

Este capitulo é baseado nos capitulos 1 e 2 de [9].

O objetivo deste capitulo é apresentar um breve resumo dos conjuntos dos niimeros
naturais N, inteiros 7Z e racionais Q. Dando um destaque maior nos naturais e racionais.

Néao é intuito deste texto apresentar as construcdes algébricas dos conjuntos N, Z e Q.

De modo simples, vamos definir o referido conjunto da seguinte maneira:
N={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,...}.

A seguir, apresentamos uma propriedade importante do conjunto N.

Propriedade. (Principio da boa ordenagdo) Todo subconjunto ndo vazio A C N possui
um menor elemento, isto é, um elemento ny < n, para todo n € A.

Demonstracao: Afim de provarmos essa afirmagdo, para cada niimero n € N, chamemos
de I, o conjunto dos niimeros naturais menor ou igual a n, ou seja, I, ={p e N:p <n}.
Se 1 € A acabou, pois 1 serd o menor elemento de A. Se 1 ¢ A, entdo consideremos o
conjunto X ={n: I, € N— A}. Temos que X # (), pois I; € N— A logo 1 € X. Por outro
lado, como A # () isso implica que X # N, existe n € X tal que n + 1 ¢ X. Portanto
L,={1,2,3,...,nfc N—AeL={,2,3,...,n,n+1} N—A, istog, 1,....,n¢ A
en+ 1€ A. Por fim, n, =n+ 1 ¢& o menor elemento de A (pois os niimeros naturais
menores que n+ 1 sdo 1,2,...,n).

O
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Observacao: A partir do conjunto dos ntimeros naturais podemos definir o conjunto
dos numeros inteiros, denotado por Z, que é o iinico dominio bem ordenado (ver teorema
2.3 da segdo 3.10 de [3]). Agora, a part1r do conjunto dos inteiros podemos definir o
conjunto dos ntimeros racionais, denotado por (9, como sendo o corpo de fragdes de Z
(ver capitulo 4 de [3]).

De modo simples, vamos descrever os conjuntos dos nimeros inteiros e dos ntmeros
racionais, respectivamente, da seguinte maneira:
7Z={..,—3,—-2,—1,0,1,2,3,...}
Q={; Zeq#0
- a) P, q € € q 7£ }'

Pelo descrito acima N C Z C Q. Note que se podemos representar todos os elementos
de Q em uma reta. Serd que todos os pontos de tal reta sdo representantes de algum
elemento de Q7 Veremos, na sessdo 1.1, que a resposta é nao.

A seguir, vamos apresentar algumas propriedades do conjunto Q.

Propriedades:

o . T L x T
(1) (Igualdade dos niimeros racionais) Sejam % e nimeros racionais. Entdo, P_

q S
se, e somente se, p X s = X T.

(2) Todo ntimero racional pode ser representado na forma B, sendo q um ntmero natural.
q

(3) Todo ntimero racional z > 0 pode ser escrito na forma I, sendo mdc(r,s) = 1.
S

Demonstracao de (3). De fato, se s = mdc(p, q), entdo existem inteiros x e y tais que

p:xxs,q:yxsemdc(x,y)zl.Logo,B:XXS

,poispxyxs=xxsxq. U

O conjunto dos nlimeros racionais com as operagdes usuais de adicdo “4” e multiplicagdo
[{32]

., possui uma estrutura algébrica bem forte, a saber, Q é um corpo. De fato, definindo
em Q soma e multiplicagdo (usuais) por

o . T : « o«
e dados dois nimeros racionais P e —, definimos a operagdo “adigdo” por:
q s

p_ 1 (pxs)+(qxr)
q s gxs

e dados dois ntimeros racionais —

Nalllhe!




Podemos verificar os nove itens abaixo.

. ) c e a c¢
(1) quaisquer que sejam DT € Q tem-se <E + E) +

(2) quaisquer que sejam —,

€
r
a
b

c'le ole

EQtemsea+C—C+
b d d

P

<
d
(3) Oe@étalquea+0:%, sejaqualfor%é@;

(4) todo elemento % € Q possui um simétrico —% € Q tal que % + (—E) =0;

q

i ace a c\y e a /c e
(5) dados quaisquer R € Q tem-se <B . a) i (a . ¥),
(6) sejam quais forem %,% € Q tem-se % . % = % . %;

(7 1e@étalque1#Oe%-]:E,qualquerquesejage@;

(8) todo % # 0 em QQ possui um inverso g tal que

ace
9) dad 1 ==y
(9) dados quaisquer 0 q 7

Definicao 1.1. Dizemos que um corpo K € ordenado quando existe um subconjunto K,
de K, chamado conjunto dos elementos positivos, satisfazendo as sequintes condigoes:

P1 Dados x,y € K, = x+y € Ky ex-y € K, ou seja, a soma e o produto de

elementos positivos sao sempre positivos.

P2 Dado x € K apenas uma das sequintes situacées ocorre: x = 0 ou x € K. ou

—x € Ky

Exemplo 1.2. Q € um corpo ordenado. De fato, o conjunto

Q+={%€Q3P>q€N}

satisfaz as propriedades Pl e P2.

Em um corpo ordenado K temos a nogdo de ordem. Dados x,y € K, x # y, denotamos

x <y para significar y — x € K, e 1é-se x menor do que y.
Analogamente, y > x significa y —x > K, e 1é-se y maior do que x.

.~ . : . T
Proposicao 1.3. Dados 0s numeros racionais P e —, como q,s >0, temos que
q s

£> & rq > ps.

o T
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Demonstracao: De fato,

E>%(:>rqq;sp$:£—%€@+(:)(rq—ps)qsEN(:)rq—ps>O(:)rq>ps.

Vamos, agora, estudar conjuntos limitados.

Definicao 1.4. Seja A C Q.

1) Dizemos que v € Q € cota superior de A se x <, para todo x € A.

11) Dizemos que r € Q € cota inferior de A se r < x, para todo x € A.

Definicao 1.5. Dizemos que um conjunto A C Q € limitado se existe v € Q tal que
—r < x <7, para todo x € A. Em outras palavras, A C Q é limitado se A admate cota
inferior e cota superior. Quando A admite cota superior ou cota inferior, dizemos
que A € limitado superiormente ou inferiormente, respectivamente.

Definicao 1.6. Seja A C Q limitado inferiormente. Dizemos que « € o infimo de A
se « € a maior das cotas inferiores de A.

Notagao: o = inf A.

Definicao 1.7. Seja B C Q limitado superiormente. Dizemos que 3 é o supremo de
B se 3 é a menor das cotas superiores de B.

Notacgao: [3 = sup B.

As definicbes acima sugerem a seguinte pergunta natural: serd que sempre podemos
obter o supremo e o infimo de conjuntos limitados de Q7

Antes de responder a essa pergunta, vejamos um exemplo:
Exemplo 1.8. Se () # X C Z(C Q) € limitado entdo existem a,b € X tais que a = inf X
e b=supX.
De fato, como ) # X C 7Z € limitado, X possui no mdzimo um niumero finito de

elementos. Logo, X possut um maior elemento e um menor elemento. Denotemos
b = maior elemento de X e a = menor elemento de X. Entdo, b =supX e a = inf X.

Como consequéncia do exemplo acima, temos:

1. Para todo () # X C Z limitado superiormente existe sup X.

2. Para todo () # X C Z limitado inferiormente existe inf X.

Na préxima segdo veremos que existe X C Q que ndo satisfaz as propriedades 1 e 2 acima.
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1.1 A nao completude de Q.

O objetivo desta sessdo é mostrar que em certo sentido, o conjunto dos nimeros racio-
nais, Q , possui “buracos”. Entdo discutiremos a existéncia de um conjunto que contenha

Q e que preencha esses “buracos”. O primeiro passo é mostrar que ndo existe 0 < P € Q,
q

2
com mdc(p,q) =1 tal que <%> = 2; isto serd consequéncia de dois resultados abaixo:

Afirmacao 1: Se n € N é par entdo n’ é par.

De fato, se n € N é par entdo existe m € N tal que n = 2m. Dai, n? = 4m? = 2.2m?,
com 2m? € N. Portanto, n? é par.

Afirmacdo 2: Se n € N é impar entdo n’ é impar.

De fato, se n € N é impar entdo existe m € Ntal quen = 2m+1. Dai, n?> = 2m+1)? =
Am? +4m+1=22m?*+2m)+ 1, com (2m? +2m) € N. Portanto, n é impar.

Das afirmagdes 1 e 2 segue:

2
Proposicao 1.9. Ndo existe % € Q, tal que (%) =2.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que existam p,q € N, com mdc(p,q) = 1, tais

2 2
que (%) — 2. Dai, 2 = % = p® = 2q® = p’ é par. Entdo, pelas afirmagdes 1 e 2, p

é par. Consequentemente, existe m € N tal que p = 2m. Logo, (2m)? = 2¢* = 4m? =
2g*> = q* = 2m? = q? é par. Entdo, pelas afirmacdes 1 e 2, q & par.

Como q é par e p é par temos que 1 = mdc(p,q) > 2. Absurdo. O

Sejam
X=xeQ x>0 e x* <2}

Y={yecQy>0 e y>>2}.

Note que Y C (0, +00). Além disso, se x > 2 entdo x> > 4; consequentemente X C [0, 2].

Vamos mostrar que nao existem sup X e infY em (. Para isso, precisamos de trés
resultados auxiliares.

Lema 1.10. X ndo possut um maior elemento. Em outras palavras, ndo existe xo € X
tal que xo > x,Vx € X.

Demonstragao: Para demonstrar o lema devemos, para cada x € X, encontrar x’ € X,
com x < x'. Agora, x’ > x significa que X' =x+ 1, para algum 0 <r € Q,.
Logo, para cada x € X basta mostrar que existe 0 <r € Q, tal que x +r € X.
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Dado x € X, para 0 < r < 1 temos

(x+1r)l=xX4+2xr+1r=x>+ (2x+1)r <x*+ (2x + .

Dai, para cada x € X basta encontrar 0 < r < 1 tal que x*> + (2x + 1)r < 2; equivalen-
2—x°
2x+1°

temente, 0 <1 <

2_ 2
Logo, para cada x € X, tome r€ Qcom 0 < r < min{],ZX:] }

Dai, 1 < 1 e r(2x + 1) < 2 — x?; consequentemente,
(x+r)=xX+2xr+r <X+ 2xr+r=x"+r(2x+1) <x*+2-x* =2

e, portanto, x + 1 € X. O

Lema 1.11. Y ndo possut um menor elemento. Em outras palavras, ndo ezxisteypo € Y
tal que yo <y, Yy €Y.

Demonstracao: Para demonstrar a afirmagdo devemos, para cada y € Y, encontrar
y' €Y, comy’ <vy.
Note que y’ <y significa que y' =y — 1, para algum 0 < r € Q.

Logo, para cada y € Y devemos mostrar que existe 0 < r € Q tal que y —r € Y (isto &,
(y —1)* > 2). Note que para 0 < r obtemos

(y—r)Z:yZ—Zyr+r2>yz—Zyr;

portanto, basta encontrar 0 < r tal que

y?—2yr > 2;
isto é,
2_
r< ¥ 2.
2y
y -2
Logo, paracaday € Ytomer€ Q,com 0 <1 < Wy Dai, —2ry > 2 —y? e, portanto,

(y—r)z:yz—Zyr+r2>y2—2yr>y2+2—y2:2.
d

Observacao 1.12. Note que para encontrar r nas demonstragcoes dos lemas 1.10e 1.11

usamos o seguinte fato: dados a,b € Q com a < b existe c € Q tal que a < c < b.

a+b cQ
> .

Tal c evidentemente existe e podemos tomar c, por exemplo, como: ¢ =
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Lema 1.13. Sexe€ X ey €Y entdao x <y.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que existem xo € X e yo € Y tais que xo > Yo -
Logo, temos 2 < Yo = yoyo < XoXo = Xo2. Absurdo. m

Proposicao 1.14. Ndo existem sup X e inf Y.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que existe r = sup X. Pela tricotomia de Q, existe
apenas uma das trés possibilidades listadas abaixo para v

e 12 <2
e 12 >2

o1’ =2

Afirmamos que ndo podemos ter > < 2. De fato, r = sup X implica r > 0. Porém,
r > 0e 1’ < 2 implica que T € X; consequentemente, T € o maior elemento de X. Absurdo,
pois pelo lema 1.10, X ndo possui maior elemento.

Agora, afirmamos que ndo podemos ter 1> > 2. De fato, r = sup X implica que T > 0.
Porém, r > 0 e 2 > 2 e implica que r € Y. Pelo lema 1.11, 3s € Qtal que r —s € Y.
Pelo lema 1.13, r — s > x, para todo x € X. Absurdo, pois r — s é cota superior de X e
T—s<r=supX.

Portanto, > = 2. Absurdo, pois nio existe r € Q com 1? = 2 (ver proposicio 2.1).

Analogamente, mostra-se que ndo existe inf Y. O

No que segue veremos que existe um corpo ordenado que contém Q, para o qual qual-
quer subconjunto limitado superiormente admite supremo.

Se K é corpo ordenado, entdo, identificando 1 € N com o neutro multiplicativo de
K fica “natural” identificar N com um subconjunto de K; consequentemente, fica natural
identificar Z e Q com subconjuntos de K. De fato, se K é corpo ordenado é possivel
considerar (ver, por exemplo, [3] e [8])

NCcZcQcK.

A nocdo de supremo e infimo, trabalhado no capitulo anterior, se estende naturalmente
para qualquer corpo ordenado K:

Definicao 1.15. Sejam K um corpo ordenado e A C K.

t) Dizemos que v € K € cota superior de A se x <, para todo x € A.

1) Dizemos que r € K € cota inferior de A se r < x, para todo x € A.
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Definicao 1.16. Dizemos que um conjunto A C K é limitado se existe r € K tal que
—r <x <7, para todo x € A. Em outras palavras, A C K € limitado se A admite cota
inferior e cota superior. Quando A admite cota superior ou cota inferior, dizemos
que A é limitado superiormente ou inferiormente, respectivamente.

Definicao 1.17. Seja A C K limitado inferiormente. Dizemos que « € o infimo de A
se o é a mator das cotas inferiores de A.

Notagao: o =inf A.

Definicao 1.18. Seja B C K limitado superiormente. Dizemos que [3 € o supremo de
B se 3 € a menor das cotas superiores de B.

Notacao: [3 = sup B.
Definicao 1.19. Dizemos que um corpo ordenado K é completo quando todo subcon-
Junto ndo vazio limitado superiormente de K possut supremo em K.
Exemplo 1.20. Q nao é completo.
Observacao: Vale ressaltar aqui que, no exemplo 1.20, Q é corpo e ndo é completo;

isto &, existe X C QQ limitado superiormente tal que nado existe «x € Q com « = sup X.

Por outro lado, dado K corpo ordenado com Q C K temos X C Q C K e podemos agora
nos perguntar se existe « € K com « = supX (isto &, supremo de X em K, ao invés de
supremo de X em Q).



CAPITULO

2

Conjuntos finitos, infinitos e

enumeravels

Para complementar o capitulo 1, iremos ver alguns conceitos e definigdes envolvendo os
conjuntos numéricos citados anteriormente. Mostraremos que tais conjuntos sdo infinitos
enumeraveis e portanto terdo consequéncias significativas.

Sera que temos conjuntos que sdo mais infinitos que outros? Ou infinitos iguais? Sera
que conseguimos criar um critério de comparagdo de infinitos? Vamos lidar com tais
questdes ao longo deste capitulo.

2.1 Conjuntos finitos

Seja I, ={1,2,,...,n} C N.

Definicao 2.1. Dizemos que um conjunto X € finito quando:

1. X=10
2. X#0 e existe f: 1, — X bijegdo, para algum n € N

Nomenclatura:

11
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e escrevendo x; = f(1),x; = f(2),...,x, = f(n) temos X = {x1,...,xn}.
e f é chamada de contagem dos elementos de X.
e N é chamado de ntmero de elementos de X.

Observagdo: Provaremos adiante que o ntimero de elementos de um conjunto finito X
ndo depende da contagem.

Lema 2.2. Se existe uma bijecdo f: X — Y entdo, dados a € X e b € Y, existe também
uma byegdo g: X — Y tal que g(a) =b.

Demonstracao: Dados a € X e b € Y temos dois casos:

e f(a) = b; neste caso podemos tomar g = f

e f(a) # b. Neste caso defina h : Y — Y dada por h(f(a)) = b, h(b) = f(a) e
h(x) =x Yx €Y}, o

Evidentemente, h é uma bijegdo.
Defina g: X — Y por g = hof. Temos que g é uma bijegdo e g(a) = h(f(a)) = b.

Teorema 2.3. Se A é um subconjunto proprio de 1., ndo pode existir uma byecao
f:A—1.
Demonstracao: Seja N’ ={n € N;existe f: A — [, bijecdo, sendo A C [,}.

Suponha, por absurdo, que N’ # (). Sabemos que existe ny € N’ menor elemento de
N’. Se n, € A entdo (pelo lema anterior) existe g : A — I,, bijegdo com n, = g(no). Neste
caso f: gy, . — In,, € uma bije¢do com A —{no} C In, ,. Absurdo, pois no_; € N" e ng
é o menor elemento de N’. Logo n, ¢ A.

Seja f : A — I, bijecdo e seja a € A tal que f(a) = np. Dai, f, , : A—{a} =
Lhy—1 =(In, —{no}) € bijecdo. Além disso, de ng ¢ A e A C I, temos A C(I,, —{no})=
Lhy—1 = (A —{a})C I,,_1. Logo, no — 1 € N’. Absurdo.

Portanto N’/ = ().

Corolario 2.4. Se f:1,, - X e g: 1, — X sdo byecdes entdo m = n.

Demonstracgiao: Temos que f'og: I, — I, e g'of: I, — I, sio bijegdes. Logo, pelo
teorema 2.3 ndo podemos ter I,, C I, ou I, C L.
Portanto I, = [,;; isto é,m = n. 0

Corolario 2.5. Seja X um conjunto finito. Uma aplicagdo f: X — X € uma funcao
injetiva se, e somente se, € sobrejetiva.
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Demonstracao: De X finito, existe uma bijegdo ¢ : I, — X. Para algum n € N a
aplicagio f : X — X é injetiva ou sobrejetiva se, e somente se, ¢ 'ofo@ : I, — I, 0 &.
Logo podemos considerar f : I,, — [,. Se f for injetiva entdo tomando A = f(I,,), teremos
uma bijegdo f' : A — I,. Pelo Teorema 2.3, A = I, e f é sobrejetiva. Reciprocamente, se
f for sobrejetiva entdo, para cada x € I, podemos escolher y = g(x) € I,, tal que f(y) = x.
Isto define uma aplicacdo g : I, — I, tal que f(g(x)) = x para todo x € I,,. Entéo, g
é injetiva e, pelo argumento acima, g é sobrejetiva. Assim, se y;,y, € [, forem tais que
f(yq) = f(yz) tomamos x1,x; € I, com g(x;) = yi,9g(x2) = y, e teremos x; = f(g(x1)) =
f(yq) = f(yz2) = f(g(x2)) = x2; consequentemente y; = g(x1) = g(x2) = yz e, portanto, f é
injetiva. 0

Corolario 2.6. Ndo pode existir uma byegdo entre um conjunto finito e uma parte
prépria desse conjunto.

Demonstracao: Sejam X finito e Y C X uma parte prépria de X. Existem n € N e uma
bijecdo ¢ : I, — X. Entdo, o conjunto A = ¢ '(Y) é uma parte propria de I,. Vamos
denotar de @A : A — Y a bijecdo obtida por restrigdo de ¢ a A. Se existisse uma bijegdo
f:Y — X, a composta g =@ ' ofo @ap: A — I, seria também uma bijegio, contrariando
o Teorema 2.3. 0

Outro resultado importante é:

Teorema 2.7. Todo subconjunto de um conjunto finito € finito.

Demonstragao:
Se X = (), entdo Y C X implica Y = 0, que é finito.
Para X = {x} temos Y C X implica que Y = ) ou Y = X; portanto, Y é finito.

Portanto, o teorema é valido quando X tem zero elementos e também se X tem apenas
um elemento.

Vamos usar indugdo para provar o teorema. Suponhamos que o teorema seja valido
guando X tem n elementos. Isto é, para qualquer X com n elementos e Y C X entdo Y é
finito. Vamos mostrar que ele é verdadeiro quando X tem n + 1 elementos.

Seja X finito com n + 1 elementos e seja Y C X.
Se Y = X entdo Y finito.
Se Y # X entdo existe a € X tal que a ¢ Y. Logo Y € X —{a}, o qual é um conjunto

com n elementos. Portanto, pela hipétese de indugdo, Y é finito. O

Corolario 2.8. Dada f: X — Y, se Y é finito e f é injetiva entdo X é finito; se X é
finito e f € sobrejetiva entdo Y € finito.

Demonstracao: Sejam X e Y conjuntos, com Y finito e assuma que exista f : X — Y
injetiva.
Entédo, f: X — f(X) C Y é bijecdo e pelo teorema 2.7 f(X) é finito; logo, X é finito.

Agora, sejam X e Y conjuntos, com X finito e assuma que exista f: X — Y sobrejetiva.
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Para cada y € Y escolha x, € X tal que f(x,) =vy. Defina

g: Y —» X
y = gly) = xy

Por construgédo, g é injetora; sendo X finito, segue do argumento acima que Y é finito.
O

Para nosso préximo resultado usaremos a seguinte definigdo:

Definigao 2.9. Dizemos que um subconjunto X C N € limitado quando X = () ou existe
p € N tal que x < p para todo x € X.

Corolario 2.10. Um subconjunto X C N € finito se, e somente se, é limitado.

Demonstracao: Seja X = {x1,...,x,} C N finito; tome p = max{x;,...,x,}. Temos que
x € X = x < p; logo X é limitado. Reciprocamente, se X C N é limitado, isso implica que
existe p € N tal que x < p para todo x € X entdo, X C I,; logo, pelo Teorema 2.7 X €
finito.

O

2.2 Conjuntos infinitos

Definicao 2.11. Dizemos que um conjunto € infinito quando nao € finito. Assim, X
é infinto quando ndo € vazio nem ezxiste, seja qual for n € N, uma byegdo f: [, —» X.

Exemplo 2.12. N ¢ wnfinito, pois N nao é limitado vmplicando, pelo coroldrio 2.10,
que N € infinito.

Teorema 2.13. Se X é um conjunto infinito, entdo existe uma aplicagdo injetiva
f:N—X.

Demonstracao:

Se x # () implica que existe x; € X. Defina f(1) = x;. X infinito implica que existe
x; € X —{x7}. Defina f(2) = x,. Suponhamos definidos, como feito acima, f(1),...,f(n).
X infinito implica que existe x,,1 € X —{f(1),...,f(n)}. Definia f(n + 1) = x,.,1. Eviden-
temente, f : N — X definida acima é injetiva por construgao. 0

Corolario 2.14. Um conjunto X € infinito se, e somente se, exriste uma bijecdo @ :
X =Y sobre um subconjunto proprio Y C X.
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Demonstracao: Sejam X infinito e f : N — X uma aplicagdo injetiva. Para cada n € N,
denote f(n) = x,,. Consideremos o subconjunto proprio Y = X—{x;}. Seja ¢ : X — Y dado
por @(x) = x se x ndo é um dos x,, € @(Xx,) = xn1 (n € N). Por construgdo, ¢ € bijecdo
entre X e seu conjunto préprio @(X) —{x;}.

Reciprocamente, pelo corolario 2.6, se existe uma bijecdo de X sobre um seu subcon-
junto préprio entdo X é infinito. O

Exemplo 2.15. Se Ny = N—{1} entdo ¢ : N = N, o(n) =n+1, é uma byecao de
N sobre seu subconjunto Ny = {2,3,...}. Mais geralmente, ficando p € N podemos
considerar N, ={p+1,p +2,...} e definir a byjegdo @ : N = N,, o(n)=n+rp.

Observacao: Fendmenos desse tipo ja tinham sido observados por Galileu, que foi o
primeiro a notar que “ha tantos ntimeros pares quantos nimeros naturais”, mostrando que
se P ={2,4,6,...} é o conjunto dos numeros pares entdo ¢ : N — P, dada por ¢ = 2n, é
uma bijecdo. Evidentemente, se I ={1,3,5,...} é o conjunto dos ntimeros impares, entdo
P:N = I, com{Pp(n) =2n—1, também é uma bijecdo. Nestes tltimos exemplos, N—P =1
e N —I = P sdo infinitos, enquanto N — N, ={1,2,...,p} é infinito.

2.3 Conjuntos Enumeraveis

Definicao 2.16. Dizemos que um conjunto X é enumerdvel quando:

e X é finito ou

e Eriste f : N — X byecdo. Neste caso f é chamada de enumeragdo dos elementos
de X; escrevendo x; = f(1),...,x, = f(n), temos X ={x1,..., Xny...}

Alguns resultados importantes dessa definigdo sdo:
Exemplo 2.17. O conjunto dos numeros naturais N é enumerdvel.
Demonstracao: Para isso basta tomar a fungdo identidade I : N — N que claramente é
uma bijegdo.
O

Exemplo 2.18. Seja um conjunto A C N dado por A = N—{5}. Entdo, A € enumerdvel.

Demonstracao: Considere a funcdo f: N — A tal que
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Claramente f é bijetora e, portanto, o conjunto A é enumeréavel.

O

Exemplo 2.19. Na verdade, podemos usar o argumento do exemplo anterior para
mostrar que qualquer conjunto A C N definido por A =N —{no}, para algum ny € N,
€ enumerdvel.

Demonstracgao: Para isto, basta criar f: N — A definida por:

n 1<n<ny—1
f(x) =

n+1, n>ng

Note que f é uma bijecdo e portanto o conjunto A é enumeravel. 0

Os exemplos acima sdo casos particulares do seguinte:

Teorema 2.20. Todo subconjunto X C N é enumerdvel.

Demonstracgao:
Se X é finito entdo X é enumeravel por definigdo.
Seja X # () infinito e X C N, entdo existe x; menor elemento de X.

Definimos A; = X —{n;}. Temos que A; # (. Como A; C N entio existe x, menor
elemento de A;.

Evidentemente x; < x,.

Analogamente, como X é infinito, definimos A; = X — {x1,x;}. Temos que A; # .
Como A, C N entdo existe x3 menor elemento de A,.

Evidentemente x; < x, < x3.

Suponha definidos x; < x; < X3 < ... < Xn.

Novamente como X é infinito, definimos A, = X — {x1,...,Xn}. Temos que A, # 0
Afirmamos que X ={X1,...,Xny.. .}

De fato se existir x € X — {x1,...,Xn,...} entdo x € A,, para todo n. Dali, para cada
n € N temos que x > X1 > X1, isto &, {x1,...,Xn,...} € limitado, sendo assim um absurdo.
Portanto X ={xy,...,Xn,...} € infinito. O

Podemos generalizar o resultado anterior.

Teorema 2.21. Seja A um conjunto enumerdvel e B C A. Entdo, B é enumerdvel.

Demonstracao: Se B é finito entdo B enumeravel (pela propria definicdo de enumeravel).

Seja B infinito. Como A é enumeravel, entdo existe f: N — A bijegdo.
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Tomamos N’ = f~'(B).

Definimos, agora, a fungdo restricdo g = f, : N’ — B.
Por construgdo g é bijetora.

Temos que, pelo teorema 2.20, N’ C N é enumeréavel.
Dai, existe uma funcdo h: N — N’ bijetora.

A ilustragdo fica:

h g
N - N —- B

Considere, entdo, F = goh: N — B. Claramente F é uma bijegdo, pois a composta de
fungdes bijetoras é uma fungdo bijetora.

Portanto, B é enumeravel. O

Corolario 2.22. Seja f: X — Y wnjetiva. Se Y é enumerdvel entdo X também é.

Demonstracao: De Y enumeravel, existe ¢ : Y — N bijecdo. Entdo @ of: X — N é uma
funcio injetora; portanto, @of: X — (@of)(X) C N é bijegdo. Como (@ of)(X) C N temos
(@ o f)(X) enumeravel e, portanto, existe g : (¢ o f)(X) — N bijegdo. Dai, gopof: X = N
é bijecdo e, portanto, X é enumeravel.

O

Corolario 2.23. Seja f: X — Y sobrejetiva. Se X é enumerdvel entdo Y também é.

Demonstracao: Para caday € Y podemos escolher x, = g(y) € X tal que f(x,) =y. Isto
define uma aplicagdo g: Y — X tal que f(g(y)) =y para todo y € Y. Segue-se dai que g é
injetiva. Pelo corolario anterior, Y é enumeréavel.

U

Corolario 2.24. O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis € um conjunto
enumerdvel.

Demonstracao: Com efeito se X e Y sdo enumeréveis entdo existem sobrejegdes f: N — X
eg:N —Y;logo, o : Nx N — X xY, dada por ¢(m,n) = (f(m), g(n)) é sobrejetiva.
Portanto, basta provar que N x N é enumeradvel. Para isso, consideremos a aplicagdo
¢ : Nx N — N, dada por ¢(m,n) = 2™.3". Pela unicidade da decomposi¢do de um
nimero natural em fatores primos, ¢ é injetiva. Segue-se do corolario 2.22 que N x N é
enumeravel.

4

Corolario 2.25. A reunidgo de uma familia enumerdvel de conjuntos enumerdveis €
enumerdvel.
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Demonstracao: Sejam Xi,...,X,,... enumeraveis. Entdo, existem sobrejecdes f; : N —
Xiyeooyfn : N = Xg,.... Tomando X = [J7 X, definimos a sobrejegdo f : N x N — X
pondo f(m,n) = f,(m). O caso de uma reunido finita X; U ... U X, reduz-se ao anterior,
pois podemos escrever X = X; U...UX, UX, U....

O

A demonstragdo do teorema 2.21 indica que o enumeréavel é o "menor'dos infinitos. De
fato, repetindo a demonstracdo tem-se que:

Proposicao 2.26. Todo conjunto infinito contém um subconjunto infinito enumerdvel.
Demonstracgao:

Seja A um conjunto infinito. Como A # (), entdo, existe x; € A.
Novamente de A infinito, temos A — {x;} # (); entdo, existe x, € A —{x1}.

Tomemos A — {x;,x2} # (); entdo, existe x3 € A —{x1,%x2}.

Fazendo esse processo n vezes obtemos {x1,X2,X3,...,Xn} € A, com X; # X; para i # j.

Mas, A infinito implica A—{x1, X2, X3, ..., Xn} 7 (); entdo, existe X1 € A—{X1,X2y X3y + .., Xn}-

Portanto, por construgdo e recorréncia, o conjunto {Xi,X2,X3y.+.yXnyXni1y...y C A &
infinito e enumerével. 0

2.4 Exemplos e aplicacoes de conjuntos enumeraveis.

A ideia dessa secdo é elucidar a compreensdo de conjuntos enumeraveis. Para isso
serd apresentado exemplos que consideramos importantes para um professor de ensino
fundamental e médio poder se aprofundar.

Iremos também tentar responder a algumas perguntas feitas no inicio desse capitulo.

Exemplo 2.27. O conjunto P =1{2,4,6,8,...} dos numeros pares é enumerdvel.

Demonstracao: Construindo a fungdo f : N — P dada por f(n) = 2n, precisamos mos-
trar que tal funcdo é bijetora. De fato, se f(ng) = f(n;) entdo 2ny = 2n; implicando que
ny = Ny e, portanto, f & injetora. Agora, seja yo € P, temos que yo = 2n e n = % para
algum n € N, portanto, f é sobrejetora. O

Do exemplo anterior, podemos concluir, de forma grosseira, que o conjunto dos niime-
ros pares e o conjunto dos nimeros naturais sdo "infinitos iguais". Isso ndo é intuitivo,
pois seria natural pensar que ao tirar todos os nimeros impares o conjunto dos pares seria
menor que o conjunto dos naturais. Vejamos mais um exemplo.
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Exemplo 2.28. O conjunto I ={1,3,5,7,...} dos nuimeros impares positivos é enume-
rdvel.

Demonstracao: Seja a fungdo g: N — I dada por g(n) = 2n — 1. Vamos mostrar que g
é bijetora. De fato, se g(ng) = g(ny) entdo 2ny — 1 = 2ny; — 1, implicando que ny = n, e,
portanto, g é injetora. Agora, seja y, € I, temos que y, = 2n — 1 para algum n. Portanto,
g é sobrejetora.

0

Podemos entdo concluir que o conjunto dos impares e o conjunto dos niimeros naturais
sdo "infinitos iguais". Na verdade, veremos mais adiante que todos os conjuntos enume-
raveis sdo "infinitos iguais". O exemplo a seguir diz respeito aos niimeros inteiros.

Exemplo 2.29. O cojunto Z dos numeros inteiros € enumerdvel.

Demonstracao: De fato, podemos construir uma fungao que leva N em 7 associando os
niimeros naturais aos inteiros na seguinte ordem:

0,1, —1,2 2,3, -3, 4, —4, 5 —5 ...

Defina

Podemos verificar que essa funcdo é bijetora e, portanto, Z é enumeravel.

Novamente temos uma conclusdo ndo intuitiva, de que o conjunto dos inteiros e o con-
junto dos naturais sdo "infinitos iguais".

Exemplo 2.30. O conjunto Q dos numeros racionais é enumerdvel.

Temos duas demonstragdes que valem a pena apresentar aqui. A primeira, retirada de
[4], é construindo tal funcdo e a segunda é usando as propriedades e teoremas ja feitos
neste capitulo. Vamos a elas.

Demonstracao 1: Mostremos primeiro que o conjunto dos racionais positivos é enume-
ravel. Olhe o quadro a seguir:
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1 1 1 1 1

T2 3 7% 5 7
vd S e

2 2 2 2 2

7 3 3 1 5

3 3 3 3 3
1 2 3 4 5
v A4 a
4 4 4 4 4
T 2 3 4 5
S S
5 5 5 5 5
1 2 3 7 5

Observe que todos os niimeros da forma % com p,q € N e q # 0 aparecerdo no quadro

acima. Se o percorrermos seguindo as setas teremos uma ordenacdo desse conjunto, o que
vale dizer, a funcdo f serd f(n) = n-ésimo elemento que encontraremos seguindo as setas.
Assim, mostramos que o conjunto Q" = {x € Q : x > 0} é enumeravel. Basta fazer o
mesmo procedimento e teremos que Q~ ={x € Q : x < 0} é enumeravel.

Como Q = Q" UQ ™ +{0} e unido de conjuntos enumeréveis € um conjunto enumeravel
temos que Q é enumeravel.

O

Demonstracgao 2: Seja x € Q. Entédo, x = E 'p,q €7Z,q#0.
Seja f:7Z x Z* — Q que, a cada par (p, q) associa o0 nimero x = }é.

E claro que f € uma fungéo.

E pelo corolario 2.24 temos que o dominio de f é um conjunto enumerével, pois Z é
enumeravel e Z* C 7 é enumeravel.

Por construcdo, f é sobrejetiva.

Como a imagem de um conjunto enumerével ou é um conjunto finito, ou é um conjunto
infinito enumeravel, basta mostramos que a imagem de f néo é finita. (Note que f néo é
injetora, ja que, por exemplo, f(1,2) = f(2,4) = f(3,6).

Mas a imagem de f contém todos os niimeros inteiros, pois, se n € Z entdo n = f(n, 1).
Portanto, segue do corolario 2.23 que Q é enumeravel.
O
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Observacgao: Terminamos esse capitulo mostrando que os racionais é um infinito igual
aos naturais e aos inteiros. Vamos discutir, nos préximos capitulos, se existem outros tipos
de infinitos.






CAPITULO

3

O conjunto dos niimeros reais e sua

nao enumerabilidade.

Continuando o que foi feito no capitulo 1 e 2, mostraremos que o conjunto dos niimeros
reais é completo e ndo enumeravel, implicando em um conjunto infinito diferente dos
citados anteriormente.

Este capitulo trata do corpo ordenado completo que contém Q.

Adotaremos aqui o axioma fundamental da Andlise Matemaética (ver [6]).
Axioma: Existe um corpo ordenado completo, R, chamado corpo dos ntimeros reais.
Em particular, X = {x € Q; 0 < x e x*> < 2} é limitado superiormente e, portanto,

existe o € R tal que o = sup X. Como visto no capitulo 1, o ¢ Q.

Observacao 3.1. Como mencionado em [1] - secdo 3.3, gquaisquer dois corpos orde-
nados completos sdo isomorfos. Portanto, podemos considerar que tal R do arioma
é unzco.

Recordando: Como visto no capitulo anterior. Um subconjunto Y C R é enumeréavel
se existe uma funcdo f: N — Y bijetora.

Como veremos nesse capitulo, R ndo é enumerdvel. Como R = QU (R\Q) e Q &
enumeravel temos que R\Q ndo é enumeravel, conforme corolario 2.25.

23
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O conjunto R\Q é chamado de conjunto dos niimeros irracionais.

De maneira informal podemos dar a seguinte interpretacdo para o fato de R\Q nédo ser
enumeravel: existem mais niimeros irracionais do que niimeros racionais.

Entdo, quem sdo os irracionais? E facil encontrar irracionais?

Antes de responder, vejamos alguns exemplos.

Denotemos v/2 o nimero real tal que (v/2)? = 2. Pela proposicio 2.1, v2 ¢ Q.

A seguir, apresentaremos um ntmero infinito enumerével de exemplos de ntmeros
irracionais. Antes provaremos uma proposi¢do que serd muito til.

Proposicao 3.2. Sejam p,m € N tais que mdc(p,m) =1. Sen € N e p/mn entdo pn.

Demonstracao: Se p/mn, entdo existe k € N tal que mn = pk.

Agora, se mdc(p,m) = 1 entdo, segue do algoritmo de Euclides (ver [3]), que existem
a,b € N tais que
bp—am=1.

Multiplicando por n ambos os lados da igualdade acima, obtemos
n =nbp —nam.
Substituindo mn por pk nesta ltima igualdade, obtemos
n =nbp — apk = p(nb — ak).
Portanto, pn. O

Corolario 3.3. Se p € primo e p/mn entdo p/m ou pn.

Demonstracao: Se p/m o resultado é trivial. Suponha, entdo, que p ndo divide m. Dali,
como p é primo temos que mdc(p, m) = 1. Basta, entdo, aplicar a proposigdo acima. [J

Observacao 3.4. Para mais resultados de divisibilidade ver, por ezemplo, [5].
Proposigao 3.5. Se p € N é um ndmero primo, entdo ,/p € irracional.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que /p € Q. Entéo, existem m,n € N, com
2

. m m . . .
mdc(m,n) =1, tais que \/p = o Segue que p = ) e, entdo, m? = pn?. Isto implica

2

que m? é um miltiplo de p, ou seja, p/m?. Portanto, pela proposi¢do 3.2, p/m, pois p &

primo.
Logo, existe k € N tal que m = kp e, por conseguinte, m? = k’p?.

Sendo m? = pn? e substituindo m? por k*p?, temos k*p? = pn®. Logo, pela Lei do
corte, kzp = n?; consequentemente, p!nz. Portanto, novamente pela proposigdo 3.2, pn.

Como mdc(m,n) =1, p/m e p|n temos que p = 1. Absurdo, pois p é primo.

Portanto, \/p € R\Q. O

Os exemplos de ntimeros irracionais dados acima sdo obtidos usando "apenas” argu-
mentos de Algebra.
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3.1 R é& nao enumeravel

Aqui apresentaremos a prova que R é ndo enumeravel.

Comegamos com o teorema dos intervalos encaixados.
Teorema 3.6. Para cada n € N, seja I, = [a,,b.] C R intervalo fechado. Suponha
que I, O 141, para todo n. Entdo, ﬁ I, # 0.

n=1

Demonstragdo. Por hip6tese temos
[a])b]] > [QZ)bZ] DD [an)bn] DR

o que implica
a<a<---<ap <o <by << by < by,

Logo, os conjuntos A ={aj,...,an,...} € B ={by,...,by,...} sdo limitados. Além disso,
cada a, é cota inferior de B e cada b,, é cota superior de A.

Seja ¢ =sup A. Temos a, < c e ¢ < b, para todo n (definigdo de supremo). Dai,
c € [an, bal, Vn;
isto &,
c e ﬂ L.
n=1
]

Teorema 3.7. Nao existe funcao f : N — R sobrejetora. Em particular, R € nao
enumerdvel.

Demonstracdo. Sejaf: N — R uma funcdo. Observe que f(1),f(2),...,f(n),... sdo todos
nimeros reais.

Escolha aj,b; € R de forma que f(1) < a; < by. Defina I} = [a;, b;]; temos que
f(1) ¢ L.

Se f(2) € 1; definimos I, = I;. Caso contrério, temos a; < f(2) < by, com a7 < f(2) ou
entdo f(2) < b; (pois a; < by).

Vamos considerar dois casos:
Primeiro caso: a; < f(2).

f(2
Neste caso, considere a, = a; e b, = L(). Denote I = [a;, by]; temos que

2
f(2) ¢ L.
Segundo caso: a; = f(2) < by.
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. f(2)+Db
Neste caso, considere a, = w e b, = by. Denote I, = [ay, by]; temos que

2
f(2) ¢ L.

Uma vez obtidos I; e I, note que f(1) € I, f(2) €, e I; D L.

Suponhamos ja obtidos Iy,...,I,, com I DL D ... > I, e f(1) €L, f(2) € I, ...,
f(n) & L.

Se f(n+ 1) € I, definimos I,,;; = [,. Caso contrario, temos a, < f(n+ 1) < b,,, com
an < f(n+1) ou entdo f(n+ 1) < b, (pois a, < b,).

Novamente, vamos considerar dois casos:

Primeiro caso: a, < f(n+1).

. f 1
Neste caso, considere a,;1 = a, € by = %TH_). Denote 1,11 = [ani1, buy1l;
temos que f(n+ 1) & I,,41.
Segundo caso: a, =f(n+1) < b,,.
. f 1)+b
Neste caso, considere a,.; = % e bnr1 = bn. Denote 11 = [ani1, brgil;
temos que f(n+1) & I,,5.
Repetindo o argumento para cada n € N obtemos intervalos fechados I,...,I,,...,

comIl; DI, D...D L, D...; além disso, para cada n, f(n) & I,,.

o0
Pelo teorema dos intervalos encaixados, existe c € ﬂ [,; consequentemente, ¢ # f(n)

n=1
para todo n. Portanto, f ndo é sobrejetora. [

Como a unido de dois conjuntos enumeraveis é também enumeravel, obtemos a seguinte
consequéncia:

Corolario 3.8. O conjunto R\ Q € ndo enumerdvel.

Corolario 3.9. O wntervalo I = (—1,1) C R € nao enumerdvel.

Demonstragdo. Sendo R ndo enumardvel, basta mostrar que existe bijecdo entre I e R.
Afirmamos que a fungdo ¢ : R — (—1,1) dada por

X

o(x) = N

é uma bijegdo. De fato, a fungdo ¢ tem inversa 1V : (—1,1) — R dada por
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Observagao 3.10. O resultado acima também nos permite concluir que | = [—1,1] é
nao enumerdvel.

Observacao 3.11. Pode-se mostrar que para quaisquer a,b € R, com a < b, o inter-
valo I = (a,b) € ndo enumerdvel.

Como aplicagdo do discutido acima, temos:
Exemplo 3.12. Para quaisquer a,b € R, com a < b, o wntervalo I = (a,b) contém

numeros racionais e numeros 1rracionais.

Solugao: Sabemos que I ¢ Q, pois caso contrario I seria enumeravel; logo, existe ¢ €

(R\NQ)NL
Falta mostra que Q N1 # 0.

Sejam a’,b’ € R tais que a < a’ < b’ < b. Dai, [a’,b’] C L.
Se a’ ou b’ é um nimero racional entdo Q N1 # 0.

Assuma entdo que a’,b’ € R\ Q.
1 . . . .
Tome n € N tal que =< b’ — a’ (o qual existe, pois R é arquimediano).

Podemos escrever R da seguinte forma:

1
R— P&}
n°oon
mezZ
. , m m-+1 . , L
Logo, existe m € Z tal que a’ € | Como a’ é um niimero irracional (por
hipétese) temos
m m+ 1
LS (3.13)
n n

1
Afirmamos que mrl b De fato, como por (3.13)

m+1_a, m+1 m 1
n n n o n
temos
I op_qop il ml oy mtl 1
n n n n n
0 que implica
1 1
0<b — M1 g0 b> L
n n

1
Portanto, m € (a,b')CI;istoé, QNI A0






CAPITULO

4

Medida de Lebesgue.

Nos capitulos anteriores vimos que R = Q U (R\Q) com Q enumeréavel e R\Q néo
enumeravel. Dai, concluimos que R\Q é um conjunto infinito diferente do infinito de Q;
de fato um infinito maior. Nos parece entdo natural medir Q e R\Q para entender quao
maior é R\Q de Q.

Uma pergunta natural a ser feita é: serd possivel medir um conjunto? Nesse capitulo
iremos definir medida de um conjunto de R e veremos alguns resultados interessantes.
Vamos a definigao.

Seja I C R um intervalo. Definimos o comprimento de I como sendo o moédulo da
diferenga entre seus extremos. Por exemplo,

Exemplo 4.1. 1 = [2,3] = comprimento de [ =3—-2=1.

Seja A = {I € R;I é intervalo} € P(R) o conjunto de todos os subconjuntos de R,
chamado de "partes de R". Podemos entdo definir

t: ACPR) — [0,+00]
I —  {(I) = comprimento de I

Vamos estender a nogdo de comprimento para conjuntos mais gerais. Gostariamos de
encontrar uma fungdo conjunto

29
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m:AcC P(R)— [0, 4+00]
que satisfaga as seguintes propriedades:

1. A=7P(R).

2. m(I) = {(I) sempre que I intervalo.

m(Ej).
1

3. {Ej}jen sequéncia disjunta = m(U E) =

n
=1 j=

Caso néo seja possivel, gostariamos entdo de obter uma tal fungdo m para o "maior".A
possivel.

Vamos a uma tentativa.

Para cada A C R seja {I,,}neny uma cobertura de intervalos abertos de A, isto é,

A C U [, eI, éum intervalo aberto para cada n.
n=1

Definimos

m*(A) = inf {Z I, : AC U I.e I,, intervalo aberto} .

1 n=1

Segue que m* : P(R) — [0, +o0] e:

e m*(()) =0.
e ACB=m*(A) <m*(B).
e m*({a}) =0 VaelR.

Proposicao 4.2. Seja I C R, wntervalo. Entdao, m*(I) = {(I).

Demonstracgao:

12 caso: I=[a,b], a,bcR.

1 1
Seja I, = (a — E’b + T—L). Logo. I C I, e, por defini¢do de infimo,

1 1 2
m*(I) <{l,)=b+——a+—=b—a+ —.
n n n
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Fazendo n — oo, temos que

m (1) < b —a = {(I). (4.3)

Falta mostrar que £(I) > m*(I).

Seja {I. hen colegdo de intervalos abertos tal que I C U L.

n=1

Segue de resultados de topologia na reta, estudados em [7], que existem I,,,,..., I, tal

j
que I C U Lo, -
£=1

Denotemos I, =I;.
j
Como I C U [; entdo existe [}, = (ar,by) tal que a; < a < by.
£=1
Se by < b entdo existe [}, = (az, b) tal que a; < by < by.
Se by < b entdo existe [}, = (a3, bs) tal que a3 < by < bs.

Repetindo o processo obtemos que

IZ]‘ :((lj,bj), ):],,N

tal que

e a; <bjyparaj=1,...,N.
e 0 < a<b;.

e ay < b < by.

[

N
-
T

°
o~
—
3
vV
o~
P—
\._I:N*
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:bN—aN+bN,1—aN,1—|—...+b1—a1 =

:bN+(bN_1—aN)+...+(b1—az)—a1>bN—a1>b—a.

Logo,

i ((I,) >b—aq,
n=1

portanto, usando a nogdo de infimo temos

m*(I) > b—a. (4.4)
De (4.3) e (4.4) temos que

m*(I) =¢(I) quando I = [a,b].

22 caso: I intervalo qualquer finito.

Dado € > 0 existe | C I intervalo fechado tal que

() > (1) —e.

Dai,

isto é,
Fazendo € — 0 temos que

32 caso: [ intervalo infinito.
Dado N > 0 existe Jn C I intervalo fechado tal que {(Jn) = N.
Dai,

m*(I) > m*(Jn) =UJn) =N, VN > 0;

logo,
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Proposicao 4.5. Seja {A.}lnen uma sequéncia de subconjuntos de R. Entao,
U A<D m’
n=1 n=1

Demonstracgao:

12 caso: m*(A,) = +oo para algum n. Nesse caso a demonstragio é trivial.

[\¥]
(=]

caso: m*(A,) < +oo para todo n.

Dai, como m* — inf {ZE }, dado e > 0 existe {['}jcy tal que

Y1) < m(AL) + zin

=1

o0
Como {IM'}i .en € uma sequéncia de intervalos abertos e A, C| JI', temos que
j dme d j

n=1 jn
m((JA <) D U
n=1 n=1 j=1
<Y MAD ) =Y mA) e Y (G
n=I1 n=1 n=1

i +€1—Zm
n=1

Como € > 0 é qualquer e usando a nogao de infimo, obtemos:

C8

3
I
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Corolario 4.6. Seja A C R. Se A é enumerdvel entdo m*(A) = 0.

Demonstragao:
A enumeravel implica que A = {ry,...,Tn,...}, com 1, € R para todo n.
Dai,
A= U{rn}
n=I1
e

m(A) = Y m*({r) =o.
n=1

Corolario 4.7. O conjunto [0,1] € nGo enumerdvel.

Demonstragao: Temos que m*[0,1] =1 #0.
O
Proposicao 4.8. Dados A C R e € > 0 eziste U unidgo de intervalos abertos de R e
existe G wnterseccao enumerdvel de reunido enumerdvel de intervalos abertos de R
tais que
1. AcUem*(U) <m*(A)+e
2. ACGem*(G)=m*A).

Demonstragao:

1. Pela definicdo de m* e nogdo de infimo.

2. Para cada j € Z,, por 1, existe U; unido enumerével de intervalos abertos de R tal

1 o0
que m*(U;) < m*(A) + . Tome U = ﬂu]'. Temos que,

J j=1

m*(A) < m*(U) < m*(U;

A\
3*
>
+
|

fazendo j — oo implica
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4.1 Conjuntos Mensuraveis e Medida de Lebesgue.

Definicao 4.9. Um conjunto E C R é mensurdvel se para cada A C R vale:
m*(A) =m"(ANE)+m " (ANE°).

Observacao:

1. Note que sempre vale

m (A <m*(ANE)+m"(ANE");

logo E mensurével &

m'(A)>m*(ANE)+m*(ANE).
2. B mensuravel = E¢ mensuréavel.

3. 0 e R s3o mensuraveis.

Lema 4.10. Se m*(E) =0 entdo E é mensurdvel.
Demonstracgao:
Seja A C R. Temos: ANE C E. Dai,
m(ANE)<m*(E)=0=m*"(ANE)=0.
Como A NE® C A temos,

m* (ANES) <m*(A).

Portanto m*(A) > m*(ANES) =m*(ANE)+m*(ANE").

Lema 4.11. E; e E, s@o mensurdveis entdo E; U E, mensurdvel.
Demonstracgao:
Seja A C R. Queremos verificar que

m*(A) > m* (AN (E; UE)) +m" (AN (E UEy)).
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Recorde que (E; U E;)¢ = E{ N ES.
De E, mensuravel temos

mH(ANES) =m (ANE NE,) +m*(ANESNES). (4.12)

Note que

Aﬂ(E]UEz):Aﬂ(EﬂJ(EzﬂE%)):(AﬂEﬂU(AmEzﬂE(}:);

dai,

m (AN (E;UE)) <m*(ANE))+m" (ANE;NE]) (4.13)

De 4.12 e 4.13 temos

m (AN (E;UE))+m" (ANE;NES) <

m* (ANE;)+m (ANE])+m" (ANE;NES)

=m"(ANE)+m (ANE]) =m"(A).

Portanto, E; U E, é mensuravel. O

Definicao 4.14. Seja X um conjunto. Um subconjunto A C P(X) é uma dlgebra de
conjunto se

1. ABe A= AUBe A.
2 Aec A= Af e A

Seja M C P(R) o conjunto dos subconjuntos mensuraveis de R.
Pelo feito acima, obtemos:

Teorema 4.15. M €é uma dlgebra.

Observacao: Note que
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e ABEM=ANB &M, pois ANB = (A°UB°)-.

o Aty Ane M JA e Me A e M.

=1 =1

Lema 4.16. Seja A C R e sejam Ey,...,E, € M com E;NE; =0 se i #j. Entdo,

m (AN ( Zm (ANE)
j=1

Demonstragao:
Vamos usar indugdo.

e n =1 entdo é valido.

e Assuma que vale para Eq,...,E, 1.
De E, € M temos

m* (AN (U E) = m* (AN (UPE) N Ey) +m (AN (UL ) NES).

Como

AN(ULE)NE = (UL (ANE)NE,=ANE,, pois EjNE =0sei#],

AN (ULE)NE, = (UL (ANE)) NE, = UL, (ANE NEL) = U (ANE),
pois E; N E; =0 se i # j, logo
m* (AN (ULE) NE) +m (AN (UL E) NEY)
=m*(ANE,) +m* (AN (US'E))
=m*(ANE,) + ) m(ANE) im ANE,)
j=T1

U

Definigcao 4.17. Seja X um conjunto e A C P(X). Dizemos que A é uma o-dlgebra
se:



38 Capitulo 4 — Medida de Lebesgue.

1. A é dlgebra.

2. {Aj}jeN CA= UAj e A.

j=1

Observagao: Seja A o-algebra. Entdo,

{AjfienC A= ﬂAj € A.

j=1

Lema 4.18. Seja {Aj}jen C M. Eziste {Bjljen C M como B; N B; = 0 tal que UAJ' =
j=1

B;.

s

1

)

Teorema 4.19. M € o-dlgebra.

Demonstracgao:

Ja sabemos que M ¢é algebra. Falta mostrar que se {E;}°; C M entdo U E; € M.
j=1

Seja {Ej}2; C M eseja E = U E;.
j=1

Pelo exercicio anterior, E = U Ej, sendo {E};’; CMekt # E]- se 1 # 7.
j=1

Defina F,, = UEj. Note que F, € M.

j=1
Dai, F,, CE = E° C F.
Para cada A C R, temos

m'(A) =m"(ANF,)+m*(ANF;) >

>m" (ANF)+m* (ANES) =
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m*(ANE)+m(ANES).
1

n

j
(como ANF,=AnN( ]T‘:]Ej) e pelo lema 4.16)

Fazendo n — oo

m'(A)> Y m(ANE)+m(ANE) >
j=1

>m (AN (UE)) +m(ANES) =
(como U ES =E)
=m"(ANE)+m*(ANE)

Logo,

E:GE]‘EM.

j=1

Portanto, M é o-algebra.
Lema 4.20. Para todo a € R, (a,+o0) € M.

Demonstragao:
Seja A C R.
Defina Ay =AN(a,+0) e A; =AN(—o0,al.
Lembrando que (—oo, al = (a,+o0)°.
Devemos mostrar que

m*(A;) + m*(Az) <m*(A).

12 caso: m*(A) = oo. Nesse caso é trivial.
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22 caso: m*(A) < co.

Neste caso dado € > 0 existe {I,,}ncn, onde I, sdo intervalos abertos de R, tal que

A C GI“ e iﬂ(ln) <m*(A) +e.
n=1 n=1

Defina

I =I,Nn(a,400) e I'v=1I,N(—o0,al.

Note que I/ e I'; sdo intervalos ou 0 e £(1,) = ¢(1/) + €¢(I",)

Além disso, A C U I e A, C U I',.

n=1 n=1

Dai, temos
m*(A;) < mA (U, IG) < ) mA(]
n=1
m*(Az) S m I(( S Z I"

implicando que

I\/lg

(A] +m* Az

n=1

= im*(ln) <m*(A) +e.

n=1

Como € > 0 é qualquer, fazendo € — 0, temos

m* (A7) + m*(Az) < m*(A).

Teorema 4.21. Seja I C R intervalo. Entdao, I € M.

+m*(I')) =

=m* (L) + m*(I'y).
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Demonstracao:
Para todo a € R, (a,+o0) € M.

Dai,

e (—o0,q) >, ( a—-]leM
.((1, ) = (—o0 ) ()+OO)EM.
® (a> = (—o0 (Cl, +00).
e [a,b) = (—o0 ) a,+00).
e [a,b] = (—o0 N [a, +o0).
O
A restricdo
m=m/ : M — [0,+o0]
E — m(E)= m*(E).
é chamada medida de Lebesgue.
Proposicao 4.22. Seja {Ej}jex C M. Entdo, m U] 1E5) Z j). Além disso, se

E;NEi =0 para i #j entdo

:Zm(E)

j=1
Demonstragao:

Pela proposigdo 4.5 temos

m(U ) = m (U E) < ) m*(E) =) m(E)
j=1

j=1

Seja Ey,...,E, € M talque E;NE; =0 se i#j.
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Entdo, pelo lema 4.16,

m(ULE) =m (UL E) =) m(E) =) m(E).

j=1 j=1

Seja {Ef2; C M tal que 5N E; =0 se i #j.

Temos:

U E D UL E = m(UR ) > m(ULE) = ) m(E).
j=1

implicando que

m(U2E) > Y m(E).
j=1

4.2 Conclusao

SejaI=1[0,1] C R.

Sejam A=1NQ e B=1N(R\Q).
Temos,

0,1]]=AUB, com ANB =.
Dai,

1=m([0,1]) = m(AUB) =m(A) + m(B).
Note que A C Q e, consequentemente, A é enumeravel. Logo, m(A) = 0.
Portanto, m(B) = 1 e m(A) = 0; isto é, a medida do conjunto formado por todos os

nlimeros irracionais em [0,1] é igual ao comprimento do intervalo [0,1]; por outro lado a
medida do conjunto formado por todos os niimeros racionais é igual a zero. Concluimos
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entdo que se pegarmos um nimero aleatério desse intervalo, ele quase certamente serd
irracional.

Evidentemente, a mesma conclusdo vale para qualquer intervalo I : m(INQ) =0 e
m(INn(R—Q)) = m(I).

Além disso, temos que m(Q) =0 e m(R — Q) = m(R) = oo.

Em outras palavras, podemos intuir que quase todos os ntimeros reais sdo niimeros
irracionais (segundo a medida de Lebesgue).
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