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Resumo

Este trabalho trata do estudo dos Teoremas de Pappus-Guldin para calculo da area de
superficies de revolucao e volumes de solidos de revolucao. Para isso, sao apresentadas
as defini¢oes de centro de gravidade de poligonais, superficies de revolucao e solidos de
revolucao. As formulas cléssicas para calculos de areas e volumes de sb6lidos de revolu-
¢do sdo apresentadas e demonstradas. E feita a equivaléncia das formulas classicas ¢ as
formulas apresentadas pelos teoremas de Pappus-Guldin. Além disso, é feito um breve
relato historico sobre Pappus de Alexandria e Paul Guldin. Para finalizar apresentamos
uma proposta de minicurso na escola publica CEJA Artur Furtado.

Palavras-chave: Centro de Gravidade; Solidos de Revolucao; Teorema de Pappus-Guldin;
Cone; Cilindro; Esfera.
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Abstract

This work deals with the study of the Pappus-Guldin Theorems for calculating the area of
revolution of surfaces and volumes of solids of revolution. For this, the definitions of center
of gravity of polygonals, surfaces of revolution and solids of revolution are presented. The
classic formulas for calculating areas and volumes of solids of revolution are presented and
demonstrated. The equivalence of the classical formulas and the formulas presented by
the Pappus-Guldin theorems is made. In addition, a brief historical account of Pappus of
Alexandria and Paul Guldin is given. Finally, we present a proposal for a short course at
the public school CEJA Artur Furtado.

Key words: Gravity Center; Revolution Solids; Pappus-Guldin Theorem; Cone; Cylinder;
Ball.
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Introducao

Esse trabalho baseia-se no estudo da geometria espacial, mais especificamente na
area de superficie e no volume de s6lidos de revolucao, rotacionados em torno de um eixo,
que inicia-se no ensino médio e estende-se até o nivel superior. Onde estaremos, com a
utilizagao de uma tinica formula para o calculo da area da superficie e uma outra formula
para o calculo do volume dos seguintes solidos: Cilindro, Cone e Esfera. Podendo também
ser utilizada no calculo da area e do volume de outros solidos.

Nao é preciso de muito tempo lecionando matemaética, para se perceber a dificuldade
dos alunos em aprender as formulas para o calculo de areas e volume de solidos de revo-
lugao, haja vista que sao diversas formulas. A partir dessa dificuldade e conhecendo os
teoremas de Pappus, onde o primeiro permite o calculo de areas de superficie e o segundo
permite o calculo do volume de solidos de revolucao, faremos uma abordagem diferente,
com o objetivo de proporcionar aos alunos um novo método para esses cédlculos, fugindo
assim das diversas e tradicionais formulas.

O teorema de Pappus-Guldin, em homenagem aos mateméaticos Pappus de Alexan-
dria e Paul Guldin é muito importante para o célculo de areas de superficies e do volume
de solidos de revolucao.

Este trabalho esta dividido em 4 capitulos, onde o primeiro capitulo aborda o prin-
cipio de Cavalieri, o conceito e os elementos que compoem o cilindro, o cone e a esfera,
bem como o centro de gravidade e a demonstracao da formula da area de superficie e
do volume de cada um desses solidos utilizando o principio mensionado. Esse capitulo
também aborda um pouco da historia de Pappus de Alexandria e de Paul Guldin.

O segundo capitulo enuncia e demonstra os dois teoremas, onde o primeiro é para o
célculo da area da superficie e o segundo é para o calculo do volume de um sé6lido. Para a
demonstracao do segundo teorema utilizamos a formula do volume calculado pela integral
aplicando o método de cascas cilindricas.

No terceiro capitulo serd feita uma abordagem sobre a area e o volume do cilindro,
do cone e da esfera, onde partiremos das formulas de areas e volume tradicionais estudadas
no ensino médio e chegaremos na férmula enunciada por Pappus e provada por Guldin.

No tltimo capitulo apresentaremos o projeto de curso, onde seré feito um minicurso
com alunos do 3° ano de uma escola publica do estado do piaui. Serd dividido em dois
momentos, sendo o primeiro para um treinamento sobre o software GeoGebra, e o segundo
para mostrar aos alunos que os teoremas sao muito Tuteis e praticos na resolucao de
situacoes problemas envolvendo a area e o volume de sélidos de revolucao. Finalizaremos
nosso trabalho com as consideracoes finais.
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Preliminares

Neste capitulo, faremos uma breve apresentacao do Principio de Cavalieri e suas
aplicacoes no calculo de voltimes de s6lidos. Além disso, apresentaremos as defini¢oes de
centro de gravidade e solidos de revolucao.

1.1 O Principio de Cavalieri

Bonaventura Cavalieri, nasceu em 1598 na cidade de Milao na Italia e faleceu em 1647
na cidade de Bolonha, também na Itélia. Quando nasceu recebeu o nome de Francesco
Cavalieri, mas em 1615 quando ingressou na ordem religiosa dos Jesuati, adotou o nome
de Bonaventura Cavalieri, em homenigem ao seu pai.

Cavalieri teve 11 livros publicados, onde o mais conhecido é Geometria Indivibilibus
Continuorum Nova ou (Nova Geometria dos Invivisiveis Continuos), onde ele apresentou
principio de Cavalieri, usado nos célculos de volume de solidos geométricos. Considerado
um discipulo de Galileu, em 1629, assumiu uma das cadeiras de professor em Bolonia, a
qual ocupou ate a sua morte. Para mais informacoes, ver p. 50 até 54, em [11].

Para a demonstracao dos volumes do cilindro, cone e esfera usaremos o principio de
Cavalieri, no qual:

Teorema 1.1.1. Dados dois sdlidos geométricos A e B de mesma altura e dreas das
bases, que, por sua vez, estao contidas no mesmo plano . Os sdlidos A e B tém o
mesmo volume se qualquer plano (B, paralelo a «, determinar duas seccoes transversais
com dreas iguais (ver [13]).

Figura 1: Solidos Geométricos, Fonte: o autor
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1.2 Sélidos de Revolugao

Sejam o< um plano, £/ um eixo e L uma linha simples que nao corte esse eixo. Para
cada P € L, considere R, como a distancia de P ao eixo E.

Eixo E
-

Figura 2: Linha Simples, Fonte: o autor

Definimos uma superficie de revolu¢ao como sendo a uniao de todas as circunferén-
cias passando por P € L com raio I2,.

Se a linha L for fechada ou seus extremos pertencentes a FE, esta superficie de
revolucao delimita um sélido chamado sdlido de revolucao.

Como exemplos de s6lidos de revolucao, temos o cilindro, o cone e a esfera.

1.2.1 O Cilindro: Reto e Obliquo

Consideremos um circulo (regido circular) de centro O e raio r, situado num plano
a, e um segmento de reta P, nao nulo, nao paralelo e nao contido em «. Chama-se
cilindro circular ou cilindro a uniao dos segmentos congruentes e paralelos a P(), com uma
extremidade nos pontos do circulo e situados num mesmo semi-espaco dos determinados
por « (ver Figura 3).

base ——\

Figura 3: Cilindro, Fonte: o autor
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O cilindro circular é também chamado cilindro de revolucao, pois é gerado pela
rotacao de um retangulo em torno de um eixo que contém um dos seus lados. Quando o
eixo do cilindro é perpendicular as suas bases, dizemos que o cilindro é reto. Quando o
eixo do cilindro nao é perpendicular as suas bases, dizemos que o cilindro é obliquo. As
formulas e demonstracoes apresentadas nesse trabalho sao validas para os dois casos.

O cilindro é composto por duas bases que sao, circulos congruentes situados em
planos paralelos, geratrizes que sao os segmentos com uma extremidade em um ponto da
circunferéncia de centro O e raio r e a outra no ponto correspondente da circunferéncia
de centro O° e raio r.

Figura 4: Cilindro, Fonte: o autor

Sendo 7 o raio da base, altura que é a distancia h entre os planos da base, um eixo que
¢ a reta determinada pelos centros das bases, uma superficie lateral que é a uniao das
geratrizes, a area dessa superficie é chamada de area lateral e indicada por A; e uma
superficie total que é a uniao da superficie lateral com os circulos das bases, a area dessa
superficie é chamada de area total e indicada por A;.

Base

h
Superficie Lateral h

anr

- 4

Base

Figura 5: Planificacao do Cilindro, Fonte: o autor

A superficie lateral de um cilindro circular reto ou cilindro de revolugao (ver Figura
5) é equivalente a um retangulo de dimensoes 277 (comprimento da circunferéncia da
base) e h (altura do cilindro). Isso significa que a superficie lateral de um cilindro de
revolugdo desenvolvida num plano (planificada) é um retangulo de dimensdes 27r e h,
portanto, a area lateral do cilindro é

A; = 27nrh.
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Ja a area total de um cilindro ¢ a soma da area lateral (A;) com as areas das duas
bases (A, = 7r?), ou seja,
Ay =2mr(h+r).

Para a demonstracao do volume, consideremos um cilindro de altura h e 4rea da
base By = B e um prisma de altura h e area da base By = B. O cilindro e o prisma tém
alturas congruentes e bases equivalentes e tomaremos como base a formula do volume de
um prisma, que é V = A, - h, onde A, é a area da base e h é a altura.

Suponhamos que os dois solidos tem as bases num mesmo plano « e estao num dos
semi-espagos determinados por « (ver Figura 6).

"_—."-?\ ,L- ;
L BN 7 PEny
B, = B, D
o ; V

Figura 6: Cilindro e Prisma, Fonte: DOLCE, O. e POMPEU, Jose Nicolau. Fundamen-
tos da matematica Elementar volume 10 (2000, p. 221)

Qualquer plano [ paralelo a «, que secciona o cilindro, também secciona o prisma e
as seccoes (B/1 e B;, respectivamente) tém areas iguais, pois sdo congruentes as respectivas
bases, ou seja, (B; = By , By = By , By = B, = B) implicando em B| = B, e sendo V; e
Vpri 0 volume do cilindro e do prisma respectivamente, como V,,; = By.h e By = By = B,
entao

Vi = B..

Portanto

Veir = B.h.

Logo, concluimos que o volume de um cilindro é o produto da &rea da base pela
medida da altura. Se Ay = 7.7%, temos que V = 7.r% h.

1.2.2 O Cone: Reto e Obliquo

Consideremos um circulo (regido circular) de centro O e raio r, situado num plano
a, e um ponto V fora de a. Chama-se cone circular ou cone a uniao dos segmentos de
reta com uma extremidade em V' e a outra nos pontos do circulo (ver Figura 7).
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eixo

V

vértice —— » g-cceeneee

altura

Figura 7: Cone, Fonte: o autor

O cone circular ¢ também chamado cone de revolucao, pois é gerado pela rotacao de
um triangulo retangulo em torno de um eixo que contém um dos seus catetos. O cone é
definido como reto, quando o seu eixo coincide com a sua altura, ou seja, o segmento que
liga o vértice ao centro da circunferéncia da base é perpendicular ao plano que contém a
base do cone. O cone é definido como obliquo, quando o segmento que liga o vértice com
o centro da sua base, nao coincide com a sua altura, ou seja, nao é perpendicular ao plano
que contém a base do cone. As formulas e demonstragoes apresentadas nesse trabalho sao
validas para os dois casos.

O cone é composto de uma base formada for um circulo de centro O e raio r,
geratrizes (ou apOtema) que sdo os segmentos com uma extremidade em V' e a outra nos
pontos da circunferéncia da base, um vértice V' e o raio da base r, uma altura que é a
distancia entre o vértice e o plano da base, um eixo que é a reta determinada pelo vértice
e pelo centro da base. Alem disso, o cone também possui uma superficie lateral que é a
uniao das geratrizes, a drea dessa superficie é chamada de area lateral e indicada por A;
e uma superficie total que é a reuniao da superficie lateral com o circulo da base, a area
dessa superficie é chamada de area total e indicada por A;.

Figura 8: Planificacao do Cone, Fonte: o autor

A superficie lateral de um cone circular reto ou cone de revolugao (ver Figura 8) de
raio da base 7 e geratriz g é equivalente a um setor circular de raio g e comprimento do
arco 27r. Isso significa que a superficie lateral de um cone de revolucao desenvolvida num
plano (planificada) é um setor circular cujo raio é g e comprimento do arco 27r e sendo
f o angulo do setor, este angulo é dado por
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9:%—Trad ou 9:360-7’

g

graus.

A &rea lateral do cone podera ser calculada usando a formula da area de um triangulo

A= % - (comprimento do arco) - (raio).
Assim,
A= % - 27rg. (1.1)
De (1.1),
Ay = mrg.

A area total de um cone ¢ a soma da &rea lateral (4;) com a &rea da base (B = 7r?),
ou seja, Ay =7mr(g+r)

S Y V2 -
A 'Y
AN—T—/
“ /p &‘\-‘b = 459 ‘- /) e
] . -_l‘ﬁ' '-ﬂ"\':\:‘\-‘\ Z‘! J'I- \‘r
L/ /—4’—*\%\;/ /) 1

Figura 9: Cone e Piramide, Fonte: DOLCE, O. e POMPEU, Jose Nicolau. Fundamentos
da matematica Elementar volume 10 (2000, p. 240)

Para o volume, consideremos um cone de altura H; = h e drea da base B; = B ¢ um
tetraedro de altura Hy = h e area da base By = B. Temos que o cone e a piramide tém
alturas congruentes e bases equivalentes e tomaremos como base a formula do volume de

um tetraedro, que ¢ V = 3 Ap - h, onde Ay é a drea da base e h é a altura.

Suponhamos que os dois s6lidos tem as bases num mesmo plano « e que os vértices
estao num mesmo semi-espaco dos determinados por a.

Qualquer plano secante § paralelo a a (ver Figura 9), distando h’ dos vértices
. , . , ~ ’
que secciona o cone, também secciona o tetraedro, e sendo as areas das seccoes B e

’ ’

: B, W\* B, AW B B
B,, respectivamente, temos, Ei == (ﬁ) ,EZ = (ﬁ) >, implicando em gi = gz .

Sendo V. e V; o volume do cone e do tetraedro respectivamente, pelo principio de Cavalieri,
o cone e o tetraedro tém volumes iguais.

Como
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Vi=-By-h
| obtemos
Vt:%-B-h.
Portanto,
VC:%-B-h.

Logo, concluimos que o volume de um cone é um terco do produto da area da base

1
pela medida da altura. Se B = 7 - r2, temos que V = 3 w12 h.

1.2.3 A Esfera

Consideremos um ponto O e um segmento de medida r, chama-se esfera de centro
O e raio r (ver Figura 10), ao conjunto dos pontos P do espago, tais que a distancia OP
seja menor ou igual a r. A esfera é também o solido de revolucao gerado pela rotacao
de um semicirculo em torno de um eixo que contém o diametro. Chama-se superficie da
esfera de centro O e raio r ao conjunto dos pontos P do espaco, tais que a distancia OP
seja igual a r.
r

polo E1xo

paralelo

equador meridiano

polo

Figura 10: Esfera, Fonte: mundoeducacao.uol.com.br

A esfera é composta por: dois polos, que sao as intersecoes da superficie com o eixo,
um equador, que é a sec¢ao perpendicular ao eixo, pelo centro da superficie, paralelo, que
é a seccao perpendicular ao eixo e paralela ao equador, um meridiano, que é uma seccao
cujo plano passa pelo eixo e pelo raio, que é a distancia do centro a superficie lateral.

Considere uma esfera de raio R e entao a area da superficie da esfera é dada por

A = 4mr?, (1.2)

9
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Para justificar a formula 1.2, suponhamos que a esfera seja dividida em n regioes, n
suficientemente grande, tal que suas respectivas areas e perimetros sejam muito pequenos.

# Eixo

Figura 11: Cilindro, Fonte: o autor

Sendo n muito grande, as regides sao quase planas e podemos considerar cones com
bases nessas regioes e vértices no centro da esfera. Assim a esfera ficara dividida em n
cones, tais que o volume da esfera é igual a soma dos volumes desses n cones.

Segue entao que

1 1 1 1
VEsfera:§-7T-R3:§.A1.R+§A2.R+...+§AH_R

e dai,

4 1
§-7T-R3:§(-A1+A2+---+An)-R:—-A-R,

ou seja,
A = 47,

Para a demonstracao do volume, consideremos um cilindro equilatero de raio da
base r, altura 2r e seja S o ponto médio do eixo do cilindro (ver Figura 12). Tomemos
dois cones tendo como bases as do cilindro e S como vértice comum. A reuniao desses
dois cones é um soélido chamado clepsidra e o solido que esta dentro do cilindro e fora dos
dois cones chama-se de anticlépsidra.

Clincra equiliterc W Antickpudn

Figura 12: Cilindro, Clépsidra e Anticlépsidra, Fonte: DOLCE, O. e POMPEU, Jose
Nicolau. Fundamentos da matematica Elementar volume 10 (2000, p. 253)
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Capitulo 1. Preliminares
Consideremos agora uma esfera de raio R e uma anticlépsidra de altura e diametro

da base iguais a 2R (ver Figura 13), apoiadas em um mesmo plano « como mostra a

figura abaixo.
aEixo

Figura 13: Cilindro, clepsidra e anticlépsidra no plano alfa, Fonte: o autor

Como a anticlépsidra, regiao vermelha é o volume do cilindro menos o dobro do

volume dos cones, temos:
Vanticlepsidra = Vecilindro — 2 ‘/cone
2.7 -R:R 2-7m-R> 6-m-R¥—-2-7w-R3
V=rn.R2.2R- 2T VN _g p.op T D7 T @)
3 3
Portanto,
4.7 - R3

Vanticlepsidra = 3

Seja 8 um plano que secciona os dois solidos a uma mesma altura, formando uma

coroa circular na anticlépsidra e um circulo menor na esfera.

Seja A.. a drea da coroa circular, teremos A.. = 7T-(R2—7'2), onde usando semelhanca

d

de triangulos em AABC e AADE, temos — = ok donde vem que d = r. Logo, A. =
i

- (R? —d?).
teorema de Pitagoras no triangulo que estd no interior da esfera, temos r? + d?> = R?

donde vem que 7? = R* — d*. Logo, Aun = 7+ (R* — d?). Portanto, como a area da coroa
circular é igual & area do circulo menor, pelo principio de Cavaliere, os solidos também

Seja também A, area do circulo menor teremos A, = 7 - r}, onde aplicando o
terao volumes iguais, com isso
4-7-R3

Vvesfera = T
11
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1.3 Centro de Gravidade ou Centro de Massa

O centro de gravidade é um conceito estudado na fisica. Também chamado de
baricentro, o centro de gravidade é um ponto especifico de um corpo onde pode ser
aplicada a forca de gravidade, ou seja, é o ponto de atracao ou forca-peso, onde todas as
forcas de atracao podem se equilibrar.

Os estudos da fisica indicam que o centro de gravidade de um corpo é exatamente o
ponto que coincide com o centro de massa. A palavra baricentro vem do grego, onde bari
significa peso.

O conceito do centro de gravidade foi estudo pela primeira vez por Arquimedes,
cientista que definiu o baricentro de dois pontos de massa. De uma maneira geral, o
centro de gravidade estd relacionado ao conceito de Estabilizacao Dinamica.

O centro de gravidade (C'G) também pode ser definido como o centro da distribuigao
do peso de um objeto, sendo que a forca da gravidade é atuante no sistema sem alterar o
equilibrio do objeto. Também podemos dizer que o centro de gravidade ¢ o ponto onde o
peso (P) de um objeto se concentra (ver [9]).

Na definicao a seguir é apresentada o centro de gravidade para uma poligonal.

Definicao 1. Se uma poligonal P é formada por segmentos consecutivos ly,ls,.... 1, de
comprimentos ay, Gy, ..., a,, respectivamaente e sendo (T, yr) o ponto médio do segmento
lg, o centro de gravidade de P é o ponto G = (x,y), onde;

4 Eixo

Figura 14: Poligonal, Fonte: o autor

a1+ T1+ a2 -To+ -+ ay- Ty
a;tay+---+a,

Y l—

_ @it a -yt A an-yYn

ay+az+---+ay '
Exemplo 1. Determine a posicao do centro de gravidade do bordo de um tridingulo cujos
lados medem 30cm, 30cm e 36cm.

12
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Solucgao: Seja ABC o triangulo cujos lados AB, AC e BC medem 30, 30 e 36, respecti-
vamente. Considere a reta X que contém BC.

¢

B aa [ITTE

Figura 15: Triangulo, Fonte: o autor

Como o triangulo é isosceles, temos que o centro de gravidade pertence ao seu eixo
de simetria, ou seja, estd na altura relativa ao lado BC. Desta forma, para determinar a
posicao do centro de gravidade, é suficiente determinar sua distancia em relagao a reta

X

Usando o Teorema de Pitégoras, as distancias dos pontos médios de AB e AC a reta
X éigual a 12 e, pela defini¢cao, o centro de gravidade de ABC' tem distancia

30-12430-12+36-0
N 30 4+ 30 + 36 N

Y {50

da reta X.

Observe que no exemplo acima, o baricentro do triangulo ABC estd a uma distancia
da reta X igual a 8, pois a definicao de baricentro que conhecemos é o centro de gravidade
da superficie de ABC. A definicao de centro de gravidade da superficie de um poligono
¢ dada a seguir.

Definicao 2. Seja P um poligono dividido em figuras Ty, Ty, ..., T, de dreas Ay, As, ..., An,
respectivamaente e sendo (x,yr) o baricentro da figura Ty, o centro de gravidade da
superficie de P € o ponto G = (T,7), tal que;

e - -

Xk

Figura 16: Poligonal, Fonte: o autor

13
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AI'Z1+A2'Z2+"'+ATL'Z”

T =
A7+ Aot F A,
e
y:A1y1+A2y2++Anyn

A+ A+ + A,

Exemplo 2. Determine a posicao do centro de gravidade da superficie do trapézio ABCD,
onde A =D =90°, AB =10, CD = 4 e AD = 6.

Solugao: Consideremos em um sistema de coordenadas, A = (0, 0), B = (10, 0), C =
(4,6)eD = (0, 6), como na figura a seguir.

4y

$ X
A 2 E 6 B

Figura 17: Trapézio, Fonte: o autor

Dividindo o trapézio em duas figuras, sendo elas: um retangulo ADC'E e um trian-
gulo retangulo C'E'B, cujas areas dessas figuras sao A; = 24 e Ay = 18, respectivamente.
O baricentro do retangulo é o ponto (2 , 3) e o baricentro do triangulo ¢ o ponto (6, 2).

Se G = (T,7) ¢ o centro de gravidade da superficie de ABCD, temos:

2424186 26
YT 18 7

_ 24-3418-2 18
Y= 7ouar1s 7

O célculo do centro de gravidade dos poligonos, necessarios para determinar as

areas de superficies e os volumes dos solidos de revolugao (cilindro, cone e esfera), seré
apresentado no capitulo 3.

14
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1.4 Uma Breve Histoéria de Pappus e Guldin

Nesta secao apresentaremos um pouco da historia de Pappus de Alexandria, que foi
importante geometra da civilizagao antiga grega e dentre as muitas de suas contribuicoes,
enunciou os teoremas que abordaremos neste trabalho. Também seri apresentada um
pouco da historia de Poul Guldin, que escreveu sobre volumes e centro de gravidade,
redescobriu os teoremas de Pappus, os demosntrou e publicou.

1.4.1 Pappus de Alexandria

Pappus de Alexandria (c. 290 d.C - c¢. 350 d.C.), sucessor de grandes nomes que
fizeram parte da primeira fase da Escola de Alexandria como Ptolomeu, Apolénio, Euclides
e Arquimedes, fez parte da segunda fase dessa escola, sendo considerado por muitos como
um dos tltimos grandes matematicos gregos.

Foi um geometra que no ano 320 d.C., escreveu sua principal obra, chamada Colecao
Matematica, que é composta por oito livros que haviam comentarios e proposicoes, nos
quais o primeiro e parte do segundo extraviaram-se.

No livro V, dedica-se ao estudo da Isoperimetria, que é a comparacao de areas de
figuras que sao limitadas por perimetros iguais e de volumes de so6lidos que sao limitados
por &reas iguais. Nesse livro também tem uma passagem interessante a respeito das
diferentes maneiras que as abelhas se preparavam para fabricar os seus favos, onde a mais
eficiente era com o formato de hexagonos.

Intitulado por Tesouro de Anélise, o livro VI traz duas afirmaces (pois nao apre-
senta provas sobre elas) sobre areas de superficies e volume de sélidos de revolugao. Essas
afirmacoes sao conhecidas como Teoremas de Pappus-Guldin, sendo que o "Guldin” é
devido ao fato do matematico Paul Guldin (1577-1643) ter redescoberto esses teoremas,
demonstrado e os publicados (para mais informagdes, ver p. 210 em [3]).

A morte de Pappus aos 60 anos de idade em algum lugar da Grécia, teve um impacto
muito grande em Alexandria, tendo sido considerado por muitos como o fim de Alexandria
como grande centro de Matematica (Ver p. 58 em [1]).

Um pouco mais da sua historia e contribuicoes a matematica, podem ser encontrados
no artigo; Pappus de Alexandria: contribuigoes a matemética (ver p.10-16 em [§]).

PAPPI

ALEXANDRINI
MATHEMA TICAE
Collectiones.

A FEDERICO

oM

C M ANDINDO
VEBINATAE

In Latinum Gopuerfz, & Commentarijs

Hhftraz .

YENETILS

Apud Francifcum de Francifcis Senenfem.

M. D. LXXXIX.

Figura 18: Capa da Colecao de Pappus, Fonte: https://www.biografiasyvidas.com
/biografia /p/pappo.html.

15



Capitulo 1. Preliminares

1.4.2 Poul Guldini

Nasceu em 12 de junho de 1577 em St Gall (agora Sankt Gallen), Suica e faleceu
em 3 de novembro de 1643 em Graz, Austria. Paul Guldin foi um matematico suico que
escreveu sobre volumes e centros de gravidade. Seus o nomearam de Habacuque Guldin,
que é um nome judeu vindo de um dos doze profetas menores. Foi criado na fé protestante,
mas ao ler uma série de livros, comecou a ter dividas sobre a religiao protestante que
praticava. Foi a abadia beneditina de Weihenstephan, em Freising, e explicou suas dividas
ao prior da abadia, que o aconselhou a renunciar a religiao protestante em que fora criado.

Figura 19: Guldini, Fonte: http://serge.mehl.free.fr/chrono/Guldin.html.

Apos isso, mudou seu nome de Habacuque para Paulo, converteu-se ao catolicismo
aos 20 anos e ingressou na Ordem dos Jesuitas em Munique como Irmao Coadjutor. Até
este ponto, Guldin certamente nao teria estudado matematica; na verdade, é duvidoso que
ele tenha recebido muita educacao além de saber ler e escrever. Os jesuitas, no entanto,
eram uma ordem comprometida com uma educacao rigorosa e Guldin passou por um
longo processo educacional que levou ao doutorado em divindade. Passados alguns anos,
tornou-se Jesuita Escolastico e, ainda mais tarde, foi ordenado sacerdote Jesuita.

Como Guldin mostrou habilidades matematicas consideraveis, entao, em 1609, ele
foi enviado para o Jesuita Collegio Romano em Roma para estudar com Clavius, que
era o professor de matemaética 14. Depois de ser instruido por Clavius, Guldin ensinou
matematica no Colégio Jesuita em Roma. Entao, em 1617, ele se mudou para o Colégio
Jesuita em Graz, quando teve seu primeiro trabalho publicado. Lecionou também na
universidade de Viena e no principado da Silésia de Sagan, mas depois de alguns anos um
grave problema de satide o for¢ou a desistir de dar aulas.

Tendo aceitado a idéia de que o centro de gravidade de todo grande corpo tenta se
mover de modo que coincida com o centro de gravidade do universo, em 1622 publicou
um trabalho sobre o centro de gravidade da Terra. E como consequéncia disso Guldim
argumentou que a terra estaria em constante movimento.

Uma correspondéncia interessante que Guldin fez foi com Johannes Kepler. Infeliz-
mente, apenas as cartas de Kepler a Guldin foram preservadas, mas, mesmo assim, elas
nos fornecem informacoes interessantes. Kepler escreveu onze cartas para Guldin entre
1618 e 1628. Kepler buscou o conselho de Guldin tanto em questoes cientificas quanto em
questoes religiosas, e ele também pediu a Guldin que usasse sua influéncia no tribunal.
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A posicao financeira do Kepler era ruim durante o periodo de sua correspondéncia
e Guldin estava preocupado que o Kepler nao pudesse pagar um telescopio para realizar
trabalhos cientificos. Um dos amigos jesuitas de Guldin, Nicolas Zucchi, era um fabricante
de telescopios e Guldin pediu-lhe que desse a Kepler um de seus telescopios. Kepler
respondeu a Guldin mostrando que estava extremamente grato pelo presente.

O trabalho mais importante de Guldin é Centrobaryca seu de centro gravitatis trium
specierum quantitatis continuae publicado em 4 volumes entre 1635 e 1641 . O volume 1
comeca com a palestra que descreve as ciéncias mateméaticas que ele deu em 1622. Em
particular, no Volume 1, ele discute o centro de gravidade da Terra.

O volume 2 foi publicado em 1640 e contém sua, agora famosa, regra sobre os centros
de gravidade. O objetivo principal deste livro era estudar figuras obtidas girando outras
figuras, por exemplo a esfera obtida girando um semicirculo em torno de seu didmetro.
Sua famosa regra pode ser expressa da seguinte forma:

Se uma figura plana é girada em torno de um eixo em seu plano, o volume do
corpo solido formado € igual ao produto da drea com a distincia percorrida pelo centro de
gravidade.

Que é o teorema de que se trata essa dissertacao.

O volume 3 contém trabalho na superficie e volumes de cones, cilindros e solidos de
revolucao. E no volume 4 publicado em 1641, alem de usar para atacar outros matematicos
pelos métodos que estao usando, ele tenta uma reconstrucao da maior parte do que entao
era considerado matematica. Seu objetivo é provar os resultados sem usar o método da
contradi¢do (Mais detalhes podem ser obtidos em [10]).
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Teoremas de Pappus-Guldin

Neste capitulo, serdo enunciandos e demonstrados os dois teoremas de Pappus e
Guldin, onde para a demonstragao do segundo teorema, estaremos considerando um sé6lido
rotacionado em torno do eixo y, cujo céilculo de tal volume serd via calculo integral.

2.1 Primeiro e Segundo Teorema de Pappus-Guldin

Pappus de Alexandria afirmou no livro VII de sua colecao, que era possivel calcular
a area de qualquer superficie gerada por uma linha em torno de um eixo, com conheci-
mento apenas do comprimento dessa linha e da circunferéncia descrita pelo seu centro de
gravidade, tendo sido provado posteriormente por Paul Guldin.

O teorema a seguir, trata do calculo da &rea da superficie do so6lido gerado pela
rotacao de uma curva plana em torno de um eixo.

Teorema 2.1.1. (Primeiro teorema de Pappus-Guldin) Se uma linha plana gira em torno
de um eizo de seu plano, a drea da superficie gerada € igual ao comprimento dessa linha
multiplicado pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo seu baricentro (ver, p. 28/

em [6]).

Figura 20: Rotacao de uma Linha

Para demonstrar o teorema acima, precisamos das proposicoes abaixo, as quais tem
demosntrac¢ao em, p. 413 e 414 em [4].

Proposigao 1. Seja f : [a,b] — R fun¢ao com derivada continua, f(x) > 0 em [a,b] e
tal que o grifico de f seja a linha dada pelo enunciado. Entao a drea da superficie obtida
pela rotacao do grifico de f, em torno do eizo x, € dada por:
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A, =2n / F@)VIT F@F dr,

e a drea da superficie obtida pela rotagao do grdfico de f, em torno do eizo y, é dada
por:

Ay:27r/ zy/ 1+ [f'(2)]? dz,

Proposigao 2. Seja f : [a,b] — R fungao com derivada continua em [a,b]. Entdo, o
centro de massa do grifico de f, é o ponto (z.,y.), dado por:

e %/a zy/1+[f'(2)]? dz

b
w1 [ HeVIF TP d,
onde L = f: V14 [f'(2)]? dx € o comprimento do grifico de f.

Agora, faremos a demostracao do Teorema 2.1.1.

Demonstragao: (Teorema 2.1.1) Seja f : [a,b] — R uma fung¢ao continua tal que o
grafico de f seja a linha plana e f(z) > 0 em [a, b]. Entao, a area da superficie do sélido
gerado pela rotacao do gréafico de f em torno do eixo x, pela proposicao 1 e proposicao 2
é dada por:

A= 27rfabf(:v)\/1 + [f'(2)]? dz
= (rL) J! f@)VIF T @F do
= (2rL) z

= 270 &1

1
onde L = f: V1+[f (2)]? dx é o comprimento dessa linha e z = 7 f;x\/l + [f'(x)]? &

a distancia do baricentro dessa linha ao eixo z.

Teorema 2.1.2. (Sequndo teorema de Pappus-Guldin) Se uma figura gira em torno de
um eixo de seu plano, o volume gerado € igual a drea dessa figura multiplicado pelo com-
primento da circunferéncia descrita pelo seu baricentro (para mais informacoes, ver p.

290 em [6]).

Em outras palavras, se uma figura plana tem area S e se x é a distancia do baricentro
dessa figura a um eixo F, o segundo Teorema de Pappus afirma que o volume do sélido
de revolugao gerado pela rotacao dessa figura em torno de E vale 27z S (ver Figura 21).
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Y A - dreada ¥} toro circular
geratriz de revolugao
s U

VAVAL }!Ayavey

H

VIl VAVRY:
Xx=R = X=R

[¢) X e) X

Figura 21: Toro, Fonte: o autor

Para a demonstracao desse teorema vamos considerar uma figura qualquer no plano
zy, quando a rotacao desta figura ocorre em torno do eixo y. Para isso vamos precisar
da férmula do volume do so6lido de revolucao calculada via integral e para esse calculo de
volume estaremos utilizando o método de cascas cilindricas o qual é apresentado na secao
seguinte.

2.2 Método: Cascas Cilindricas

O volume de uma casca cilindrica (ver Figura 22) ¢ equivalente ao volume de um
paralelepipedo (ver Figura 23). O volume V de uma casca cilindrica é calculado pela
subtracao do volume V; do cilindro interno do volume V5 do cilindro externo.

L 2

Figura 22: Cilindro Vazado, Fonte: o autor

f(x)

Ax

2

-~
.

X

Figura 23: Paralelepipedo, Fonte: o autor

Se a casca cilindrica tem raio externo rq, raio interno rq, e altura h, seu volume é
dado por:

V=Vo-Vi=n-r5-h—m-12-h=n-h-(ra—r})=m-h-(ra+71)-(rz —71). (2.1)
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Multiplicando o numerador e o denominador por 2, em (2.1), obtemos

V= o, pr2t )

(7’2 — 7’1).
Considere a altura da casca cilindrica sendo h = f(z), a espessura da casca ¢é

(ro +11)

(ro —r1) = A, e o raio médio da casca = z. Entao podemos escrever o volume

da casca cilindrica

V =2nzhA,.
Para mais detalher, ver , p. 69 e 70 em [1].

Proposicao 3. Seja uma regiao limitada pelos grdficos das funcoes f e g, na qual g €
identicamente nula e pelas retas * = a e x = b. Se o sdlido de revolugcao for obtido pela
rotacao da regiao entre as funcoes f e g em torno do eixo y, entao o volume do sélido é
dado por

Figura 24: Solido, Fonte: o autor

b
V= 27T/ xf(z)dx.

Demonstracao:

Considerando um intervalo = de [a,b], dividindo o intervalo em n subintervalos
[z;_1, ;] de mesma largura Ax;, e considerando (Z;) o ponto médio do i-ésimo subintervalo.
Fazendo a rotacao do retangulo de base [x;_1, x;] e altura f(7;) em torno do eixo y temos
a casca cilindrica com o raio médio T;, altura f(T;) e espessura Az;. Substituindo na
formula do volume de cascas cilindricas, encontramos

Vi = 20T f (@) Oy

Para obter uma aproximacao do volume do sélido basta somar os volumes dessas
cascas,

V &~ iVi = QWix_if(x_i)A:vi.
i=1 i=1
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Usando uma aproximacao para n tendendo a infinito,

n b
V = lim QWZZ_if(Z_i)AZi = 27r/ xf(z)dz.

i=1 e
Dadas sa fung¢oes f e g continuas, com f(z) > g(x) > 0, o volume do sélido é gerado

pela rotacao em torno do eixo y da reuniao delimitada entre as curvas f e g e pelas retas
r=aex=>bédado por,

V= 27T/ z[f(x) — g(x)]dz.

A figura (ver Figura 25), temos uma casca cilindrica tipica e a regido entre as duas
funcoes y = x e y = 22, rotacionadas em torno do eixo .

y=x

7| / ¥ altura da :
_____ casca=X-X

Xy

Figura 25: Casca Cilindrica, Fonte: o autor

Proposigcao 4. Se uma regido R estd entre as curvas y = f(x) e y = g(x), sendo

g(x) < f(x) em que f e g sao positivas no intervalo ta < v < xp, entdo a abscissa do
centroide € dado por

)

: | g

$ X
IA Is

Figura 26: Regiao entre curvas, Fonte: o autor

o=/ 2{f(2) — g(z)lde.

Detalhes de como fazer essa demonstracao podem ser encontrados em, p. 33-36 em

[1].
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(Teorema de Pappus-Guldin para figura rotacionada em torno do eizo y). Dada uma
figura plana rotacionada em torno do eizo y de seu plano, entao o volume do sdlido gerado
€ igual ao produto da drea da figura plana pelo comprimento da circunferéncia percorrida
pelo seu centro de massa (centroide) da figura.

Demonstracao:

O teorema diz que dada uma figura (ver Figura 27) de area A e T a distancia de seu
centroide ao eixo y. O volume V' do sélido obtido pela rotagao de A em torno do eixo y
é dado por

V = 2nTA.

@

Figura 27: Rotacao de um solido, Fonte: o autor

*

Para calcular o volume do s6lido a partir da rotacao de uma figura qualquer no eixo
y, usaremos a féormula do volume calculado pela integral aplicando o método de Cascas
Cilindricas, ja apresentada na se¢ao 2.2 (ver Teorema 2.1.2). A expressao que nos permite
obter esse volume é

V=2n /xB z[f(z) — g(x)]dx.

A

Multiplicando o numerador e o denominador por A, encontramos,

V=or.A. %/:B o[ f(2) — g(2)]dz.

A

De acordo com a proposigao (ver Proposicao 4), que fala sobre a abscissa do cen-
troide, encontramos

V = 21T A.

Logo, podemos concluir que o volume de um sélido de revolucao obtido pela rotacao
de uma figura plana qualquer em torno do eixo y ¢ V = 2717 A.
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Capitulo 3

Area de Superficies e Volume de
Solidos de Revolucao usando os
Teoremas de Pappus-Guldin

Neste capitulo, faremos abordagem sobre o a area da superficie e o volume do ci-
lindro, do cone e da esfera. Partiremos das formulas de volume tradicionais estudadas
no ensino médio, cujas demosntracoes foram feitas no Capitulo 1 dessa dissertacao e
chegaremos na formula enunciada por Pappus e provada por Guldin.

3.1 Area da Superficie e Volume do Cilindro

Iniciaremos com o calculo da area da superficie do cilindro. Para tal, sejam o eixo
E e um segmento de reta paralelo ao eixo E. Suponha que este segmento de reta tem
comprimento h (ver figura 28). Entao pelo 1° Teorema de Pappus-Guldin, a area da
superficie do cilindro é dada por

A=2-wm-x-h

onde x é a distancia do ponto médio do segmento de reta de comprimento h ao eixo de
rotacao.

YA

\j

X

Figura 28: Linha Rotacionada, Fonte: o autor
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Pappus-Guldin

Pela defini¢ao de baricentro de uma poligonal, temos que x = a (raio da circunferéncia
da base do cilindro) e dai,

A=2-m-a-h

Seja S a area do retangulo a ser rotacionado (ver Figura 29). Temos que
S =a+h

_, 5 : : _ a ~ _
e se T é a distancia do baricentro ao eixo F, temos que T = 5 Entao a = 27 e esse

resultado sera utilizado no célculo do volume do cilindro.

1l Eixe E

=

Figura 29: Rotacao de um retangulo, Fonte: o autor

Como conhecemos, o volume do cilindro é dado por: V =7 - R%- h.

Agora sairemos da formula do volume do cilindro ja conhecida pelos alunos e através
dela chegaremos na formula do célculo do volume via Pappus.

V=m-R>h.

Onde o raio R do cilindro e sua altura h, sao representados no retangulo respecti-

vamente por a e h, donde segue que,

V=m-a-a-h. (3.1)

Como a =27 e S = a- h, e substituindo em (3.1) temos,
V=m=2:8.
E organizando os termos, concluimos que,

V=2.w.2-8.
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3.2 Area da Superficie e Volume do Cone

A 4rea da superficie do cone, pelo 1° Teorema de Pappus-Guldin, é dada por

A=2-w-x-L,

onde x é a distancia do segmento de reta de comprimento g ao eixo de rotagao. (ver figura

30).

Eixo E
AN

Figura 30: Linha Rotacionada, Fonte: o autor

Pela defini¢cao de baricentro de uma poligonal, temos que z = 5 e logo,

Seja C'M a mediana do AABC, relativa & base AB, o ponto G fica sobre essa
2- CM
mediana, de tal forma que CG = TC (ver Figura 31).

Figura 31: Rotacao do triangulo, Fonte: o autor
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Como C'M é a mediana, entao AM = BM = g e T é a distancia de G ao eixo. Os AAC'M

e APCG sao semelhantes, pelo caso A.A., sendo C angulo comum aos dois triangulos e
M = G, pois sao correspondentes.

Com isso,

2-CM
@3
R oM
2
Que implica em,
_ R
T= —.
3
A area do AABC é dada por,
R-h
S=—
2
O volume do cone é dado por,
7 -R?-h
V=———
3

Agora sairemos da formula do volume do cone, ji conhecida pelos alunos e através
dela chegaremos na formula do célculo do volume via Pappus.

- R2-h
3 :

V=
Multiplicando numerador e denominador por dois, e fazendo R? = R - R, obtemos,

mT-R-R-h

2
v==
2 3

Organizando os termos, chegamos em,

V =2r

R R-h
3 2

R R-h
3

eS= —5 concluimos que,

V=2r-7-85.
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Capitulo 3. Area de Superficies e Volume de Sélidos de Revolucdo usando os Teoremas de
Pappus-Guldin

3.3 Area da Superficie e Volume da Esfera

Nessa figura (ver Figura 32), a reta E e o AB estdo contidos em um mesmo plano.

1 Eixo E

B C

Figura 32: Retangulo, Fonte: o autor

Seja a o comprimento do segmento AB, T a menor distancia do ponto médio de
AB areta E, h o comprimento da projecao de AB sobre o eixo E e z o comprimento da

mediatriz de AB, compreendido entre AB e E, esse segmento z chamaremos de apotema
de AB.

Analisando a imagem e aplicando semelhanca, nos AABC e AM PN, temos,

S
w8l

O que implica em,

am = zh. (3.2)
Agora, mostraremos que a area da superficie da esfera é
Eis{oE

B

Figura 33: Linha Rotacionada, Fonte: o autor

28



Capitulo 3. Area de Superficies e Volume de Sélidos de Revolucdo usando os Teoremas de
Pappus-Guldin

A=4-7-R?

De fato, sejam uma semicircunferéncia de raio R e um eixo F, que contém o seu diametro
AB. Dividindo a semicircunferéncia em n partes iguais, considere uma linha poligonal
regular inscrita nela, cujos lados sao l1,ls,---, [, e tém comprimento a. Sejam hj o
comprimento da projecao do lado I sobre E e z é o apotema dos lados.

Pela definicao de centro de gravidade, sendo X a distancia do do eixo E ao centro
de gravidade dessa poligonal e usando aT = zh, obtemos

a-r1+a-ry+---+a-x,
ata+---+a

X =

Z'h1+2'h2+“'+2-hn

B ata+---+a
z

-~ .9R. (3.3)

n-a
Note que, quando n — 0o, obtemos z — R e na — 7R, dai, obtemos em (3.3)

R 2R
X=— 2R=—.
TR T

Pelo primeiro Teorema de Pappus-Guldin, a area da superficie gerada pela semi-

circunferéncia apos rotagao em torno do eixo F, ou seja, a superficie da esfera é dada
por:

2
A:2-7T-X-L:2-7r-—R-7TR:47rR2.
T

Na Figura (ver Figura 34), ao extrairmos um dos triangulos isosceles AOPQ), onde,
2-MN

VG
eixo F, o segmento OM possuindo medida Z que representa a apétema e a altura desse
triangulo.

, MN ¢é a distancia do ponto médio da base do triangulo OPQ até o

b Eixo E

Eixo E

O

B

!

Figura 34: Rotacao da semicircunferéncia, Fonte: o autor

O segmento OP é o raio da semicircunferéncia, o segmento P() com medida a é a

A, . . / 4 PN 2

base do triangulo, que possui como baricentro o ponto G' e a area de cada triangulo sera
dada por,
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E a area S da superficie (semicirculo) na qual foi feita a rotagdo em torno do eixo
FE serd dada por,

Como G é o centro de gravidade e T é a distancia do centro de gravidade ao eixo
e a definicao de centro de gravidade de um poligono, diz que: T serd a média ponderada
entre as areas dos triangulos com o centro de gravidade de cada triangulo, temos,

2 2 2
Aoty Sompt st Ane oo

_ 3
= . 3.4
v A+ A+t A, (38.4)

Como Aj, As,--- , A, sdo as areas dos triangulos, que sao todas iguais, estaremos
representando todas por A, com isso, temos, em (3.4)

2 2 2
A g+ A-Segpt oot AsSump,

___ 3 3 3
e A+A+---4+A ' (3:5)

2 . .
Onde escrevendo 3 em evidéncia, em (3.5) passamos a ter,

2
g'(A'[L’l—i-A'l’g—i“"—i‘A'lEn)
Zl= . 3.6
v ATA+ -+ A (3.6)
Como A = aQ;z’ em (3.6) temos,
2 <a -z n a-z feg a-z )
— & _ . ‘T _ . ‘T DY —_ ‘Tn
r=3 32 12 7 2 (3.7)
A+A+-+A
Simplificando o 2 e evidenciando o z, em (3.7) chegamos a,
z
5-(a-x1+a-x2+---+a-xn)
= — (3.8)
Como, por (3.2), substituindo em (3.8) segue que,
z
5-(z-h1+z-h2—|—---—|—z-hn)
F= . (3.9)

n-A

Mais uma vez botando z em evidéncia, agora em (3.9) temos,
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2

= (bt )
T = 3.10
T — (3.10)
Como hq, hg,--- | h, sdo as alturas dos triangulos, cujas somas tendem ao dobro do
raio da circunferéncia, temos,
2P 22-2R
3R —— 209r 1 2.9R )
T = — — . — . .
n-A n-A 3 n-A 3-n-A

Quando n cresce, n - A que é a area do poligono P tende para a area da semicircun-

- R?

feréncia, ou seja, n- A =

e a apOtema Z tende para o raio R, logo, a distancia do

centro de gravidade ao eixo, sera,

. 2 AR
= _ _ . . :2R3'7:—- 3.12
T3 A 2 Beme 2 o 1)

Como conhecemos, o volume da esfera é dado por,

_4-7T-R3
- : )

|4 (3.13)
Agora sairemos da formula do volume da esféra, (3.13) que ja é de conhecimento
dos alunos e através dela chegaremos na féormula do calculo do volume via Pappus.

Fazendo R? = R - R? e multiplicando o numerador e o denominador, por dois, em
(3.13) ficamos com,

4-7-R-R? 2
_ = 14
V 3 > (3.14)

Organizando os termos e multiplicando o numerador e o denominador, por 7, obte-
mos, em (3.14)

_2.71-4-R 7R’

v
3.7 2

(3.15)

P2
ComofzﬁeS:WR
3

, obtemos em (3.15),

V=2.w.2-8.
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Capitulo 4

Descricao da Proposta de Projeto de
Curso e Consideracoes Finais

O trabalho intitulado como “Descobrindo o volume de forma pratica e rapida” sera
apresentado na escola CEJA PROFESSOR ARTUR FURTADO, com duracao de 8 horas
a ser realizado em quatro dias no turno noite, visando proporcionar ao aluno uma nova
forma para o cédlculo da area da superficie e do volume de diversos solidos de revolucao
fugindo das formulas tradicionais e utilizando uma foérmula tinica. Esta proposta de
projeto se encontra no apéndice, juntamente com uma atividade que serd aplicada em
sala de aula.

Atualmente, vestibulares muito concorridos abordam questoes bem complexas en-
volvendo o calculo de area e do volume de s6lidos de revolugao. Para a resolucao dessas
questoes usando as formulas tradicionais, é necessario contar com uma excelente interpre-
tacao, muita atencao e bem mais que uma formula. Através desse minicurso, os alunos
conseguirao resolver essas questoes de forma fécil e réapida.

No ato da inscricao cada aluno deve fornecer um e-mail para o recebimento de
um certificado de participacao no minicurso, que sera realizado nos dias 05, 06, 12 e 13
de novembro de 2021, com inicio as 19:00, com uma duracao de oito horas, divididas
igualmente estre os quatro dias, com um intervalo de 20 minutos entre cada hora, sendo
assim, cada um dos dias se encerara as 21:20.

A realizacao desse minicurso, dar-se-a de forma presencial, respeitando todos os
protocolos da OMS, com a utilizacado da internet e dos computadores da escola, haja
vista que o publico alvo sao estudantes de uma escola ptublica e a maioria absoluta nao
tem acesso a uma internet de qualidade nem a notebook, que seriam necessarios para uma
possivel realizacao de forma online.

Iniciaremos apresentando aos alunos o software GeoGebra que sera utilizado para
a criacao dos principais so6lidos geométricos cobrados em vestibulares, para um breve
estudo sobre eles, mostrando aos alunos os elementos, conceitos basicos e formulas ja
conhecidas por eles para posteriormente apresentar aos mesmos o segundo teorema de
Pappus-Guldin que é o principal objeto de estudo aqui do nosso minicurso, onde daremos
énfase no célculo do centro de gravidade de cada s6lido. Com o auxilio de equipamentos
eletronicos, entre eles Notebook e Datashow mostraremos o passo a passo da criacao dos
solidos e destacaremos o centro de gravidade dos mesmos. Nesse minicurso apresentaremos
a formula para o calculo da area e do volume, mas nao faremos a demonstracao das
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mesmas, pois seria necessario um estudo sobre o célculo de integrais, visto apenas no
nivel superior e o puiblico alvo sao os alunos de ensino médio.

Seré utilizado um datashow para projetar do computador do professor ministrante
aos alunos toda a primeira parte do minicurso, pois o primeiro dia sera destinado para
um treinamento do aluno sobre o software GeoGebra, como o professor Me. Rodolfo
Soares Teixeira, que mostrara todas as ferramentas a serem utilizadas e fard pequenas
construcoes de figuras e soélidos, mostrando aos alunos o detalhamento e a beleza de cada
construcao, despertando assim o interesse do aluno e a curiosidade em ir além do que sera
proposto pelo professor.

O segundo dia de minicurso, serd destinado para que os alunos com o auxilio dos
professores Rodolfo e Leonardo caso seja necessério, criem utilizando o software GeoGebra
os solidos que serao utilizados nos dias seguintes, nos calculos de centro de gravidade, area
e volume.

Nas duas horas do terceiro dia, aprenderemos a identificar e calcular o centro de
gravidade de cada solido, também revisaremos as formulas para o calculo de area das
principais figuras geométricas que poderao estd sendo utilizadas nas questoes a serem
resolvidas no minicurso e fora dele e serd apresentado aos alunos a féormula do calculo
criada por Pappus de Alexandria e demonstrada por Paul Guldin, utilizada no céalculo da
area e do volume dos diversos solidos de revolucao.

No tltimo dia, seréd feita a solugao de algumas questoes utilizando a nova férmula,
e cada aluno recebera uma lista de questoes que deverao ser respondidas utilizando esses
teoremas e contarao com o auxilio do professor para o esclarecimento de algumas duvidas
que podem surgir.

Com esse minicurso os alunos terdo uma nova ferramenta (GeoGebra) muito util no
decorrer dos estudos e uma nova formula a ser utilizada no célculo da area e uma a ser
utilizada no calculo do volume de sélidos de revolugao, podendo responder questoes com
um nivel mais elevado de forma répida e facil, ganhando assim tempo e podendo alcancar
seus sonhados concursos ou cursos de graduacgao e pds-graduacao.

Um motivo muito relevante para a criacao desse trabalho de conclusao de curso,
foi ver a dificuldade dos alunos com a quantidade enorme de férmulas que precisavam
aprender para que podessem se sair bem em testes, sejam esses da escola em que estudam
ou testes de vestibulares. Onde através desse teorema trabalhado, os alunos de escolas
publicas terao melhores condig¢oes de competir, com alunos de escolas particulares, nas
provas de concursos e vestibulares.

Fazer com que o aluno consiga responder com uma tinica férmula, em um ou dois mi-
nutos, utilizando duas ou trés linhas, problemas que requerem um amplo estudo, diversas
formulas, bastante tempo e muita concentracao é o principal objetivo desse projeto.

Esse trabalho serve nao s para os alunos, mas também para professores, pois muitos
nao conhecem esses teoremas e poderao agora ter esse conhecimento, para que no futuro
possam repassar aos seus alunos, além também de poderem usar nas provas de concursos
publicos, tendo mais chances de alcancar a tao sonhada aprovacao.

O principal foco dessa dissertacao foi voltado ao céalculo de areas de superficies e
de volumes, do cilindro, cone e esfera, no qual fizemos referéncia aos dois teorema de
Pappus e vimos a sua importancia. Fica aqui como sugestao a vocé, que faca também um
estudo mais aprofundado a respeito dos demais solidos de revolucao, que também sao de
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suma importancia na geometria espacial. Ganhamos agora um novo aprendizado, novas
maneiras de ensinar matemaética e poder ajudar ao préximo.

Ao longo desses quase trés anos de curso, adquirimos muito conhecimento com toda a
equipe docente da UFPI e muitas amizades, que levaremos pra sempre nas nossas missoes
futuras, mas o principal ensinamento que tivemos nessa pos-graduacao foi que "a unidao
faz a forca”.

Ingressar e cursar um mestrado foi ate hoje o maior desafio enfrentado em toda
a minha trajetéria académica. Poder estd aqui agora finalizando mais essa etapa é a
maior das recompensas, isso mostra que vale muito a pena sonhar, correr atrés, e poder
comemorar com pessoas queridas a realizacao desses sonhos. E se consegui chegar até
aqui, significa que posso ir bem mais longe, agora com o foco voltado para um doutorado.

34



Apéndice A

Professor responsavel: Leonardo da Vince de Araujo Carvalho
Demais professores participantes: Rodolfo Soares Teixeira

E-mail e telefone do responsavel: leonardo.da.vincel8@gmail.com

TITULO:

Descobrindo o volime de férma pratica e rapida.

PUBLICO ALVO:

Alunos(as) da escola estadual CEJA Professor Artur Furtado.

NUMERO MAXIMO DE PARTICIPANTES:

30 participantes

OBJETIVO(S):

Calcular a area da superficie e o volume de s6lidos de revolucao através de uma tinica
formula.

EMENTA:

Centro de gravidade, area da superficie e volume do cilindro, do cone e da esfera.

JUSTIFICATIVA.:
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Esse minicurso foi pensado, observando a dificuldade enfrentada pelos alunos na resolucao
de questoes envolvendo a area e o volume de sblidos de revolucao, bem como a dificuldade
dos professores em repassar tal contetudo.

METODOLOGIA:

Esse minicurso dar-se-a de forma presencial, através de aulas expositivas e dialo-
gadas, com auxilios de equipamentos eletronicos. Serd realizado em quatro dias, onde
nos dois primeiros dias estaremos tratando sobre o software GeoGebra, como o professor
convidado: Rodolfo Soares Teixeira.

Ja nos dois tltimos dias, usaremos os aprendizados e dicas advindas dos primeiros
dois dias, assim como aprenderemos a encontrar o centro de gravidade de um cilindro,
cone e da esfera, para que possamos atingir o objetivo principal, que é calcular a area e o
volume desses e de outros solidos de revolucao, de forma pratica e rapida.

EQUIPAMENTOS E MATERIAIS NECESSARIOS:

Notebook, Datashow, camera fotografica, caneta, lapis e borracha.

LOCAL:

Sala de informéatica do CEJA Professor Artur Furtado

DATA DO MINICURSO:

05, 06, 12 e 13 de novembro de 2021

BIBLIOGRAFIA BASICA:

DOLCE, Osvaldo e POMPEU, J. N. Fundamentos da matematica Elementar volume 10:
geometria espacial, posicao e métrica. 5* Edicao. Sao Paulo: SARAIVA, 2000.

LIMA, E. L. Et al. A Matematica do Ensino Médio Volume 2: Matemaética Discreta e
Geometria Espacial. 52 Edi¢gao. SBM (2004).

MIRANDA, J. Centro de Gravidade. Fisica, 2020. Disponivel em:
https://www.grupoescolar.com/pesquisa/centro-de-gravidade.html.
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Apéndice B

Professor: Leonardo da Vince de Araujo Carvalho

Aluno(a):

1. Calcule a area e o volume do sélido gerado pela revolugao de um retangulo de lados
2 cm e 3 cm em torno do eixo E, sabendo que a distancia desse retangulo ao eixo é
igual a 2 cm, como mostra a figura a seguir.

Eixo E
Y

2cm

2Zcm 3cm

2. Determine a area superficial A e o volume V do corpo formado pela revolucao da
area retangular por 360° em torno do eixo z.

6 mm

3. Determine o volume V' e a &rea superficial A do so6lido gerado pela revolucao da
area mostrada por 180° em torno do eixo z.
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4. (IME 2010) Sejam ABC um triangulo equilatero de lado 2 cm e r uma reta situada
no seu plano distante 3 cm do seu baricentro. Calcule a area da superficie gerada
pela rotacao desse triangulo em torno da reta 7.

5. Calcule a area e a superficie do sélido de revolucao gerado pela rotacao de um trian-
gulo equilatero de lado 1 em torno de um eixo (de seu plano) que contém um vértice
e é perpendicular a um lado.

6. Calcule a area e o volume de um toro sabendo que as circunferéncias interna e ex-
terna tem diametros 10 cm e 16 cm.
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