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RESUMO

A pesquisa tem como proposito compreender o Calculo Diferencial como ferramenta para
resolucdo de problemas envolvendo fungdes usadas no campo da Economia. Justifica-se a
investigacdo pela necessidade de estabelecer uma conexdo entre o que é transmitido em sala
de aula e o que é empregado no mundo dos negdcios. Desse modo, pretende-se que os alunos
do Ensino Médio desenvolvam com mais eficiéncia a capacidade de elaborar solucdes diante
de situacdes problemas e de fortalecer as suas escolhas. Este trabalho tem como base trés
topicos tematicos: a Matematica Financeira como suporte basico para o estudo da Economia,
o Calculo Diferencial como ferramenta para trabalhar os problemas de func¢des econémicas e
a Analise Marginal como fundamento para entender os problemas sobre receita marginal,
lucro marginal e custo marginal. Para tanto, apresenta-se um trabalho que explora a
abordagem qualitativa e utiliza pesquisa bibliografica, realizada a partir da coleta de
informacdes extraidas em materiais como artigos, dissertacdes e livros que destacam o tema
abordado. Assim, pretende-se aprofundar o conhecimento acerca dos contetdos econdémicos,
bem como definir os pontos relevantes do conhecimento matematico que sera aplicado a tais

conteldos.

Palavras-chave: Matematica Financeira. Célculo Diferencial. Fungdes Econdmicas.



ABSTRACT

The research aims to understand Differential Calculus as a tool for solving problems
involving functions used in the field of Economics. Research is justified by the need to
establish a connection between what is transmitted in the classroom and what is used in the
business world. Thus it is intended that high school develop more efficiently the ability to
develop solutions in the face of problem situations and to strengthen their choices. This work
Is based on three thematic topics: Financial Mathematics as basic support for the study of
Economics Differential Calculus as a tool to work on the problems for economic functions
and Marginal Analysis as a foundation to understand the problems about marginal revenue
marginal profit and marginal cost. To this end, a study is presented that qualitative approach
and uses bibliographic research carried out from the collection of information extracted from
materials such as articles dissertations, and books that highlight the topic addressed. Thus it
is intended to deepen the knowledge about the economic contentes as well as to define

relevant points of the mathematical knowledge that willl be applied to such contents.

Keywords: Finacial Mathematics. Differential Calculus. Economic Functions.
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1 INTRODUCAO

No ensino de Matematica é importante compreender que se faz necessario
trabalhar com aplicacfes da Matematica em situacdes praticas que contribuem para a vida das
pessoas. Nesse sentido, os alunos do Ensino Médio precisam entender o significado dos
contetidos direcionados na sala de aula e perceber como alguns assuntos abordados podem
11juda-los a despertar para 0 mercado de trabalho e auxiliar em tomadas de decisdes futuras.
Por isso, € preciso procurar alternativas de mecanismos que motivem e proporcionem um
maior entendimento do conhecimento matemético. A Matematica esta presente em varias
areas do conhecimento, uma delas é a Economia que é fundamentada pelos conceitos basicos
da Matemética Financeira. Diante da necessidade dos alunos de Ensino Médio obter
informacdes relevantes para sua formacao, apresentamos nesse trabalho as fungdes marginais:
receita marginal, lucro marginal e custo marginal — a fim de destacar as ideias principais
associadas & Matematica Financeira e mostrar o caminho definido pelo Calculo Diferencial
para a solucdo de problemas que envolvem tais fungdes.

A aplicacdo do Calculo Diferencial nos problemas de analise marginal tem como
objetivo ampliar o processo de tomada de decisdo das pessoas bem como possibilita-las
responder questionamentos do tipo: Qual a quantidade de um determinado produto? E preciso
vender para maximizar o lucro? Quanto devo produzir para manter o custo minimo na
empresa? Essas situacdes levam o aluno a perceber a utilidade e o significado da Matematica
no seu cotidiano.

Diante disso, 0 presente trabalho foi motivado pela necessidade de estabelecer
uma conexao entre o que é transmitido em sala de aula e 0 que é empregado no mundo dos
negocios. Desse modo, os alunos do Ensino Médio irdo desenvolver com mais eficiéncia a
capacidade de elaborar solucBes diante de situacdes problemas e de fortalecer as suas
escolhas.

O objetivo geral da pesquisa € compreender o Calculo Diferencial como
ferramenta para a resolugdo de problemas envolvendo fungbes econdmicas. E tem como
objetivos especificos: registrar 0os conceitos basicos da Matematica Financeira estudados no
Ensino Médio, apresentar os principais teoremas e propriedades do Calculo Diferencial
relacionados as areas das financas e economia, explicar as definicbes ligadas as fungdes
econbmicas marginais — receita marginal, lucro marginal e custo marginal — e destacar
aplicacbes da Derivada de funcdo de unica variavel real em problemas que envolvem

situagdes do mundo dos negdcios.
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Com o intuito de buscar construir informagdes importantes e objetivas sobre o
tema referido neste projeto, decidi desenvolver uma pesquisa que explora a abordagem
qualitativa.

O trabalho apresenta caracteristicas bibliograficas, sendo realizado a partir da
coleta de informacdes extraidas em materiais como artigos, dissertagdes e livros que destacam
o tema abordado. Com a pesquisa bibliogréfica pretende-se aprofundar o conhecimento acerca
dos contetdos econémicos bem como definir os pontos relevantes do conhecimento
matematico que serdo aplicados a tais conteudos.

A pesquisa esta organizada em trés momentos. Inicialmente, temos um resumo de
topicos de Matematica Financeira no qual observamos assuntos de maior destaque no Ensino
Médio. Em seguida, relatamos no¢bes de Céalculo Diferencial dando énfase a propriedades
que servirdo de ferramenta para aplicar em problemas relacionados ao campo da Economia.
No ultimo momento, observamos os principais elementos sobre as fungdes econémicas que
compdem a andlise marginal.

Diante do esquema definido acima, deseja-se obter informacdes que contribuirdo

para atingir o objetivo deste trabalho.
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2 MATEMATICA FINANCEIRA

Nesta parte da pesquisa serdo trabalhados os conceitos basicos da Matematica
Financeira que € discutida no Ensino Médio apresentando as defini¢es de juros simples e de
juros compostos, com alguns exemplos. Iremos mostrar alguns tipos de taxas de juros e
trabalhar com capitais equivalentes. Por fim, abordaremos dois sistemas de amortizagao sendo
eles, SAC e PRICE — uma vez que compreendemos que esses modelos sdo praticados pelas
instituicGes financeiras nas eventuais situagdes de empréstimos e financiamento de imdveis e

de veiculos.

2.1 Juros simples

Faz-se necessario, inicialmente, compreender o que vem a ser juro. Entende-se
que juro corresponde a um valor a ser pago quando queremos adiantar uma compra, ou seja,
uma quantia cobrada por querer comprar no presente e ndo no futuro.

Segundo Gomes e Mathias (2008), o juro pode ser considerado como sendo o
custo do crédito ou a remuneracdo do capital empregado. Ou ainda, o juro é o pagamento pelo
uso de poder aquisitivo por um determinado periodo.

Chamamos de juros simples quando a remuneracdo produzida pelo capital inicial
é diretamente proporcional ao seu valor e ao periodo da transacdo. Ou seja, 0S juros sdo
sempre calculados sobre o valor inicial durante todo o periodo da negociac¢do. Concluindo,
assim, que o fator de proporcionalidade é a taxa de juros.

Suponhamos que vocé pegou 1000 reais emprestados com seu irmao para pagar
depois de 3 meses, a juros simples de 5% ao més. No final desse periodo, qual € o valor que
vocé terd que devolver ao seu irméao?

Como o acordo entre vocé e seu irmao foi sobre a pratica dos juros simples, entdo
no primeiro més os juros correspondem a 5% de 1000 reais que equivale a 50 reais. Logo sua
divida agora € igual a 1050 reais, o valor inicial de 1000 reais acrescidos dos juros de 50 reais.
Da mesma forma, no segundo més os juros obtidos correspondem a 50 reais, porque iremos
calcular 5% de 1000 reais, determinamos o0s juros sempre sobre o valor inicial. Dai, nesse
momento, a sua divida corresponde a 1100 reais. Finalmente, no terceiro més, vocé devera ao
seu irmdo uma quantia de 1150 reais. Ou seja, o valor inicial do empréstimo de 1000 reais

mais 3 parcelas de 50 reais que correspondem aos juros produzidos durante esse periodo. E
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facil perceber que os juros de 150 reais sdo obtidos a partir do calculo: 5% - 1000 - 3, que ja
nos indica como montar a formula para o célculo dos juros simples.

E importante destacar que a taxa de juros é expressa de duas maneiras: na forma
porcentual ou na decimal. Quando precisamos transformar a forma porcentual na forma
decimal basta dividir por 100 a taxa apresentada na forma porcentual.

Vejamos alguns exemplos na tabela 1:

Tabela 1 — Apresentacdo das formas de porcentagem

Forma Porcentual Divisao Forma Decimal
3
3% — 0,03
100
11
11% — 0,11
100
20% ﬂ 0,20
100

Fonte: Elaborado pelo autor.

Analogamente, quando queremos transformar a taxa de juros da forma decimal
para a forma porcentual basta multiplicarmos a taxa decimal por 100.
Neste trabalho, a fim de simplificar os calculos seré utilizada a forma decimal.
Para determinar os juros simples em uma operacao financeira usamos a seguinte
formula:
J=Cit
Onde:
J =Juros
C = Capital inicial
i = taxa de juros
t = tempo da aplicacéo
E relevante observar que o tempo da aplicacdo t deve estar expresso na mesma
unidade de tempo a que se refere a taxa de juros i.
Exemplo 2.1. Qual é o juro simples que um capital de 2500 reais produz durante
1 semestre, aplicados a uma taxa de juros de 1,5% a.m?
Solucéo 2.1. Observe que o tempo da aplicacdo ndo apresenta a mesma unidade
de tempo da taxa de juros. Assim fica que, 1 semestre é igual a 6 meses. Logo, encontramos:
J=2500-0,015-6=225.
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2.1.1 Montante

Definimos montante como a soma do capital inicial com os juros. Assim temos

que: M=C+J= M =C + Cit e, portanto:

M=C(1+it)
Onde:
M = Montante

C = Capital inicial
I = taxa de juros
t = tempo da aplicacao

Exemplo 2.2. Qual é o montante que sera gerado por um capital de 3000 reais
durante 1 ano, aplicados a uma taxa de juros simples de 2% a.m?

Solugéo 2.2. Observe que o tempo da aplicacdo ndo apresenta a mesma unidade
de tempo da taxa de juros. Como 1 ano € igual a 12 meses. Logo, encontramos:

M = 3000(1+ 0,02-12) = 3000 ‘1,24 = 3720.

2.2 Juros compostos

Mais conhecido como juros sobre juros. Essa modalidade de regime de
capitalizacdo retrata a realidade, o cotidiano das pessoas ao adquirir um empréstimo,
financiamento ou qualquer outra transacao financeira. No regime de capitalizacdo composta o
juro produzido pela aplicagdo sera agregado a mesma para gerar novos juros no periodo
seguinte. Dessa forma, ndo s6 o capital inicial produz juros, mas o0s juros gerados
anteriormente.

Vamos considerar o problema introdutdrio anterior, sé que agora, sob o regime de
juros compostos e supondo que vocé tenha solicitado o empréstimo a um banco. E importante
lembrar que vocé precisa determinar os juros sobre o valor que ja foi gerado no més anterior.

Suponhamos que vocé pegou 1000 reais emprestados em um banco para pagar
depois de 3 meses, a taxa de juros compostos de 5% ao més. No final desse periodo, qual é o
valor que vocé tera que devolver ao banco?

Observe que no primeiro més os juros correspondem a 5% de 1000 reais que
equivale a 50 reais. Logo, sua divida agora é igual a 1050 reais, o valor inicial de 1000 reais
acrescidos dos juros de 50 reais. No segundo més os juros obtidos correspondem a 52,50

reais, porque iremos calcular 5% de 1050 reais, os juros produzidos no primeiro més sao
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somados aos 1000 reais, para formar novos juros, dai vem a expressdo juros sobre juros.
Agora, nesse momento, a sua divida corresponde a 1102,50 reais. Finalmente, no final do
terceiro més, os juros compostos gerados serdo de 5% de 1102,50, ou seja, 57,12 reais.
Portanto, vocé devera ao banco uma quantia de 1157,62 reais. Isto &, o valor de 1000 reais
mais 0s juros de 157, 62 reais. Perceba que a mesma situacdo em juros simples gerou 150
reais de juros. Assim, essa diferenca torna 0s juros compostos mais vantajosos para as
instituicBes financeiras.

A tabela 2 mostra a ideia associada ao calculo do montante de juros compostos em

uma situacao qualquer:

Tabela 2 — Explicacdo do montante em juros compostos

Periodo Célculo numérico Célculo algébrico
1 1000. 1,05 = 1050 C(1+1)
2 1050. 1,05 = 1102,50 C(1+1)(1+1)=C(1 +1)2
3 1102,50.1,05=1157,62 C(1+D2(1+i)=C(1+1)3

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, podemos generalizar o modelo usado na tabela 2 para calcular o

montante ao final de t periodos a taxa de i juros compostos:
M=C( +i)t

E importante destacar que a taxa de juros compostos i e o periodo t devem
obedecer a mesma medida de tempo. Neste material a taxa de juros sera dada na forma
decimal na solugédo dos problemas propostos.

Exemplo 2.3. Qual é o montante que sera gerado por um capital de 3000 reais
durante 5 meses aplicados a uma taxa de juros compostos de 1% a.m.?

Solugéo 2.3. Observe que o tempo da aplicacdo apresenta a mesma medida de
tempo da taxa de juros. Logo, encontramos:

M = C(1 + )" = 3000 (1 +0,01)°> = 3000 (1,01)> = 3000 -1,051 = 3153
2.2.1 Evolugéo dos montantes
Vejamos um exemplo para facilitar o entendimento entre a diferenga dos dois

regimes de capitalizacdo: dado um valor inicial de 2000 reais aplicado a taxa de 20% a.a por

um periodo de 4 anos a juros simples e compostos.
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Tabela 3 — Relacéo entre juros simples e juros compostos

Periodo Juros simples Juros compostos
1 2000 + 400 = 2400 2000 - 1,2 = 2400
2 2000 + 800 = 2800 2000 - 1,2% = 2880
3 2000 + 1200 = 3200 2000 - 1,23 = 3456
4 2000 + 1600 = 3600 2000 - 1,2* = 4147

Fonte: Elaborado pelo autor.

Percebemos que a constru¢do do montante em juros simples é linear e em juros
compostos € exponencial. O grafico da figura 1 nos mostra a evolugdo dos montantes em cada
regime de juros. Observe que a reta representa 0s juros simples e a curva representa o

crescimento dos juros compostos.

Figura 1 — Evolucdo dos montantes

10000

sS000- Trerors
Cornpostos

S000

STreros
Sirrniples
40004

200

o s 10 15

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.3 Tipos de taxas de juros

Nos financiamentos de veiculos e de imoveis, normalmente s6 temos
conhecimento da taxa mensal de juros e ndo atentamos para taxa anual que foi praticada. E
importante observar e entender o funcionamento dos tipos de taxas de juros para podermos
avaliar os riscos de algumas transagdes financeiras. Diante disso, vamos destacar neste

trabalho alguns tipos de taxas de juros.
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2.3.1 Taxas proporcionais

Dadas duas taxas de juros simples se ocorre a igualdade do quociente das taxas
com o quociente dos respectivos periodos, dizemos que essas taxas sdo proporcionais.
Sendo iy e i; taxas de juros proporcionais com seus respectivos periodos t; e tp,

definidos na mesma unidade de tempo temos que
i 4
h b
Exemplo 2.4. Obtenha a taxa de juros mensal proporcional a taxa de juros de
60% ao ano.
Solucdo 2.4. Basta lembrar que 1 ano corresponde a 12 meses e considerar a

igualdade

oo _n_60_12 60
ho o 1 RTap TR

2.3.2 Taxa efetiva

Seja i uma taxa de juros aplicada em um periodo de tempo t, dizemos que i é uma
taxa efetiva quando i e t apresentam a mesma unidade de tempo.

Por exemplo:

1. 2% ao més, capitalizados mensalmente.

2. 18% ao ano, capitalizados anualmente.

2.3.3 Taxa nominal

Seja i uma taxa de juros aplicada em um periodo de tempo t, dizemos que i € uma
taxa nominal quando i e t ndo apresentam a mesma unidade de tempo.

Por exemplo:

1. 36 % ao ano, capitalizados mensalmente.

2. 9% ao ano, capitalizados bimestralmente.
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2.3.4 Taxas equivalentes

Dadas duas taxas de juros i; e ip, tal que iy # i, dizemos que essas taxas sdo
equivalentes quando sendo aplicadas a um mesmo capital inicial por intervalo de tempo igual
produzem o mesmo montante.

E facil perceber que em juros simples as taxas de juros proporcionais
correspondem as taxas de juros equivalentes. Em juros compostos, isso ndo acontece.

De fato, se pegarmos a aplicacdo de dois capitais iniciais iguais, durante 0 mesmo
intervalo de tempo, sendo as taxas de juros distintas, i; e i,, de tal modo que z,equivale a n
periodos de ¢;, ambas as taxas produzirdo mesmo montante se forem equivalentes. Logo,

(1+i)' =(1+i)
L=0+i)" —1
Exemplo 2.5. Calcule a taxa anual equivalente a uma taxa de juros mensal de 3%.
Solucéo 2.5. Temos que:
i,=0+i)" —1= i, =(1+0,03)? —1= i,=04257.

Logo, a taxa anual é de 42,57%.

2.3.5 Capitais equivalentes

Quando observados em uma mesma data, dois capitais séo equivalentes se forem
iguais. Essa parte do trabalho é interessante porque visa mostrar como o valor do dinheiro
funciona no tempo e perceber o real valor de um produto no caso de uma compra a prazo.
Assim, precisamos entender alguns conceitos basicos como data focal, valor atual e valor
nominal.

De acordo com Gomes e Mathias (2008), data focal é a data que se considera
como base de comparacdo dos valores referidos a datas diferentes. Valor nominal € o valor de
um titulo na data do vencimento. Valor atual € o valor da aplicagdo em uma data anterior ao
vencimento.

Dessa forma, usando N para representar o valor nominal e A para valor atual,
temos que:

Considerando um conjunto de n valores nominais {N;, N,, N3,---, N, } e suas
datas de vencimento, aplicados a uma taxa de juros i, estes capitais sdo equivalentes na data

focal zero, se:
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Ny N, N; Ny

A+ ()2 a+d>  +y
Exemplo 2.7. Sabe-se que a taxa de juros compostos aplicada no mercado é de

4% ao més. Caso um titulo no valor nominal de 8857,10 reais com vencimento para 6 meses é
substituido por outro no valor de 8188,60 reais para vencer em 4 meses, verifique se a
substituicdo é vantajosa.

Solucdo 2.7. Basta verificarmos se 0s capitais sdo equivalentes. Para isso, vamos
considerar a data focal zero. Inicialmente devemos calcular o valor atual na data focal zero do
capital de 8188,60 reais. Assim, temos:

Ny 8188,60
1+ (1,04)*
Em seguida, calculemos o valor atual referente ao capital de 8857,10 reais na data

A =7000

focal zero. Assim, fica:
M _8857,10_7000
() (1,005

Portanto, ndo ocorre vantagem na troca dos titulos, pois os valores atuais sdo

A

iguais na data focal zero.
Exemplo 2.8. Um aparelho celular custa 1300 reais a vista. Se o cliente preferir
pode fazer a compra a prazo por 600 reais de entrada e mais duas parcelas mensais de 400
reais. Considerando a taxa de juros de 2% ao més, qual é a melhor opcéo para o cliente?
Solucgéo 2.8. Vamos analisar esses valores na data focal zero. Assim, temos:

400 N 400
(1,02)  (1,02)?
Sendo assim, a melhor opc¢do para o cliente é fazer o pagamento a vista de 1300

A =600+

=600+ 392,15 + 384,61 = 1376,76

reais, pois a outra opcao resultaria na venda do celular por 1376,76 reais.

2.4 Sistemas de amortizacao

Quando contraimos uma divida de longo prazo, empréstimo ou financiamento,
temos a obrigacdo de devolver o valor que foi emprestado acrescido de juros, no periodo
determinado.

A amortizacdo é o mecanismo de pagamento de uma divida por parcelas
periddicas. As parcelas de amortizagdo sdo as parcelas de devolucdo de parte do valor
emprestado, ou seja, € o valor descontado no total da divida. Ja a prestacdo corresponde a

soma da amortizagdo com os juros. O saldo devedor é o débito em um determinado periodo,
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sendo os juros calculados sempre sobre o saldo devedor. Nos sistemas de amortizagdo é
considerado o regime de juros compostos, caso aconteca 0 ndo pagamento de juros em
periodo especifico resultard a um saldo devedor maior sendo determinado juro sobre juro.

Os principais sistemas de amortizagdo usados no mercado financeiro atual e que

destacamos neste trabalho s&o os seguintes:

2.4.1 Sistema de amortizacdo constante (SAC)

Esse sistema é caracterizado por apresentar as parcelas de amortizagdo constante,
prestacdo decrescente e montante menor. Os juros sdo obtidos a cada intervalo de tempo,
multiplicando a taxa de juros pelo saldo devedor no periodo anterior. Para calcular a parcela
de amortizacdo basta dividir o valor da divida pela quantidade de prestacGes. Vejamos um
exemplo para ilustrar melhor essa ideia.

Uma pessoa solicitou um empréstimo no valor de 10.000 reais a um banco que
aplica taxa de juros de 2% ao més. Sabendo que o capital emprestado deve ser devolvido em 8
parcelas mensais, construa uma tabela SAC para explicar essa situacéo.

Temos que o valor amortizado corresponde a 10.000 reais divido por 8, isto é,
1250 reais. Logo, a coluna da amortizacdo sera toda preenchida por 1250. Como 0s juros sdo
calculados sobre o saldo devedor, no primeiro més é calculado 2% de 10.000 que obtemos

200. Assim a prestacao no final do primeiro més resulta em 1250 + 200, ou seja, 1450 reais.

Tabela 4 — Sistema SAC

Periodo Juros Amortizacdo Prestacéo Saldo devedor

0 - - - 10000

1 200 1250 1450 8750

2 175 1250 1425 7500

3 150 1250 1400 6250

4 125 1250 1375 5000

5 100 1250 1350 3750

6 75 1250 1325 2500

7 50 1250 1300 1250

8 25 1250 1275 0

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Atentem que do saldo devedor é sempre retirado o valor constante de 1250 reais.
Dessa forma, a coluna relativa ao saldo devedor pode ser preenchida automaticamente desde o
inicio da elaboracdo da planilha. Basta subtrair 1250 do saldo devedor do periodo anterior e
continuar fazendo essa conta até o ultimo periodo. Para o calculo dos juros do segundo més, é
preciso determinar 2% de 8750 que € a divida resultante do primeiro més e assim por diante.
Para verificar se as contas estdo corretas basta somar os resultados da coluna da prestacdo que
da 10.900 reais, em seguida, somar os valores relativos aos juros calculados que encontramos
900. Logo, o capital inicial de 10.000 reais mais os juros de 900 reais é gerado 0 montante de
10.900 reais.

2.4.2 Sistema de amortizacdo francés (PRICE)

Esse sistema é caracterizado por apresentar as parcelas de amortizacdo variaveis,
isto é, crescentes com prestacdo fixa e montante maior quando comparado com a tabela SAC.
Assim como no sistema SAC, os juros sao obtidos a cada intervalo de tempo, multiplicando a
taxa de juros pelo saldo devedor no periodo anterior. Para calcular a parcela de amortizacédo
basta subtrair os juros do valor da prestagéo.

Vamos considerar a mesma situacdo problema usada para explicar a elaboracéo da
tabela SAC na secdo anterior.

Uma pessoa solicitou um empréstimo no valor de 10.000 reais a um banco que
aplica taxa de juros de 2% ao més. Sabendo que o capital emprestado deve ser devolvido em 8
parcelas mensais, construa uma tabela PRICE para explicar essa situacao.

Inicialmente é preciso determinar o valor da prestagdo. Como no sistema PRICE
as prestacdes sdo constantes, ou seja, apresentam valores sempre iguais em cada intervalo de
tempo, mas sdo pagas em meses diferentes, vamos usar a ideia de capitais equivalentes ja
explicadas neste material. Portanto, chamando a prestagéo de P e considerando a data focal

zero, pois a divida € 10 000 reais no inicio do empréstimo. Temos:
r + r + r + r + r + r + r +
(1,02)8 © (1,02)7 ~ (1,02)¢ * (1,02)> * (1,02)* * (1,02)° * (1,02)> * (1,02)

Dai, encontramos uma soma de progressdo geométrica da razdo 1,02 e primeiro

= 10000

P
(1,02)8°

termo Lembrando a formula da soma da PG finita, fica que:

_ ("=
> (g -1
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P (L,02°-1) = 10000 = %7167
C (1,028 (1,02- 1) ~0,0234

Temos que o valor da prestacdo resulta em 1363,64 reais. Logo, na tabela 5 a

S

= P=1363,64

coluna da prestacdo serd toda preenchida por 1363,64. Como os juros € calculado sobre o
saldo devedor, no primeiro més é calculado 2% de 10.000 reais que obtemos 200 reais. Assim
o0 valor da parcela de amortizacdo no final do primeiro més resulta em 1363,64 reais menos
200 reais, ou seja, 1163,64 reais. Atentem que a pessoa paga 1363,64 reais de prestacdo, mas
0 que sera abatido de sua divida corresponde a 1163,64 reais. Depois de calcular o novo saldo
devedor, para o calculo dos juros do segundo més € preciso determinar 2% de 8836,36 que € a
divida resultante do primeiro més. Em seguida, esse procedimento deve ser realizado até o

final do periodo.

Tabela 5 — Sistema PRICE

Periodo Juros Amortizagdo Prestacao Saldo devedor

0 - - - 10000,00

1 200,00 1163,64 1363,64 8836,36

2 176,72 1186,92 1363,64 7649,44

3 152,98 1210,66 1363,64 6438,78

4 128,77 1234,87 1363,64 5203,91

5 104,07 1259,57 1363,64 3944,34

6 78,88 1284,76 1363,64 2659,13

7 53,19 1310,45 1363,64 1349,13

8 26,98 1336,66 1363,64 12,47

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que no final do oitavo més encontramos um saldo devedor de 12,47 reais.
Isso se deve aos arredondamentos que foram feitos durante a elaboracdo da tabela. Essa
diferenga pode ser acrescentada na Ultima parcela de amortizagdo a fim de zerar o saldo
devedor. Outro ponto importante para destacar € relativo a soma das prestacdes: na tabela
PRICE foi gerado 10.909,12 reais enquanto que no sistema SAC foi produzido 10.900 reais.
Ao longo prazo, no caso de financiamento de imoveis, a op¢do pelo sistema SAC é mais

vantajoso.
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3 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Neste capitulo desenvolvemos um estudo simplificado do Céalculo Diferencial e
Integral no ambito de funcdes de Unica variavel real. No inicio tratamos uma abordagem
simples sobre supremo, infimo e sequéncias que formam uma estrutura para estudar o Calculo
Diferencial e Integral. Em seguida, apresentamos uma nog¢éo de limite e algumas propriedades
relevantes. Por fim, serdo destacadas as principais definicdes, os teoremas importantes e
algumas demonstracdes de Derivada que servira de fundamento para aplicacdes na resolucao
de problemas das areas da Administracdo e Economia. Esta parte da pesquisa é baseada nos
livros: Curso de Analise de Elon Lages Lima (2012) e Um Curso de Célculo de Hamilton
Luiz Guidorizzi (2008).

3.1 Propriedades do conjunto dos ndmeros reais (R)

3.1.1 Supremo

Considerando um conjunto A < R, ndo vazio, dizemos que € limitado
superiormente, se existir um namero real b tal que A < (—o0, b]. Assim, dizemos que b é uma
cota superior para A.

De maneira andloga, dado um conjunto A c R, ndo vazio, dizemos que ¢ limitado
inferiormente, se existir um namero real a tal que A c [a,+o0). Assim, dizemos que a é uma
cota inferior para A.

Logo, se o conjunto A c R, ndo vazio, é ao mesmo tempo limitado superior e
inferiormente, dizemos que A é limitado.

Definicédo 3.1. Dizemos que b é o supremo de A, e denotamos b = sup A, se A c
R, ndo vazio, é limitado superiormente e b é a menor cota superior de A.

Para que um namero real b seja supremo de um conjunto A c R, é necessario e
suficiente que as condicOes sejam satisfeitas:

1) Paratodo x € A, tem-se x<b

2) Sec € R, tal que x<c paratodo x € A, entdo b <c.

A primeira condicdo diz que b é cota superior de A, enquanto a segunda condicao
afirma que qualquer outra cota superior de A, deve ser maior que ou igual a b.

Assim, a segunda condicdo pode ser escrita da seguinte forma:
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3) Dadoc <bemR, existe x € A tal que ¢ < x.

A terceira condicdo diz que nenhum elemento de R, que seja inferior a b, pode ser
cota superior de A.

Se dois elementos b; e b, em R obedecem as condicdes 1 e 2 acima, precisa
apresentar b; < b, e b, < by, ou seja, b; = b,. Portanto, o supremo de um conjunto, quando
existe, é Unico.

As condigdes que caracterizam o supremo podem, portanto, ser escritas assim:

1) x€ A= x<supA.

2) c>Xx paratodo x € A, entdo ¢ > sup A.

3) Sec <sup A, entdo existe x € A tal que ¢c < x.

Exemplo 3.1. Dado o conjunto A = (—o,1), verifique que sup A = 1.

Solucdo 3.1. Temos que 1 é cota superior de A, pois x < 1 para todo x em A. De

fato, se tomarmos algum d < 1, temos que

d< — <1
2

logo

d+1 c A
2

Portanto d ndo pode ser cota superior para A, 0 que segue sup A = 1.

3.1.2 infimo

Definicdo 3.2. Dizemos que a é o infimo de A, e denotamos a = inf A, se A c R,
ndo vazio, é limitado inferiormente e a é a maior cota inferior de A.

Para que um ndmero real a seja infimo de um conjunto A c R, é necessario e
suficiente que as condicOes sejam satisfeitas:

1) Paratodoy € A, tem-se a<y.

2) SeceR,talquec<yparatodoy € A, entdo c <a.

A primeira condigdo diz que a é cota inferior de A, enquanto a segunda condicao
afirma que qualquer outra cota inferior de A, deve ser menor que ou igual a a.

Assim, a segunda condicao pode ser reescrita:

3) Dadoa<cemR,existey € Atal quey <c.

A terceira condicdo diz que nenhum elemento de R, que seja maior do que a a,

pode ser cota inferior de A.
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Se dois elementos a; e a, em R obedecem as condi¢Ges 1 e 2 acima, precisa
apresentar a; < a, € ap;< aj, OU seja, a; = ay. Portanto, o infimo de um conjunto, quando existe,
é unico.

As condigdes que caracterizam o infimo podem, portanto, ser escritas assim:

1)ye A=y>infA

2) c<yparatodoy € A, entdo c <inf A.

3) Sec>inf A, entdo existey € Atal quey <c.

1

Exemplo 3.2. Dado o conjunto A = G +oo) verifique que inf A = >

Solugéo 3.2. Temos que %é cota inferior de A, pois%< X para todo x em A. De

1
fato, se tomarmos algum 5 < d, temos

1 2d+1

<
3 d

logo
2d+1
4

€A

e, portanto, d ndo pode ser cota inferior para A, o que segue inf A = >

Exemplo 3.3. O axioma fundamental da analise nos diz que, cada subconjunto de R que é ndo
vazio e limitado superiormente tem supremo. Seja ¢ um namero real. Tem —se ¢ < sup A sg, €
somente se, para cada € > 0 real dado pode — se achar x € A tal que c — & <X.
Solucgédo 3.3. (=) Suponha por absurdo que exista g, > 0 tal que x < ¢ - g, para todo x € A.
Assim, ¢ - g, € uma cota superior de A. Por outro lado,
c—gy<c < supA
ou seja,
c—¢gy < supA
(Absurdo). Concluimos que, para cada £ > 0 real dado pode-se achar x € A tal que ¢ — & <Xx.
(<) Suponha por absurdo que ¢ > sup A. Temos por hipdtese que para todo & > 0, assim
existe x; € A tal que ¢ - € < x;, escolhendo um g, = ¢ - sup A >0 e existira um Xo € A tal que
C- g < xp. Portanto
c- (c—supA)<x0
ou seja, sup A < x.

E assim sup A ndo € cota superior de A (Absurdo). Assim, concluimos que ¢ <sup A.
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Exemplo 3.4. Sejam A c R, ndo vazio, limitado inferiormente, e um nimero real
c. Tem —se ¢ > inf A se, e somente se, para cada € > 0 real dado pode — se achar x € A tal que
Ct+te>X

Solucédo 3.4. (=) Suponha por absurdo que exista g, > 0 tal que x > ¢ + g, para
todo x € A. Assim, ¢ + g, € uma cota inferior de A. Por outro lado,

c+tgy>c> infA
ou seja,
c+ gy > infA.

Absurdo, pois inf A € a maior das cotas inferiores de A. Concluimos que, para

cada £ > 0 real dado pode — se achar x € A tal que ¢ + € > x.

(<) Suponha por absurdo que ¢ < inf A. Temos por hip6tese que Ve > 0, existe um x; € A tal

que ¢ + € > x4, escolhendo um g, = inf A - ¢ > 0 e existird um xo € A. Portanto,

¢+ &> X,
porém
ct+(infA —c)>x
ou seja, inf A > x, e inf A ndo é cota inferior de A. (Absurdo). Concluimos que, ¢
> inf A.

Exemplo 3.5. Sejam A, B conjuntos ndo-vazios de nimeros reais, com X € A,y €
B = x <y. Prove que sup A < inf B. Prove que sup A = inf B se, somente se, para todo € >0
dado, podem-se obter x € Aey € B tais que y — x <.

Solucgéo 3.5. Inicialmente vamos provar que sup A < inf B, dados A, B conjuntos
ndo-vazios de nimeros reais com x € A, y € B. Considerando um y qualquer de B. Como x <
y para todo x € A, temos que A c (— oo, Y], isto &, y € uma cota superior para A e portanto, A é
limitado superiormente, assim sup A <y. Ora, como sup A <y, Vy € B, temos que B c [sup
A+ ), isto &, sup A é uma cota inferior para B. Logo, B é limitado inferiormente e sup A <
inf B.

(=) Pelos exemplos anteriores, sabemos que existe x; € A e existe y_€ B, tais que

€
sup A — 3 < X< supA

. . €
inf B<y < 1nfB+§

de
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€
supA — 3 <X
temos

€
—X; < — supA+§

e somando com
y.<inf B+ ;

resulta em

V.- X< inf B —supA +g,
por hipotese, sup A =inf B, assimy_- x,< inf B —inf B+¢, logoy-x<e.
(<) Suponha por absurdo que sup A < inf B. Como sabemos que V € > 0, existe x,€EA e
existe y_€ B tal que y, — x,<¢, escolhendo g, = inf B - sup A > 0 temos que existem xo€ A e
Yo € B, tais que

Yo~ %o <g= inf B—supA
assim fica,

Y, —infB<x, —supA,
como,
X< supA =y, —infB <0=y,<infB

(Absurdo). Logo, sup A = inf B.

Exemplo 3.6. Seja X = {i n€X } Prove que inf X = 0.

Solucdo 3.6. Comoi > 0 para todo n €N, temos que 0 € cota inferior de X.

Devemos mostrar que nenhum real ¢ > 0 é cota inferior de X.

Considerando o conjunto A = {n € N; nc > 1}, temos que A c N e A # @, pois se

A = @ teriamos nc < 1, para todo n € N, e assim n <

Q=

, Vn €N, ou seja, N seria limitado.

Absurdo, pois, N é ilimitado superiormente. Pelo Principio da Boa Ordenagéo, existe no € N,

tal que nyp € o menor elemento de A. Assim, noc > 1, ou seja, 0 < ni < ¢. Logo, ¢ nédo é cota
0

inferior de X. Portanto, inf X = 0.

Exemplo 3.7. Dado A c R néo vazio, limitado inferiormente, seja —A = {— X; X €
A}. Prove que —A é limitado superiormente e que sup (—A) =—inf A.

Solugéo 3.7. Se A ¢é limitado inferiormente e ¢ > 0 tal que x > ¢, V X € A, entdo —
X < —c, para todo x € A. Mas como — x € (—A) conclui-se que — X < — ¢, para todo — x € (—A),

ou seja, — ¢ € cota superior, logo (—A) é limitado superiormente.
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Para todo x € A tem-se inf A <X, entdo, —inf A >—X, V —x € (—A), logo — inf A
> sup (—A), pois —A é limitado superiormente. Por outro lado, — X < sup (—A), V — X € (— A).
Logo, temos x > — sup (—A), para todo x € A, assim, pela defini¢do de infimo, inf A > — sup
(—A), dai fica — inf A < sup (—A). Como — inf A > sup (—A) e — inf A < sup (—A), portanto,
concluimos que sup (—A)=—inf A.

Exemplo 3.8. Dado A c R ndo vazio, limitado superiormente, seja —A = { — X; X
€ A}. Prove que —A é limitado inferiormente e que inf (—A) =—sup A.

Solucéo 3.8. Se A ¢ limitado superiormente e ¢ > 0 tal que x <c, V X € A, entdo —
X > — ¢, para todo x € A. Mas como — x € (—A) conclui-se que — X > — ¢, para todo — x € —A,
ou seja, — ¢ € cota inferior, logo (—A) é limitado inferiormente.

Para todo x € A, tem-se sup A > X, entdo, —sup A <—X, V — x € (-A), logo, — sup
A < inf (—A), pois (—A) é limitado inferiormente. Por outro lado, tem-se inf (—A) <— X, V — X
€ (-A), assim —inf (—A) > x, para todo x € A, dai pela definigcdo de supremo, fica que sup A <
—inf (—A) que implica em — sup A > inf (—A).

Como —sup A <inf(—A) e —sup A > inf (—A), conclui-se que inf (—A) =—sup A.

Exemplo 3.9. Seja A c R ndo vazio, limitado. Dado ¢ >0, seja,c- A={Cc- X; X €
A}. Prove que c - A élimitadoequesup (c-A)=c-sup A, inf(c-A)=c-infA.

Solucéo 3.9. Como A € limitado, temos que, para todo x € A, x < sup A assim, ¢-x
< c-sup A, logo, ¢ - sup A é cota superior de ¢ - A, portanto ¢ - A é limitado superiormente.
Por outro lado, paratodo x € A, x> inf A assim, ¢ - x>c - inf A, logo, ¢ - inf A é cota inferior
de c-A, portanto c-A é limitado inferiormente. Dai, o conjunto c-A é limitado.

Sabemos que para todo € > 0, existe x.€ A tal que
€
SUpA — - < x, < supA,
C

com ¢ > 0. Multiplicando a desigualdade por ¢ temos
c-supA-e<c-x,<supA.
Com c. x; € c. A, ou seja, para qualquer nimero ¢ - sup A, temos sup (c - A) =c - sup A.

Por outro lado, para todo € > 0, existe x, € A tal que

. . €
infA <x, <infA + —,
c

com ¢ > 0. Multiplicando a desigualdade por ¢ temos
c-inffA<c-x,<c-infA+¢

Comc. x; € c. A, ou seja, para qualquer numero ¢ - inf A, temos inf (c - A) =c - inf A.
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Observacdo 3.1. Uma propriedade do conjunto dos nimeros reais é que todo
conjunto limitado possui supremo e infimo. Essa propriedade ndo € verdadeira para o

conjunto dos nimeros racionais Q.

3.2 Sequéncias

Defini¢do 3.3. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcdo x: N — R tal que,
todo nimero natural n esta associado um numero real x,,. Esse real x,, € chamado de enésimo
termo da sequéncia.

Para representar uma sequéncia podemos usar: (X1, X2, ..., X, -..), (X,)peN, OU
ainda, (x,, ).

Uma sequéncia (x,,) é limitada quando todos os termos pertencem a um intervalo
[a, b]. Se a sequéncia (x,) ndo é limitada, diz-se que ela é ilimitada.

Uma sequéncia (x,) diz-se limitada superiormente quando existe um namero real
b tal que x,, < b para todo nimero natural n. Isto quer dizer que todos os termos x,, pertencem a
semi reta (—oo, b]. De modo analogo, diz-se que x, € limitada inferiormente quando existe um
namero real a tal que a < x,, para todo natural n, ou seja, x,, € [a,+).

Assim, uma sequéncia é limitada se, e somente se, é limitada superior e
inferiormente.

Dada uma sequéncia x = (x,,), ¢ g de nUmeros reais, uma subsequéncia de x é a
restricdo da funcdo x a um subconjunto infinito N; = n; < n; < .. < n;j<... de N. Indica-se
uma subsequéncia X1 por X1 = (x,),, en,» OU (X, Xy » ooy Xpg 5 ) OU ()i € -

Toda subseguéncia de uma sequéncia limitada € limitada.

Uma sequéncia (x,,) diz-se crescente quando x; < X, < X3 < ..., OU Seja, quando x,,
< Xp+1 para todo n €NN. Se x, < xp+1 para todo n, chamamos (x,) de sequéncia monétona nao
decrescente.

Quando X3 > x> X3> ..., OU Seja, x, > Xn+1 para todo n € N, a sequéncia (x,) é
decrescente. A sequéncia mondtona é ndo crescente quando x,, > X+1 para todo n € N.

Denominam — se sequéncias monoOtonas as sequéncias crescentes, ndo
decrescentes, decrescentes e ndo crescentes.

Observacao 3.2. Uma sequéncia ndo decrescente € sempre limitada inferiormente
pelo seu primeiro termo. Da mesma forma, uma sequéncia ndo crescente é sempre limitada

superiormente.
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Para que uma sequéncia monotona seja limitada é necessério e suficiente que ela

possua uma subsequéncia limitada. Assim, dada a subsequéncia limitada x,, < x,, <..< x

nk
<...<b da sequéncia ndo decrescente (x,) temos que, para qualquer n € N, existe um ny>n e,
portanto, x, < x,, < b. Dali, x, < b para todo n, a sequéncia (x,) é limitada superiormente. Por
outro lado, n; > 1 isso implica que x; < x,_ logo, X; < x,< b, ¥ n € N. Tomando a = x; temos
que a <x,<blogo, (x,) é limitada inferiormente e, portanto, limitada.

Observacado 3.3. Seja x, uma sequéncia ndo crescente, isto é, x,, > Xp+1 para todo
n € N. Como x,, > Xn1 implica que — x,, < — Xn41, fazendo (v ) = (= x,) temos que y < yn.1 para

todo n € N, logo (y,) € ndo decrescente. Pela explanacdo anterior, conclui-se que (y,) €
limitada e, portanto (x,) € limitada.

Observacéo 3.4. Considerando a sequéncia (x,) = n para todo n € N . Obtemos a
sequéncia (1, 2, 3, ..., n, ...) que € limitada inferiormente, ilimitada superiormente e monotona

crescente.

3.2.1 Limite de sequéncias

Definicéo 3.4. Dizemos que uma sequéncia (x,) converge para um real a quando,
fixado arbitrariamente um erro € > 0 para o valor a, existir um indice no € N tal que |x, —
a| < g, paratodo n > n.

Quando a sequéncia (x,) convergir para a, dizemos gue a sequéncia é convergente
e que a é um limite de (x,) e denotamos por lim x, = a ou lim,_, x,, = a.

Uma sequéncia sera chamada de divergente quando ndo convergir para real

algum.
Teorema 3.1. (Unicidade do limite). Se limx, =aelimx,=bentdoa=Dh.
Demonstragdo. Suponha por absurdo que a # b. Assim, dor definicdo, se lim x, =
a, temos que

S
Ve>0,3n, EN; Vn>ny=|x, —al< 7
Também temos de lim x,, = b, que

€
Ve>0,3n, €EN; Va>n = |x, —al< 7

Tomando um n, = max {ny, n;} € N, temos que, para todo

€
n>n = |x, —al< |Xn_b|<§,V8>0.

5’



32

Como ny + 1 > ny, temos que
€ €
ey =l < 55 [xapen = b < 5, ve>0.
Assim, escrevendo
la = bl = |a= xg1) + X0y — b

Por desigualdade triangular temos que, Ve > 0
€ &
la = b= |a = xquenyt Xue) =Bl <] a= x) [* [ — bl <5+5=e

Tomando e=|a —b|, a# b e como |a — b| <g, encontramos |a — b| < |a — b|. Absurdo.
Portanto o limite é dnico.

Teorema 3.2. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracdo. Seja limx, = a, assim para todo € > 0 existe ny€ N tal que para
todo n > ng implica em |x, — a| <e. Escolhendo € =1, tomando no € N correspondente,
temos que para todo n > ny implica em |x, —a|<1. Escrevendo |x,|=|x, —a+ale
aplicando desigualdade triangular, para todo n > ng encontramos,

lx,| = lx, —a+al <|x, —al+|a] <1+]al.
Por outro lado, para todo n < ng, temos
Ix,| < max{lx;, [xal, =+, |x, |} =c.

Tomando um k = max {1 + |a|, c} > 0, temos que |x,| <k, para todo n € N. Logo,
(x,) € limitada.

Teorema 3.3. Toda sequéncia monétona limitada é convergente.

Demonstragdo. Dada a sequéncia (x; <x, <x3 <---<x, <) ndo decrescente
limitada. Sendo a = sup{ x,; n = 1,2,...}. Afirmamos que a = lim x,. Com efeito, qualquer
€>0, comoa— g<a,0ndmeroa — €ndo é cota superior do conjunto x,,. Logo, existe ny €
N tal que @ — & <x,,. Como a sequéncia ndo decrescente, n > no implica em x,, <x,e, dai,
a— g&<x, Comox, <a para todo n, vemos que n > ng que implica ema — ¢<x,<a+e.
Assim, temos de fato lim x, = a.

Observacgdo 3.5. Se (x,) fosse ndo crescente, teriamos lim x, = inf {x,; n = 1,
2,..}.

Demonstragdo. Se (x,) € ndo crescente, (v,) = (—x,) € ndo decrescente. Assim,
pelo teorema 3.3 temos que

limy = sup{yn; ne N}

logo,
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limy =sup{—x,; n € N}
pelo exemplo 3.7 sabe-se que sup (—A) = — inf A entdo, considerando A = {x,; n € N } temos
que —A = {—x,; n € N} e portanto,
limy =—inf {x,; n € N}
assim,
—limx, = —inf {x,; n € N}
e, portanto,
limx, =inf {x,; n € N}.
Exemplo 3.10. A sequéncia (i) n € N é convergente e lim % =0.

Solucdo 3.10. Sabe-se que n + 1 > n, para todo n € N isso implica que

1 1 . P 1 ; PP
<-com n € N, assim a sequéncia (;), n € N é decrescente. Logo, a sequéncia é

n+1 n

, .. . 1 A ,
monétona limitada visto que 0<-<1, VneN e, pelo teorema 3.3, a sequéncia é

convergente. Pela observacdo 3.2 temos, lim x, = inf {x,; n € N }, logo,

(]
lim- = 1nf{ —,n€ N}.
n n

E, pelo exemplo 3.6 sabe-se que
, 1
1nf{ —;n€eN }ZO.
n
Portanto, Iimi =0.
Corolario 3.1. Sejam (x,) e (yn) sequéncias convergentes. Se x,<y para todo
n € Nentdo limx, <limy .
Teorema 3.4. Se lim x,= 0 e (y ) € uma sequéncia limitada, entdo limx, -y =0
(mesmo que ndo exista lim y ).
Demonstracdo. Existe ¢ > 0 tal que |yn| < ¢ para todo n € N. Dado ¢ >0, como
lim x,,= 0, podemos encontrar n,€ N tal que
&
n>ng = |x,| < -.
C
Logo,
&
n=>ny= |xn~y,1|: |xn| |yn|< E CTE
Isto mostra que x,, .y —0.

Exemplo 3.11. Calcule lim,_,., %
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Solugdo 3.11. Note que |(-1)"|<1,VvrneEN e limn_,oo% =0, entdo, pelo teorema 3.4, temos
="

n

lim,,_,, = 0. Por outro lado, (—1)" ndo é convergente, pois se n é par, temos que (-1)"=1
n

n+l

e(-1)™=-1jaquen+1éimpar. Logo, lim (-1)"# lim (-1)™™.
Teorema 3.5. Se limx,= a € limy = b, entdo:

1. lim(x, +y ) =a+b;lim(x,- y )=a —b

2. lim(x, ) =a-b

3 1imC—") =%seb 0.
Demonstragdo.l. De lim x, = a, temos que,

g
Ve>0,3ny€N;Vn>n,=|x, —a|<§.

E delimy =b,temos que,

€
Ve>0,3n €N, Vu>n; = |x, —b|<§.

Tome n,=max {ng, n;} € N, temos que n > n,. Observe que
|(xut3,) - (@+B)|=|@x, —a) + (v, — b)|.
Logo, para todo n > ny, por desigualdade triangular tem — se:

(555,) = @+ B)] = |G, =)+ (3, )| < v, —al + |y, b < 5 + 5=

Portanto, lim (x, +y )=a+b.
O caso da diferenca é feito de forma analoga.

3. Pelo teorema 3.2, podemos tomar k > 0 tal que |y | <k, ¥ n € N. Assim, de lim x,= a,

temos que,

£
Ve>0,3ny€EN; Vn>ny = |x, —a|<§€.

E de limy = b, temos que,
<—s
2lal +1

Entdo, para n; > max {np,n;:} € N, temos que n > n,. Observe que

Ve>0,3n, € N; V n>n =>|yn —al

|x”'yn _a.blz |xn.yn _a.yn—i_a.yn_ a.blzl(x”_a)yn—i_a(yn_b)l
Logo, para todo n > ny, por desigualdade triangular tem — se:

€
<

i
2(lal+1) 2

=E&.

€ €
|Cey = @y, +a(y, = B)[ < 1Cx, = DIy, [+ lal| (v, = B)| < &+ lal- 3

Portanto, lim (x,, 'yn) =a-b



35

- b
3. Inicialmente, vamos tomar ny € N tal que |y — b| < para n > no. Observe que,
n 2

6l |yl

Usando novamente a desigualdade triangular, temos que

1 1‘_1 v, — 9]

Lo —of_ 1y, -l Loy, -8 2
- . < —- < — = 2'|y —bl
Dessa forma, dado € > 0, tomemos n; € N tal que
e|b|?
n>n1=>|yn—b|<—2 .
Portanto, para n > max {n;,n,} temos
Loy 2 b —b|< 2 glb)*
y, bl R P b2 2
Portanto, lim C—) = % ,seb=0.

3.3 Limite

Definicdo 3.5. Dados um numero real xo e uma funcdo definida para x € | — Xo,
intervalo aberto. Definimos que o limite de f (x), quando x tende a X, é L e representamos por
lim /' (x) =L,

X—X(

Se para todo € > 0, existir & > 0 tal que se 0 < |x — Xo| <d entdo |f (x) — L| <e.

3.3.1 Unicidade do Limite

Teorema 3.6. Se lim,_,, f(x)=L; e lim,_,, f(x) = L, entdo L; = L.
Demonstragdo. Usaremos reducdo ao absurdo. Suponhamos que L; # L, assim temos que:
De lim,_,, f(x)=L,, fica que:

Ve>0,38,>0,0<|x—xo| <& =>|f(x) — L;|<e
De lim,_,, f(x) = Ly, fica que:

Ve>0,38,>0,0<|x—xg] <& =2|f(x) — L, <e
Podemos escrever Ly — L,como Ly —f (x) + f (X) — L, e por desigualdade triangular
la+b|<l|a|+|b|,Va,b€ER,

encontramos:
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ILy —f() +f () - Lol <|Ly = f+ 1) — Lyl =1 f(x) — L[+ [ f(x) — Ly
Considerando um namero ¢ tal que 6 < ;e & < 3, e de acordo com as informagdes anteriores,
obtemos que:

Ve>0,36>0;0<|x— xo| <d=|f(x)— Li| +]/(x) — Ly <2¢

e usando o fato que

IL; = Lol <[/ () = Lyl+ 1 f(x) — Lal,
temos que:

Ve>0,36>0,0<|x— xy|<d=|L; —L,|<2e.
Se pegarmos
e IL; - L]
—

existe §com o <d;ed < oy tal que

0<|x-x|<e=|L, — L] <[L; = L,|

gue € uma contradi¢do. Logo L; = L.
3.3.2 Propriedades do limite

Teorema 3.7. Se k € um numero real e seja f uma funcdo dada por f (x) = k, para
todo x real, entdo
lim f'(x) = k.

x—x0
Demonstracdo. Temos que provar que para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, 0 < [Xx — Xo| < 6
implicaem |f'(x) — k| <e. De fato: |[f(x) —k|= |k —k|=0<e.
Teorema 3.8. Se k € R e lim,_,, f(x) = L entdo lim,_, [k f(x)] =k lim,_,, f(x) =k-L
Demonstragéo. Inicialmente vamos verificar para k = 0.
Sek=0,entdok-f(x)=0-f(x)=0ek-L=0-L=0.
Pelo teorema anterior, fica que:

lim[k f(x)]= im 0=0=k L

X—X) X—Xg
Agora, vamos verificar para k # 0.
Temos que provar que para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, se
0<|x-xg|<d=2|k-f(x)—k-L|<e
Temos que lim,._,, f(x) = L assim,
Ve>0,38>0,0<|x—xp|<d=>|f(x) — L|<e

Assim;
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36>0;0<|x—xp|<0=|f(x) — L|< —

||
isto &,
&
36>0;0<|x—xp| <6=2kl| f(x) — L| < m k| =¢
logo,
36>0;0<|x—xp| <0=2|kf(x) —kL|<ece.
Teorema 3.9. Se lim,_,, f(x) =L, e lim,_,, g (x) =L,

limx—>x0 [f(x)+ 8 (X)] = Ll + L2-

Demonstragdo. Temos que provar que:
Ve>0,36>0;0<|x- xp|<0=|(f+2)(x) - (L; —Ly)|<s.
De lim,_,, f(x) =L, fica que:

€
Ve>0,38;>0,0<|x- xp|<6;=2|f(x) —L;| < >
De lim,_,,, g (x) = L,, fica que:
€
Ve>0,38;,>0;0<|x - xo|< 8, = |gx) — L,| < 2

Agora, iremos considerar 6 < 8; e 6 < d,, dai temos:

€ ¢
0 =min{d,,0,} ; 0 <|x —xp|<d=|f(x) — Li| +]gkx) — Ly| < =+ z==¢.

2 2
Por desigualdade triangular, encontramos:

| /() = Lil+1g(x) = Lol = f(x) +g(x) = (L) + L) = [(F+ @) () — (Li+ L)

Logo:
38 = min{8,,0,}; 0 < |x — xo| <3 =2|(f+2)(x) - (L;+L,)| <e.

37

entdo

Teorema 3.10. Se lim,_,, f'(x) = L,e lim,_,, g (x)= L, entéo lim,_,, [f (x) — g(x)] = L; — L.

Demonstragdo. Usaremos 0s resultados mostrados nos teoremas anteriores:
Jim [ () = g(0] = Jim [ () + (=1) - g,
logo,
Jim [fF () —g)] = Jim f (x) + ggrgo[(—l) - g)],
portanto,

lim [f(x) — g)] = lim f(x) = lim g(x) = Ly — Ly.

Teorema 3.11. Se lim,_,, f'(x) =L, e lim,_,, g(x) =L, entdo lim,_,, [f' (x) - g(x)]=L;" L,.

Demonstragdo. Observe que:
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S @) gx)=/(x) g(x) - Ly -glx)+L;-glx) — LiLy+ L1y,
ou seja,

Sx)-gx)=[f(x)— L;] g +L;-[gx)—L]+LiLy
Agora, precisamos considerar as afirmacdes a seguir:

1. lim,_,, f(x)=L, < limx—vc()(f(x) - Ll) =0,

2. lim,_,, g(x)=L, & limx_,xO( g(x) - L2) =0,

3. lim,_,,(f(x)-L;) =0 e lim,_,,, g(x) =L, =
lim, ., [(f(x) = L) -gx)] =0.

Assim temos:
)}i_{)ljo[f(x) gl = )}i_{g[[f(x) — L] gx)+L;[gkx)— L] +L; L]
ou seja,
lim[f() g()] = Im[ (/@)= L)+ g] + lim[L; - () = Ly)) + limL, - L,
Logo,
)}i_g;[f(x) g)] = L;-L,

Teorema 3.12. Se lim,_,,, f (x)=L, e lim,_,,, g(x)= L, # 0 entdo lim,_,, %]: i—;
Demonstracgdo. Precisamos provar que, se
xlgilog(x) =L, #0
entéo
lim L: i
x—x) g(x) Ly
De
xli_glog(x) =L, #0
temos que:
Ve>0,38>0,0<|x—xl <d=|glx) — Ly| <e.
Assim como:
36;>0,3k>0,0<|x— x5| <81 = |glx) — L] <e= 1 < l,
gl &

Considerando ¢ |L;| - & fica que:

Ve>0,306,>0,0<|x —xo| <= [glx) — Ly| <elLi|'k
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Sejad < 8, e 6§ < §, ficaque:

Ve>0,36>0;0<|x —xy|<d=

1 1 g(X) - L2 1 1 8'|L1 Ik
= - e = 1 - Lol o < S
g(x) L, g(x)-L, lgC)| |Ls| k-|Ly |
Como
lim /' (x) =L,
X—X(
e
1 1

lim
x—’xog(x) T L
pelo o teorema 3.10, temos que

§26)) 1 L
xll»xo g(x) x—>x0 [f(x) N xll> f(x) xllgclo @ L_Z

Teorema 3.13.(do confronto). Sejam | um mtervalo, xo€lef, g, h: 1\ {x,}— R funcbes
reais que g(x) pertence ao intervalo de extremidades f (x) e h (x), para todo x € I \ {x, }. Se
lim,_,, f(x)= lim,_,. h(x)=L, entdo lim,_,, g(x) também existe e é igual a L.
Demonstracdo. Dado € > 0, queremos encontrar § > 0 tal que as condicdes x € I e 0
<|x — x| < 6 impliqguem | g(x) —L| < e. Paratanto, se f (x) < g (X) < h (x), entdo
fX)-L<g(X-L<h(Xx) -L,
a partir dai, é facil concluir que
|9 () —L[<max{[f(x)-Llh(x) - L[}

Se h (x) < g (x) < f (x), concluimos, de modo anélogo, a validade da desigualdade anterior.

Pela defini¢do de limite, sabemos que existem numeros reais §,, 6,> 0, tais que

x€Ele0<|x— x|<8,=|f(x)-L|<€

x€le0<|x— xo|<0,= |h(x)—L|<E.
Portanto, se 6 = mim {J;, §,},temos § > 0 e

Fo)-Li<e

x€le<|x— xp|<O;=> {|h(x)—L|<€.

Assim, parax € I tal que 0 <|x — xo| < &, temos

| g(x)— L | < max { [f (x) - L], h(x) - L} <€.
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Teorema 3.14. Sejam X c R, f : X — R, com X = | -a, sendo | um intervalo. Para

que lim,_,,f(x)=L, é necessario e suficiente que se tenha lim,_,.f(x,)=L para toda

sequéncia de pontos x,, € X —{a}, tal que lim,_,, x,= a.

Demonstra¢do. Suponhamos que lim,_,, /' (x) =L e que lim,_,, x,= a, com x, € X — {a}.

Dado & > 0, existe & > 0 tal que
0<|x —a|<d,xeX=|f(x)—L|<e.
Existe também ny € N tal que
n>ny=0<|x, —al<ad.
Segue-se que
n>ng=0<|f(x,) —L|<e,
onde lim,_,,f(x,)=L. Para demonstrar a reciproca, suponhamos que
tenha lim,_,, f'(x) = L.

Entdo existe € > 0 tal que para todo n € N podemos obter x,, € X com
1
0< Ixn _al < =3 If(xn)_Ll > E.
n
Entdo x, —a, mas nédo se tem lim,_,, f (x,) =L.

Exemplo 3.12. Mostre que o lim,_,4 sen G) néo existe.

ndo se

Solugdo 3.12. Devemos mostrar que existem duas sequéncias x, € y,_pertencentes ao dominio

da fungdo, com x, # y _tais que limx,=limy =0, mas que

1 1
lim sen (x_> # lim sen <—>
n Y

Seja
1
T San’
temos que, quando n — oo tem-se x,,— 0. Assim,
1
sen (—) =sen (2nn) = 0.
X}’l
Sendo
B 1

- —F,
27'El’l+§

n

temos que, quando n — oo tem-se x,— 0. Entéo,

sen (yi> =sen (2n + g): 1.

n

Assim,
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1 1
lim sen (X—> #lim sen <,V_> .

n

Portanto, lim,_,, sen ( ) néo existe.

1
X

3.3.3 Continuidade de uma fungdo em um ponto

Definicdo 3.6. Sejaf: A — R uma fungdo e um ponto xo € A. Dizemos que f é continua em
Xo, s& lim,_,, /' (x) = f (x;). Assim, para que f seja continua em Xo devemos observar as
condigdes:

1. existe lim,_,, f (x)

2. Tim, £ () =1 (x0)

E importante destacar que se f ndo for continua em xo, dizemos que f é

descontinua em Xo.

Teorema 3.15. Sejaf: X € R — R uma funcéo e a € X. A funcéo f é continua no
ponto a se, e somente se, para todo x € X com x,, — a, se tenha f (x,,) — f (a).

Demonstragdo. Aplique o teorema 3.12.

Dado um intervalo fechado [a, b], seja f uma funcdo f :[a, b] — R. Defina o
conjunto S:={x € [a, b]; f (x) < d}, onde d é um nimero real entre f (a) e f (b). O conjunto S é
diferente do vazio, poissef(a) < d <f(b),aeSesef(b)<d <f(a), b €S.Poroutro lado
S é limitado, pois S < [a, b], logo admite supremo e infimo. Tomemos ¢ € [a, b] tal que ¢ =
sup S. Posteriormente provaremos que ¢ € (&, b).

Observagéo 3.6. Existe uma sequéncia (c,) em S tal que ¢, — ¢. Ora, como ¢ =
. 1 ,
sup S, para cada n € N, existe um elemento ¢, € S, tal que ¢ - ~<c, < . Logo construimos

assim uma sequéncia ¢, em S e pelo Teorema do Confronto, ¢,— C.

Teorema 3.16. (do valor intermediario). Seja f :[a, b] — R, continua. Dado um
namero real d entre f (a) e f (b), existe ¢ € (a, b), tal que f (c) = d.

Demonstragdo. Suponha sem perda de generalidade que f (a) < d < f (b).
Consideremos o conjunto S definido anteriormente, temos que a € S, pois f (a) < d. Portanto,

0 conjunto S € ndo vazio. Além disso, S € limitado, pois S c [a, b]. Sejac =sup S. Como c €
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[a, b], entdo f é continua em c. Assim, pelo teorema 3.14 temos que f (¢,,) — f (c). Além disso,
f(c,) <d, poisc, € S, e assim f (c) < d. Note que ¢ # b, pois d < f (b). Defina para cada n, a
sequénciab,=c + b’_—lc para todo n € N. Claramente, b,— c. Por continuidade de f em c, f

(b,) — f(c). Como b, > c e c:=sup S, temos que b, ndo pertence ao conjunto S, isto &, f (b,)
> d, para todo n € N. Assim, temos que f (c) > d. Em particular, ¢ # a. Portanto c € (a, b) e f
(c) =d.

3.3.4 Limites no infinito

Nosso objetivo aqui € mostrar o significado das expressdes lim,_,.,.f(x) =Le
lim,_,_,f(x) =L.

Definicdo 3.7. Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto (a, +o0). Dizemos que,
quando x cresce ilimitadamente, f (x) se aproxima de L e escrevemos

M S =L
se, para qualquer nimero ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se x >d entdo | f(x) —L| <e.
Definicdo 3.8. Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto ( — o, a). Dizemos que,
quando x cresce ilimitadamente, f (x) se aproxima de L e escrevemos

lim f(x) =L

X——00

se, para qualquer nimero ¢ > 0, existe 6 <0 tal que se x <d entdo | f (x) — L|<e.

Exemplo 3.13. Mostre que limx_,mi =0.
Soluc&o 3.13. E fécil perceber que quanto maior o valor de x, mais proximo de zero estara i

De fato, dado ¢ > 0 e tomando-se & = é temos que,

1 1
x>0=>x>- =20<-<c¢
€ X
Assim,
1
0—e<—-<0+es.
X
Portanto,
lim — =0.

x—+too X
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Exemplo 3.14. Calcule limx_,m)%, onden>0eneN.

Solucéo 3.14. Observe que

.1 . 1\
hm—:hm(—)

x—tox?  x—to
.y . 1 -y
fazendo uma mudanca de variavel do tipo u = - sabemos que quando x — +oo a variavel u —
X

0, assim temos, lim,,_,, u” = 0. Portanto,

lim — =0.
x—>+oo_x”

2053+ x2 - 3x+2
R332 453"

Exemplo 3.15. Calcule lim,

Solucéo 3.15. Para facilitar o calculo do limite, colocamos em evidéncia a maior poténcia de
. . ~ . 1

X no numerador e denominador. Assim, temos expressdes do tipo — que, quando X — oo,

tendem a zero. Logo:

1 3 2
lim = lim
x—too 3+ 3x2 +x—3 x>t 3 1 3
X X
Portanto,
1 3 2
263+ x2 — 3x+2 2+ -— 5t 3
im = lim X XX
x—too X3+ 3x2+x—3 X—+o0 3.1 3
1+ =+ 5 —=
x x2 X3

3.3.5 Limites infinitos

Defini¢do 3.7. Sejam f uma funcédo, x, um numero real e suponhamos que exista c tal que (x,,

c) esta contido no dominio da funcdo. Definimos

lim | /(%) =+0 &

X —XxQ

{Va>0, 36 > 0, com xy+ 6 <c, tal que
Xo<x< xptd=f(x)>e.

De modo analogo, definimos

lim_f()= — oo
X — Xq

lim f(x)=+o
X — X0

| fim ()= = e

X — X0
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3.4 Derivada de uma Funcéao

Definicdo 3.8. Sejam f uma funcédo e xo um ponto de seu dominio. Denomina — se derivada de

f em xp e representa - se por "' (xo), o limite

i J &) =/ (xo)
m-—-————-—

X—X( X — XO
quando existe e € finito. Assim,

)= limw.

X—X( X — Xy

Dizemos que f é derivavel em o, quando f admite derivada em Xo.

Uma funcdo f derivavel e definida no intervalo [x;, x,]. A sua derivada pode ser
d . . ~ ~ N
representada por d—’z e ser interpretada como a taxa de variacao de y em relacdo a x.

A variacdo em x sera dada por Ax=x, — x;. A variacdo correspondente em y é
definida por Ay = f'(x, ) — f (x;). O quociente destas variagdes sera dado por:

&y fG) = fG)
Ax_ Xy — Xq

Esta é a taxa média de variacdo de f em relacdo a x, no intervalo [x;, x,].
O limite quando Ax—0 é a derivada de f em x,. E pode ser entendida como a taxa
de variacdo instantanea de y em relacdo a x. Assim, temos que:
Q: lim g .
dx Nt Ax

Portanto, a derivada /"' (x;) mede a taxa de variagdo da funcdo f (x) em x = x; .

Teorema 3.17. Se f for derivavel em Xg, entdo f serd continua em Xo.

Demonstragdo. Como f € derivavel em xo, temos que
X)) — X
X—X() X — xO

Observe que,

S =f(xo) = (x = xo)

X

S0 =/ (o)
E—

com X # Xo, logo,
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f() —f(x0)

X — X X

hm [f(x) —f(xp)] = im m(x— x)) = f () 0=0

ou seja,
Jim [£ () = f ()] = 0

assim,
xlirilof () =1 (xp).

Portanto, f é continua em Xo.

Observacao 3.8. Das propriedades de limites temos que

5 S&)=fxo) . f(Ax+xp) — f(xo)
m———-——= lim

x—=xg X — X Ax—0 Ax

)

pois fazendo Ax = X — Xo, temos que X = AX + Xp € quando X — Xp encontramos Ax — 0.
Logo,

S (Ax +xp) — f(x0)
~ )

f'(x) = lim
3.4.1 Férmulas de Derivacgéo

Teorema 3.18. As formulas de derivacédo a seguir sdo validas para todo natural n 0.
1. Sef(x) =k =f"(x) =0 com k constante.
2. Sef(X) =x"= ' (X) = nx"~
3.Sef(X)=x"=f"(X) =—nx""", x# 0.

4 Sef(X)=xi=f'(x) = "1

5. Sef(x)=e'=f'(X) =
6. Sef(x):1nx:>f’(x):£,x>0.

Demonstracdo. 1.Como f (x) = k, V x, assim, para todo x e todo Ax temos f (Ax + X) = k.

Logo,
Ax
fe= I f( ;czf(X)
.k—k :
S fim 5 = Jim,0-0
2. De

ey = im0 =10



temos
o i QDT -2
S0 = fim ——p
Tomando u = Ax + x (quando Ax — 0 implica que u — x), assim temos
‘ n_
f'(x)= lim .
u—x U —X

Mas,
(un _ xn)= (M _ X)(Mn_l + un—2x + Mn_3X2 4o xn—l)
substituindo encontramos

f'(x)= }lex(u”'l +un—2x+un—3+”.+xn—l)

logo
Fi(x) =x"" L 1725 4 17352 4 g
£1(x) e I BT B e
3 De
+x) —
o= Ai%f( Ax sz /)
temos

(Ax+x) ™ —x"

1= jim

Ax
sabemos que
_t 1
N () i N (S S
S = Al)}glo Ax AN Ax
assim,
e QD" = 1
S = fim, Ax (Ax +x)"x"
Pelo item (2),
li Ar+n)" — ¥ n—1
A;I—r}o Ax -
e como
1 1

Iim ———=
A0 (Ax +x)" x" x21

resulta que,
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fx)=—n-x"" == —nx7L
X
1
4. Sabemos que f (x) = x» = V/x. Logo:
_ AArx=Vx . Nu—x
@) = lim ————" — fim————
Ax—0 Ax u—x U —X

47

pois U = AX + x (quando Ax — 0 implica que u — x). Chamando a = Vu e b = V/x temos u = "

ex=5", assim,

- 1 1
S 0= 21_r>n n_ lel—{rzl; - nb" !
a—>b
Portanto, para x # 0 e x no dominio de f, temos
Lo |
A =
5. De
Ax+x)—f(x
o= Ai%f( A}z /()
temos
Ax+x _ eX eAx -1
S = AIETOT B Alggoex- Ax
Precisamos calcular
et —1
AI;TO Ax
Fazendo u = e — 1 temos que Ax = In(u + 1) assim,
el B u B 1 B 1
Ax In (1+u) %.ln(1+u) 1n(1+u)%
Observe que, AX — 0 = u — 0, logo
fim = iy ——
In (1 +wu)u

Por outro lado, sabemos que

Fazendo u = % (v — 0 = u —0).

Entdo

lim (1+uw)u=e.
u—0
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Dai
) ax ] 1 1
Al;m0 = hm0 T = 1 =1
-~ “Un (1 +wu ne
Logo,
Ax+x _ _x eAx -1
' — 3 — 1 X .
S Al;}r—{lo Ax Alir—{loe Ax
Portanto,
eAx _
! = |h X . 14 — X .1 = pX
f'(x) Al}}gloe Al;}r—{lo " e*-l1=e
5 De
o (At x) = f(x)
S = AI;TO Ax
temos

In( Ax +x) — In (x)
Ax

119= fim
Usando as propriedades de logaritmos
In(Ax+x)—In(x) 1 Ax +x 1 Ax

= -ln< ) -ln(—+1)

Ax  Ax
Logo,
@) = fim AEDT0® 1 1n(§+1)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax b

Ax
Fazendo u =—, resulta em
X

%) =A13ﬁoé : 1n<§+1)

X

1
/()= limIn (1 +u) @

1 1
'(x) = — i + 4 )u
S'(x) . In 315%(1 u)
Como
1
lim(l +u)u=e,
u—0
Encontramos

1 1 1 1
f'x)=—=1n lim(1 +u)u = —lne = -
X u—0 X X
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3.4.2 Regras de Derivagéo

Teorema 3.19. Sejam f e g derivaveis em xo e dado uma constante real k. Entdo
sdo derivaveis em xo as fungdes f + g, kf, f. g egtém - se

L (f+g) &)= /" (x0) +g" (xo)

2. (kf)'(xy) =kf'(xy)

3. (- 2)'(xy) = f'(xg) - 9lxy) +Fxp) - g (xp)

(f)'(xo L0) £6) = /) &' Gg)
g(x())]

,Seg(xo) #0.

Demonstracdo. 1.

[ f() g )] — [ f(x0) +g (xo)]

(f +&)(x) = lim

X — X
(f +g)(x,) = lim L/ =1 (xozc]jx[g(x) — 8(x)]
X—X() 0
@ —f)] . e — gl
(g = Jim == i S

(f +8)(xy) = f"(x0) +g" (xo)
Conclusdo: A derivada de uma soma €é igual a soma das derivadas das parcelas.
2.

HO @)y 1 [0 S _
0

X — X X—X( X — X

(kf)'(xy) = lim
X—X(
Conclusdo: A derivada do produto de uma constante por uma fungdo € igual ao
produto da constante pela derivada da funcao.

3.

(f ‘g )v(xo) _ xllgc{) [ f(X) g (X)]xi Ecof(xo) g (xo)]

, f0) g () —f () g () HS (o) - g () = (x0) " g (xo)
(f &)= lim T e

(f - g)0ry) = xllglo W g (x)] + XILI?O [/(xo) _g(x))c: ;gcsxo)]

(f - 8)(xp) = /() - 9lxy) +Fxp) - " (xp)

Conclusdo: A derivada do produto de duas fungdes € igual a derivada da primeira

multiplicada pela segunda mais a primeira multiplicada pela derivada da segunda.
4,
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N [ _ fxo)
(_) ( 0) (X) — (xO)
g S

(J_f) (x) = limf(x)g(xo) — f (xp)g(x) _ 1
0 o X = X g(x)g(xo)
Somando e subtraindo f (xo) g(Xo) a0 numerador resulta
(_) (o) = i f ()glxo) =/ (xo)g(x) +/(x0) g (xo) —f(x0) g (o) 1
X0 —
x—>x0 X X0 g(x)g(XO)

Noroy v [(F &) =f(xo) g(x) — g (%)
(gr) (xp) = lim K—x ———8(x0) — fxo)- _— ) g(x)g(xo)l

- 1
([)(0) ; f() f(xo) axg) — hmf(o) g() g (xo) . lim
8 x"x X - Xp xﬁxog(x)g(xo)
Portanto,

(J:) (xo) = S'(x0) g (xo) —f(x0) g (xp)
o [2(x0)]? '

Conclusdo: A derivada do quociente de duas funcBGes é igual a derivada do
numerador multiplicada pelo denominador menos o numerador multiplicado pela derivada do
denominador, sobre o quadrado do denominador.

Exemplo 3.16. Dada a funcgéo f (x) = 3 x> Inx — 4¢*, calcule /' (x).

Solucgéo 3.16. Temos que

(- 8)'(xp) = f'(xg) - 90xg) + T (xp) - g" (xp)

e como
1
(3x)'=6x, (Inx)' = > (4¢")' = 4e*
Logo
1
f(x)=6xInx+3x> — —4ef
e, portanto,

f(x)=6xInx+3x —4e*
. ~ Inx . ,
Exemplo 3.17. Considerando a fungéo f (x) = - determine 1" (X).

Solugéo 3.17. Temos que

({)( )L x0) & o) —f () g' ()
0 [2(x0)]2

€ como

1
(Inx)' = p (x*)' =2x



Logo
)lc-)c2 —2x-Inx y —2y-Inx
f= e
Portanto
1 —2Inx
fe=——

3.4.3 Regra da cadeia
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Teorema 3.19. Sejam f: X—> R, g: Y- R, f (X)cY,aeXnX, b=f@eYNY'. Se

existem 1" (a) e g ' (b) entdo a composta de g em f é derivavel no ponto a, valendo
g N @=¢g'®) [ (a)
Demonstragdo. Temos que

fath —f@ _

= fim=—s
h —

im fla+ ]>1 f@ f,(a)]zo

Fazendo
h —

o) =IO gy
encontramos

fla+hn=f(a+[f(@tph)]- h
Onde

lim p(7) = 0.
De modo analogo,
gb+k)=g®)+[g'(B)rok)] k
onde
}g% o(k) =0.
Para simplificar, vamos escrever p e g em vez de p(h) e o(k) respectivamente. Tomando
k=f(a+h)— f(a)=[f () +pl h,
temosf(a+h)=b+ke
(g°lat+h)=glf(a+tn)]=g+k)=gb)+[g'B)+c]k
(g°/Ca+h)=gb)+[g" () +ollf'(a) +p] A
(g°f(a+th)=gb)+I[g" () f'(a) +0] A
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Com
0(n) =o(f(a+h) —f(@)Lf' (@) +ph)]+g B) - p(h).
Como f é continua no ponto a e ¢ € continua no ponto 0, temos
limo(f(a+h) —f(a) =0
logo
%i_r)r(l) 0(h) =0,

0 que prova o teorema.
3.4.4 Estudo da variagédo das fungdes

Definicéo 3.9. Sejam f uma funcéo e p € A, com A c Dy. Dizemos que f (p) é 0
valor méximo de f em A ou que p um ponto de maximo de f em A se, Vx em A, tivermos f (x)
<f (p). E, dizemos que f (p) é o valor minimo de f em A ou que p é um ponto de minimo de f
em A se, para todo x em A, tivermos f (x) > f (p).

Definicdo 3.10. Sejam f uma funcéo e p € Ds. Dizemos que f (p) é o valor maximo
global de f ou que p € um ponto de maximo global de f se, Vx em Dy, tivermos f (x) < f (p). E,
dizemos que f (p) € o valor minimo global de f ou que p € um ponto de minimo global de f se,
para todo x em Dy, tivermos f (x) > f (p).

Definicdo 3.11. Sejam f uma funcdo e p € Dy Dizemos que p é o ponto de

maximo local de f se existir r > 0 tal que f (x) <f (p) para todo x em (p-r, p + r) N D E,

dizemos que f (p) é o ponto minimo local de f se existir r > 0 tal que f (X) >f (p) V xem (p - r,
p+r)NnDs

Teorema 3.20. Seja f : (a, b) — R derivavel. Se f atinge maximo ou minimo em ¢
€ (a, b). Entdo /" (c) = 0.

Demonstracdo. Suponha ¢ ponto maximo de f em (a, b), ou seja, f (x) <f (c), para

todo x € [a, b]. Defina

(o= i[OS
X—cC X —C
e
o T =S©
fo@= T

Note que /', (¢) < 0, jaquex>cef(x)<f(c), logo
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f© - 1@ _,
x—c

Note também que /'_ (c) = 0, jdque x <c e f (x) <f(c), assim
J&x) = () > o,
X —c
Como f é derivavel em ¢ € (a, b), temos
/'y @=1"_()=71"(),

eassim, 0 < f'(c) <0, dai f'(c) =0.

Teorema 3.21. (de Rolle). Sejaf: [a, b] — R continua, tal que f (a) = f (b). Sefé
derivavel em (a, b) entdo existe um ponto c € (a, b) onde /' (c) = 0.

Demonstragdo. Se f é constante em [a, b] entdo /' (c) = 0 para todo ¢ € (a, b).
Caso contrério, f atingira seu minimo m ou seu maximo M num ponto interior ¢ € (a, b), pois
se ambos fossem atingidos nas extremidades, teriamos m = M e f seria constante. Logo, se ¢ é
interior ao intervalo (a, b), pelo teorema 3.20, "' (c) = 0.

Exemplo 3.18. Entre duas raizes reais distintas de um polinémio P (x) existe pelo
menos uma raiz real de P ' (x).

Solucdo 3.18. Sejam x; e X, raizes de P (x). Suponha sem perda de generalidade
gue X; < Xp. Assim, de P (x1) = P (x2) = 0 e P é derivavel em (X1, X2), pelo Teorema de Rolle, 3
C € (Xg, X) tal que P ' (c) = 0.

Exemplo 3.19. Seja P um polinbmio de grau n. Suponha que P possua m raizes
reais e distintas, com m < n. Prove que P ' possui pelo menos m — 1 raizes reais e distintas.

Solucédo 3.19. Sejam xy, Xz, X3, ... , x,,, raizes do polinémio P(x) de grau n, com m
<n. Supondo sem perda de generalidade que x; < X2 < X3 < :++ <X, .

Assim, como

P(X)=P()=P(X)=..=P(x,)=0

e P é derivavel em (x1, Xm), 0 Teorema de Rolle garante que, existem ¢y, ¢, ¢3, ..., C com

m-1 1
¢y € (x1,x3), ¢ € (X, X3), €3 € (x3,X4), ..., €, € (xm_l,xm),
tal que
P'(c;)=0,P"(c;)=0,..,P"(c,.) =0,
logo P ' (x) possui pelo menos m — 1 raizes reais e distintas.
Teorema 3.22. (do Valor Médio). Seja f : [a, b] — R continua. Se f é derivavel
em (a, b), existe ¢ € (a, b), tal que

J(b) /(@)

fle)=——
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Demonstragéo. Seja g(x) o polindmio de grau < 1 tal que g(a) = f (a) e g(b) = f (b). Ou seja,
g(x) é dotipog(x) = Ax+Beg'(x) =A. Temos que f (a) = Aa+ Bef (b) = Ab + B, assim
f)—fa)=Ab—Aa=A(b—-a)

A LB /@
b—a

logo Portanto:

PNIOLILC)

g b—a '’
V x € [a, b]. Considerando a funcdo ¢: [a, b] — R, definida por ¢(x) = f (x) — g(x), assim
temos,
p(@)=f(a)—g(@=0eqp(b)=f(b)—g(b)=0

logo,

p(@)=¢b)=0e9p'(X)=f"x) —g" (),
que satisfaz o Teorema de Rolle, logo existe ¢ € (a, b), tal quep '(c) =f'(c) —g' (¢) =0,
que dé a conclusdo desejada.
Teorema 3.23. Seja f continua no intervalo [a, b] e derivavel em (a, b).

1. f'(x) =0 paratodo x € (a, b) se, somente se, fé crescente em [a, b].

2. f'(x) <0paratodo x € (a, b) se, somente se, f é decrescente em [a, b].

A prova desse teorema pode ser encontrada em Fundamentos de Matematica
Elementar, vol. 8, pag. 174.

Definicdo 3.12. Dizemos que f, uma funcédo derivavel no intervalo aberto I, tem a
concavidade para cima se o grafico de f estiver acima de todas as suas tangentes no intervalo
aberto I. E, dizemos que f tem a concavidade para baixo se o grafico de f estiver abaixo de
todas as suas tangentes no intervalo aberto 1.

Definicdo 3.13. Sejam uma funcéo f e ¢ € Dy, com f continua em c. Dizemos que ¢
é ponto de inflexdo de f se existirem reais a e b, com ¢ € (a, b) no dominio de f, tal que f tenha
concavidades de nomes contrarios em (a, c) e em (c, b).

Teorema 3.24. Seja f derivavel até a segunda ordem em (a, b).

1. f"(x) = 0em (a, b) se, somente se, f tera a concavidade para cima em (a, b).

2. T"(x) <0em (a, b) se, somente se, f tera a concavidade para baixo em (a, b).

Definigdo 3.14. Dado um ponto ¢, com ¢ € Dy, dizemos que ¢ € ponto critico de f,
uma funcdo derivavel em seu dominio , se /’(c) = 0.

Teorema 3.25. Sejam f derivavel até a segunda ordem em (a, b) e ¢ € (a, b).

1. Sef'(c)=0ef" (x) > 0issoimplica que c é ponto de minimo local.
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2. Sef'(c)=0ef" (x) <O0issoimplica que c é ponto de maximo local.

As provas dos teoremas 3.24 e 3.25 podem ser encontradas em Guidorizzi (2008).

3.4.5 Férmula de Taylor

Seja f : I - R n vezes derivavel no ponto a € I. Entdo, para todo h tal que (a + h)

€ |, tem-se
rariy=r@+r@n+ D2 s DD sy
Onde
iy
im e =0

Observacao 3.9. Dado um polinémio P de grau n e a, h € R, pela formula de Taylor temos
que:

P"(a)

'2 RN
5 h™+ -+

P(a+h)=P(a) +P'(a)-h +

P"(a
( )-h”+ r (h).
n!
Atente que r (h) € um polindmio de grau menor ou igual a n, cujas derivadas, desde a ordem 0
até n, se anulam no ponto 0. Logo r = 0 e, assim, a férmula de Taylor serve para polinémios

sem resto. Portanto, o polindmio de Taylor fica

P@ e, PO

n
! n! i

P(a+h) =P(a) +P'(a)-h+

Destaca-se neste trabalho uma aplicacdo importante da férmula de Taylor em
problemas de maximos e minimos locais.

Seja f uma funcdo n vezes derivavel num ponto a, interior ao dominio de f.
Suponhamos que

f@=f"a)="=f""a)=0,

mas f ™(a) # 0. Afirmamos que:

1. Se n for par, entdo a sera um ponto de maximo local se f ™(a) < 0, ou um
ponto de minimo local se f ™(a) > 0.

2. Se n for impar, 0 ponto a ndo serd de maximo nem de minimo.

Sugerimos a leitura do livro Curso de Analise vol.1, de Elon Lages Lima, para um

maior aprofundamento sobre 0 assunto em questao.

3.5 Nocoes de Integracéo
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Definigdo 3.15. (de Primitiva de uma fungdo) Dada uma funcéo f definida em
um intervalo I. Uma primitiva de f em | é uma fun¢do F definida em I, tal que
F'(x)=71(x)
para todo x € /.
Definicdo 3.16. (de Integral Indefinida) Sendo F uma primitiva de f, toda
primitiva de f é
do tipo F(x) + k, onde k € uma constante real qualquer. Chamamos de Integral

Indefinida de f a expresséo F(x) + k. Representamos por:

ff(x)dx =F(x) + k.
De grande importancia para 0s resultados da nossa pesquisa, destacaremos
algumas regras de integracdo indefinida:

1. [odx=ax+k

2. [of ()dx=a [f()d;

3. Jlof ) £4-gM)]dx =0 [/ (x)dx £ g(x)dx;

xn+1

4, [x"dx= — thkn# -1

5. fx”de Inx+kn=—1, x>0;

6. [& dx=¢" +k

Defini¢do 3.17. (de Integral de Rieman) Sejam f uma funcdo no intervalo [a, b] e L um

Zn:f(ci)Axi
io1

tende a L, quando méax Ax; — 0, e denotamos

namero real. Dizemos que

lim z Fe)An=L
im1

max Axi -0

Se

Ve>0,30>0; <g

iﬂcami -1
i=1

para toda particéo de [a, b], com max Ax; < o e para qualquer escolha de ¢; € [x; _, x;].

Por defini¢cdo temos ainda que,

b n
[rea= tim > reeas.
a i=1
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Quando o referido limite existe dizemos que f é integravel (segundo Rieman) em
[a, b]. E chamamos a f:f(x)dx como integral definida de f em [a, b].

Observacao 3.10. Ainda temos, por definicdo, que:

Laf(x)dx =0

£}®w=—£3@waw<w

Vamos destacar algumas propriedades da integral definida. Em Guidorizzi (2008,
p. 303-305), a demonstracao destas propriedades podera ser consultada.
Teorema 3.26. Sejam f, g integraveis em [a, b] e k constante. Entéo

1. f+géintegravel em [a, b] e
b b b
[ e+ s@la= [ r@ars [ g @ax
2. kf é integravel em [a, b] e
b b
j kf(x)dx= kff(x)dx.
3. Sef(x) > 0eml[a,b], entdo

fbf(x)dx > 0.

4. Sec € (a, b)eféintegravel em [a, b] em [a, c] e em [c, b] entdo

L?@w=£3mw+£;@w.
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4 PROBLEMAS ECONOMICOS

Nesta parte da pesquisa destacam-se aplicacGes da derivada de uma funcdo em
problemas empregados nas areas da Administracdo e Economia. O propdsito deste momento
do trabalho é mostrar a utilidade prética do conhecimento matemaético na vida das pessoas e,
assim, possibilitar a tomada de decisbes diante de problemas. Dessa forma, apresentamos
questdes cuja ideia principal envolve maximizacdo de lucros, minimizagédo de custos, taxa de

inflacdo, financiamento imobiliario e previdéncia privada.
4.1 Fungdes Marginais
4.1.1 Funcdo Custo Marginal

Nos campos da Administracdo e Economia é comum a preocupa¢do com a taxa da
variacdo do custo total em relacdo a quantidade produzida de um determinado bem e, nédo so,
o custo total envolvido na producdo desse bem.

De acordo com Tan (2007), a analise marginal é o estudo das taxas de variagcdo
das quantidades econémicas.

Segundo Bonetto e Murolo (2012), analisar a variagdo de uma grandeza em
relacdo ao aumento de uma unidade na outra grandeza, a qual é dependente, é interessante no
campo econdmico para tomada de decisdes.

Desse modo, a expressdo marginal corresponde a quanto um fator esta variando
em relacdo a um ponto considerado. Vamos trabalhar com um problema para melhor entender
essa ideia.

O custo total semanal em reais incorrido por uma empresa para a fabricacdo de x
ventiladores é dado pela funcdo custo total

C(x) = 6000 + 300x — 0,2x? ; (0 <x < 200)
1. Qual o custo total envolvido na producéo do 151" ventilador?

O custo real envolvido na producdo do 151" ventilador é igual & diferenca entre os

custos de producgéo de 151 e 150 ventiladores. Assim, temos
C(151) = [6000 +300-151 — 0,2-(151)?]

C(150) = [6000 + 300-150 — 0,2-(150)?]
logo,
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C(151) — C(150) =46739,8 — 46500 = 239,8
2. Obtenha a taxa de variac¢éo da funcdo custo total com relacéo a x, quando x = 150.
A taxa de variagdo do custo total C com relagdo a x é dada pela derivada de C, logo,
C'(x) =300 — 0,4x

Assim, quando a producéo for de 150 aparelhos telefonicos, a taxa de variagdo do

custo total com relacdo a x € dada por
C'(x) =300 — 0,4 - 150 =240

Analisando a solucdo do problema proposto, temos o seguinte, pelo item a
encontramos que o custo para produzir o ventilador 151" é igual a 239,8 reais. Que é um valor
bem proximo da resposta encontrada no item b, de 240 reais. Por que isso acontece?

E facil observar que:

C(151) — c(150) = S = €U50)

1
ou seja,
C(150 +h) — C(150
C(151) — C(150) = ( )h (150)
comh=1.

Desse modo, a diferenca C(151) — C(150) = 239,8 € dada pela taxa de variacao
média da funcdo custo total C no intervalo [150,151]. Note, também que,
C'(x) = 240 corresponde a taxa de variagcdo instantdnea da funcdo C em x = 150. Assim,
quando tomarmos um h bem pequeno, a taxa de variacdo média da funcdo C sera uma boa
aproximagcao para a taxa de variacdo instantanea da funcéo C. Logo,

C(150 + 1) — C(150)
1
C(150 + k) — C(150)
h

C(151) — C(150) =

C(151) = C(150) = lim

0 que acontece no referido problema.

Denomina-se de custo marginal o custo gerado na fabricacdo de uma unidade
adicional de determinado produto por uma fabrica que trabalha com especifico indice de
producdo. Diante do exposto no problema anterior, a taxa de variagdo da funcdo custo total,
em um ponto dado, corresponde ao valor aproximado do custo marginal. Dessa forma, a
fungéo custo marginal é definida como a derivada da fungéo custo total associada.

Definicdo 4.1. Seja C(x) a funcdo custo total derivavel, com x>0 e

C(x) > 0 temos que a func¢do custo marginal é dada por sua derivada C'(x).
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4.1.2 Funcéo custo médio

Entendemos que a funcéo custo total corresponde a soma das fungdes custo fixo e
custo variavel.

E importante destacar que a funcdo custo médio é decrescente para valores de
producéo baixos porque, nesse intervalo o custo fixo médio e o custo variavel médio estéo
caindo. A partir de certo nivel de producédo, a funcao custo médio torna-se crescente, visto que
0 aumento do custo variavel médio passa a superar a reducédo do custo fixo médio.

Definicdo 4.2. Seja C(x) uma funcédo custo total, onde C(x) >0, a funcdo custo
médio, representada por C, é definida por

Com x >0, onde x indica a quantidade de certo produto.
Definicdo 4.3. Seja C(x) uma funcdo custo médio derivéavel, temos que a fungdo custo médio
marginal é dada por sua derivada C'(x).

Bonetto e Murolo (2012) afirmam que o custo médio marginal nos d& a variacéo
do custo médio de um produto correspondente a producdo de uma unidade a mais desse
produto.

Exemplo 4.1. O custo total mensal na fabricacdo de certo produto é dado por
C(x) =0,0002x> — 0,11x> + 60x + 8000 ; (0 <x < 500)
Determine as fungdes custo médio e custo médio marginal. Obtenha C'(400).

Solucéo 4.1. A funcéo custo médio é dada por:

_ , 8000
C(x) =0,0002x> —0,11x+ 60 +
X
E a funcdo custo médio marginal € dada por:
_ 8000
C'(x) = 0,0004x — 0,11 +—
X
assim,
_ 8000 _
C'(400) = 0,0004-400 — 0,11 — 2002 = C'(400)=0
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4.1.3 Funcéo receita marginal

Temos que a funcdo receita é o valor gerado por uma empresa com a venda de X
unidades de determinado produto por um preco p relacionado a cada unidade. Assim, a funcao
receita é definida por R(x) = px.

A receita marginal é a receita conquistada por uma empresa com a venda de uma
unidade adicional de um produto a partir de um numero especifico de vendas. Desse modo, a
funcdo receita marginal compreende a taxa de variacdo da funcao receita.

Definicdo 4.4. Seja R(x) a funcdo receita derivavel, com x>0 e R(x) >0 temos

que a funcdo receita marginal é dada por sua derivada R'(X).

4.1.4 Funcéo lucro marginal

Considerando R(x) a funcdo receita, C(x) a funcdo custo e x a quantidade de um

bem produzido ou vendido, com x > 0. Define-se a funcéo lucro por:
L(x) =R(x) — C(x).

A funcdo lucro marginal corresponde a taxa de variacdo da funcdo lucro a partir
da venda de uma unidade adicional de certo produto.

Definicdo 4.5. Seja L(x) a fungdo lucro derivavel, temos que a funcdo lucro
marginal é dada por sua derivada L' (x).

Exemplo 4.2. A demanda mensal por certo modelo de camisa é dada por

p =300 —0,4x
(0 <x<300), onde p é preco por unidade em reais e x a quantidade demandada. Sabendo que
a funcdo custo total mensal correspondente a producao desse modelo de camisa € dado por
C(x) =0,0002x> — 0,04x> + 70x + 2000 .
Determine:
1. a funcéo custo marginal C', a fungdo receita marginal R'e a funcéo lucro marginal L'.
2. C' (200), R' (200), L' (200) e interprete esses valores.
Solugéo 4.2. 1. Inicialmente precisamos calcular as fungdes receita R(x) e lucro L(x).
Assim, temos:
R(x) =xp =x(300 — 0,4x) = 300x — 0,4x>
L(x) =R(x) — C(x) =300x — 0,4x> — (0,0002x> — 0,04x? + 70x + 2000)
L(x)= —0,0002x* — 0,36x> +230x — 2000
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Agora, calculando as fungdes marginais, encontramos:
C'(x) = 0,0006x% — 0,08x + 70
R'(x) =300 — 0,8x
L'(x) = —0,0006x> —0,72x + 230
2. Pelo item anterior encontramos:
C'(200) = 0,0006 - 40000 — 0,08 - 200 + 70 =78
Isto €, quando o nivel de producdo corresponder a 200 camisas, o custo real para produzir
uma camisa a mais € de aproximadamente 78 reais. Agora,
R'(200) =300 — 0,8 - 200 = 140
Ou seja, a receita real conquistada pela venda da 201" camisa é, de aproximadamente, 140
reais. Pra finalizar,
L'(200) = —0,0006 - 40000 — 0,72 - 200 + 230 = 62
Portanto, o lucro real obtido pela venda da 201" camisa é, de aproximadamente, 62 reais.

Exemplo 4.3. Considere a fungéo custo total definida por
1
Cx)= 12+ In <3x + g)

X € [100,300], onde x corresponde a quantidade produzida por periodo. Determine o valor
minimo e valor maximo dessa funcéo.

Solucéo 4.3. A funcéo custo marginal é dada pela derivada de C(x), logo:

15
15x+1
ou seja, o custo gerado pela producdo de uma unidade a mais, no intervalo [100, 300] é

C'(x)=

determinado por C'(x). Além disso, pelo teorema 3.22 temos que, se C'(x) > 0 entdo C(x) é
crescente, nesse intervalo. Note que C'(x) ndo é definida para x = —%, pois x > 0 e néo se

anula para nenhum valor de x. Isto é, C(x) ndo possui pontos criticos nesse intervalo.
Calculando a segunda derivada temos

=225
(15x+ 1)

ou seja, a segunda derivada é sempre negativa para todo x. Logo, a funcdo custo dada atinge

C"(x)=

valor minimo quando x = 100 e valor maximo quando x = 300.

No mundo dos negocios € sempre importante observar em que ponto encontra-se
0 custo minimo e em que situacdo produzird o lucro méximo para que, diante dessas analises,
as pessoas possam fundamentar suas escolhas e facilitar as tomadas de decis6es. Desse modo,

apresentamos informacg6es que irdo contribuir nesse processo.
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4.1.5 Minimizando custos

Exemplo 4.4. Seja C(x) a fungdo custo total e C(x) a funcdo custo médio, com
x>0e C(x) >0, ambas derivaveis. Entdo:

1. Se C' (x) > C (x), entdo C(X) € crescente.

2. Se C' (x) < C (x), entdo C(x) é decrescente.

3. xo € um ponto critico de C(x) se, e somente se C(x,) = C' (xo).
Solugdo 4.4. 1. Da hipétese, temos que, C' (x) > C (), x > 0. Assim,

C'(x) — C(x)>0.

Observe que a funcdo custo médio é definida pelo quociente entre a funcéo custo C(x)
e a quantidade produzida x, com x > 0.
A partir da derivada da funcao custo médio, temos

C'(x) - x — C(x)
5 :

C'x) =

X

Logo,

C'x) = C(v)
X

como C'(x) — C(x)>0e x > 0, temos que, C '(x) > 0 portanto, pelo teorema 3.23, C (x) é

C'(x) =

crescente.

2.Por hipdtese, temos que, C'(x) < C (x), x > 0. Assim,
C'(x) — C(x) <o.

Como

C'(x) — C (x)

X

C'x) =

temos que, C '(x) < 0 portanto, pelo teorema 3.23, C (x) é decrescente.

3. Temos que

C'(xp) *xg — Clxg) - 1 0

C'(Xo) =0= >

X0
logo,
C'(xg) " xg — C(xg)- 1 =0
C'(xo) - xo = C(xo)-

Clxo)

Portanto, C'(x,) = > C'(xo) = C'(xp).
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Exemplo 4.5. Seja C(x) uma func&o custo total derivavel até a segunda ordem. Prove que, se
C (x) = C' (xg) & C"(x) > 0 com Xg € (0,+00), entdo o custo médio é minimo em Xo.
Solugdo 4.5. Como C(x,) = C'(x,), pelo terceiro item do exemplo 4.4, temos que Xo € ponto

critico de C(x). Por outro lado,

O = > 2 T
assim,
_ [C'(x) +C"(x)x — C'(x)]x? — 2x[C'(x) x — C(x)]
C'(x) = =
logo,

C"(x)x? — 2[C'(x)x — C()]
x3

C"(x)=
Observando em Xg, temos
C"(xo)x02 — 2[C'(xp) xg — C(x)]

ﬁ(XO) = x03
Mas,
C'(xo) xo — Clxg) =0
assim
— C"(xo)x02
C'(x) = ——=—
X0
logo,
- CH
T(xy) = (x0) 0
X0

Portanto, pelo teorema 3.25, Xo € ponto de minimo local de C(x).

Exemplo 4.6. Seja C(x) = 2x*+ 100x + 450 a funcdo custo total de fabricacdo de
certo produto, onde x representa 0 numero de unidades produzidas. Qual € o nivel de
producdo para que se tenha o custo médio minimo?

Solucdo 4.6. Calculemos a derivada da funcdo custo C(x) para obter o custo
marginal:

C'(x) =4x+ 100
Determinemos, agora, a funcdo custo médio, dividindo a funcéo custo C(x) por x, assim,

_ 2x2 4+ 100x + 450 450
C(X): x =2x+100+7

Temos que,
Clxp) = C'(xo)
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logo,

450
2X0 + 100 + x_= 4X0 + 100
0

entéo,
2x0> =450 = x,=15.

Portanto, Xo = 15 produz um custo médio minimo, visto que C"(15) > 0.

Figura 2 — Custo Médio Minimo

300+

200+

Crusto
N aargirneal

504

o 5 10 15 20

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.1.6 Maximizando lucros

Sabemos que o lucro total € a diferenca entre a receita total e o custo total. Em
situacBes normais, o lucro total L(x) e a quantidade produzida x sdo sempre numeros reais ndo
negativos e

x1 < x3 = L(x;) <L(xy)

Desse modo, o lucro aumenta quando o0 consumo aumenta. Assim, podemos
observar que L'(x) = 0 para todo x, desde que L(x) seja derivavel.

Além disso, é importante destacar que para de se obter o lucro total maximo é
preciso maximizar a receita total e minimizar o custo total.

Exemplo 4.7. Seja L(x) uma funcdo lucro total derivavel até a segunda ordem, com x > 0.
Mostre que:
1. Se R'(x) > C'(x), entdo L(x) € crescente.

2. Se R'(x) < C'(x), entdo L(x) é decrescente .
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3. Se Xp rende lucro maximo com xg € (0,+o0), entdo R'(xy) = C'(xy) € R"(xp) <

C"(xo)-
Solucéo 4.7. 1. Temos que,

L(x) =R(x) —C(x)
assim,

L'(x)=R'(x) —C'(x)
Por hipdétese,

R'(x) > C'(x),
ou seja,
R'(x) —C'(x)>0

logo, L'(x) > 0 e portanto, pelo Teorema 3.23, L(x) € crescente.

2. Como

L(x)=R(x) —C(x)
temos que,

L'(x)=R'(x) —C'(x)
De

R'(x) <C),
R'(x) —C'(x) <0,
logo, L'(x) < 0 e portanto, pelo teorema 3.23, L(x) € decrescente.
3. Como Xo rende lucro méximo, pelo Teorema 3.24, temos que L'(Xg) = 0 e L"(Xo) < 0.

Assim,
L'(xp) = R'(xp) — C'(xo)

logo,
0=R'(xp) — C'(x0),
portanto
R'(xq) = C'(xo).
De
L'(x0) = R'(xp) — C'(xo)
temos que,

L"(xp) = R"(xp) — C"(x0)
como L"(xg) < 0 resulta
R"(xp) —C"(xg) <0
Logo
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R"(xp) < C"(xp) -
Diante do que foi exposto, quando R’(x) > C'(x), provocando um lucro crescente,
conclui-se que a producdo da unidade adicional do produto deve ser realizada. E, quando o
lucro for decrescente, ou seja, R'(x) < C'(x) temos que a producdo da unidade adicional ndo

deve ser realizada.

4.1.7 Maximizando receitas

Exemplo 4.8. SejaR(x) = %’C) com x > 0 a funcgdo receita média. Prove que se a

funcdo receita R(x) apresenta concavidade para baixo, entdo o nivel de vendas que produzira
uma receita média maxima acontece quando R(x) = R'(x).

Solucéo 4.8. Como a funcdo receita R(x) tem concavidade para baixo em (0,+) ,
pelo Teorema 3.23 temos que R"(x) <0 para todo x € (0,+o0). Seja Xo € (0,70) 0 nivel de
vendas que resulta em uma receita média méxima, assim, o teorema 3.25 nos diz que se

R'(xo) =0 e R" (x;) <0, x, € um ponto de maximo local da fungdo R(x). Logo,

Xo € (0,+00). Calculando a derivada de R(x,), obtemos:
R'(x) - xo — R(xp)
(x0)?

R'(x) =

Como R’(Xo) = 0 resulta em

0 R'(xp) “xo — R(x)

(xo)2
assim,
0= R'(xg)  Rlxo)
X0 (xo)2
logo,
R(xp) _ R(xo)
(xo) (X0)2
Portanto,

R'(xq) = R(xp).

Exemplo 4.9. (Ver problema em Tan (2007, p.323)) A demanda semanal por DVDs
fabricados peca Herald Media Corporation € dada por



p= — 0,0005x + 60, 0<x<1095
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onde p é o preco unitario em ddlares e x é a quantidade demandada. A funcéo custo total

semanal associada a producao de discos é dada por

C(x) = — 0,001x2 + 18x + 4000

onde C(x) denota o custo total (em ddlares) de prensagem de x discos. Determine o nivel de

producdo que rendera lucro maximo ao fabricante.

Solucéo 4.9. A funcdo receita é definida por:

R(x) =px = — 0,0005x°+ 60x

logo, a receita marginal é:

R'(x)= — 0,0015x2+60

Temos que o custo marginal resulta em :

C'(x)= —0,002x + 18.
Seja xo a quantidade que produzird um lucro maximo, assim
R'(xo) = C'(xo).
—0,0015x4> + 60 = — 0,002x, +18

logo

0,0015x,2 — 0,002x, — 42 =0 = x,= 168.

Observe que

R"(168) = — 5,04 <—0,002 = C"(168).

E, portanto, o fabricante obtera lucro maximo quando forem produzidas 168 pecas.

Figura 3 — Lucro Maximo

404

204

Receita Marginal

Custo Marginal

Fonte: Elaborado pelo autor.



69

4.2 Elasticidade da demanda

Para Silveira (2013), a elasticidade € um conceito quantitativo e é utilizada tanto
na teoria quanto na pratica. Sendo assim, 0 seu estudo e entendimento fazem-se necessarios
uma vez que sdo muito importantes.

Quando o preco aumenta, 0 que acontece com a demanda? Geralmente, a
demanda diminui e, assim, a funcdo demanda é decrescente.

De acordo com Bonetto e Murolo (2012), para produtos distintos existem distintos
comportamentos de alteracdo da demanda em relacdo as variagfes de precos.

Nessa parte do trabalho vamos aprender a determinar a variagdo percentual que
ocorre na demanda a partir da variacdo de 1% no preco de um produto.

Sejam p o preco unitario de um bem, h o aumento do preco, f (p) a quantidade
demandada e [ f (p + h) — f (p)] a variacdo da quantidade demandada.

Temos que a variacdo percentual no preco unitario é dada por
h
—(100).
p

E a variacdo percentual da quantidade demandada pode ser escrita da seguinte

forma

f(p+h) — f(p)
f(p)

Para medir o efeito que uma variacdo percentual de precos produz na variacdo

l(lOO).

percentual da quantidade demandada, basta observar a razdo

f(p+h) — f(p)
| 7(P) Jaooy feh) = 1(p)

h 7 h
5 (100).

Mas, se f é derivavel em p, com h bem pequeno, fica que

h —
f(p+ )h f(p) ~ (.

Logo, o efeito que a variagcdo percentual do preco produz na demanda é dado por

p
JTP)J"(P)-

Segundo Tan (2007) a elasticidade da demanda é definida pelos economistas

como o valor negativo dessa razéo.
Definicdo 4.6. Seja x = f (p) uma fungdo demanda derivavel, entéo a elasticidade da demanda

para o prego p é dada por
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_p
E0= ~rp

Observacao 4.1. Podemos classificar a demanda a partir de sua elasticidade como:
1. Elastica, se E(p) > 1.
2. Unitéria, se E(p) = 1.

f'(p).

3. Inelastica, se E(p) < 1.

Exemplo 4.10. A guantidade diaria demandada de certo produto é dada por

f(p)= /300 —6p
com (0 < p <50) e p em reais. Obtenha a funcéo elasticidade da demanda E(p). Calcule E(10)
e E(40), interpretando os resultados.
Solugéo 4.10. Derivando f (p), obtemos:

1 1
' (P)=5 (300 —6p) 2+ (=6)

logo,

3
A /300 —6p

Desse modo, pela definicdo 4.6 a funcédo elasticidade da demanda resulta em

__ P
E(p) = f(p)f(p)

p 3
o~ i ()
300 — 6p 300 — 6p
3p
B = 355 = 6p
Calculando E(10) e E(40), encontramos E(10) = % = % = 0,125, isto é, a demanda é

inelastica. Assim como, E(40) = % =2, isto é, a demanda é elastica.

Portanto, os resultados nos dizem que quando o preco unitario p do produto é de
10 reais, uma variacdo de 1% no preco resultara numa variacdo de 0,125% na quantidade
demandada no sentido contrario a varia¢do do preco. E quando o preco unitario p do produto é
de 40 reais, uma variacdo de 1% no preco causard uma variagdo de 2% na quantidade
demandada no sentido contrario a varia¢do do prego.

Observando a classificacdo da demanda a partir do calculo da elasticidade,

verifica-se que se a demanda é unitaria, ou seja, se E(p) = 1 para todo p real positivo, temos:

P ' =
—ij)f(p) 1

isso implica em



S _ 1

f(p) 14
fp (1
oy ir=] -5

resultando em
Inf(p)+c;=—Inp+ ¢,
fazendo Inc = ¢, — ¢4, obtemos
Inf(p)=Inp 1+ Inc
assim,
Inf(p) = In(p~" -¢)
Iogo,f(p):g,c>0ep>0. Como

lim f(p) =0,
p—o+co
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Sse 0 preco p cresce enormemente a demanda f (p) é muito proxima de zero. Assim, percebe-se

que quanto maior for o preco menor serd a demanda.

Por outro lado, se tomarmos o

lim f(p) = oo

temos que, quanto menor for p maior serd f (p), ou seja, quando o preco de um certo produto

diminui consideravelmente a tendéncia € que a procura por esse produto aumente bastante e a

demanda vai crescendo.

O mesmo ocorre quando a demanda é elastica, ou seja, quando E(p) > 1 para todo

p real positivo, temos:
p
- — >1
7 f(p)

isso implica em

f(p) 1

O

/' (p) 1
ﬂmmgfzﬂp

resultando em
Inf(p)+e < —Inp+te
fazendo Inc = ¢, — ¢4, obtemos
Inf(p)<Inp'+ Inc

assim,

Inf(p) < In(p~" - )
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logo, f (p) < %,c>oep>o.

Por outro lado, se a demanda é inelastica, ou seja, se E(p) < 1 para todo p real

positivo, encontramos que f (p) > ;. Assim, se tomarmos o
lim f(p) = +o,
logo, quanto menor for p maior sera f (p), ou seja, quando o preco de um certo produto

diminui consideravelmente a tendéncia é que a procura por esse produto aumente bastante e a

demanda vai crescendo. Fato esse perfeitamente perceptivel no mundo dos negécios.
4.3 InterpretacOes da derivada
4.3.1 Taxa de inflagdo de uma Economia

Considere que f (t) seja a funcdo que define o indice de precos ao consumidor
(IPC) de uma economia entre os anos a e b. E sendo t = ¢, onde a < ¢ < b, temos que /' ()

corresponde a taxa de variacdo de f em c. A razédo

f(p)
f(p)

determina a taxa de inflacdo da economiaem t = c.
Exemplo 4.11. O IPC de uma economia ¢ definido pela fungéo
f(H)=— 048452+ 120
com 0 <t<5),ondet =0 indica o ano 2005. Calcule a taxa de inflagdo em 2009 (t = 4).
Solucéo 4.11. Calculando a derivada de f (t), temos:
f1()=—12£+10t
Determinando os valores de /' (4) e f (4), encontramos:
(@)= —12-16+10-40=20,8
f4)= —04-64+5-16+120=174,4
Logo, a taxa de inflagdo dessa economia durante esses 4 anos, resulta em:

1) 208
fo) 1744

Suponha que o indice de precos ao consumidor (IPC) de um determinado pais seja

=0,119=11,9%

dado por uma fungéo exponencial definida nos reais do tipo

(0= ke

onde k e o sdo constantes positivas, com t > 0. Usando a razéo



/()
f(p)
para todo t determinamos a taxa de inflagdo dessa economia, assim,
() =ke* -+ a
e como
J(0) = ke™

a taxa de inflacéo resulta em

£ ) _ ket a_
O
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Isso nos mostra que sempre que o IPC de uma economia for representado por uma

funcdo exponencial a taxa de inflacdo resulta na constante o que multiplica o periodo

analisado t. Ou seja, nesse caso a taxa de inflacdo se torna constante, independente do

momento considerado.
4.3.2 A diferencial de uma fun¢do aproximando valores

Figura 4 — Diferencial de uma fungéo

Q

FACD)]
_—_ o

/

o @+ Aw

Fonte: Elaborado pelo autor.

Existem problemas que exigem o estudo da variacdo de uma variavel dependente

relacionada a uma pequena mudanca da variavel independente. Essas situa¢des acontecem na

vida das pessoas a partir de alguns modelos. Destacaremos questdes praticas que envolvem

financiamento de imdveis e previdéncia privada.

Definigdo 4.7. Sejay = f (x) uma funcéo derivavel. Entdo:

1. A diferencial da variavel independente x é dx = Ax
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2. A diferencial da variavel dependente y é dy = /' (x)dx.

Analisando o gréfico da fungdo f representado na figura 4, encontramos uma
expressdo que determina a variacdo em y = f (x) a partir de uma pequena variagdo da variavel
X. Perceba que ao examinar 0s pontos proximos ao ponto de tangéncia, a reta tangente fica
muito proxima do grafico de f. Isso nos diz que quando tomarmos um Ax = TP pequeno,
determinamos um dy = PQ muito proximo de Ay = f (Xo + Ax) — f (Xo).

Considerando o triangulo TPQ, temos que
PQ
=5
Mas, a inclinacdo da reta tangente é definida pela derivada de f no ponto X, ou

tana =

seja, 1 (Xo). Logo, temos que

o b
ou seja,
dy = f" (xo)Ax.

Assim, obtemos a aproximagao
Ay=dy= f"(xo)Ax
a partir da derivada de f no ponto xo.

4.3.2.1 Financiamento Imobiliario

Exemplo 4.12. (Ver problema em Tan (2007, p.207)) A familia Miller planeja
comprar uma casa em um futuro proximo e estima que precisard de $120000 para um
financiamento de 30 anos a juros constantes. Sua prestacdo mensal P (em ddlares) pode ser

calculada usando a formula
100007

1— (1+ %)_360

onde r é a taxa de juros anual. Se a taxa de juros aumenta a taxa presente de 9% ao ano para

9,2% ao ano no momento em que a familia Miller decide pelo financiamento,
aproximadamente de quanto mais sera sua prestagdo mensal?

Solucgédo 4.12. Temos que
100007

1= (1+ %)_360'

f()=P=

A sua derivada 1’ (r) € dada por:
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10000 — 10000 (1 + 1) =% 00007 — 30 (1+ 1) 360

36072
[1— 1+12) ]

Calculando o valor de /' (0,09), visto que a taxa de juros anterior ao aumento € de r = 9%,

A

encontramos ' (0,09) = 9031,43. Nessa situacdo, 0 aumento na prestacdo mensal gerado pela
variacao na taxa de juros de 9% para 9,2% sera de aproximadamente

dP =1£"'(0,09) =9031,43 - (0,002) = 18,06.
onde dr =0,092 — 0,09 = 0,002.

4.3.2.2 Previdéncia Privada

Exemplo 4.13. Paulo contribui com certa quantia em reais por més para um plano
de previdéncia privada, com rendimentos compostos de i% ao ano capitalizado mensalmente.

Depois de 20 anos, 0 montante produzido é definido por

20000 [(1 + %)240 — 1]

M= ;
1
Determine o montante a mais, produzido ao final de 20 anos se os rendimentos
fossem 5,1%, em vez de 5%?

Solucéo 4.13. Escrevendo

240
20000[ 1+ —) — 1]

M=7(i)=
Calculando a derivada /' (i), temos:
. 239 . 240
40000 (1 + 75)  —20000(1+ 75)  +20000
/@)= 5

1

logo

0,005 19792 = 7916800
A )= 0,0025

O aumento do Montante é obtido por: dM ="' (i) di, onde di = 0,051 — 0,05 = 0,001, assim,
dM = £f'(0,005) - 0,001 =7916800 - 0,001 =7916,8.
Portanto, o aumento da taxa de 0,01% produzird, no final de 20 anos, um aumento no

montante de 7916,8 reais.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O referido trabalho procurou apresentar, de forma simples e objetiva, algumas
aplicacdes do Calculo Diferencial no campo da Economia destacando fungdes e modelos
econdmicos que podem ser enfatizados em problemas que levam esse conhecimento ao aluno
do Ensino Médio. Preocupou-se em dar relevancia ao rigor matematico na construcdo das
informacdes pertinentes a area da Economia a fim de desenvolver o despertar dos nossos
alunos para essa area do conhecimento.

A pesquisa realizada se encaixa no &mbito da matematica aplicada ao mundo dos
negdcios e mostrou uma sequéncia de elementos vinculados a area da Economia que exigem a
aplicabilidade do Calculo Diferencial. O trabalho apresentou o tema sob trés tdpicos
tematicos: a Matematica Financeira como suporte basico para o estudo da Economia, o
Célculo Diferencial como ferramenta para trabalhar os problemas de fun¢bes econdmicas e a
Anélise Marginal como fundamento para entender os problemas que envolvem ideias
associadas a maximizacao de lucros e minimizacdo de custos. Foram destacadas, também,
algumas interpretacdes da Derivada que julgamos importante abordar, tais como, taxa de
inflacdo, financiamento imobiliario e previdéncia privada.

O propoésito maior desse trabalho € de incentivar o estudo no campo da
Matematica Financeira e da Economia. Dessa forma, os problemas destacados visam
fortalecer a relacdo entre o conhecimento matematico e a vida do cidaddo. A partir dos
conceitos e informacoes, discutidas nessa pesquisa, espera-se que o leitor possa ampliar o seu

conhecimento a fim de facilitar a tomada de decisdes futuras.
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