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Resumo

Ao longo da histéria, a matematica sempre foi um desafio para muitos, sendo inclusive
objeto de disputa intelectual entre os matematicos de épocas passadas. Ha4 uma certa
caréncia no sistema educacional brasileiro com relagao a qualidade do ensino de matematica,
mas isso tem mudado gradativamente nos ultimos anos, principalmente pela introducao das
olimpiadas de matematica, que tém gerado um avanco neste processo, envolvendo tanto
alunos, quanto professores, com esforcos engendrados a melhorar e aprimorar as técnicas
de ensino-aprendizagem para que bons resultados sejam alcancados pelos alunos e por suas
instituigoes. Neste trabalho, apresentamos um breve histérico estrutural da Olimpiada
Brasileira de Matematica (OBM) e, também, da Olimpiada Internacional de Matematica
(IMO). Sabemos que esses certames valorizam muito o conhecimento matematico bésico e
a capacidade de resolver problemas de raciocinio 16gico. Apresentamos as fundamentagoes
tedricas de Congruéncias Modulares, um breve histérico de como surgiu esse objeto de
estudo, descrevendo sua origem, defini¢oes, demonstracoes de suas principais propriedades
e, ainda, aplicagoes de congruéncias modulares nas olimpiadas de matemética e provas que
geralmente cobram um nivel de exceléncia em matematica. Esta dissertacao foi produzida
para facilitar o acesso a este tema, visando transmitir o conhecimento de uma maneira

pratica e de facil entendimento.

Palavras-chaves: Olimpiada Brasileira de Matematica. Olimpiada Internacional de Ma-

tematica. Congruéncia Modular.



Abstract

Throughout history, mathematics has always been a challenge for many, and it has even
been the object of intellectual dispute among mathematicians of past times. There is a
certain lack in the Brazilian educational system regarding the quality of mathematics
teaching, but this has gradually changed in recent years, mainly due to the introduction
of the mathematics olympics, which have generated an advance in this process, involving
both students and teachers, with efforts to improve and improve teaching and learning
techniques so that great results are achieved by students and their institutions. In this
work, we present a brief structural history of the Brazilian Mathematical Olympiad (OBM)
and also of the International Mathematical Olympiad (IMO). We know that these place
great value on basic mathematical knowledge and the ability to solve logical reasoning
problems. We present the theoretical foundations of Modular Congruences, a brief history
of how this object of study arose, describing its origin, definitions, demonstrations of its
main properties, and also applications of modular congruences in mathematics and exams
that generally require a level of excellence in mathematics. This dissertation was produced
to facilitate the access to this topic, aiming to transmit knowledge in a practical and

easy-to-understand manner.

Keywords: Brazilian Mathematical Olympiad. International Mathematical Olympiad.

Modular Congruence.
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1 Introducao

Um dos muitos obstaculos a evolugao dos indicadores educacionais no Brasil,
atualmente, sdo as elevadas taxas de repeténcia, que ocorrem por varios motivos, dentre eles
pode-se destacar, segundo a Escola da Inteligéncia (2017), o fato de os estudantes receberem
pouco ou nenhum incentivo a educagao. Dentre as muitas dificuldades encontradas pelos
alunos, o estudo e o dominio da matematica sao os que mais se destacam. Muitas vezes,
ouvem-se declaragdes de que os estudantes ndo gostam de matematica, de que a temem e
de que a consideram uma disciplina complexa (REZENDE; MESQUITA, 2013).

A Olimpiada Brasileira de Mateméatica vem sendo, ao longo dos anos, um grande
incentivo ao estudo e ao dominio da matematica, nao s6 para os alunos, mas também para
os professores e para todo o corpo docente das escolas da rede publica e privada, em todo
territorio nacional, uma vez que a competicao também serve como porta de entrada para
a mais prestigiada olimpiada cientifica para estudantes do Ensino Médio, a Olimpiada
Internacional de Matemtética (IMO).

Dessa forma, o presente trabalho tem como intuito propor o entendimento da
importancia do evento, bem como a metodologia da competicao em ambito nacional e
internacional. O estudo foi feito por meio de um levantamento bibliografico do retrospecto
das competigoes olimpicas, desde o surgimento da primeira até as diversas que existem,
atualmente, em novo formato, assim como as premiacoes, aplica¢oes, questoes e resolucao

de provas passadas, a fim de exemplificar o nivel da competicao.

1.1 Motivacao

A Olimpiada de Matematica tornou-se uma motivacao para os alunos desde o inicio
da sua realizacao no pais, uma vez que, na grande maioria das competi¢coes olimpicas,
ha uma premiagao para os competidores que se destacam. O fato de ser realizada em
diversas escalas (mundial, nacional, regional), é um grande incentivo para os estudantes
em nivel escolar e universitario. Essa forma de competicao ocorre hd muito tempo e nasceu,
primeiramente, com o objetivo de selecionar os melhores alunos em matematica para

investir na sua carreira e, possivelmente, contribuir para o avango cientifico-tecnolégico do

seu pais (BAGATINI, 2010).
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1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo geral mostrar de maneira sucinta como ¢é a
estrutura de cada olimpiada de matematica, analisando sua forma de aplicacao, o formato
de pontuacao e o método de premiacao, também trazer o conhecimento basico sobre
aritmética modular com as propriedades mais utilizadas e também resolucoes de problemas,
de modo que o leitor possa compreender e aplicar todos os conhecimentos, e alcancar o

sucesso em seus estudos posteriores.

Os objetivos especificos incluem:

o Mostrar a estrutura das olimpiadas de matematica;

o Trazer informagdes gerais sobre olimpiadas de matematica;

o Apresentar conhecimentos basicos de congruéncia modular;

o Apresentar as propriedades de congruéncia modular e suas demonstracoes;

e Resolugao de problemas de congruéncia modular com todas as estapas da resolugao;

o Trazer aplicacoes praticas de congruéncia modular.

1.3 Metodologia

Segundo (MARCONTI; LAKATOS, 2005), “nao ha ciéncia sem o emprego de métodos
cientificos”. Este trabalho foi elaborado por meio da pesquisa em dissertacoes, artigos,
videos e sites oficiais, que possuem informagoes sobre as olimpiadas de matematica em
geral. Varios videos foram assistidos, buscando uma ampla base de contetido, e também
foram feitos estudos sistematicos sobre congruéncia modular, para elaboracao de um texto
de facil compreensao. Os problemas resolvidos foram explanados de modo a tornar cada
passo acessivel a compreensao, mostrando todas as propriedades utilizadas e também
todas as etapas da resolucao. O instrumento de pesquisa sao a Olimpiada Internacional de
Matematica e a Olimpiada Nacional de Matematica, como forma de incentivo ao estudo e
dominio da matematica por estudantes dos niveis escolares e universitario e também um
amplo estudo sobre congruéncias modulares, como mecanismo facilitador de obtencao de

conhecimento.

O trabalho foi realizado em duas etapas. Inicialmente foi criado um acervo sobre as
olimpiadas de matematica, procurando informagoes gerais sobre os certames, sua realizagao,
premiacao e curiosidades. Com esses contetudos, foi criado um texto sucinto, porém com
grande quantidade de informacoes, onde a estrutura de cada olimpiada é apresentada.

Apbs concluir essa primeira etapa, iniciou-se um estudo sobre a congruéncia modular,
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suas propriedades, demonstragoes e problemas olimpicos que envolvem tais assuntos. Apés
essa coleta de informacoes, iniciou-se a elaboracao de uma base tedrica concisa e de facil
entendimento, apresentando primeiro a teoria completa, com todas as demonstracoes e
posteriormente os problemas olimpicos com toda explanacao e detalhes. Para finalizar,
foram apresentadas algumas aplicagoes das congruéncias modulares, onde podemos observar
sua utilizacao de forma pratica, e que envolve aplicagoes bastante recorrentes em sistemas

de numeracao, cadastro e organizacao.
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?2 Referencial Tedrico

Quando ouvimos a palavra “Olimpiadas”, geralmente a relacionamos a competicoes
esportivas, com as quais estamos familiarizados, em virtude da grande midia criada em
cima da paixao brasileira pelo esporte. A Olimpiada de Matemaética é equivalente a tais
competigdes na maneira como o concorrente compete com os outros candidatos a fim
de conquistar a vitéria, além de ser composta por regras e deveres como em qualquer
modalidade. Nessa olimpiada, o “esporte” disputado nao requer do concorrente forca
e/ou quaisquer habilidades fisicas que lhe garantam capacidade de obter bons resultados,
pois é uma disputa de carater intelectual entre jovens em que as forcas resumem-se em

inteligéncia, criatividade, imaginacao e disciplina mental.

Uma Olimpiada de Matematica é formada por uma sequéncia de provas, compostas
por problemas instigantes, que englobam varias dreas da matematica, onde o candidato
deve ter uma formacao adequada para conseguir obter éxito. Na maioria das provas, das
diversas competicoes existentes, os problemas que as compoem nao requerem do aluno
um alto padrao de conhecimentos matematicos, mas sim principalmente a capacidade de

interpretar, criar e improvisar o mais rapido possivel.

2.1 OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

A Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM) é uma competicao para estudantes
dos ensinos fundamental (a partir do 6° ano), médio e universitario das instituigoes ptiblicas
em ambito nacional, realizada pela Associacao da Olimpiada Brasileira de Matematica
(AOBM) e conta com o apoio da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM). E atribuida
a comissao Nacional de Olimpiadas de Matematica a preparacao e as solugoes das provas
da OBM, bem como a definigao dos critérios de correcao e de premiagao (OBM, 2020), e

tem como objetivos:

a. Interferir decisivamente em prol da melhoria do ensino de Ma-
tematica no Brasil, estimulando alunos e professores a um apri-
moramento maior propiciado pela participagdao em olimpiadas. b.
Descobrir jovens com talento matematico excepcional e colocé-los
em contato com matemaéticos profissionais e instituicoes de pesquisa
de alto nivel, propiciando condigoes favoraveis para a formacao e o
desenvolvimento de uma carreira de pesquisa. c. Selecionar os estu-
dantes que representarao o Brasil em competigdes internacionais
de Matematica a partir do seu desempenho na OBM, realizando
o seu devido treinamento. d. Apoiar as competicoes regionais de
Matematica em todo o Brasil. e. Organizar as diversas competicoes
internacionais de Matemética, quando sediadas no Brasil (OBM,
2020).
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2.1.1 Nivel de participacao, fases e estrutura das provas

Em 2017, a OBM mudou de formato e, desde entdo, sdo quatro os niveis de

participagao, de acordo com a escolaridade do aluno.

a. Nivel 1 - alunos que estejam matriculados no 6° ou 7° ano do
Ensino Fundamental no ano de 2020.

b. Nivel 2 - alunos matriculados no 8° ou 9° ano do Ensino Funda-
mental no ano de 2020.

c. Nivel 3 - alunos matriculados em qualquer série do Ensino Médio
no ano de 2020.

d. Nivel Universitario - estudantes universitarios, que ainda nao
tenham concluido o curso superior, normalmente estudantes univer-
sitarios em nivel de graduagao, podendo ser estudantes de qualquer
curso e qualquer periodo, ou aqueles que concluiram o Ensino
Médio ha menos de um ano e ndo tenham ingressado em curso de
nivel superior até a data de realizagdo da prova da Competigao
Elon Lages Lima de Matematica, que substitui, a partir da 422
edicao, a prova da Primeira Fase do Nivel Universitario. Alunos
que concluiram o ensino superior no segundo semestre de 2020
também poderao participar do nivel universitario.

e. A Comissdo Nacional de Olimpiadas de Matemdtica podera,
em casos excepcionais de comprovado mérito académico, autori-
zar a participagao de alunos na prova da OBM. Para os Niveis
1, 2 e 3, a OBM ser4 realizada em Fase Unica. Para o Nivel Uni-
versitario, a OBM ¢é realizada em duas fases, sendo a primeira
fase, a Competigdo FElon Lages Lima de Matematica. As datas
de todas as fases estdo definidas no calendéario oficial, publicado
na pagina eletronica da OBM. Casos omissos serdao analisados e
decididos pela Comissao Nacional de Olimpiadas de Matemaética
(REGULAMENTO-OBMEP, 2020).

Segundo o Regulamento da OBM, a estrutura das provas para o nivel 1 conta com
avaliagao discursiva composta por 5 problemas, com duracao de 4 horas e 30 minutos. Ja
os niveis 2 e 3 contam com prova discursiva, realizada em dois dias consecutivos, com 3

problemas em cada dia e duragao de 4 horas e 30 minutos por dia.

Ja para o Nivel Universitario, a Competicao Elon Lages Lima de Matemaética é
composta por uma prova objetiva com 25 perguntas de multipla escolha, com duracao
de 3 horas. Na Segunda Fase, a prova discursiva é realizada em dois dias consecutivos,

composta por 3 questoes em cada dia e com duracao de 4 horas e 30 minutos por dia.

Atualmente, no Brasil, temos duas competi¢oes semelhantes, sendo elas a Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) e a Olimpiada Brasileira de
Matematica (OBM). O que difere uma da outra, além da comissao organizadora, é que
a OBMEP é para alunos do 6° ano do Ensino Fundamental até o ultimo ano do Ensino
Médio e composta por duas fases, enquanto a OBM abrange nivel fundamental, médio e

universitario e, no momento atual, mantém duas fases apenas para o nivel universitario.
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A Olimpiada Brasileira de Mateméatica das Escolas Publicas (OBMEP) é um projeto
nacional que era dirigido apenas as escolas publicas, e que no ano de 2017 em sua 172
edicao foi aberta também para as escolas privadas brasileiras, realizada pelo Instituto de
Matematica Pura e Aplicada (IMPA), com o apoio da Sociedade Brasileira de Matemética

(SBM), e promovida com recursos do Ministério da Educagao e do Ministério da Ciéncia,
Tecnologia, Inovagoes e Comunicagoes — MCTIC (OBM, 2020).

2.1.2 Premiacao

Ainda em conformidade com o regulamento da (OBM, 2020), aos alunos que
obtiverem as melhores pontuagoes finais, em ordem decrescente de pontuacao, sao oferecidos
prémios, certificados e medalhas de ouro, prata e bronze. As quantidades de medalhas
oferecidas atendem a proporc¢ao especificada em cada nivel. Sao oferecidas, também,
mengoes honrosas, que sao definidas a critério da banca. J4 na Competicao Elon Lages
Lima de Matematica nao ha entrega de medalhas ou troféus fisicos. Todos os premiados
nesta competicao sdo aprovados para participar da prova da Segunda Fase do Nivel

Universitario.

A cerimoénia de premiagao é realizada anualmente durante a Semana Olimpica,
podendo ocorrer presencialmente ou nao. Aos alunos que nao podem comparecer ao evento,
é enviada a medalha através dos correios e disponibilizados os certificados em formato

digital no sistema da pagina eletronica da OBM.

Vale lembrar que o medalhista Fields brasileiro, Artur Avila, foi descoberto gracas
as iniciativas do IMPA de atrair, para seus programas de iniciacao cientifica, mestrado e

doutorado, jovens medalhistas das Olimpiadas de Matematica.

2.1.3 Breve histérico da OBM

Segundo (BAGATINI, 2010), a pioneira das Olimpiadas de Matemética no Brasil
(OMB) foi organizada no estado de Sao Paulo, em 1977, criada pela Academia Paulista de
Ciéncia. Na ocasiao, foi destinada somente a alunos do estado e dividida em trés niveis,
Alfa (sexto e sétimo anos do ensino fundamental), Beta (oitavo e nono anos do ensino

fundamental) e Gama (primeiro e segundo anos do ensino médio).

Desde 1894, as Olimpiadas de Matematica comecaram a ser disputadas conforme os
modelos utilizados até os dias de hoje. As primeiras edi¢oes foram realizadas na Hungria,
e logo apds, certames similares comegaram a ser realizados no leste europeu, culminando
na realizagdo da 1* Olimpiada Internacional de Matematica, na Roménia, em 1959. Essas
competigoes foram ganhando cada vez mais prestigio e relevancia entre os mateméaticos
do mundo. Com o tempo, varios paises foram buscando participar e também fazer suas

préprias olimpiadas.
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Segundo informagoes disponibilizadas no site da (OBM, 2020), pode-se constatar
que, em 1979, a Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) organizou a 1* Olimpiada
Brasileira de Matemética (OBM) e, desde entdo, passou por diversas mudangas em seu
formato. Em 1991, fizeram a inser¢ao de dois niveis, Junior (alunos que completassem 15
anos até 1991) e Sénior (para alunos que estivessem cursando o Ensino Médio). Em 1992,
houve a insercao de duas fases. A prova da primeira fase era composta por vinte e cinco
questoes objetivas e a prova da segunda fase acontecia em dois dias, com trés problemas
por dia e o nivel Junior passa a ser para alunos que estivessem cursando até a oitava série.
Em 1993, a segunda fase do nivel Junior voltou a ser realizada em um unico dia e agora
com cinco problemas. Em 1995, o nivel Junior volta a ser para alunos que tivessem a idade
de quinze anos. Em 1998, sao criados trés niveis, I (5% e 6% séries), II ( 7% e 8* séries) e 111
(Ensino Médio) e trés fases da prova, sendo a primeira objetiva com vinte ou vinte e cinco
questoes, a segunda era uma prova aberta com seis questoes, ja a terceira fase continha
cinco questoes para os niveis I e II e seis questoes para o nivel III que eram feitas em dois
dias. As provas dos niveis I e I eram, entao, aplicadas nas Escolas cadastradas. Em 1999,
as provas do nivel II na fase final também passam a ser aplicadas em dois dias. Em 2001,

é criado o nivel universitario, em duas fases.

Em 2005, surgiu a OBMEP, um projeto em ambito nacional dirigido as escolas
publicas e privadas brasileiras, realizada pelo Instituto de Matematica Pura e Aplicada
(IMPA), com o apoio da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), e promovida com
recursos do Ministério da Educagao e do Ministério da Ciéncia, Tecnologia, Inovagoes
e Comunicagoes (MCTIC), como uma realizagdo do IMPA. A OBMEP foi criada com
o intuito de incentivar alunos das escolas publicas de educagao basica no estudo da

matematica e revelar talentos na area; seus objetivos principais sao

Estimular e promover o estudo da Matematica;

Contribuir para a melhoria da qualidade da educagao bésica, pos-
sibilitando que um maior nimero de alunos brasileiros possa ter
acesso a material didatico de qualidade;

Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso em universidades,
nas areas cientificas e tecnolégicas;

Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas publicas,
contribuindo para a sua valorizagao profissional;

Contribuir para a integragao das escolas brasileiras com as uni-
versidades publicas, os institutos de pesquisa e com as sociedades
cientificas;

Promover a inclusao social por meio da difusdo do conhecimento
(OBMEP, 2020).

Em 2017, a OBM se integra a OBMEP e institui prova em fase tinica para os niveis
I, IT e I1I, e em duas fases para o nivel universitario. Mesmo que estivessem em constante
mudanca, a ideia central — que ¢é estimular nos alunos o estudo e o gosto pela matematica,

desenvolver e aperfeicoar a capacitacao dos professores, influenciar na melhoria do ensino
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e descobrir jovens talentos — sempre foi mantida. Vale ressaltar, ainda, que os medalhistas
da OBMEP recebem beneficios, como bolsas de estudo, ao ingressarem em cursos de

graduacao e pos-graduacao de algumas universidades federais.

2.2 OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA

A Olimpiada Internacional de Mateméatica (IMO) é a maior, mais antiga e mais
prestigiada olimpiada cientifica para estudantes do Ensino Médio do mundo. Segundo dados
da IMO (2020), a primeira edi¢ao foi realizada na Roménia, em 1959, com a participagao
de sete paises, Roménia, Hungria, Bulgaria, Polonia, Tchecoslovaquia, Alemanha Oriental
e URSS. Desde entao, o evento é realizado anualmente (com excegao de 1980, em que a
prova foi cancelada devido a problemas politicos na Mongodlia, local onde a prova seria
realizada), sempre em um pais diferente e, em 2017, a 58° Olimpiada Internacional de
Matematica foi realizada no Brasil, na cidade do Rio de Janeiro, onde a equipe brasileira

conquistou trés medalhas e trés mengoes honrosas.

Os objetivos da IMO sao:

Descobrir, encorajar e desafiar jovens com talentos matematicos
em todos os paises;

Fomentar relagoes internacionais amigaveis entre matematicos de
todos os paises;

Criar oportunidade para a troca de informagdes sobre programas e
praticas escolares em todo o mundo;

Promover a matemética em geral (IMO, 2017).

2.2.1 Nivel de participacdo, fases e estrutura das provas

Atualmente, mais de 100 paises, dos 5 continentes, participam do evento. Cada
pais pode enviar uma equipe de até seis alunos do Ensino Médio ou individuos que nao
tenham ingressado na Universidade, ou equivalente, na data de realizacdo da Olimpiada,
mais um lider de equipe, um vice-lider e observadores, se desejar. Durante a competicao,
os participantes tém que resolver, individualmente, duas provas em dois dias consecutivos,

com trés problemas por dia. Cada problema vale sete pontos.

2.2.2 Premiacao

As medalhas de ouro, prata e bronze sdo concedidas na propor¢ao de 1:2: 3 de
acordo com o resultado geral, sendo que metade dos competidores recebe uma medalha.
Ainda com o objetivo de incentivar o maior niimero possivel de alunos a resolver problemas
completos, sao atribuidos certificados de mengao honrosa aos alunos (sem medalha) que

obtiveram 7 pontos em pelo menos um problema. Segundo (BAGATINI, 2010), as linguas
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oficiais da Olimpiada Internacional sao inglés, francés, aleméao e russo. Caso seja necessario,

os chefes de cada equipe se responsabilizam pelas tradugoes da prova.

2.2.3 Breve histérico da IMO

Durante toda a histéria das Olimpiadas, existem alguns fatos importantes que

podem ser destacados na historia da IMO; sao eles:

Em 1965, a competicao foi realizada em Berlim (Alemanha Oriental)
com a participagao de dez paises, entre eles a Finlandia, que foi o
primeiro pais fora da “Cortina de Ferro” a participar do evento.

Em 1974, a competicdo ocorreu pela segunda vez em Berlim e,
dentre os dezesseis paises participantes, pela primeira vez, estava
os Estados Unidos.

Em 1979, a competicao realizou-se em Londres (Inglaterra) e, dentre
os 23 paises participantes, pela primeira vez, estava o Brasil.

Em 1980, ndo houve competicao, pois a Mongdlia passava por
problemas internos politicos, e entao foram realizados dois pequenos
torneios de carater ndo oficial.

Em 1981, pela primeira vez, a competicao foi organizada fora
da Europa, em Washington - Estados Unidos (MACIEL-CMPA;
BASSO-UFRGS, 2009).

Quando a IMO iniciou, cada pais participante era representado por, no maximo, oito
alunos. Ao longo dos anos, foi alterado para quatro e seis participantes, sendo este tltimo
formato utilizado até hoje (BAGATINI, 2010). Como pré-requisitos para integrar-se na
competicao, segundo o regulamento, o pais deve ser convidado a participar do certame, e o
aluno nao deve ultrapassar a idade maxima de 20 anos, deve estar normalmente matriculado
no Ensino Fundamental ou Médio, e deve ser selecionado por meio da Olimpiada Brasileira
de Matematica ou programa de selecao equivalente. A selecao é de livre escolha para cada

pais, sendo que o Brasil faz uso da Olimpiada Nacional.

Como premiacao, os alunos que se destacarem nas provas, recebem
medalhas de ouro, prata e bronze e mengoes honrosas. O niimero de
medalhas é proporcional & metade dos competidores e tem distribui-
¢ao seguindo a proporgao 1:2:3. Os certificados de mengao honrosa
sao distribuidos a alunos que nao obtiveram medalhas, mas que
conseguiram resolver corretamente alguma das questoes. Estes cer-
tificados de mencéo honrosa objetivam, principalmente, incentivar
o aluno a buscar a solucdo de alguns problemas (MACIEL-CMPA;
BASSO-UFRGS, 2009).
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2.3 ARITMETICA MODULAR OU ARITMETICA DO RELOGIO

A aritmética modular, também conhecida como aritmética do reldgio, é um sistema
aritmético onde os ponteiros do relégio retornam a posicao inicial apds completarem um
determinado ciclo. Essa abordagem teve como pioneiro o matematico Euler por volta do
ano de 1750, onde comegou a introduzir os conceitos de congruéncia modular de um nimero
natural V. J4 uma abordagem moderna sobre esses conceitos da aritmética modular foi
introduzida por Carl Friedrich Gauss em 1801. A aritmética modular é utilizada em varias
areas da matematica, como por exemplo, na teoria dos nimeros, algebra abstrata, teoria

dos grupos, criptografia, ciéncia da computacao, musica etc.

Figura 1 — Reldgio 1. Fonte: Pixabay.com.

Podemos observar que um relégio possui 12 horas, quando o ponteiro chegar em 12 horas,
automaticamente reinicia o ciclo e assim sucessivamente. Por exemplo, as 16 horas temos
que 16 é maior que 12. Podemos observar que 12 + 4 = 16, ou seja 16h é correspondente
a 4 horas. Com base neste entendimento, podemos verificar que se o ponteiro estiver
em 12 horas, entao, se voltar 8 horas sera 4 horas também, entao cria-se um padrao
para esses valores, que pode ser escrito como a seguinte progressao aritmética de razao
12, que recebe o nome de classe de equivaléncia (cujo representante é o nimero 4),
4 = {4+ 12k : ke Z} = {...,—20,—8,4,16,28, ...}, entdo todos os nimeros que fazem

parte deste conjunto sdo congruentes modulo 4.

Ao analisar esse conjunto, podemos verificar que todos os seus elementos possuem o
mesmo resto na divisao por 12, afirmando assim, que todos eles estdo na mesma classe de
equivaléncia. Entao, com esta analise, verifica-se que todo niimero n, ao ser dividido por

um valor d, e que possui o mesmo resto r, faz parte de um mesmo conjunto, denominado
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Figura 2 — Reldgio 2. Fonte: https://mathstats.uncg.edu/sites/pauli/112/HTML/images/image-11.svg.

classe de equivaléncia modulo d. Com base nesta ideia, podemos escrever em forma de

equacao matematica, denotada por
n =r(mod d),

onde n ¢ o valor dado, r é o resto da divisao por d, ou seja, nesta equacao nao se leva em
consideragao o quociente da divisdo, mas apenas o resto encontrado. Segundo o algoritmo
de Euclides, na divisao, sabemos que a diferenca entre o dividendo n e o resto r ¢é divisivel

pelo divisor d, conforme podemos verificar na divisdo do ntimero 42 por 4,
42 =104+ 2,

entdo, 42 — 2 é divisivel por 4, e isto pode ser escrito conforme a definicio matematica
4142 — 2.

Existem varias fontes de pesquisa em aritmética modular, ou aritmética do relégio. O
livro Aritmética da colegao Profmat (HEFEZ, 2009) possui um vasto material sobre o
objeto de estudo mencionado, o site Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo (POTI,
2017) dispoe de videos produzidos por professores do Instituto de Matematica Pura e
Aplicada (IMPA), onde a aritmética modular é analisada de maneira bem aprofundada.
Vale ressaltar as seguintes dissertagoes que tratam do tema em questao (ESQUINCA, 2013),
(WALTER et al., 2019), (RIBEIRO, 2019) e (SANT’ANNA, 2013). Diversas questoes
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que serao explanadas na sequéncia estao disponiveis nos sites Escola de Formacao de
Cadetes da Marinha Mercante (EFOMM, 2007), Olimpiada Cearense de Matematica
(UFCE, 2014), Olimpiada Internacional de Matemética (IMO, 2017), site do Profmat
(PROFMAT, 2007) e videos que contém questoes utilizadas como testes de selegao para
olimpiadas internacionais (IMO, 2012). Podemos verificar que ha uma grande quantidade
de material disponivel, e com base nestes, foi elaborado este texto para que de forma
condensada e pratica, o ensino da congruéncia modular possa ser repassado de forma

sucinta e pragmatica.

Definicao 1

Seja m > 1 um numero inteiro. Diz-se que x e y também inteiros sio congruentes modulo

m se x e y deizam o mesmo resto quando divididos por m (ESQUINCA, 2013).
Aplicando a defini¢ao, temos que z = y (mod m).

Observando esses exemplos anteriores, podemos verificar que ha uma infinidade de modos
de escrever as equagoes modulares, e com base nestes estudos iniciais verifica-se algumas

propriedades que foram aplicadas nos exemplos analisados.

Tomando x (mod y), e adicionando a  um multipo de y, o ponteiro sempre ira terminar no
mesmo local do relégio dado, ou seja, na mesma classe de equivaléncia. Podemos verificar
que

x (mod y) = (x 4+ k - y) mod vy,

para qualquer k inteiro. Entao, concluimos que
(44 0-10)mod 10 =4 (mod 10) = 4,

(4+1-10)mod 10 = 14 (mod 10) = 4,
(44 2-10) = 24 (mod 10) = 4.

E, assim, sucessivamente para qualquer k inteiro.

Proposicao 2

Sejam z, y, meZem > 1.z =y(mod m) & m|y—x.

Demonstracao

Com base no algoritmo de Euclides para a divisao, temos
r=maq+711; q,r1eZ; 0<r<m,

Yy=maqy+re; qo,r2€Z; 0<1ry<m.
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x e y sao congruentes, entao deixam o mesmo resto na divisao por m. Portanto, sabemos

que r; = 1o = r. Entao, podemos verificar que
y—x=mqy+1ry— (Mqy +11),
Yy—T=mqgy+1r—mq —T,
y—z=m(gp—q).
Observamos que y — x é multiplo de m, entdao podemos concluir que m | y — x
(<)

Agora vamos tomar por hipétese que m | y — = e, entdo, devemos verificar que = =
y (mod m). Sejam

r=mq +11; q,71€Z; 0<r; <m,

y=mqgs +12; qo,r2€Z; 019 <M.

Pela hipoétese, temos que

m|y—x = m|mg+re— (mq +r1) =m| mg+re—mqg —r; =
= m| m(q —q) +ry—11.

Podemos notar claramente que o termo m(gy — ¢1) é divisivel por m, entdo o que devemos
agora verificar é se 19 — r; é também divisivel por m. Assim, temos que verificar que
m | ro — r1. Para provarmos isso, devemos mostrar que 7o — 1 é multiplo de m e que tera

seu valor igual a zero.

Sabemos que —m < ry —r; < m. Com base nessa desigualdade e no algoritmo da divisao
de Euclides, o tinico multiplo de m que esta entre —m e m s6 pode ser zero. Entao, com
base nestas informacoes, podemos verificar que 0 < ry < m. Subtraindo r; de todos os

termos da desigualtade, temos que

O—rm <rg—ri<m-—ry <m,

pois m > 1. Assim, com base nos valores encontrados, temos que 7o — r; < m.

Agora, tomando a desigualdade 0 < r; < m, analisando somente r; < m, e multiplicando
por —1, temos que —m < —ry. Aplicando a desigualdade 0 —1ry <1y —1ry <m —r; <m,

vamos obter —m < —r; < ry —ry < m —r; < m, entao podemos verificar a proposicao,

—_m < ro—1r1 < m.

Portanto, podemos concluir que m | ro — 71 € —m < 19 —r; < m e, com isso, ro — r; = 0,

ou seja, ry = T1. ]

Verificamos que = = y (mod m). Note que, se m | y — x, entdo m | z — y.
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Exemplo 3

Dado o nimero natural 22 e aplicando o principio do relégio, escreva a equagao modular

correspondente a este nimero.
O exemplo pede para encontrar um nimero congruente a 22 na divisao por 12.

Aplicando o algoritmo da divisdo, podemos notar que 22 =1 - 12 + 10. Entao, temos que
22 = 10 (mod 12). Podemos notar que o foco deste processo é o resto, ou seja, o quociente
nao aparece explicitamente na equacao modular.

Exemplo 4

Verifique se os nimeros 38 e 57 sdo congruentes na divisao por 12.

Podemos verificar que
38=3-124+2=2(mod 12),

57=4-124+9 =9 (mod 12).
Dai, concluimos que 38 e 57 nao sdo congruentes, pois nao possuem o mesmo resto na
divisao por 12.
Exemplo 5
Verifique se os nimeros 75 e 99 sao congruentes na divisao por 12.

Podemos verificar que
75 =6-12+43 = 3 (mod 12),

99 =8-12+4+3 =3 (mod 12).
Dai, concluimos que 75 e 99 sao congruentes, pois possuem o mesmo resto na divisao por
12, ou seja, eles pertencem a mesma classe de equivaléncia.

Agora que ja fizemos uma breve introducao, mostrando o procedimento na divisao por 12,
podemos avancar e verificar que o mesmo pode ser feito para qualquer divisor natural, e
nao somente com o nimero 12. Entao, exemplificando, podemos verificar que 38 quando

dividido por 5 pode ser escrito como

38=7-543=3(mod 5).

Exemplo 6

Dado um relégio com os nimeros 0, 1, 2, 3, 4, qual é o valor correspondente ao valor
13 (mod 5)7

Ao analisar o relégio no sentido horario podemos notar que temos os nimeros sequencial-

mente 0,1,2,3,4,0,1,2,3,4, ..., ou seja, temos 5 classes de equivaléncia. Entao, com base
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na sequéncia, podemos verificar que o 13 esta na posicao 3 do relégio. Assim, concluimos
que

13 (mod 5) = 3.
As 5 classes de equivaléncia sao: |0] = {0,5,10,15,...}, |1] = {1,6,11,16,...}, |2| =
{2,7,12,17,...} , 13| = {3,8,13,18, ...}, |4| = {4,9,14,19, ...} .
Exemplo 7
Dado um rel6gio com os nimeros 0, 1, qual é o valor correspondente a 9 (mod 2)7

Ao analisar o relégio no sentido horario, podemos notar que temos os nimeros sequen-
cialmente 0,1,0,1,0,1, ..., ou seja, temos 2 classes de equivaléncia. Entao, com base na
sequéncia, podemos verificar que o termo 9 esta na posicao 1 do relégio. Assim, concluimos
que

9 (mod 2) = 1.
Exemplo 8

Dado um rel6gio com os nimeros 0, 1, 2, qual é o valor correspondente a —8 (mod 3)7

Ao analisar o relégio no sentido anti-horario, podemos notar que temos os numeros
sequencialmente 0,2,1,0,2, 1, .... Entdo, com base na sequéncia, podemos verificar que o

termo —8 esta na posicao 1 do relogio, concluindo que
—8 (mod 3) = 1.
Exemplo 9
Verifique se a seguinte congruéncia é verdadeira ou falsa:
8= —6(mod 7).
Aplicando a propriedade demonstrada, temos que 7 | 8 — (—6) = 7 | 14, o que mostra que
a congruéncia ¢ verdadeira, pois 14 ¢ divisivel por 7.

Exemplo 10

Verifique se a seguinte congruéncia é verdadeira ou falsa:

19 = 10 (mod 8).

Aplicando a Proposicao 8, temos que 8 | 19 — 10 = 8 | 9, 0 que mostra que a congruéncia

nao é verdadeira, pois 9 nao é divisivel por 8.
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2.4 PROPRIEDADES GERAIS DA ARITMETICA MODULAR
Sejam a, b, ¢, d, m € Z e m >1 (POTI, 2017).

Proposicao 11

Se a = b(mod m), entdo b = a (mod m) .

Demonstracao

Tomando a defini¢ao da aritmética modular, @ = b (mod m), temos que

a=k-m+b=-b=k-m—a=b=-k-m+a.

Como —k é um numero inteiro qualquer, podemos afirmar que

b=a(modm). O

Proposicao 12

Se a = b(mod m) e b = ¢(mod m), entdo a = ¢ (mod m).

Demonstracao

Pelas definigoes a = b (mod m) e b = ¢(mod m), temos que a =k-m+beb=p-m+c.

Substituindo o valor de b da segunda equacao na primeira, temos
a=k-m+p-m+c,
a=(k+p) -m+ec
Como o valor de k£ + p é um ntimero inteiro, podemos afirmar que

a=c(modm). O

Proposicao 13

Se ac = b(mod m) e ¢ = d (mod m), entdo ad = b (mod m).

Demonstracao

Pelas defini¢oes, temos que ac = k-m + b e c = p-m + d. Substituindo o valor de ¢ da

segunda equacao na primeira, temos

a(p-m+d)=k-m+b=apm+ad=km+0b= ad = (k—ap)m +b.

Como o valor de k — ap é um nimero inteiro, podemos afirmar que

ad = b(mod m). O
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Proposicao 14

O resto da soma é a soma dos restos. Sabendo que a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entdo
a+c=b+d(modm).

Demonstracao

Partindo do enunciado da proposicao,
a=b(mod m)=m|b-—a,
c=d(mod m) =m|c—d.

Como b — a e d — ¢ sao divisiveis por m, a soma desses dois nimeros também é divisivel

por m. Entao, podemos verificar que

mlb—a+d—c=m|b+d— (a+c).

Aplicando a definigdo x = y (mod m) = m | y — x, temos que

a+c=b+d(modm). O

Exemplo 15
Qual é o resto de 25 4 32 na divisao por 77

Aplicando o algoritmo da divisao, temos que

25=3-7T+4=4=25(mod 7),
32=4-7T44=4=32(mod 7).
Com base nos algoritmos apresentados, podemos verificar que sempre que subtraimos o
dividendo do resto, encontramos um multiplo do divisor. Aplicando isso nos algoritmos
supracitados, é possivel concluir que 25—4 = 21 e 32—4 = 28. Com isso, sabemos que tanto

21 quanto 28 sao multiplos de 7. Adicionando esses dois valores, obtemos 21 + 28 = 49,

que também ¢é multiplo de 7.

Aplicando a propriedade a + ¢ = b+ d (mod m),

4+4=25+32(mod 7),
8 =1=57(mod 7), pois 57 =8 -7+ 1.

Entao, concluimos que, o resto da soma é a soma dos restos.
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Proposicao 16

a=b(modm)ec=d(modm) = a—c =b—d(mod m).

Demonstracao

a=0b(mod m)=m|b—a,
c=d(mod m)=m|d—ec.

Dado que tanto b — a e d — ¢ sao divisiveis por m, sabemos que a subtragao desses dois

nimeros é divisivel por m. Entao

mlb—a—(d—c)=
=ml|b—a—d+c=
=m|(b—d)—(a—c).
Aplicando a defini¢gdo = y (mod m) = m | y — x, temos que
a—c=b—d(modm). O
Exemplo 17

Qual é o resto de 42 — 27 na divisao por 5?

Aplicando o algoritmo da divisao, temos que

27=5-542=2=27(mod 5),
32=6-5+2=2=32(mod 5).

Ao subtrairmos o resto de cada um dos niimeros, encontramos os resultados 27 — 2 = 25 e
32 — 2 = 30, que sao multiplos de 5. Agora verificamos que 32 — 27 = 5, obtemos um valor

que também ¢ multiplo de 5.

Aplicando a propriedade a — ¢ = b — d (mod m) para os nimeros 27 e 32, temos
2—-2=32-27(mod 5),
0=5(mod 5).

Entéao, com base nas informagoes obtidas apds a aplicagao da Proposigao 16, a = b (mod m)

ec=d(mod m) = a—c =b—d(mod m), podemos concluir que 0 = 5 (mod 5).

Proposicao 18

a=b(mod m)=a+d=b+d(mod m)
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Demonstracao

Sabemos que a = b+ k - m, entao adicionando o mesmo nimero d em ambos os lados da
equivaléncia, temos a +d = b+ d + k - m. Agrupando a e d, e também b e d, temos que
(a+d) = (b+d) + k- m, concluindo que

(a+d)=(b+d)mod m. O

Proposicao 19

a=b(mod m)=a—d=b—d(mod m)

Demonstracao

Sabemos que a = b+ k - m, entao subtraindo o mesmo ntmero d em ambos os lados da

equivaléncia, temos que a —d = b—d+ k- m. Agrupando a e d, e também b e d, temos que
(a—d)=(b-d)+k-m,
(a—d)=(b—d)(modm). O

Proposicao 20

O resto do produto é igual ao produto dos restos. Sabendo que a = b(mod m) e ¢ =

d (mod m), entdo a-c¢ =b-d(mod m).

Demonstracao

Pelas defini¢oes, temos que a = k-m+b e ¢ = p-m-+d. Multiplicando cada um dos membros
das igualdades, temos ac = (km + b) (pm + d). Aplicando a propriedade distributiva, temos
ac = kmpm + kmd + bpm + bd. Colocando m em evidéncia, ac = m(kpm + kd + bp) + bd.
Sabendo que o termo kpm + kd+ bp é uma constante inteira, pois é formado por produtos e

adigdo de nimeros inteiros, podemos afirmar que (kpm + kd + bp) = y, com y € Z. Entao

ac = my + bd = ac = bd (mod m). O

Proposicao 21

ac =bc(mod m) = a=0b (mod %), d = (¢,m) é o mdc (Méximo Divisor Comum) de ¢

e m.

Demonstracao

Sabendo que d é o mdc de ¢ e m, temos que
cm
d= - — =1L
e =+ (57)
Com base nesse resultado, ac = bc(mod m) = ac = be + km = ac — bc = km =
¢(a — b) = km. Dividindo os dois membros por d, temos
c

d(a—b):k—.

d
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Podemos verificar que as fragoes, tanto no primeiro quanto no segundo membro, sdo primos
entre si, ou seja, nao possuem divisor comum. Daf verificamos que a — b ¢ divisivel por =

e k é divisivel por . Portanto,

% la—b= (a—0) :%-(constante) :>aEb+%-(constante) =a=b(modm). O

Proposicao 22

a=b(modm) = a-k=0b-k(modm)

Demonstracao

Pela defini¢ao de congruéncia, temos que a = b(mod m) = m | b — a. Sabendo que tanto
b — a é divisivel por m, como o produto de qualquer valor k por b — a também é divisivel

por m, logo k - (b — a) é divisivel por m. ]
Exemplo 23

Qual é o resto de 101 na divisao por 57 E o resto de 404 na divisao por 57

101=20-5+1=1=101(mod 5),
404 =80-5+4 = 4 = 404 (mod 5).
Sabemos que 404 = 101 - 4. Aplicando a propriedade a - k = b - k (mod m),
1 =101 (mod 5),

1-4=101-4(mod 5),
4 =404 (mod 5) .

Assim, verificamos que o resto de 101 na divisao por 5 é 1 e 404 na divisao por 5 é 4.

Proposicao 24

a =b(mod m) = a" =b" (mod m), Vn € N

Demonstracao por inducao

i) Para n =1 (caso base), temos que

a' = b' (mod m) = a = b(mod m), constatando que é verdadeira a proposigao.

i1) Pela hipétese de indugdo, temos que a” = b" (mod m), para algum n € N. Entao,
precisamos mostrar que

n+1 = bn+1 (

a mod m) .

A partir de a = b(mod m) e a™ = b" (mod m), e aplicando a propriedade onde podemos

multiplicar membro a membro os termos das equivaléncias, Proposicao 22, temos que
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aa™ = bb" (mod m) = a1 = " (mod m). O

Assim, demonstramos que a Proposigao 24 é verdadeira.

Pequeno Teorema de Fermat

Seja P um nidmero primo e a € Z, entdao o’ = a (mod p) (HEFEZ, 2009).

Demonstracao

Iremos demonstrar o pequeno teorema de Fermat em duas partes.

Caso 1. Se a é multiplo de p.

Se a for multiplo de p, entdo a = 0(mod p). Aplicando a propriedade da poténcia,

Proposicao 24, vamos elevar a congruéncia ao expoente p. Entao, temos
a? = 0 (mod p) = a” = 0 (mod p).

Mas sabemos que a = 0 (mod p), entdo concluimos que a? = a (mod p) .
Comprovando, assim, que o teorema ¢é verdadeiro.
Caso 2. Se a nao é multiplo de p.

Para uma melhor compreensao tedrica, utilizaremos algumas defini¢oes que sao propostas
conforme o livro (DOMINGUES, 2003), que define propriedades da multiplica¢gdo em um
conjunto Z,, (m > 1) de classes de restos. Dadas duas classes @, b € Z,,, chama-se produto

@- b, a classe a - b. Entdo, para qualquer @ € Z,,, temos
a-1=a-1=a.

Portanto, 1 é o neutro da multiplicacao em Z,,.
Provaremos que @ € Z,, é simetrizavel para a multiplicagdo se, e somente se, mdc(a, m) = 1.

(=) Seja @ € Z,, um elemento inversivel. Existe, entdao, @ -a’ = a-d’ = 1. Dai, ad’ =
1 (mod m) ou aa’ — 1 = mgq, para algum ¢ € Z. A proposigao 2, que também esta no livro
(DOMINGUES, 2003), na pagina 46, garante entdo que mdc(a, m) = 1.

(<) Se mdc(a,m) = 1, entdo, devido a proposigao 2 supracitada, existem xg,yo € Z
tais que axg + myo = 1. Dessa igualdade segue que axg — 1 = m (—yo) e, portanto, que
axy = 1 (mod m). De onde, azg = 1 ou @ - Ty = 1, igualdade que mostra que @ é inversivel

e Tp € seu inverso.

Portanto, quando a nao é multiplo de p, eles sao primos entre si e podemos concluir que
mdc(a,p) = 1. Para garantir a propriedade do cancelamento em congruéncia modular, é
necessario que esse nimero possua um inverso multiplicativo para garantir o elemento

neutro da multiplicacao, onde qualquer niimero multiplicado pelo seu inverso multiplicativo
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é sempre 1. Entao, a classe inversa sao os nimeros pelos quais multiplicados pelos niimeros
apresentados resultam no elemento neutro da multiplicagdo, garantindo assim a lei do
cancelamento. Como a e p s@o primos entre si, a classe a tem classe inversa médulo p. Seja
a’ a classe inversa de a e sabendo que o produto de um nimero pela sua classe inversa é o

elemento neutro da multiplicacao, entao é possivel concluir que
a-a-a'=a-d (modp) = a’! =1 (mod p).

Para provar essa segunda parte da demonstragio, devemos provar que a?~! = 1 (mod p)

quando mdc(a, p) = 1. Iremos utilizar 4 etapas, descritas a seguir.
Considere a sequéncia (a, 2a, 3a, ..., (p — 1) a).

i) Esta é uma sequéncia de p — 1 multiplos de a na qual ndo ha miltiplos de p. Dado

ke {1,2,3,....,p— 1}, vamos supor que exista k tal que ka seja multiplo de p.

Entao p | ka, sabendo que p é o maior de todos os valores de k possiveis. Assim, podemos
concluir que p | a, o que contradiz a hipdtese inicial, e isto é um absurdo, entdao nao existe

k tal que ka seja multiplo de p.
i1) Na sequéncia nao ha dois nimeros congruentes médulo p.

Para validarmos a afirmacao que na sequéncia nao existem dois niimeros congruentes mo-
dulo p, iremos tomar dois valores da sequéncia inicialmente proposta (a, 2a, 3a, ..., (p — 1) a)
tais que ki, ks € (1,2,3,...,p — 1), sabendo que k; # ko e que ak; = aky (mod p). Como
a e p sao primos entre si, a classe a tem classe inversa a’. Aplicando ¢’ na congruéncia,
temos que aa’k; = aa’ks (mod p), lembrando que o produto de a e sua classe inversa o’ é

o elemento neutro, entdo k; = ko (mod p).

Como ki, ke € (1,2,3,...,p — 1), isso garante que eles sdo congruentes, entao eles sdo iguais,

o que contradiz a hipétese inicial por absurdo.

i11) Cada um dos nimeros da sequéncia é congruente (mod p) com apenas um elemento
da sequéncia (1,2,3,...,p — 1), de forma biunivoca. Podemos verificar isso observando que,
pelo item i7) acima, ndo ha dois nimeros da sequéncia (a, 2a, 3a, ..., (p — 1) a) que sejam
congruentes moédulo p. Em outras palavras, ndo ha dois niimeros dessa sequéncia que
possuam 0 mesmo resto na divisdo por p. Assim, cada termo de (a,2a, 3a, ..., (p — 1) a)
estd associado a um tnico termo de (1,2,3,...,p — 1) (que s@o os possiveis restos da divisdo

por p), biunovocamente.

iv) Neste passo vamos multiplicar entre si todos os termos da sequéncia (a, 2a, 3a, ..., (p — 1) a).

Entao, temos que

a-2a-3a-...-(p—1)a=1-2-3-...-(p—1)(mod p) = a? - (1-2-...- (p—1)) =
(1-2-3-...-(p—1)) (mod p) = a” ' (p—1)! = (p—1)! (mod p) .
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Lembrando que o mdc(p, (p — 1)!)) = 1, pois eles sdo primos entre si e isso garante a lei do
corte, entdao a?~! = 1 (mod p). Assim, o caso 2 é verdadeiro. Mostramos, entdo, as duas
possibilidades que enunciamos no inicio da demonstracao, provando assim a validade do

pequeno teorema de Fermat. [

2.5 RESOLUCOES DE EXERCICIOS QUE ENVOLVEM CONGRUEN-
CIA MODULAR

25.1 Questdo 1

(Colégio Naval - 2017) Os nimeros z e y pertencem ao conjunto C' = {17, 20, 23, 26, ..., 2018}
e sdo tais que x > y. Sendo assim, pode-se concluir que 2017 - 2* + 8Y, na divisao por 7,
deixa qual valor de resto (EFOMM, 2007)7

a) 0
)1
)3
) 4

o =3

o

e) b

Para resolver este problema, iremos utilizar as Proposicoes 14 e 20.

Proposigao 14. O resto da soma ¢é a soma dos restos. Sabendo que a = b(mod m) e
¢ =d(mod m), entdo a + ¢ = b+ d(mod m).

Iremos, agora, mostrar através de um exemplo, a aplicacao da Proposi¢ao 14.

Dado o nimero 23, qual é o resto na divisao por 57 Verificamos que o resto é 3 quando

dividimos 23 por 5. Fazendo uma decomposicao de 23, podemos notar que
23 =20+ 3,

20=4-5+0=20=0(mod 5),

3=0-5+3=3=0(mod5).

Entao, aplicando a Proposicao 14, temos que

23 =4-5+3 = 23=3(mod 5).

Proposicao 20. O resto do produto é igual ao produto dos restos. Sabendo que a =

b(mod m) e ¢ = d(mod m) entdo, a- ¢ =b-d(mod m)
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Iremos, agora, mostrar através de um exemplo, a aplicacao da Proposicao 20.

Dado o nimero 21, qual é o resto da divisao por 57 Verificamos que o resto é 1 quando

dividimos 21 por 5. Fazendo a decomposicao de 21, podemos notar que

21 =3.7,
3 =3(mod 5),
7=2(mod 5).

Aplicando a proposicao 20, multiplicando os termos de uma equivaléncia pela outra, temos
que

21 =6 (mod 5) = 1 (mod 5) .

Resolucao da Questao 1

Dado 2017 - 2* + 8Y, podemos verificar que as Proposi¢oes 14 e 20 citadas podem ser
utilizadas para efetuar o calculo, entdo analisando cada um dos ntimeros de 2017 - 2% + 8,
sejam 7y o resto da divisao de 2017 por 7, 3 o resto da divisao de 2% por 7, e r3 o resto da

divisao de 8Y por 7.

Vamos analisar separadamente cada uma das poténcias que fazem parte da expressao
2017-2% 4+ 8Y e verificar seus ultimos algarismos, para analisar se ha algum padrao numérico,

e logo apoés a verificagdo iremos aplicar as Proposicoes 14 e 20.
Podemos notar que 2017 = 2016 + 1 = 288 - 7+ 1, entao concluimos que r; = 1.

Verificando a poténcia 2¥, podemos notar que

23 =8=1(mod 7),
21 =16=2(mod 7),
25 — 32 = 4 (mod 7)

Entéao, sabendo que C' = {17, 20, 23, 26, ..., 2018}, seguindo o raciocinio de modo andlogo,

concluimos que

2'% =1 (mod 7),
26 = 2 (mod 7),
2! = 4 (mod 7).
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Levando em conta o conjunto C' e as sequéncias de restos, concluimos que ry = 4.

Verificando a poténcia 8%, podemos notar que

8' =1 (mod 7),
8% =1 (mod 7),
8% =1(mod 7).

Entao, independente do valor do expoente n, o resto sempre sera o mesmo na divisao por

7, portanto concluimos que r3 = 1.

Sabendo o valor dos restos e aplicando as propriedades da soma e produto dos restos
(proposigoes 14 e 20), temos que
2017 - 2% + 8,

Tl'T2+7’3:1'4+1:5.

Portanto, o resto de 2017 - 2% + 8Y por 7 ¢é 5.

Verificamos que neste tipo de problema de calculo de resto é necessario tomar cada termo e
verificar os restos independentemente, para que venhamos descobrir o resto de cada um pelo
valor determinado pelo enunciado do problema. E, apos isso, aplicam-se as propriedades

das congruéncias e, assim, chega-se ao resto geral de uma expressao.

2.5.2 Questao 2

(ENQ 2009 - b) Prove, usando congruéncias, que 1172 4 12271 ¢ divisivel por 133, para
qualquer ntimero natural n (PROFMAT, 2007).

Para resolver este problema, iremos utilizar as Proposicoes 14, 22 e 24.

Proposicao 14. O resto da soma é a soma dos restos. Sabendo que a = b(mod m) e
¢ =d(mod m), entdo a + ¢ = b+ d(mod m).

Proposigao 22. a =b(mod m) = a-k=b-k(mod m).

Proposicao 24. a = b (mod m) = a™ = 0" (mod m), ¥V n € N.

Resolucao da Questao 2

Sabendo que 11 = 11 (mod 133), entdo aplicando a propriedade das poténcias (Proposi¢ao
24), podemos elevar os dois membros da equivaléncia por n + 2, resultando em 1172 =

11"2 (mod 133), chegando, assim, ao valor da primeira parcela da soma.

Analizando agora a poténcia 122"*!, podemos notar que

122 =144 =1-133 + 11 = 11 (mod 133).
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Partindo da equivaléncia 122 = 11 (mod 133) e elevando os dois membros & poténcia n,

temos que

(12%)" = (11)" (mod 133).

Obtemos, como resultado, 122" = 11" (mod 133) e agora multiplicamos ambos os membros
por 12,
122" .12 = 11" - 12 (mod 133).

Entao, obtemos exatamente o valor da segunda parcela conforme o enunciado da questao,
12271 = 1112 (mod 133). Com esses resultados, obtivemos duas congruéncias e podemos

aplicar a propriedade da soma,
11""% = 11" (mod 133) ,
122"t = 11" . 12 (mod 133).
Somando os dois termos,
11712 41227+ = 1172 4+ 11" - 12 (mod 133),

11772 41227 = 11"+ 121 4 11" - 12 (mod 133),
1172 4+ 12271 = 11" . 133 (mod 133) .

Sabendo que 11" - 133 é multipo de 133, entdo podemos concluir que 1172 + 1227+! =
0 (mod 133), o que confirma que 11""2 + 12271 ¢ divisivel por 133. [

Verificamos nos tipos de problemas que aparecem uma soma de poténcias, devemos analisar
separadamente as poténcias, iniciando das bases mais simples e ir elevando os membros
aos expoentes convenientes para chegarmos ao valor da parcela em analise e depois disso

aplicar a propriedade da adi¢do para chegar ao resultado final esperado.

2.5.3 Questao 3

(Teste de Selegao Suigo para a IMO) Prove que a equagao 14x2 + 15y = 729 nao possui
solugao (z,y) inteira (IMO, 2012).

Para resolver este problema, iremos utilizar as Proposicoes 14, 22 e 24.

Proposicao 14. O resto da soma é a soma dos restos. Sabendo que a = b(mod m) e
¢ =d(mod m), entdo a + ¢ = b+ d (mod m).

Proposicao 22. a = b(mod m) = a-k=0b-k(mod m).

Proposigao 24. a = b(mod m) = a" = b" (mod m), ¥V n € N.
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Resolugao da Questao 3

Uma estratégia interessante e eficaz para problemas que trazem poténcias com expoentes
muito grandes é procurar valores para dividir a base de modo que o resto seja 0 ou 1,
pois assim o processo de potenciacao fica facil de se resolver. Para esta questao, um valor

interessante é a divisao por 3, pois sobrara resto 1 na divisao por 7. Assim,
7=2-341=1(mod 3),
7=1(mod 3).

Podemos aplicar a propriedade das poténcias, elevando ambos os membros por 2000, entao

temos que
72000 = 12000 (mod 3) = 7% =1 (mod 3).

72000

Determinamos que possui resto 1, agora iremos verificar 1422 + 1532, também baseado

na divisao por 3.
Vamos verificar a parcela 1422 termo a termo.

Verificamos que
14=4-3+2=2(mod 3),

14 = 2 (mod 3).
Para o valor de 22, temos que um quadrado perfeito sempre deixa resto 0 ou 1 quando
dividido por 3, como podemos verificar a seguir.

Todo numero inteiro par pode ser escrito como 2k; quando é elevado ao quadrado, temos
4k2, que é multipo de 4 cujos restos na divisdo por 3 s6 podem ser 0 se for multipo de 3 e
4 ou 1 se for multiplo de 4. Para um quadrado perfeito impar cuja forma geral é 2k + 1,
seu quadrado é (2k + 1)2 = 4k* + 4k + 1 = 4k (k + 1) + 1. Observamos que dois niimeros
consecutivos multiplicados, k(k + 1), é par, e multiplicado por 4 continua sendo par e
multiplo de 4. Todo multiplo de 4, multiplicado por um ntimero par é miltiplo de 8, ao
adicionarmos 1 a este produto, teremos um nimero impar, que ao ser dividido por 3,

sempre deixa resto 1. Entao, concluimos que
z? = 0 (mod 3) ou z? = 1 (mod 3).
Aplicando a propriedade da multiplicacao, temos

14 = 2 (mod 3) e 2*> = 0 (mod 3), obtendo assim
1422 =2 -0 (mod 3) = 14z% = 0 (mod 3),

ou, também,
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14 = 2 (mod 3) e 22 = 1 (mod 3), obtendo assim

142% = 2 -1 (mod 3) = 142* = 2 (mod 3).

Vamos analisar a parcela 153% termo a termo.

Verificamos que
15=5-3+0=0(mod 3),

15 =0(mod 3).

Neste caso nao precisamos mais analisar o valor y?, pois aplicando a propriedade da

multiplicagao, temos

15 =0 (mod 3) e y? = 0 (mod 3), obtendo assim
15y*> = 0+ 0 (mod 3) = 15y = 0 (mod 3),

ou, também,

15 = 0 (mod 3) e y*> = 1 (mod 3), obtendo assim

159> = 01 (mod 3) = 15y* = 0 (mod 3) .

Com base nos resultados obtidos e aplicando a propriedade da soma, resulta em duas
possibilidades. Primeiro, adicionando 14z* = 0 (mod 3) e 15y* = 0 (mod 3), resulta em
1422 4+ 15y* = 0 (mod 3) . J4 na segunda possibilidade, adicionando 14z% = 2 (mod 3) e
15y% = 0 (mod 3), resulta em 14z% + 15y = 2 (mod 3) .

Partindo da equagao inicial 1422 + 15y* = 729 e sabendo que 72°%° = 1 (mod 3), chegamos

a um absurdo. Assim, provamos que nao ha solugao inteira (x,y) para a equagao dada. [

Neste tipo de questao em que é dada uma equagao, devemos procurar um numero con-
veniente para efetuarmos as divisoes e analisar termo a termo cada uma das parcelas e
membros da equacao para chegarmos a um resultado verdadeiro ou a um absurdo, por
isso os valores mais convenientes geralmente sao 2 ou 3, mas isso nao ¢ uma regra, apenas

uma sugestao.

2.5.4 Questao 4

(Olimpiada Cearense de Matemética 2014. Nivel 3) Prove que nao existem z,y, z € N tais
que 13z* + 3y* — 2* = 2014 (UFCE, 2014).

Para resolver este problema, iremos utilizar as Proposicoes 14, 16, 22 e 24.

Proposicao 14. O resto da soma é a soma dos restos. Sabendo que a = b(mod m) e

¢ =d(mod m), entdo a+ ¢ = b+ d (mod m).
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Proposicao 16. O resto da subtracao é a subtracao dos restos.

Proposigao 22. a =b(mod m) = a-k=0b-k(mod m).

Proposicao 24. a = b(mod m) = a™ = 0" (mod m), Vn € N.

Resolucao da Questao 4

Devemos procurar valores para efetuar a divisao por nimeros grandes sempre que sobra
resto 1, mas também devemos observar as poténcias para que possamos encontrar um

valor mais conveniente para usar como divisor.

O valor z%, ou seja, um ntmero elevado a quarta poténcia deixa resto 0 ou 1 quando
) )

dividido por 8, como iremos verificar a seguir.

Todo ntmero inteiro par pode ser escrito como 2k; quando é elevado a quarta poténcia,
temos 16k*, que é um multipo de 8 cujo resto na divisao por 8 sé pode ser 0. Caso o
nimero analisado seja impar, sua forma geral é 2k 4+ 1 e ao eleva-lo a quarta poténcia,
temos

(2k+1)" = (4k + 4k +1) (4k> + 4k +1) =

= 16k + 32k% + 24k + 8k + 1 = 8 (2k" + 4k* + 3k + k) + 1,

podemos observar que é um multiplo de 8 adicionado a 1, ou seja, na divisao por 8, o resto

é 1. Assim,
' =0 (mod 8) ou z* = 1 (mod 8).
Verificando os coeficientes de 13z* + 3y* — 2%, temos que
13=1-8+5=5(mod 8),
3=0-84+3=3(mod38),
1=0-84+1=1(mod 8).

Aplicando as propriedades da multiplicagao, temos

13 =5(mod 8) e z* = 0 (mod 8) ou z* = 1 (mod 8), obtendo assim
1322 =5-0(mod 8) = 132* = 0 (mod 8) ou 132* =51 (mod 8) = 132* = 5 (mod 8),
3 =3(mod 8) e y* = 0 (mod 8) ou y* = 1 (mod 8), obtendo assim
3y* =3-0(mod 8) = 3y* = 0 (mod 8) ou 3y* =3 -1 (mod 8) = 3y* = 3 (mod 8).

J& para as poténcias de z, verificamos que 2% = 0 (mod 8) ou z* = 1 (mod 8).
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Agora que ja temos os valores de cada parcela, podemos aplicar a propriedade da soma e

subtracao e concluir que os valores possiveis para o primeiro membro da equacao podem

ser (0,2,3,4,5,7)mod 8.

Analisando o segundo membro da equacao, temos que

2014 = 151 -8 + 6 = 6 (mod 8) .

Entao, ao compararmos os dois membros da equacao, podemos notar um absurdo. Assim,

concluimos que nao existem x,y, 2 € N tais que 132* + 3y* — z* =2014. O

Neste tipo de problema, foi fundamental a analise das poténcias, entao devemos observar
as poténcias que aparecem nas equacoes, e logo apos isso, seus respectivos coeficientes.
Em seguida, efetuamos as respectivas adigdes ou subtragoes e, por fim, analisamos o outro

membro da equagao e comprovamos a igualdade ou o absurdo.

2.5.5 Questio b

(ENQ 2019.2 Questao 8b) Determine os ntimeros primos tais que p divide 37 + 382
(PROFMAT, 2007).

Para resolver este problema, iremos utilizar a Proposicao 14 e o Pequeno Teorema de

Fermat.

Proposicao 14. O resto da soma é a soma dos restos. Sabendo que a = b(mod m) e

¢ =d(mod m), entdo a + ¢ = b+ d (mod m).

Pequeno Teorema de Fermat. a” = a (mod p)

Resolucao da Questao 5

Dado o pequeno teorema de Fermat, temos que
a? = a (mod p),
3 = 3 (mod p).
Aplicando a propriedade da adi¢do e somando 382 em ambos os membros da equivaléncia,

temos
3P 4 382 = 3 + 382 (mod p) = 37 + 382 = 385 (mod p) .

Para que p divida 37 4 382, ele também deve dividir 385 e vice-versa. Decompondo 385,
temos que 385 =5-7-11, e como p é um nimero primo, podemos concluir que p pode ser
tanto 5, 7 ou 11. [J

Quando o enunciado da questao citar nimeros primos, devemos observar se ha a possi-

bilidade de aplicar o pequeno teorema de Fermat, para facilitar a resolugao e aplicacao
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de outras propriedades de aritmética modular. Apos a transformagao da poténcia em um
valor sem expoente, basta aplicar as propriedades adequadas. Nesta questao foi utilizada a
soma de um numero natural em ambos os membros da congruéncia, facilitando, assim, a

resolucao do problema.

2.5.6 Questio 6

(Colégio Naval - 2018) Qual ¢ o tltimo algarismo de (2018228)*°'* (EFOMM, 2007)?

Para resolver este problema, iremos utilizar a Proposicao 24.

Proposi¢ao 24. a = b (mod m) = a™ = 0" (mod m), Vn € N.

Resolucao da Questao 6

Com base no enunciado (20182018)2018, tomamos o nimero 2018 e aplicamos o algoritmo
da divisao, obtendo
2018 =201 - 10+ 8.

Para determinar o tltimo algarismo no sistema de numeracao decimal, basta fazer a divisao
do nimero dado por 10. Com base neste conceito e tomando o valor de x = 2018, mostra-se
que

x =2018 =201-10+ 8 = 8 (mod 10).

Aplicando a propriedade da potenciacao, elevando os dois membros da equivaléncia por

2018, temos que

(mod 10) = 2°%* (mod 10) =

2018
22018 — Q2018 (mod 10) s 2018 — (23)

= 2018 = 26054 (mod 10).

Com base nas anélises dos expoentes da poténcia de 2, sabemos que seus tltimos algarismos
possuem um ciclo de repeticao de 4 valores possiveis, que sao 2, 4, 8 e 6, entao devemos
tomar o expoente 6054 e dividi-lo por 4, verificando, assim, que o resto é 2. Quando isso

acontece, o ultimo algarismo é 4. Entao, temos
7?18 = 2093 (mod 10) = 4 (mod 10).
Agora, aplicando a potenciagdo novamente em ambos os membros da equivaléncia, temos

(x2018)2018 = 4*'% (mod 10).

Sabemos que x = 2018, entao ja chegamos a expressao inicial do enunciado da questao,

agora bastando observar novamente a regra dos finais da poténcia de 2. Assim,

(a2%)™" = (2018°%) ™" = £ (mod 10),
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(20082%)™" = (22)™" (mod 10) = 2% (mod 10).

Dividindo 4036 por 4 temos resto zero, entao todas as poténcias de 2 quando seus expoentes
sao divididos por 4 e sobra resto zero, possuem 6 como ultimo algarismo. Entao, podemos
concluir que

(20182"%)™" = 6 (mod 10). ©

Portanto, o dltimo algarismo ¢ 6.

Neste tipo de exercicio que pede o ultimo algarismo, devemos utilizar a divisao por 10 como
tentativa inicial, pois utilizamos o sistema de numeragao decimal. Em seguida, devemos
observar as poténcias que foram aplicadas e seus respectivos ciclos de 1ltimos algarismos,

para que venhamos a encontrar o ultimo algarismo do problema.

Como podemos ver, a aritmética modular é bastante poderosa, por meio do método

apresentado, podemos calcular, por exemplo, os tltimos dois digitos de 2 elevado a googol
(10'99)(LOBO, 2019).

2.5.7 Questao 7

(OBM - 2012) Qual é a maior poténcia de 2 que divide 2011%°*2 — 1 (OBM, 2020)?

Para resolver este problema, iremos utilizar as Proposicoes 14 e 24.

Proposicao 14. O resto da soma é a soma dos restos. Sabendo que a = b(mod m) e
¢ =d(mod m), entdo a + ¢ = b+ d(mod m).

Proposigao 24. a = b(mod m) = a" = 0" (mod m), Vn € N.

Resolucao da Questao 7

Aplicando a fatoracao do produto notavel na diferenca de dois quadrados, temos que

201120121 = (20111006 — 1) (20111006 + 1) = (2011503 — 1) (2011503 + 1) (20111006 + 1) .

Sabendo que qualquer nimero impar elevado a um expoente natural continua sendo impar
e adicionando —1 ou 1 a esta poténcia iremos obter um valor par, consequentemente um nu-
mero divisivel por 2. Tomando entao 2011%°12—1 = (2011°% — 1) (2011°% + 1) (20111996 + 1),
iremos verificar em cada paréntese resultante da decomposicao do produto notavel
2011%°12 — 1, a maior poténcia pela qual é divisivel e, assim, encontraremos a maior
12012

poténcia de 2 pela qual 201 — 1 é divisivel.

Agora inciaremos a verificagdo de cada termo do produto individualmente.

Verificando a divisibilidade por 4 do primeiro termo, temos que 2011 = 502 -4 4+ 3 =

3 (mod 4) = —1 (mod 4). Elevando ambos os membros da congruéncia por 503 e adicio-
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nando —1 em cada membro, temos
2011°% = (=1)°” (mod 4) = 2011°® = —1 (mod 4) =
= 2011°" — 1= —1—1(mod 4) = —2 (mod 4) = 2 (mod 4).

Assim, podemos comprovar que 2011°% — 1 ndo ¢ divisivel por 4, entdo a maior poténcia
de 2 pelo qual 2011°% — 1 ¢é divisivel é 2.

Vamos verificar a divisibilidade por 4 do segundo termo a partir de 2011 = —1 (mod 4).
Elevando ambos os membros da congruéncia por 503 e adicionando +1 em cada membro,

temos
2011°% = (—=1)°" (mod 4) = 2011°® = —1 (mod 4) =

= 2011°% + 1= —1+1(mod 4) = 0 (mod 4).

Concluimos que 2011°% + 1 ¢ divisivel por 4. De modo anslogo, iremos verificar a divisibi-

lidade por 8, entdao podemos verificar que

2011 = 251 -8 + 3 = 3 (mod 8) .

Elevando ambos os membros da congruéncia por 503 e, apds as operacoes matematicas

serd adicionando +1 em cada membro, temos
2011°% = 3% (mod 8) = 2011°% = 372 . 3 (mod 8) = 2011°" = (3°)" - 3 (mod 8) =
= 2011°% = 9*!. 3 (mod 8).

Aplicando a defini¢ao da congruéncia modular no nimero 9, verificamos que ela possui

resto 1 na divisao por 8. Entao,
2011°% = 1%!. 3 (mod 8) = 2011°* = 3 (mod 8) =
= 2011°" +1=3+1(mod 8) = 4 (mod 8).

1503

Verificamos, assim, que 201 + 1 néo é divisivel por 8, entao a maior poténcia de 2 pelo

qual o segundo termo ¢é divisivel ¢é 4.

Verificando a divisibilidade de 201119 + 1 por 4, temos que 2011 = —1 (mod 4). Elevando

ambos os membros da congruéncia por 1006 e adicionando +1 em cada membro, temos
201119 = (—1)" (mod 4) = 2011'%° = 1 (mod 4) =
= 20119 41 =1+ 1 (mod 4) = 2 (mod 4).

Verificamos que o terceiro termo nao é divisivel por 4, entdao a maior poténcia de 2 que é

divisivel é 2.
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Com base nas informacoes obtidas nas andlises dos trés fatores do produto
(2011503 - 1) (2011503 + 1) (20111006 + 1) ,

temos que, ao multiplicar essas trés poténcias, encontramos a maior poténcia de 2 em que

o numero 20112012 — 1 ¢ divisivel.

A maior poténcia é 16, pois
2-4-2=16.

Neste tipo de problema devemos fazer as fatoragoes dos produtos notaveis que sao possiveis
na expressao inicial, e logo apds verificar poténcia por poténcia em cada termo para
constatar até qual delas o termo é divisivel, e por fim multiplicar todas as poténcias

encontradas, obtendo, assim, a maior poténcia pela qual a expressao é divisivel.

2.6 APLICACOES DE ARITMETICA MODULAR

2.6.1 Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF)

Com o aumento da populagao, é necessario criar formas de cadastro de identificagdo das
pessoas, para um melhor acompanhamento das formas de negociagao, organizacao ou até
mesmo restrigoes que a pessoa possa sofrer devido seus atos. Entao, foi necessario criar
bases de dados para melhor controle da populagao em sua totalidade. No Brasil, temos
varios cadastros como, por exemplo, o RG que possui um ntmero de registro geral do
cidadao, a CNH que define o niimero da carteira nacional de habilitagdo, temos o CNPJ
que ¢ um coédigo que representa uma pessoa juridica e, finalmente, o CPF que é um cédigo

numérico que representa uma pessoa fisica (CARVALHO; RODRIGUES; ARAUJO, 2015).

Ha sistemas de identificacdo que nao usam um padrao definido como, por exemplo, o RG,

mas ja outros modelos sao padronizados em todo territério nacional como é o caso do

CPF.

No Brasil, todo cidadao possui um coédigo de pessoa fisica que é registrado na Receita
Federal e este codigo recebe o nome de CPF e possui um padrao nacional. O CPF é
composto de dois blocos de niimeros. O primeiro é composto por 9 digitos, que é chamado
de nimero base. No niimero base, o nono digito representa a regiao fiscal na qual o cadastro
foi feito, ja o segundo bloco é composto por 2 algarismos que recebe o nome de digitos
verificadores. O nono digito representa o local onde o cadastro foi feito, se for 0 a regiao
fiscal é Rio Grande do Sul, 1 (Distrito Federal, Goids, Mato Grosso do Sul, Mato Grosso e
Tocantins), 2 (Acre, Amazonas, Amapd, Pard, Rondonia e Roraima), 3 (Ceara, Maranhao
e Piaui), 4 (Alagoas, Paraiba, Pernambuco e Rio Grande do Norte), 5 (Bahia e Sergipe), 6
(Minas Gerais), 7 (Espirito Santo e Rio de Janeiro), 8 (Sao Paulo) e 9 (Parana e Santa

Catarina).
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Assim, todo CPF pode ser escrito obedecendo a seguinte ordenacgao
a1 G903040506070809-A10a11, cOM a, € Z en € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.

Para determinar o décimo digito que é o primeiro algarismo verificador, é necessério fazer

o seguinte calculo

S=%?_ n-a, comS €7

O ntimero S — a1 deve ser divisivel por 11, que podemos escrever em forma da seguinte
notagao 11 | (5’ — &10), caso o resto for 0 ou 1 o décimo digito sera 0. Entao, podemos
concluir que

a0 = S (mod 11) .
Vamos calcular agora o décimo algarismo do CPF 331.125.248- XY, que por sinal foi
registrado no estado de Sao Paulo, conforme podemos verificar pelo nono digito do niimero

base.

Para efetuar esse calculo, devemos fazer as seguintes operagoes para determinar o valor de

S.

gzal-1+a2-2+a3-3—|—a4-4+a5-5+a6-6+a7-7+a8-8+a9-9,

S=3-14+3-2+1-34+1-442-54+5-6+2-7+4-848-9=174.
Sabendo que 174 = 15- 11 + 9, aplicando a definicao de congruéncias modulares, podemos
concluir que 174 = 9 (mod 11). Da congruéncia conclui-se que o décimo digito deste CPF
¢ 9.
Para calcular o décimo primeiro digito do CPF, ou seja, o segundo digito verificador,

0 processo ¢ similar, apenas acrescentando o algarismo zero como o primeiro termo da

multiplicagao pelos digitos do CPF, conforme podemos verificar em
S=x1 (n-1)-a,, com S € Z.

O ntmero S — ay; deve ser também divisivel por 11, que podemos escrever como 11 |

(S — all), caso o resto for 0 ou 1 o décimo digito serd 0. Assim, podemos concluir que

a;; = S (mod 11).

Vamos calcular agora o décimo primeiro algarismo do CPF 331.125.248-9Y .

Para realizar esse calculo devemos efetuar as seguintes operagoes para determinar o valor
de S.

Szal-O+a2-1+a3-2+a4-3—|—a5-4+a6-5+a7-6+a8-7+a9-8+a10~9,
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S=3-04+3-14+1-241-34+2-445-5+2-6+4-74+8-8+9-9=226.
Sabendo que 226 = 20 - 11 4 6, temos que 226 = 6 (mod 11), entdo podemos concluir que

o décimo primeiro digito deste CPF é 6.

Portanto, o CPF completo sera 331.125.248-96.

2.6.2 ISBN-10

Em 1967, foi criado um sistema de catalogacao de livros, sendo oficializado em 1972 como
norma internacional, tal sistema é conhecido como ISBN ou International Standard Book
Number. O ISBN-10 possui 10 algarismos, onde os nove primeiros sao para a identificacao
do livro, que sao distribuidos em trés grupos de nimeros de tamanho que pode variar e
sao separados por hifen. Sabe-se que os primeiros digitos no sentido esquerda para direita
representam um agrupamento nacional ou geografico de editores da obra. Por exemplo,
podemos verificar que o codigo do Brasil é 85, o segundo grupo é uma numeragao que
corresponde ao registro de uma editora e o ultimo grupo de nimeros ¢é para identificar
o titulo da obra que esta sendo verificada. Mas como foi citado, esse sistema possui 10

algarismos e passou a ser identificado como ISBN-10. Ja o décimo digito é calculado através

de congruéncia modular. Vamos descrever, a seguir, o procedimento do calculo do ISBN-10
(BITTENCOURT et al., 2015).

ISBN 85-357-0455-38

788535W04556

Figura 3 — ISBN-10.

O ISBN-10 do livro Fundamentos da Matematica Elementar, Volume 1, é 85-357-0455-8.
Para identificar o décimo digito, que é de verificacao, é realizado o seguinte calculo. Vamos
escrever o c¢o6digo no formato ajasasay...agN, onde N é o digito de controle. Tomemos,

também, a sequéncia (10,9,8,7,...,2,1), onde multiplicaremos termo a termo os elementos
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da primeira e da segunda sequéncia citadas anteriormente. Assim, temos

10a; + 9ag + 8as + Tas + ... + lajp = 0 (mod 11).

Aplicando o valor do ISBN-10 do livro citado anteriormente, temos
10-849-54+8-34+7-54+6-7+5-0+4-44+3-5+2-5+1-N=0(mod 11),

80+45+244+354+424+0+16+ 15+ 10+ N =0 (mod 11),
2674+ N =0 (mod 11).

Aplicando o algoritmo da divisdo no niimero 267, temos que 267 = 24 - 11 + 3. Podemos
concluir que 267 = 3 (mod 11), entéo o valor de N, para que esse valor seja divisivel por
11, deve ser 8, o que comprova o digito de verificacao do livro que estamos analisando.
Quando o digito da divisao por 11 for 10, foi convencionado que sera utilizada a letra X em
referéncia aos nimeros romanos. Qutra curiosidade sobre esse sistema é que até dezembro
de 2006 ele foi amplamente utilizado, mas em janeiro de 2007 foi criado o ISBN-13 com 13

algarismos.

2.6.3 Cobdigo de Barras

Devido as grandes demandas de produtos, tanto na forma individual quanto em lotes, ou
mesmo pessoas, foi necessario criar codigos de identificacao para facilitar tanto o processo
de estocagem de mercadorias quanto o transporte e rastreamento de produtos. O cédigo
de barras foi criado com essa finalidade, ou seja, para facilitar todos os processos citados.
Esses codigos tiveram suas primeiras versoes em estudos que se iniciaram por volta de
1850 e chegou ao formato que conhecemos pela primeira vez em 1973, quando teve sua
apresentagao por George J. Laurer (PONTES; SILVA, 2020). Inicialmente foi identificado
como Universal Product Code com sigla (UPC) e possuia 12 algarismos, mas meses depois
recebeu um décimo terceiro digito para facilitar a identificacao do pais de origem. E com
o acréscimo desse décimo terceiro digito teve seu nome alterado para European Article
Numbering Sistem (EAN-13). A nomenclatura cédigo de barras veio do advento que este
é formado por um conjunto de barras que possuem larguras diferentes e isso faz com
que esse conjunto venha a corresponder a um coédigo numérico definido, onde houve a
aplicacao da congruéncia modular no processo. Entao, um codigo pode representar um lote
de mercadorias que possui as mesmas especificagbes ou apenas um tnico produto. Segundo
fontes atuais, existem cerca de mais de 20 modelos diferentes de codigos de barra, mas
iremos detalhar o modelo EAN-13, que é formado por treze algarismos. Vamos estuda-lo,
pois é um dos mais utilizados no mundo atualmente. Este sistema utiliza a multiplicacao

por 1 e 3 nos algarismos do cddigo da esquerda para a direita com os doze primeiros
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ISBN 85-357-0455-38

7885351"04556

Figura 4 — Cédigo de barras.

algarismos e para determinar o tltimo é necessario fazer a congruéncia médulo 10, obtendo,

assim, o ultimo algarismo que é chamado de digito de controle.

Vamos agora mostrar como é o procedimento para obter esse digito de controle. Seja a
sequéncia dos doze primeiros digitos de um cédigo de barras (ajasazasasagaragagaoaraz)
e a sequéncia de multiplicagao (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3). O produto deve ser feito e o
resultado deve obedecer a seguinte congruéncia S + a;3 = 0 (mod 10). Para confirmagao
e verificacdo deste processo, vamos utilizar um coédigo de barras real também retirado
do livro Fundamentos da Matematica Elementar, Volume 1, de Gelson lezzi e Carlos

Murakami.

Com base no cédigo de barras, os doze primeiros algarismos sao (9,7,8,8,5,3,5,7,0,4,5,5).

Aplicando a multiplicacao, temos que

S$=9-14+7-3+8-1+8-34+5-14+3-3+5-1+7-34+0-1+4-3+5-1+5-3 =134

Aplicando a regra para a definigdo do digito de controle, temos S + a;3 = 0 (mod 10),
entao
134 + a3 = 0 (IﬂOd 10) .

Assim, aplicando o algoritmo da divisao no nimero 134, temos que 134 = 13 - 10 + 4.
Podemos concluir que 134 = 4 (mod 10), entdo o valor de a;3 para que esse valor seja
divisivel por 10 deve ser 6, o que comprova o digito de controle do codigo de barras do

livro que estamos analisando.



Capitulo 2. Referencial Teorico 52

2.6.4 Criptografia

A etimologia da palavra criptografia vem do grego e significa “escrita escondida”, ou
seja, vem da ideia de se comunicar por meio de mensagens secretas, tanto para assuntos
militares quanto para diplomacia. Podemos constatar que os egipcios, os gregos e no
geral, os romanos, utilizavam esse recurso para que as mensagens nao fossem decifradas,
caso fossem interceptadas (PINHEIRO et al., 2018). J4 na segunda guerra mundial em
1939, a utilizacdo de mensagens criptografadas foi de maneira bastante difundida. Paises
como a Inglaterra possuiam pessoas especializadas para decodificar esses codigos e decifrar
mensagens secretas, que poderiam ser de grande importancia para a vitoria de uma batalha.
Hoje em dia, a criptografia é de suma importancia devido ao grande volume de troca de
mensagens, informagoes importantes, estudos cientificos, entre varias outras aplicagoes.
Um sistema criptografico bem antigo, utilizado pelo imperador romano Julio César é a
criptografia de César ou Cifra de César, que consistia em trocar uma letra do alfabeto
por outra letra que ficava trés posicoes a frente dela para o envio, chamado de chave 3, e
quando o receptor recebia o codigo cifrado, fazia o processo inverso, voltando trés posigoes
para cada letra. A Cifra de César é baseada na aritmética modular, pois temos um alfabeto

com 26 letras, ao qual é atribuido um valor de zero até vinte e cinco, conforme a Tabela 1.

LETRA A B C D E F G H | J K L M
NUMERO CORRESPONDENTE 0 1 3 4 6 7 8 9 10 | 11 | 12
LETRA N o] P Q R S T U \ w X Y z
NUMERO CORRESPONDENTE 13 114 | 15 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25

Tabela 1 — Enumeracéo das letras do alfabeto.

Conforme os valores da Tabela 1, para fazer a codificagao, vamos aplicar a congruéncia
modular. Para isso, definimos que P é equivalente ao valor numérico de uma letra da
Tabela 1, que corresponde a enumeracao das letras do alfabeto e C' é equivalente ao
valor numérico da letra no sistema cifrado. De acordo com a cifra de César, a formula de
codificacdo é C'= P + 3 (mod 26), com 0 < C' < 25. J4 o receptor da mensagem utilizaria
a formula P = C' — 3 (mod 26), com 0 < C < 25.

Vamos codificar MATEMATICA na Cifra de César com chave 3. Para isso, vamos trans-

formar a palavra em c6digo numérico.

M A T E M A T I C A
12 0 19 4 12

o
=
Xo]
(00}
N
o

Tabela 2 — Codificagdo da palavra matematica.
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Sabendo que na cifra de César, cada letra do alfabeto avancga 3 posi¢oes em relagao a sua

posic¢ao inicial, temos a Tabela 3 que indica a conversao.

LETRA A B c D E F G H I J K L M
NUMERO CORRESPONDENTE 3 4 5 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15

()]

LETRA N 0] P Q R S T U Vv W X
NUMERO CORRESPONDENTE 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 0 1 2

Tabela 3 — Alfabeto codificado com chave 3.

Aplicando a Cifra de César com chave 3, temos que a palavra MATEMATICA ¢é escrita

conforme representado na Tabela 4.

J X Q B J X Q F Y X
12 0 19 4 12 0 19 8 2 0

Tabela 4 — Palavia MATEMATICA codificada no alfabeto com chave 3.

Entéo, JXQBJXQFYX corresponde & palavra MATEMATICA na cifra de César com

chave 3.

Podemos ver que a aplicacdo da cifra de César pode ser amplamente utilizada com
as mais diversas chaves k. Portanto, podemos definir uma férmula geral para essas
cifras, sendo C' = P + K (mod 26) utilizada pela pessoa que ird enviar a mensagem e

P =C—K (mod 26), com 0 < C < 25, para o receptor da mensagem fazer a decodificagao.

Para exemplificar mais uma vez a cifra de César, vamos codificar a Palavra MESTRE
com chave 15. Para iniciarmos o processo, vamos codificar a palavra conforme atribuimos
valores para as letras do nosso alfabeto, mencionadas na Tabela 1 e agora aplicado na
Tabela 5.

E 5 T R E
12 4 18 | 19 | 17

Tabela 5 — Codificagdo da palavra MESTRE.

Aplicando a chave 15 em cada uma das letras e utilizando a férmula da cifra de César,

temos

M =12+ 15=27 =1 (mod 26),
E =4+15=19(mod 26),
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S =18+ 15 = 33 = 7 (mod 26),

T =19+ 15 =34 =8 (mod 26),

R =17+ 15=32 =6 (mod 26),
E=4+15=19 (mod 26).

Podemos notar que o cédigo da palavra MESTRE com chave 15 esta representado na
Tabela 6.

E S T R E
1 19 7 8 6 19

Tabela 6 — Enumeracao das letras do alfabeto.

Aplicando a numeracao do nosso alfabeto, a palavra mestre com chave 15 é BTHIGT,
lembrando que para fazer a decodifica¢ao basta utilizar a férmula P = C' — 15 (mod 26),
com 0 < C < 25 e obtemos a palavra MESTRE novamente.

Podemos verificar que apesar de ser um modelo simples, a aritmética modular ja fazia

parte desse sistema de conversao de modo eficiente.
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3 Consideracoes Finais

As Olimpiadas de Matematica tém difundido o ensino da matematica de modo
que os profissionais da area procurem a cada dia criar mecanismos para facilitar o ensino
desta area do conhecimento, que durante muito tempo foi colocada como uma barreira
intransponivel. Hoje em dia, professores tém procurado uma capacitacdo e mecanismos
facilitadores para o ensino de matematica. Podemos ver amplamente como a OBMEP
e também a IMO a cada dia ficam mais conhecidas no ambiente escolar, gracas a estas
alteracoes do sistema educacional desde a implantacao da nova Base Nacional Curricular
Comum (BNCC), proporcionando o avan¢o da matemética como objeto do conhecimento
e também como ponte para niveis cada vez maiores do aprimoramento e desenvolvimento
de novas tecnologias. Os resultados que o Brasil tem alcangado na IMO cada vez motivam

mais os alunos, e também os professores, consolidando totalmente esse processo.

A aritmética modular era algo inacessivel aos alunos do Ensino Fundamental II
e Médio, mas hoje devido a este processo supracitado, podemos ver muitos artigos e
dissertacoes sendo produzidas para esta barreira transposta. Neste material, foi utilizado
uma linguagem acessivel para que o leitor possa compreender a origem da aritmética
modular, e compreender como esse tema foi iniciado. Apds a introducao do objeto de
estudo, foram oportunizados exemplos, que simplificam todo o aprendizado, deixando bem

claro o que é a aritmética modular e como ¢é utilizada.

A parte de propriedades foi demonstrada de modo simples para que o leitor possa
compreender de onde surgiu cada uma delas e de um modo mais eficiente, conseguir

abstrair onde pode aplicé-las na resolucao de um problema matematico.

Atualmente, grandes concursos militares e as olimpiadas tém utilizado esse conheci-
mento e podemos demonstrar isso na resolucao de alguns problemas retirados de provas
e olimpiadas. Cada problema foi resolvido de modo a explanar todas as passagens da
resolucdo de modo simples e de facil entendimento. Foram informados quais propriedades
foram utilizadas, tornando a resolucao objetiva. No final de cada problema, foi feito um
resumo de como proceder em cada tipo de problema, tentando fazer com que a resolugao

de questoes similares seja um processo simples e eficiente.

As aplicagbes de congruéncias modulares foram explanadas tanto a teoria quanto
a pratica, por meio de resolucoes de exemplos e problemas olimpicos, de modo que o
processo ficasse bem simples e de facil entendimento. Varios processos que foram citados
sao amplamente utilizados e por falta de conhecimento do assunto, nao havia ciéncia do
envolvimento de congruéncia na elaboracao das aplicagoes. Todas as aplicagoes foram

mostradas com exemplos para facilitar a compreensao dos mesmos.
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Hoje em dia, com a internet, as informacoes cada vez mais tém se tornado comuns,
e torna-las cada vez mais simples de serem compreendidas, é um processo importante.
Portanto, foi primado na elaboracao deste texto, tornar a congruéncia modular um objeto
de estudo, que hoje pode e deve ser ministrado nas séries iniciais do Ensino Fundamental
IT, de modo que o professor possa fornecer todos os subsidios para um aluno compreender

e aplicar de modo eficiente.
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