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RESUMO

Nesse trabalho apresentamos uma investigacdo por meio de uma
sequéncia didatica, realizada com estudantes do ensino médio de uma
escola estadual localizada no municipio da Serra no estado do Espirito
Santo. Em nossa pesquisa abordamos os Pontos Notaveis de um Triangulo
com o auxilio do software Geogebra, articulando os conceitos matematicos
com a geometria dindmica. Os resultados evidenciaram a necessidade de
rememorar conceitos matematicos estudados em anos escolares do ensino
fundamental, a importancia da etapa de visualizacdo geométrica no
processo de construcdo dos conceitos abordados e a necessidade de
sistematizacdo de apresentacdo visual para melhor compreensao dos
conceitos.

Palavras-chave: Matematica. GeoGebra. Pontos Notaveis. Ensino Médio.



ABSTRACT

In this work, we present an investigation through a didactic sequence, carried
out with high school students from a state school located in the municipality of
Serra, in the state of Espirito Santo. In our research we approached the Notable
Points of a Triangle with the help of Geogebra software, articulating
mathematical concepts with dynamic geometry. The results evidenced the need
to recall mathematical concepts studied in elementary school years, the
importance of the geometric visualization stage in the construction process of
the approached concepts and the need to systematize the visual presentation
for a better understanding of the concepts.

Keywords: Mathematics. GeoGebra. Notable Points. High school.
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INTRODUCAO

Ao longo de meus dezesseis anos atuando como professora de
matematica no ensino médio algumas inquietacdes foram surgindo no
decorrer de minhas aulas e conversas com estudantes e profissionais da
area, tanto do Ensino Médio quanto do Ensino Fundamental. Dentre estas
inquietacdes ressalto a dificuldade dos estudantes do Ensino Médio na
compreensdo de conceitos matematicos relacionados a geometria. Em
debate com os meus alunos do Ensino Médio percebi que os conteudos de
geometria vistos por eles no Ensino Fundamental eram mencionados de
forma decorada e sem o devido aprofundamento dos conceitos. Dialogando
com alguns professores de mateméatica do Ensino Fundamental observei
gue por vezes prioriza-se a aritmética e a algebra causando prejuizo ao
ensino de geometria.

Os estudos de Teixeira Filho!, Goncalves, Ferreira, Ferreira e
Menegais® corroboram com 0 nosso pensamento de que € preciso
repensar a abordagem do ensino de geometria no Ensino Fundamental e
Ensino Médio, pois, segundo estes pesquisadores, em geral a pratica
pedagdgica € fundamentada na transmissdo de conteudos escolares
fragmentados e aplicado de acordo com modelos que nao atendem as
novas demandas da sociedade. Além disso, destacam as dificuldades que
os estudantes possuem em identificar, formar conceitos e solucionar
problemas relacionados a geometria. Outros fatores também contribuem
para este problema, entre eles podemos citar a falta de tempo para
planejamento adequado para que os contetudos sejam abordados de forma
satisfatoria; a organizacao de estudos extraclasse por parte dos estudantes
seja pela necessidade de trabalhar ou pela falta de rotina, além de outras
circunstancias.

Nao iremos aqui nos aprofundar nas razdes pelas quais esses
alunos nao tenham estudado geometria, nem vamos nos preocupar em
procurar culpados. O objetivo desse trabalho é abordar o assunto “Pontos

notaveis de um triangulo” de maneira investigativa, a fim de aproximar o



aluno da geometria de uma forma conceitual, pratica e visual, a partir de
ferramentas interativas do software Geogebra.

Apesar, deste conteudo, estar situado no Curriculo Escolar para
alunos do oitavo ano do ensino fundamental, esta pesquisa foi realizada
em uma Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio, localizada no
municipio de Serra no Espirito Santo. Participaram da pesquisa 20 alunos
(voluntarios) do primeiro ano do ensino médio que apresentavam
dificuldades no processo de aprendizagem sobre o contelido de geometria
plana.

Este trabalho estd organizado em quatro capitulos. No primeiro
capitulo fazemos uma abordagem tedrica sobre conceitos, principios e
teoremas utilizados nas demonstragcdes matematicas desta pesquisa. No
capitulo 2 apresentamos o Geogebra. No capitulo 3 vemos a descri¢cao das
aulas de familiarizacdo dos estudantes com as ferramentas do software, e
trazemos uma abordagem em sala de aula com enfoque nos pontos
notaveis de um tridngulo e com estratégias didaticas adotadas com o0s
participantes da pesquisa a respeito da reta de Euler. No capitulo 4
apresentamos alguns resultados e analise dos dados da pesquisa, e por

fim, as nossas consideracdes finais.



CAPITULO 1 - EMBASAMENTO TEORICO

A Geometria Euclidiana Plana consiste huma geometria axiomatica,
OU Seja, numa geometria que possui sentencas ou proposi¢cdes que sao
aceitas como verdades primitivas e que ndo necessitam de demonstracgoes.
Porém, uma vez adotado certos axiomas podemos usar regras logicas para
demonstrar afirmacdes que denominamos de teoremas?®*.

O termo geometria Euclidiana recebe este nome devido ao
matematico grego Euclides, de Alexandria, que foi o principal responsavel
pela compilacdo da matematica desenvolvida até a sua época. A obra foi
organizada em treze volumes e €& conhecida como Os Elementos de
Euclides. Além disso, Euclides deu inicio ao método l6gico-dedutivo que
culminou com o método axioméatico como conhecemos na matematica
atual.

Neste capitulo estudaremos alguns conceitos da geometria
euclidiana plana, principios e teoremas que serdo utilizados no

embasamento de demonstracdes matematicas realizadas nesta pesquisa.

1.1 Triangulos

Poligonos séo figuras geométricas formadas por segmentos de reta
que, dois a dois, tocam-se em seus pontos extremos, mas que nao se
cruzam em nenhum ponto. Os tridangulos, por sua vez, sao figuras
geométricas formadas por trés segmentos de reta que se encontram nas
extremidades. Assim, triangulos sdo poligonos com trés lados, trés angulos

e trés vértices>.

Figura 1 - Triangulo

Fonte: Autor



Dado um triangulo ABC (Figura 2), os elementos do triangulo, com as
respectivas notacdes, sao:

e Veértices: A, Be C.

e Angulos internos: A, Be C

e Lados: AB, BC e CD.

Figura 2 - Tridangulo ABC

A C

B

Fonte: Autor

1.1.1 Fatos geométricos da geometria plana relativos a triangulos:
1. A soma dos angulos internos de um triangulo qualquer é sempre

180°°. Por exemplo, na figura 3 os angulos y,a,ef, ilustrados no

triangulo ABC, com suas respectivas medidas em graus, somam
180°.



10

Figura 3 - Triangulo ABC

y=63.83°

[

Fonte: Autor

2. Cada veértice do triangulo estéa ligado, por seus lados, aos outros dois

vértices do mesmo, como podemos ver na figura acima. Dessa
forma, concluimos que o triangulo € um poligono que ndo possui
diagonais®.

Um tridangulo existe se, e somente se, cada um de seus lados for
maior que o valor absoluto (mdédulo) da diferenca dos outros dois
lados e menor que a soma dos outros dois lados®.

E, com 3 segmentos de reta, de comprimentos fixos, e que sigam
essa condicdo de existéncia, s6 é possivel construir um Unico
triangulo. Por isso, dizemos que o triangulo € um poligono estavel.
Na figura 4 estd ilustrado o triangulo KJL com lados KJ, JL e KL,
medindo 4, 3 e 5 respectivamente, para exemplificar estas

afirmacdes, conforme expressfes abaixo:
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Figura 4 — Tridngulo KLJ e desigualdades relacionadas as medidas dos lados do tridngulo

K 4 |
O
[44+3] = 5=|4—3|
3 I5+3| > 4>|5-3|
5
|4+5]> 3>|4-5|

Fonte: Autor

4. Se duas retas paralelas sdo "cortadas" por uma transversal, entao

seus angulos alternos (ou angulos correspondentes) sao

congruentes (tém a mesma medida)®. Na figura 5 os angulos § e ¢

sdo correspondentes e, por isso, tem a mesma medida.

Figura 5 — Retas paralelas cortadas por uma transversal

Fonte: Autor

Se duas retas sao transversais a um feixe de retas paralelas, entao

a razao entre dois segmentos quaisquer de uma delas € igual

arazao entre os segmentos correspondentes da outra®. Na figura 6,

as retas m, n e o sdo paralelas sao cortadas pelas transversais p e
_GF

L, . L
g. Além disso podemos observar que Q—?j TR
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Figura 6 — Retas transversais cortando retas paralelas

La=2

OP=3

Fonte: Autor

6. Dado um triangulo qualquer, 0 segmento com extremos nos pontos
medios de dois lados desse triangulo € paralelo ao terceiro lado, e sua
medida € igual a metade desse terceiro lado. Na figura 7 esta ilustrado

o triangulo ABC, com D e E pontos médios dos lados AB e AC,

respectivamente, DE e BC sao paralelos e BC = 2.DE .

Figura 7 — Triangulo ABC

Fonte: Autor



13

7. Se dois lados de um triangulo sado proporcionais aos lados
homologos do outro triAngulo e se o angulo entre estes lados for
congruente ao correspondente do outro triangulo, entao os triangulos
sao semelhantes.

DF

Na figura 8, estdo representados os triangulos ACB e DEF, g =@

0s angulos localizados nos vértices B e D sdo congruentes. Entéo,

os triangulos ABC e DEF sdo semelhantes.

Figura 8 — Tridngulos semelhantes

Fonte: Autor

8. E por ser um poligono estavel, vemos o triangulo presente em varias
construcbes, como pontes de ferro, andaimes, guindastes e
telhados, entre tantas outras constru¢des que usam o tridngulo para
trazer estabilidade e seguranca ao projeto, como podemos observar

na figura 9.

Figura 9 — Tridngulos vistos na construcao

Z AN V7R

‘.‘.ﬁu

Fonte: www.globol.com
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1.2 Cevianas

Ceviana de um triangulo é qualguer segmento que tem uma das
extremidades em um vértice qualquer do triAngulo e a outra num ponto
qualquer da reta suporte ao lado oposto a esse vértice. Dizemos que a
ceviana é relativa ao vértice onde esta sua extremidade, ou ainda, que é
relativa ao lado oposto a este vértice’.

Na figura 10 € ilustrado um triAngulo ABC com algumas de suas cevianas:
segmentos AF, AD, AE. Assim como descrito na definicdo, dizemos que a
ceviana AE é relativa ao lado a, ou que a ceviana AE é relativa ao vértice
A.

Figura 10 — Cevianas no tridngulo ABC

(wn]

Fonte: Autor

As cevianas utilizadas na pesquisa sao classificadas em bissetriz, altura e
mediana. Vejamos nas subsecdes a seguir as definicbes e caracteristicas
dessas cevianas que sao objetos de investigacdo neste trabalho. Além das
cevianas, também trataremos das definicbes e demonstragdes de alguns
pontos notaveis no triangulo que serdo objeto de estudo da nossa pesquisa

e da reta de Euler.
1.2.1 Bissetriz e Incentro
A bissetriz de um angulo é o lugar geométrico dos pontos que equidistam

dos dois lados desse angulo e, por consequéncia, divide este angulo em

dois angulos congruentes. Num triangulo, a bissetriz divide o angulo
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correspondente a cada vértice em dois angulos congruentes e também,
consequentemente, divide o triangulo em outros dois triAngulos que nao
sao, necessariamente, congruentes ou semelhantes. A figura 11 ilustra o

triangulo ABC com a bissetriz relativa ao vértice A, onde B = B1".
Figura 11 - Triangulo ABC

Fonte: Autor

Proposicéo 3.1 As bissetrizes internas de todo triangulo concorrem em um
anico ponto. Denominamos este ponto de incentro do triangulo.

Prova. Sejam r, s e t, respectivamente, as bissetrizes internas dos angulos

LA, £B e «C do triangulo ABC (figura 12) e | o ponto de intersecao das

retas r e s. Como o ponto | pertence a reta r, segue da caracterizacao das
bissetrizes que | equidista dos lados AB e AC do triangulo ABC.
Analogamente, como | pertence a reta s, segue que | equidista dos lados

AC e BC. Usando novamente a caracterizacdo das bissetrizes, concluimos

que | pertence a bissetriz do angulo 2C, ou seja, a reta t. Assim, r, set se

intersectam em 1.
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Figura 12 - incentro de um tridngulo

Fonte: Autor

1.2.2 Mediana e Baricentro

Uma mediana de um triangulo é o segmento de reta que liga um vértice
deste triangulo ao ponto médio do lado oposto a este vértice. Na figura 13
esta ilustrado o triangulo ABC, o ponto D, que é o ponto médio do lado BC,
ou seja, g = g1, a reta que passa por AD, que é a mediana do triangulo

ABC relativa ao vértice A°.
Figura 13 - Triangulo ABC

Fonte: Autor
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Proposicédo 3.2 Em todo triangulo, as trés medianas se intersectam em um
anico ponto. Este ponto é chamado baricentro do triangulo. Ademais, o
baricentro divide cada mediana, a partir no vértice correspondente, na
razéo 2 :1.

Prova. Sejam N e P, respectivamente, os pontos médios dos lados AC e
AB do triangulo ABC. Sejam r e s as medianas que passam por N e P
respectivamente. Seja G o ponto de interseccao das retas r e s (figura 14).
Sejam, ainda, S e T o0s pontos meédios dos segmentos BG e CG,
respectivamente. Observe que NP é a base média do triangulo ABC
relativa ao lado BC, e ST é a base média do triangulo BCG relativa ao lado

BC. Logo, pelo teorema da base média (fato 8), tanto NP quanto ST sao

paralelos a BC e tém comprimentos iguais a metade de BC. Portanto, NP =

ST e NP é paralelo a ST, de modo que, NPST é um paralelogramo. E,

consequentemente, pelo fato 7, temos que PG = GT e NG = GS. Mas, como

BS = 5G e CT = TG, segue que BS =SG =GN e CT = TG

GP, igualdades

que, por sua vez, fornecem BG = 2GN e CG = 2GP.
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Figura 14 - as medianas e o baricentro

Fonte: Autor
Agora, se M for o ponto médio de BC e G’ for o ponto de intersecdo das

medianas AM e BN (figura 15), concluimos, analogamente, que G’ divide

AM e BN na razdo 2 : 1 a partir de cada vértice. Entdo, segue dai que os

pontos G e G’ sdo tais que BG = 2GN e BG' = 2G'N. Mas isso acarreta que

G = G’. Assim, segue que AM, BN e CP intersectam-se em G e que G
divide cada uma das medianas na razdo 2 : 1, a partir do vértice

correspondente, como queriamos provar.
Figura 15- triAngulo ABC

M C

Fonte - Autor
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1.2.3 Altura e Ortocentro

No cotidiano, costumamos utilizar a palavra altura para indicar um
comprimento vertical, como, por exemplo, a altura de um prédio ou de uma
pessoa. Porém, nos triangulos, altura € um segmento de reta que une um
vértice ao lado oposto ou a seu prolongamento, de tal maneira que esses
sejam perpendiculares. Nesse caso, esse lado oposto € chamado base do
triangulo. Na figura 16, BD € a altura relativa ao vértice B e,
consequentemente, BD e AC sdo perpendiculares. Observamos também

que a altura BD é interna ao triangulo ABCS.

Figura 16 - Triangulo ABC

Fonte - Autor

Na figura 17 a altura relativa ao vértice G € a reta que liga o ponto G ao
ponto A, de forma que GA e FA sao perpendiculares. E, como A é um
ponto localizado no prolongamento do lado FC, vemos que a altura relativa

ao vértice G é externa ao triangulo GCF.
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Figura 17 - Triangulo CGF

Fonte: Autor

Proposicédo 3.4 Em todo triangulo, as trés alturas se intersectam em um soO
ponto. Denominamos tal ponto de ortocentro do triangulo.
Prova. Seja ABC um triangulo qualquer. Ha trés casos a considerar:
(a) O triangulo ABC é retangulo (figura 18). Suponhamos, sem perda de
generalidade, que BAC = 90°. Entdo, A é o pé das alturas relativas
aos lados AB e AC. Como a altura relativa ao lado BC passa (por

definicdo) por A, segue que as alturas de ABC se intersectam em A.

Figura 18 - ortocentro de um triangulo retangulo

Ha

(]

Fonte: Autor
(b) O triangulo ABC é acutangulo (figura 19). Neste caso, trace,
respectivamente, por A, B e C, retas r, s e t paralelas a BC, CA e AB
(também respectivamente). SejamrNs={P},sNt={M}etNr=

{ N }. Entdo, os quadrilateros ABCN e ABMC séao paralelogramos, de

sorte que CN = AB =CM. Portanto, C € o ponto médio de MN. De



21

modo analogo, podemos concluir que B é o ponto médio de MP e Ao

ponto médio de NP. Por outro lado, a altura relativa a BC também é

perpendicular a NP, j4 que BC e NP s&o paralelas. Do mesmo modo,

as alturas relativas a AC e AB séo respectivamente perpendiculares
a MP e MN. Segue que as alturas do triangulo ABC s&o as
mediatrizes dos lados do triangulo MNP. Mas ja provamos (na
proposi¢cdo 3.3) que as mediatrizes dos lados de um tridngulo sé&o
concorrentes, de modo que as alturas do triangulo ABC séao

concorrentes.

Figura 19 - ortocentro de um triangulo acutangulo

Fonte: Autor

(c) O triangulo ABC é obtusangulo (figura 20). a prova € totalmente

analoga a do caso (b).
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Figura 20 - ortocentro de um triangulo obtusangulo

M

-

Fonte: Autor

1.3 Mediatriz e Circuncentro

Uma mediatriz de um triangulo é uma reta perpendicular a um dos lados
desse triangulo, que o intersecta em seu ponto médio. Consequentemente,
por definicdo, a mediatriz de um triangulo nem sempre passa por um
vértice do mesmo e, por isso, ela ndo necessariamente € uma ceviana. No
triangulo ABC da figura 21 temos M, que é o ponto meédio do lado BC, e a

mediatriz relativa ao lado BC ’.
Figura 21 - Tridangulo ABC

I=

o
[T

Fonte: Autor
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Proposicdo 3.3 Em todo triangulo as mediatrizes dos lados intersectam-se
num ponto. Denominamos este ponto de circuncentro desse triangulo.

Prova. Sejam ABC um triangulo qualquer, r, s e t, respectivamente, as
mediatrizes dos lados BC, CA e AB, e O o ponto de interse¢ao das retas r

e s (figura 22).

Figura 22 - o circuncentro de um tridngulo

Fonte: Autor

A mediatrizde um segmento € o lugar geométrico dos pontos que

equidistam das extremidades do segmento®, entdo temos que OB =0C

(pois O € r) e OC = 0A (pois O € s). Portanto, OB = 0A e, segue

novamente da caracterizacdo da mediatriz como lugar geométrico, que O €

t. (ver proposicao 3.9 e prova em [2]).

1.4 Reta de Euler

A definicdo da reta de Euler esta no teorema 4.1 apresentado
abaixo, seguido da sua demonstragao’.
Teorema 4.1 Considere um triangulo ABC qualquer. Sejam O, G e H o
circuncentro, o baricentro e o ortocentro, respectivamente desse triangulo,

entao:
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(i) AH =2 0M, onde M é o ponto médio de BC.
(i) H, G e O sao colineares, com G € HO e HG =2 GO.

Quando H e O sdo diferentes, a reta HO é chamada a Reta de Euler do

triangulo ABC.
Demonstracdo: Se ABC é um triangulo escaleno (figura 23), as

mediatrizes ndo coincidem com as medianas, logo O e G sao pontos

distintos. Tome um ponto P sobre a semirreta 0G tal que g = %

Figura 23- A reta de Euler

Fonte: Autor

Temos que GP = 2 GO e, pela proposicdo 3.2, AG = 2 GM. Além disso, os

angulos £AGP e £OGM sao iguais por serem opostos pelo vértice. Logo, 0s

triangulos OGM e PGA sédo semelhantes, pelo fato 9, e com razdo de
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semelhanca sendo % Portanto, OMG = PAG. Assim, considerando as retas

AP, OM e AM, temos que os angulos alternos internos 2PAM e £OMA s&o

iguais. Pelo critério de paralelismo de duas retas (postulado 2.17 e
corolario 2.18 em [2]), concluimos que OM é paralelo a AP. Mas OM é

perpendicular a BC, logo AP é perpendicular a BC. Concluimos que P é um

ponto sobre a altura relativa ao lado BC. Repetindo o argumento com outra
mediana do tridangulo, concluimos que P pertence a duas alturas do
triangulo e, portanto, P = H € o ortocentro do triangulo ABC. Como a razdo

de semelhanca dos triangulos OGM e HGA é % entdo, AH =2 0OM e, HG = 2

GO. Isso conclui a demonstragdo no caso em que ABC é um triangulo

escaleno.

Se ABC for um tridngulo isésceles, a mediatriz e as retas suportes
da mediana e da altura relativas ao lado da base s&o coincidentes. Logo O,
G e H estdo sobre essa mediatriz. O argumento anterior utilizado para um
triangulo escaleno funcionard com as duas medianas que ndo séo relativas
a base do triangulo isésceles.
Se o triangulo ABC for equilatero, a mediatriz e as retas suportes da

mediana e da altura relativas a cada um dos lados s&o coincidentes, o que

implica que G = H = O. Dai segue da proposicédo 3.2 que, AH = AG=2G

= 2 OM. Considerando HO, HG e GO segmentos de comprimento zero, 0

item (ii) é trivialmente satisfeito. Como H = O a reta de Euler ndo esta
definida no caso do triangulo equilatero.
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CAPITULO 2 - O PROGRAMA GEOGEBRA NO ENSINO DA
MATEMATICA

O Geogebra € um software da matematica dindmica, que combina
conceitos de geometria e &lgebra em uma Unica interface. Foi
desenvolvido por Markus Hohenwarter, e seu projeto foi iniciado em 2001,
na Universitat Salzburg, mas tem prosseguido em desenvolvimento
na Florida Atlantic University.

Atualmente ele esta disponivel nas versdes: GeoGebra Graphing
Calculator, GeoGebra Math Apps, GeoGebra in Exams (Apps e
Stick), GeoGebra 3D Grapher e GeoGebra Classic. Destes, o ultimo é o
mais completo e o que utilizamos nesse estudo. O GeoGebra Classic esta
disponivel para acesso online, download para Windows, Mac, Linux, e para
instalacdo no celular nas versdes para Android e iOS.

O programa GeoGebra foi escolhido por ser um aplicativo de acesso
gratuito que reune recursos de algebra, geometria plana, espacial,
analitica, esbocar poligonos, circulos, dinamizar tais objetos ao mover
vértices e pontos, calculos de integrais, derivadas, problemas de
otimizacao dentre outros. Atualmente esse software vem ganhando espaco
nas salas de aulas e auxiliando no processo de aprendizado de alunos no
mundo todo. No Brasil, ele estd disponivel em portugués e pode ser
instalado nos aparelhos celulares, o que facilita a sua acessibilidade e
praticidade.

O software GeoGebra tem sido utilizado como um recurso didatico
no ensino de mateméatica por meio de atividades investigativas conforme
afirma Hallal'? e seus colaboradores. Além disso, tem auxiliado professores
e alunos no estudo de graficos de funcdes e na andlise de superficies
graficas, pois o software possibilita realizar a rotacdo e a translacdo de
curvas geomeétricas. Estes mesmos pesquisadores!? também védo de
encontro com nosso pensamento quando defendem que o software
GeoGebra favorece a aprendizagem de conceitos mateméticos, pois a
visualizacdo grafica contribui para a compreensdo e abstracdo da
representacdo de tais conceitos matematicos. Outra contribuicdo que o

software apresenta no processo de ensino de matematica € a possibilidade
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de articulacdo da aritmética, algebra e geometria nas formalizacdes e

deducdes matematicas.

CAPITULO 3 - METODOLOGIA DE ENSINO

3.1 Aula 1: Ferramentas do GeoGebra

Esta aula aconteceu no dia dezenove de julho de 2017, no
laboratério de informética da escola EEEFM Belmiro Teixeira Pimenta, com
0s 20 alunos voluntarios do primeiro ano do ensino médio matriculados no
turno matutino, mas as aulas ocorreram no turno vespertino. A aula teve
uma duracdo de 55 minutos, e seu O objetivo foi desenvolver a
familiarizacdo dos estudantes com as ferramentas do GeoGebra e avaliar o
conhecimento prévio dos alunos acerca de conceitos basicos da geometria
plana. A tabela 1 apresenta a organizacdo da aula, com os procedimentos

utilizados e o tempo gasto em cada um deles:

Tabela 1 — Organizacao da aula sobre Ferramentas do GeoGebra

TEMPO PROCEDIMENTO

20 minutos - Exploragdo de forma livre das ferramentas do aplicativo
GeoGebra e suas fungoes;

10 minutos - Construcdo de diversas figuras geométricas com

comandos ditados pela pesquisadora;

25 minutos - Descrever as ferramentas objeto de estudo da pesquisa

com suas respectivas funcgoes.

Nessa primeira aula, cada aluno teve acesso ao computador de
forma individualizada, e a pesquisadora utilizando o computador fez a
projecdo de tela no quadro, para instruir os alunos sobre as atividades
propostas e apresentar conceitos e definicbes que foram dadas de forma

coletiva. Em seguida exploramos a funcdo de algumas ferramentas e a
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testamos com alguns exemplos de problemas pré-elaborados pela
pesquisadora. A figura 24 representa a construcdo de elementos
geomeétricos realizado por um dos estudantes, a partir da exploracao de

algumas ferramentas contidas no GeoGebra.

Figura 24- testes das ferramentas do GeoGebra
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Devido a delimitacdo dessa pesquisa, ndo foi possivel trabalhar com
todas as ferramentas do Geogebra, e algumas destas ferramentas foram
observadas e apontadas pelos alunos durante a aula. Para motivar a
participacdo dos estudantes, as perguntas relacionadas a estas
ferramentas, que ndo sdo objetos de estudo dessa pesquisa, foram
abordadas de forma superficial com manipulagbes do software para
exemplificar de forma mais geral as funcdes dessas ferramentas.

Apo6s o tempo destinado as descobertas e criatividade dos alunos,
demos prosseguimento ao planejamento da aula e direcionamos o uso das
ferramentas relacionadas ao conteudo programado. Com isso, foi solicitado
aos alunos que formassem trés triangulos na tela, um deles sendo agudo,
outro sendo obtuso e o terceiro sendo um tridngulo retadngulo. Nestes,
deveriam ser feitos pontos médios em seus lados e retas diversas: retas
perpendiculares a lados desses triangulos que interceptam o vértice oposto
a esse respectivo lado; retas perpendiculares aos lados destes triangulos

gue nao interceptam vértices do triangulo; retas que dividem o menor
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angulo formado por esses vértices ao meio; e retas que ligassem os
veértices do triangulo ao ponto médio do lado oposto a este mesmo vértice.
A Figura 25 foi construida por um aluno que resolveu realizar todas as
tarefas propostas numa mesma tela, criando o triangulo obtuso com suas
respectivas mediatrizes, o triangulo retangulo com suas respectivas alturas
e o triangulo agudo com suas respectivas bissetrizes. No entanto, pudemos
observar que a figura ficou confusa, e para que as varias informac¢des na
mesma tela n&o dificultassem sua visualizacdo e entendimento, a
pesquisadora utilizou a tela apresentada pelo estudante para orientar aos
demais participantes da pesquisa a como melhorar a visualizacdo da tela,

de modo que facilitasse a compreensao da tarefa proposta.

Figura 25 - Experimento de triAngulos com bissetrizes, alturas e mediatrizes

L//

©
1 1 7 2 E] 4 5 ] 7 ] ] 10
G

Fonte: Autor

Durante esse processo de apresentacdo, demos as seguintes orientagoes:
ao clicar com o botéo direito do mouse sobre um ponto, reta, segmento de
reta, poligono, eixo, malha ou outro objeto nao citado podemos optar por:

- Exibir ou n&o o objeto;

- Exibir ou ndo a malha;

- Exibir ou n&o o eixo;

- Exibir ou n&o o rotulo dado ao objeto

A figura 26 representa a mesma tela anterior (figura 25) com os ajustes

feitos seguindo os passos da orientacao descrita durante a apresentacao.
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Figura 26 — Triangulos apds a utilizacédo das ferramentas de visualizacao

Fonte: Autor

Abaixo listamos a ilustracdo das ferramentas que utilizamos no decorrer

das aulas, com suas respectivas funcgdes, na tabela 2:

Tabela 2 — Ferramentas do GeoGebra

Mover: Permite selecionar um objeto, apagando o0 mesmo
ao pressionar a tecla delete, ou entdo mové-lo livremente

utilizando o mouse ou as setas do teclado.

Ponto: Destaca o ponto indicado ao clicar com o botéo

esquerdo do mouse no local ou objeto desejado.

Intersecdo de dois objetos: Destaca o ponto indicado ao

selecionar a intersecao ou dois objetos em sequéncia.

Ponto médio ou centro: Destaca o ponto médio entre dois
pontos selecionados, ou segmento. Também é possivel
selecionar um circulo ou conica para destacarmos o ponto

que representa o seu centro.

Reta: Ferramenta que permite tracar a reta entre dois
pontos (ou duas posi¢cdes) clicando neles com o botao

esquerdo do mouse (ou clicando nas duas posicoes).

Segmento: Ferramenta que permite tracar o segmento de

reta entre dois pontos (ou duas posi¢cdes) clicando neles
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com o botdo esquerdo do mouse (ou clicando nas duas

posicdes).

Reta perpendicular: Selecionando primeiro o ponto
desejado e depois a reta (ou segmento, ou semirreta, ou
vetor) é possivel tracar a reta perpendicular que passa por

eles.

| o

Reta paralela: Selecionando primeiro o ponto desejado e
depois a reta (ou segmento, ou semirreta, ou vetor) é
possivel tracar a reta paralela a ela, que passa por esse

ponto selecionado.

<
\\.\

Mediatriz: Traga a mediatriz relativa a dois pontos ou
segmento selecionado ao clicar nele com o botdo esquerdo

do mouse.

Bissetriz: Essa ferramenta permite tracar a bissetriz ao
selecionar duas retas ou 3 pontos do plano (ela intersecta

0 segundo ponto selecionado).

Poligono: Ferramenta que permite criar um poligono. Para
isso basta clicar com o botdo esquerdo do mouse em todos
0s veértices desejados, e depois no primeiro Vvértice

novamente.

Angulo: Destaca o angulo desejado, ao selecionar duas
retas ou trés pontos.

0 E

Distancia, comprimento ou perimetro: Ferramenta que
permite calcular a distancia entre dois pontos ao selecioné-
los, a distancia de um segmento ao seleciona-lo, o
comprimento de um circulo ao clicar em seu interior ou o

perimetro de um poligono ao clicar em seu interior.

Malha: Ao clicarmos com o botdo direito do mouse sobre a
malha, eixo, ou tela em branco, podemos selecionar a

palavra malha para exibi-la ou ndo na imagem.

Eixo: Ao clicarmos com o botdo direito do mouse sobre a
malha, eixo, ou tela em branco, podemos selecionar a

palavra eixo para exibi-lo ou ndo na imagem.
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Exibir Objeto

Exibir objeto: Essa ferramenta permite exibir, ou néo,
objeto criado (ponto, reta, segmento de reta, poligono,
circulo, bissetriz, mediatriz, entre tantos outros objetos que
podemos criar e exibir com o aplicativo). Para isso, basta
clicar no objeto em questdo com o botédo direito do mouse

e seleciona-la.

Anl Exibir Rétulo

Essa ferramenta permite exibir, ou ndo, rétulo do objeto
selecionado. Para isso, basta clicar no objeto em questao

com o botdo direito do mouse e seleciona-la.

Renomear

Essa ferramenta permite renomear o objeto selecionado.
Para isso, basta clicar no objeto em questdo com o botao
direito do mouse, selecionar a palavra renomear, digitar o
nome que deseja dar ao objeto e clicar em ok para finalizar

a operacao.

3.2 Aula 2: Bissetriz e Incentro

Esta aula aconteceu no dia vinte e seis de julho de 2017, no

laboratorio de informatica da mesma escola ja citada, com os 20 alunos

voluntarios do primeiro ano do ensino meédio matriculados no turno

matutino, mas as aulas ocorreram no turno vespertino. A aula teve uma

duracdo de 65 minutos, e seu objetivo foi utilizar o aplicativo Geogebra

para apresentar aos estudantes o conceito de Bissetriz e direcionar a

percepcdo de um ponto comum as trés bissetrizes do triangulo, o Incentro.

A tabela 3 apresenta a organizacdo da aula, com os procedimentos

utilizados e o tempo gasto em cada um deles:

Tabela 3 — Organizacao da aula sobre Bissetriz

TEMPO

PROCEDIMENTO

20 minutos

- Didlogo de forma coletiva sobre o tema da aula para




33

observar e avaliar o conhecimento prévio dos estudantes

acerca de bissetriz e incentro.

- Aula expositiva para apresentacdao da definicdo de
bissetriz.

20 minutos - Construcao de triangulos diversos, de forma livre e com

suas respectivas bissetrizes, no GeoGebra

5 minutos - Direcionamento aos participantes para observarem a
existéncia de um ponto comum as trés bissetrizes de um

triangulo.

20 minutos - Célculo das distancias entre o incentro e os lados do
triangulo construidos por eles, no GeoGebra, para
observar o padrdo entre essas distancias, reforcando
oralmente e visualmente as definicbes de bissetriz e

incentro.

Inicialmente, apresentei aos alunos a definicdo de bissetriz (capitulo)
e, com o auxilio do programa GeoGebra, solicitei que construissem alguns
triangulos distintos e que, em cada triangulo, fossem incluidas o maior
namero de bissetrizes possivel.

Na figura 27, estd representada a tarefa realizada por uma
estudante, que criou um: triangulo retangulo, triangulo acutangulo,
triangulo obtusangulo, triangulo equilatero, triangulo isdsceles e triangulo
escaleno, todos com suas respectivas bissetrizes, e sem utilizar nenhuma

ferramenta de limpeza visual.
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Figura 27 - Imagem dos triangulos e bissetrizes sem os reparos de limpeza visual
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Fonte: Autor

Na figura 27, observamos que os triangulos foram construidos
corretamente e as bissetrizes também, no entanto, a figura estava com
muitas informacdes, dificultando assim a visualizacdo dos elementos que
iriamos trabalhar durante a aula. Apresentei a imagem ao restante da
turma e solicitei que utilizassem o que aprenderam na aula 1 sobre as
ferramentas para ajudar a colega a melhorar a visualizacdo da imagem, de
forma que a compreensao ficasse mais clara, como pode ser observado na
figura 28. Inicialmente o planejamento previa um tempo de 60 minutos,
porém, para a realizagdo total dessa atividade foi necesséario um acréscimo
de 5 minutos.

Apo6s a manipulacdo das ferramentas de visualizacdo, expliquei aos
participantes a definicdo de Incentro utilizando a constru¢cdo geométrica

elaborada por eles. Veja a figura 28.
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Figura 28 - Triangulos com suas respectivas bissetrizes
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Fonte: Autor

Além disso, nessa aula aproveitamos para medir a distancia entre o
incentro e os lados do triangulo em questéo. A figura 29 mostra o triangulo
ABC com suas bissetrizes relativas aos vértices A, B e C, incentro | e a
distancia entre o incentro e os lados a, b e ¢ do triangulo em questédo. Ao
manipular o GeoGebra, sob a orientacdo da pesquisadora, os participantes
puderam constatar que as trés distancias eram iguais, confirmando a
definicdo de incentro.

Figura 29 - Tridangulo ABC

la=0.85

Fonte: Autor

3.3 Aula 3: Mediana e Baricentro

No mesmo local, turno e participantes da aula anterior, a aula 3

aconteceu no dia dois de agosto de 2017, teve uma duracdo de 60
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minutos, e seu objetivo foi utilizar o aplicativo GeoGebra para apresentar
aos estudantes o conceito de Mediana e direcionar a percep¢do de um
ponto comum as trés medianas do triangulo, o Baricentro. A tabela 4
apresenta a organizagcdo das aulas, com os procedimentos utilizados e o

tempo gasto em cada um deles.

Tabela 4 — organizagéo da aula sobre mediana

AULA TEMPO PROCEDIMENTO

3 15 minutos - Didlogo sobre o tema da aula,
observando e avaliando 0
conhecimento prévio dos estudantes
acerca de mediana e baricentro;

- Aula expositiva coletiva para
apresentar a definicdo de mediana .

20 minutos - Construir um anico triangulo, com
suas respectivas medianas, no
GeoGebra;

- Descrever os passos e ferramentas
utilizadas na construcao;

5 minutos - Conduzir oralmente os estudantes
na percepcdao de um ponto em
comum entre as medianas tracadas;

10 minutos - Calculo das distancias entre o
baricentro e os lados do triangulo
construidos por eles, no GeoGebra,

10 minutos - Explorar livremente outras
distancias entre pontos do triangulo,
e observar se ha um padrdo entre
elas;

ApoOs o tempo destinado a avaliagcdo do conceito prévio, a partir do
didlogo inicial da aula, a definicdo de mediana foi apresentada aos alunos

de forma coletiva e com o auxilio do quadro. Foi proposto aos alunos que
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utilizassem o software GeoGebra para construir um triangulo com suas
respectivas medianas, ja nomeando o0s pontos de interseccao, lados,
vértices e fazendo a limpeza visual da figura para podermos identificar
melhor cada elemento do poligono construido. Nas figuras 30 e 31
apresentamos os triangulos ABC e AMT, construidos por dois estudantes,
jd com suas trés medianas, e o ponto G (baricentro), que é o ponto de

intersecgao entre elas.

Figura 30 - Triangulo ABC
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Fonte: Autor

Figura 31- Triangulo MAT

Fonte: Autor

Durante a realizagdo dessa aula, surgiu a necessidade da
construcdo de um tridangulo retangulo. A construcdo contou com a

participacao coletiva, em que os alunos sugeriam 0s passos e ferramentas
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utilizadas na construcdo, enquanto a pesquisadora realizava os comandos
de tal construcao, projetando na tela.

No quadro a seguir listamos o passo a passo que foi sugerido pelos
participantes durante o processo de construgéo do triangulo retangulo:

- Tracar um segmento de reta AB;

- Tracar a reta g perpendicular ao segmento AB que passe pelo ponto A;

- Tracar o poligono (triangulo) formado pelos vértices A, B e um ponto C
escolhido aleatoriamente na reta g;

- Marcar os pontos D, E e F, pontos médios dos lados do triangulo ABC;

- Tracar os segmentos AE, CD e BF, medianas do triangulo ABC;

- Desmarcar a opgéo “exibir rétulos” para ocultar os nomes dados aos
segmentos medianas do triangulo ABC,;

- Marcar o ponto G, que é interseccdo das medianas.

Na figura 32 vemos o triangulo retangulo ABC com suas respectivas
medianas, lados e pontos, que foi construido seguindo os passos da
tabela.

Figura 32 - Triangulo Retangulo ABC

Fonte: Autor

Dando prosseguimento ao planejamento, destacamos em dialogo a
desigualdade entre as distancias do ponto G aos lados dos triangulos. A
partir dessa observacdo, os participantes concluiram que o baricentro
divide a mediana a partir do vértice na razdo 2:1 (razdo dois para um),
como pode ser observado na figura 33, elaborada por um dos

participantes.
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Figura 33 - Triangulo ABC
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Fonte: Autor

Finalizamos a aula 3 com os devidos encaminhamentos para a aula 4,

extensao da aula 3.

3.4 Aula 4: NUmeros Irracionais, Mediana e Baricentro

No mesmo local, turno e participantes da aula anterior, a aula 4
aconteceu no dia nove de agosto de 2017, teve uma duracdo de 40
minutos, e seu objetivo foi utilizar Geoplano para apresentar aos
estudantes o conceito de numeros irracionais e sua representacdo no
célculo de distancias. Além dos numeros irracionais a aula 4 tem como
objetivo reforcar os conhecimentos adquiridos acerca de mediana e
baricentro. A tabela 5 apresenta a organizacdo das aulas, com o0s

procedimentos utilizados e o tempo gasto em cada um deles.

Tabela 5 — organizacdo da aula sobre mediana

AULA TEMPO PROCEDIMENTO
4 15 minutos - Construir, no Geoplano, triangulos
retdngulos;

- Calcular o a medida da hipotenusa
dos triangulos construidos.
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15 minutos - Aula expositiva sobre numeros
irracionais e didlogo sobre as
medidas irracionais encontradas nos
triangulos construidos.

10 minutos - Finalizacdo da aula, refor¢cando
oralmente e  visualmente as
definicbes e conceitos estudados na
aula.

Conforme relatado no capitulo anterior, houve a necessidade de se
trabalhar com os estudantes os numeros irracionais e suas aproximacdes
decimais. Entdo, a pesquisadora apresentou aos estudantes o Geoplano
construido por ela, distribuiu elasticos coloridos a eles, e solicitou aos
mesmos que fizessem triangulos retangulo diversos no Geoplano. Com o0s
triangulos construidos, os estudantes calcularam a medida de hipotenusa
de cada um deles e concluiram que algumas delas eram numeros
irracionais, dialogamos a seguir sobre as aproximacdes decimais dos
nameros irracionais, e as medidas encontradas na figura 33.

ApOs as observacOes relatadas, a pesquisadora definiu, junto aos

participantes o conceito de baricentro.

3.5 Aula 5: Mediatriz e Circuncentro

Esta aula aconteceu no dia dezesseis de agosto de 2017, no
laboratorio de informética de uma escola publica estadual da Serra, com 0s
19 alunos voluntarios do primeiro ano do ensino médio matriculados no
turno matutino (um aluno se ausentou por motivos de saude), mas as aulas
ocorreram no turno vespertino. A aula teve uma duracdo de 60 minutos, e
seu objetivo foi utilizar o aplicativo Geogebra para apresentar aos
estudantes o conceito de Mediatriz e direcionar a percep¢ao de um ponto
comum as trés mediatrizes do triangulo, o Circuncentro, e a distancia entre

ele e os lados do triangulo.
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A tabela 6 apresenta a organizacdo da aula, com os procedimentos

utilizados e o tempo gasto em cada um deles:

Tabela 6 — Organizagéo da aula sobre mediatriz

TEMPO

PROCEDIMENTO

15 minutos

- Didlogo sobre o tema da aula, observando e avaliando o
conhecimento prévio dos alunos acerca de mediatriz e
circuncentro.

- Aula expositiva, de forma coletiva, para apresentar a
definicdo de mediatriz.

15 minutos

- Montagem de um roteiro, com a sugestdo coletiva dos
alunos, descrevendo os passos utilizados na construcao
de um triangulo qualquer com suas 3 mediatrizes, no
GeoGebra;

10 minutos

- Construir um triangulo, de forma individual, e suas
mediatrizes seguindo 0s passos descritos acima,

20 minutos

- Calcular as distancias entre o circuncentro e os vértices
do tridangulo construido por cada um deles;

- Observar o padrdo entre essas distancias, com a
pesquisadora reforcando oralmente e visualmente as
definicbes de mediatriz e circuncentro.

Iniciamos a aula com um dialogo para observar o conhecimento dos

alunos sobre mediatriz, reta perpendicular, e circuncentro, seguidos da

seguinte proposta de atividade:

Verbalmente, descrevam 0S passOs necessarios para criar um

triangulo com suas respectivas mediatrizes no Geogebra, enquanto

escrevo essas sugest(”)es para montarmos um roteiro para realizar essa

construcdo. A seguir estdo os passos descritos pelos alunos:
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- Tracar um triangulo acutangulo, escolhendo seus vértices aleatoriamente
a partir da ferramenta “poligono”.

- Selecione um lado do triAngulo para marcar seu ponto médio a partir da
ferramenta “ponto médio ou centro”

- Selecione o ponto médio recém marcado e o lado escolhido anteriormente
também para tracar a reta perpendicular na ferramenta “reta
perpendicular’. Essa reta perpendicular tracada sera a nossa mediatriz.

- Repita as mesmas operagdes dos dois passos acima com os outros lados
do triangulo.

- Marque o ponto de encontro das trés mediatrizes;

- Clique com o lado direito do mouse sobre o eixo e cligue em “eixo” para
deixar de exibi-lo;

- Cligue com o lado direito do mouse sobre a malha e cliqgue em “malha”

para deixar de exibi-la;

Figura 34 - tridngulo ABC, criado a partir dos passos sugeridos

Fonte: Autor

Na figura 34 observamos o triangulo ABC criado pelos alunos
seguindo as orientagcfes dadas acima, onde D, E e F sdo os pontos médios
dos lados BC, AB e AC, respectivamente. As retas f, g e h sdo as

mediatrizes desse triangulo e o ponto G € o ponto em comum das

mediatrizes, isto €, G é o circuncentro do triangulo.
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Selecionando o circuncentro e o vértice do triangulo utilizando a ferramenta
“distancia”, os alunos foram direcionados ainda a calcular a distancia entre

circuncentro e vértices do triangulo e observarem a igualdade entre elas.

Figura 35 - Triangulo ABC

N

Fonte: Autor

Na figura 35, AG representa a distancia entre o circuncentro e o
vértice A, BG representa a distancia entre o circuncentro e o vértice B, e
CG representa a distancia entre o circuncentro e o vértice C. Podemos
observar que as distancias sao iguais.

Para finalizar a aula indiquei aos alunos a utilizagdo da ferramenta
“mover” para movimentar o vértice A do triangulo ABC, a fim de criarmos
um tridangulo retdngulo e um triAngulo acutangulo com as mesmas
informacdes do triangulo da figura 35, sem a necessidade de construir
outro triangulo.

Figura 36 - Triangulo retangulo ABC

A

AG=38

Fonte: Autor
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Figura 37 - Tridngulo obtusangulo ABC

Fonte: Autor

Na figura 36 o triangulo ABC é retangulo e, com isso, podemos
observar que o circuncentro estad localizado sobre a hipotenusa do
triangulo, e a distancia entre o circuncentro e cada um dos vértices
continua sendo a mesma. Dai podemos concluir que, nesse caso, 0
circuncentro também é ponto médio da hipotenusa.

Na figura 37 o triangulo ABC é obtuséangulo e, podemos observar
gue o circuncentro continua equidistante dos vértices e esta localizado
externamente ao triangulo, como diz a definicdo. Encerrando assim a aula
5.

3.6 Aula 6: Altura e Ortocentro

Esta aula aconteceu no dia vinte e trés de agosto de 2017, no
laboratorio de informatica da escola EEEFM Belmiro Teixeira Pimenta, com
0s 20 alunos voluntarios do primeiro ano do ensino médio matriculados no
turno matutino, mas as aulas ocorreram no turno vespertino. A aula teve
uma duracdo de 60 minutos, e seu objetivo foi utilizar o aplicativo
Geogebra para apresentar aos estudantes o conceito de Mediatriz e
direcionar a percepcdo de um ponto comum as trés mediatrizes do

triangulo, o Circuncentro, e a distancia entre ele e os lados do triangulo.
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A tabela 7 apresenta a organizacdo da aula, com os procedimentos

utilizados e o tempo gasto em cada um deles:

Tabela 7 — Organizacgéo da aula sobre altura

TEMPO

PROCEDIMENTO

15 minutos

- Dialogo sobre o tema da aula, observando e avaliando
0 conhecimento prévio dos alunos acerca de altura e

ortocentro durante sua vida escolar.

- Aula expositiva, de forma coletiva, para apresentar a

definicdo de altura.

20 minutos

- Apresentacdo, aos estudantes, da atividade proposta
(construcdo de triangulos, com suas respectivas alturas,

seguindo o roteiro pré-definido pela pesquisadora);

- Observar coletivamente a construcéo feita por eles;

15 minutos

- Exposicédo das atividades realizadas pelos alunos;

10 minutos

- Observacao, pelos participantes, do que ocorre com o
ortocentro ao movimentar os vértices dos triangulos

construidos no GeoGebra.

Inicialmente, apresentei a definicdo de altura, conversamos sobre as

alturas que medimos em nosso dia a dia, e demos prosseguimento ao

planejamento. Os alunos foram convidados a realizar uma atividade com o

programa Geogebra e construir um triangulo, com as trés alturas que

podem ser tracadas nele e observar se as alturas tém pontos em comum.

Segue 0 passo a passo sugerido para que os alunos pudessem construir

essas imagens:

- Tracar o triAngulo formado pelos vértices T, U e V em posi¢cles aleatérias;
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- Caso o triangulo nédo esteja com os vértices nomeados em T, U e V,
cligue com o botédo direito do mouse sobre cada vértice e escolha o item
renomear para nomeé-los da forma desejada;

- Tracar as trés alturas do triangulo construido, ou seja, tracar a reta que
passa em cada um dos pontos T, U e V que seja perpendicular ao lado
oposto ao seu respectivo vértice ou ao seu prolongamento.

- Marcar os pontos D, E e F que s&o pontos de intersecc¢éo das alturas com
seus respectivos lados;

- Caso tenha um ponto em comum as trés alturas, marcar esse ponto H na
figura construida.

Na figura 38, o triAngulo TUV é acutangulo, e as alturas relativas aos
vértices T, U e V se encontraram em um ponto comum, o ponto H. Este

ponto é o ortocentro e, neste caso, esta situado no interior do triangulo.

Figura 38 - Tridangulo acutangulo TUV

Fonte: Autor

Na figura 39, o triAngulo TUV é retangulo e as alturas relativas aos
vértices T, U e V se encontraram em um ponto comum, o ponto H. Nesse
caso, vemos que o ortocentro coincide com o vértice U que € a interseccao

dos lados que formam entre si 0 angulo reto.
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Figura 39 - Triangulo retangulo TUV

Fonte: Autor

Na figura 40, o triangulo TUV é obtusadngulo e as alturas relativas
aos vertices T, U e V se encontraram em um ponto comum, o ponto H.

Nesse caso, vemos que o ortocentro é exterior ao triangulo em questao.

Figura 40 - Tridngulo obtusangulo TUV

=

Fonte: Autor

Apenas utilizando a ferramenta “mover objeto”, do GeoGebra, para
mover o0s vértices dos triangulos tracados, transformamos os triangulos
criados em acutangulo, retangulo ou obtusangulo. Facilitando a observacao
da localizacdo das alturas criadas em triangulos diversos. E assim

concluimos a aula 6.
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3.7 Aula 7: A Reta de Euler

Esta aula aconteceu no dia trinta de agosto de 2017, no laboratério
de informatica de uma escola publica estadual da Serra, com os 20 alunos
voluntarios do primeiro ano do ensino meédio matriculados no turno
matutino, mas as aulas ocorreram no turno vespertino. A aula teve uma
duracdo de 60 minutos, e seu objetivo foi utilizar o aplicativo Geogebra
para apresentar aos estudantes o conceito da reta de Euler e direcionar a
percepcdo da colinearidade existente entre o Circuncentro, Ortocentro e
Baricentro do triangulo.

A tabela 8 apresenta a organizagédo da aula, com os procedimentos
utilizados e o tempo gasto em cada um deles:

Tabela 8 — Organizacdo da aula sobre mediatriz

TEMPO PROCEDIMENTO

20 minutos - Entrega de roteiros diversos para a construgcdo, no
GeoGebra, de triangulos com os 4 pontos notaveis
estudados nas aulas anteriores.

20 minutos - Apresentacédo, pelas duplas de alunos voluntarias, dos 3
roteiros propostos para o restante da turma;

20 minutos - Definicdo da Reta de Euler com refor¢co dos contetdos
aprendidos.

Inicialmente foi entregue aos estudantes (divididos em duplas, pois
ndo havia computadores suficientes para trabalhar de forma individual)
roteiros impressos para que, em 20 minutos eles pudessem realizar, no
GeoGebra, as atividades descritas. Dessa forma, 3 duplas receberam o
roteiro 1, 3 duplas receberam o roteiro 2, e 4 duplas receberam o roteiro 3.

Depois do tempo decorrido, uma dupla de cada roteiro (de forma
voluntaria) deveria apresentar aos demais alunos a atividade concluida e

relatar sobre as observacOes feitas. E, nos ultimos 20 minutos, seria
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apresentada a turma a definicho da reta de Euler (capitulo 1) e
encerraremos a aula com uma avaliacdo oral e dialogada sobre as aulas
realizadas na pesquisa.

Conforme no planejamento, os alunos foram divididos em duplas e
cada dupla recebeu o seu roteiro e foram instruidos para a realizacdo da

tarefa.

Roteiro 1:

- Trace um segmento de reta qualquer (que serd um lado do tridangulo);

- Trace uma reta perpendicular por um dos dois pontos do segmento criado

anteriormente;

- Utilizando a ferramenta poligono construa um triangulo onde dois vértices
sdo os pontos do segmento criado na primeira acao descrita e o terceiro

vértice escolhido aleatoriamente sobre a reta perpendicular tracada.

- Utilize a ferramenta angulo para marcar o angulo formato entre as retas

perpendiculares;

- Utilizando as ferramentas que aprendemos do decorrer do trabalho, da
forma que preferir, marque o incentro, o baricentro, o circuncentro e o
ortocentro do triangulo criado, e desmarque a opcdo de exibir rétulos,

deixando apenas os rotulos nos vértices do triangulo;

- Utilizando a ferramenta reta trace uma reta passando por dois desses

pontos notaveis.

- Observe que os pontos notaveis do triangulo que vocé construiu sdo

colineares.

Roteiro 2:

- Com a ferramenta poligono regular construa um triangulo equilatero;
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- Utilizando as ferramentas que aprendemos do decorrer do trabalho, da
forma que preferir, marque o incentro, o baricentro, o circuncentro e o
ortocentro do tridangulo criado, e desmarque a opc¢do de exibir rétulos,

deixando apenas os rétulos nos vértices do triangulo;

- Utilizando a ferramenta reta trace uma reta passando por dois desses

pontos notaveis.

- Observe que o0s pontos notaveis do triangulo que vocé construiu séo

colineares.

Roteiro 3:

Utilizando o aprendizado adquirido nas aulas anteriores

- Construa um triangulo qualquer;

- Marque e rotule os pontos notaveis desse triangulo;

- Trace a reta que passa por dois desses pontos notaveis;

- Observe que eles pertencem a mesma reta;

- Mova os vértices do triangulo, observando que 0s pontos notaveis
continuam pertencendo a mesma reta durante a movimentagao.

Apo6s o tempo destinado a realizacdo da atividade, a pesquisadora
solicitou 3 duplas voluntarias (uma de cada roteiro) para que
apresentassem suas atividades concluidas aos demais alunos no quadro
central do laboratoério de informatica.

O triangulo ADO (ilustrado na figura 20) foi construido seguindo o
roteiro 1. Nele, foram tracadas as medianas e o seu baricentro B; foram
tracadas as bissetrizes e o seu Incentro |; foram tragadas as suas alturas e
0 seu ortocentro O; também as suas mediatrizes e o seu circuncentro H.
Conforme solicitado, foram retiradas as exibicbes de alguns rotulos e

objetos para melhor visualizacdo dos pontos notaveis e a reta de Euler. E
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como podemos observar, no triangulo retangulo baricentro, ortocentro e

circuncentro sao colineares.
Figura 41 — Triangulo ADO

Fonte: Autor

O triangulo ACB (ilustrado na figura 42) foi construido seguindo o roteiro 2.
Nele, observamos que, conforme a definicdo de reta de Euler, no triangulo

equilatero os pontos notéveis coincidem.
Figura 42- Triangulo ACB

Fonte: Autor

O triangulo ABC (ilustrado na figura 43) foi construido seguindo o
roteiro 3. Nele, foram tragcadas as medianas e o seu baricentro G; foram
tracadas as bissetrizes e o0 seu Incentro I; foram tracadas as suas alturas e
0 seu ortocentro O; também as suas mediatrizes e 0 seu circuncentro M.
Conforme solicitado, foram retiradas as exibicbes de alguns rotulos e
objetos para melhor visualizagdo dos pontos notaveis e a reta de Euler. E

no tridngulo construido pelos alunos, mesmo movimentando os vértices,
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baricentro, ortocentro e circuncentro sao colineares, conforme definicdo de

reta de Euler.

Figura 43- Triangulo ABC

Fonte: Autor

Dando prosseguimento a aula, apresentei a definicdo da reta de Euler e
abri um didlogo com todos os alunos presentes, de forma coletiva, para
ouvir a opinido deles acerca das atividades realizadas com o GeoGebra

para o ensino dos pontos notaveis no triangulo, encerrando assim a aula 7.
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CAPITULO 4 - RESULTADOS E ANALISES

Durante o processo de familiarizagdo do GeoGebra foi possivel
perceber que todos os participantes tinham dificuldades em realizar alguns
comandos por ndo saberem conceitos geométricos. Por exemplo: ao
solicitar que tracassem uma reta perpendicular, os estudantes nao
conseguiam dar prosseguimento a tarefa pois ndo sabiam o conceito
necessario para executar o comando. Entdo foi necessario intervencédo da
pesquisadora evocando 0s conceitos geométricos que pudessem, dar aos
envolvidos, embasamento teérico matematico. Assim, foram realizadas as
tarefas

Essa evocacao dos conceitos matematicos geométricos, algébricos
ou aritméticos vai ao encontro do que diz Tall e Vinner® sobre a
necessidade de evocar tais pensamentos matematicos a fim de que os
conceitos e procedimentos ndo sejam esquecidos. Esta observacdo a
respeito da necessidade de retomar conceitos durante a aula também
corrobora com o que nos orienta Fischbein® sobre o processo de
construcdo das intuicbes secundarias desenvolvidas na escola, em que se
faz necessario estimular tais intuicdes para que 0s conceitos e estratégias
nao sejam esquecidas.

Na aula 2 os alunos sinalizaram verbalmente que ja tinham ouvido
falar em bissetriz, mas que nao se lembravam muito bem do contetudo. Ao
apresentar a eles a definicdo de bissetriz (capitulo 1), alguns se lembraram
das aulas sobre esse conteddo, mas outros ainda nao conseguiram
associar a definicdo ao que tinham aprendido nas séries anteriores. Depois
de Ilhes mostrar o triangulo representado na figura 19 e conversarmos um
pouco sobre a definicdo e a ilustracdo de uma bissetriz, pude perceber que
os alunos se lembraram do que se tratava, entenderam o que dizia na
definicdo dada e se sentiram mais confortaveis para participar da aula e
fazer perguntas. Esta intervencédo visual realizada pela pesquisadora
reforca a teoria de Van Hiele!® em que uma das etapas do processo de

aprendizagem em geometria é a visualizagao.
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A partir da visualizacdo das tarefas concluidas, e apdés a limpeza
visual feita, de forma coletiva, pelos participantes na aula 2, os alunos
perceberam e sinalizaram o encontro das bissetrizes em um Unico ponto, o
que reforca ainda mais a importancia do ladico no ensino da geometria,
como processo de aprendizagem.

Na aula 3 os alunos fizeram a primeira atividade proposta de forma
satisfatoria e no tempo previsto, e a pesquisadora solicitou aos alunos que
descrevessem 0s passos utilizados para a construcdo de um triangulo
retdngulo, visto que nenhum triAngulo nessa classificacdo havia sido
construido pelos participantes. Como ja analisado na aula 1, o exemplo
utilizado descrevia a duvida de um aluno sobre retas perpendiculares, mas
a duvida foi respondida na aula 1 e nao foi necessério reforcar a definicao
destas retas nessa aula, pois nenhum estudante apresentou dificuldade em
cumprir a tarefa proposta.

No entanto, ao calcular as distancias sugeridas na atividade
proposta, 0s participantes relataram que as distancias nao eram
exatamente iguais, devido as aproximacfes decimais feitas pelo
GeoGebra. Com isso, a aula 3 foi finalizada e a aula 4, extensdo da aula
anterior, foi criada para, com o auxilio do Geoplano, mostrar os nameros
irracionais como distancias geométricas e, sO a partir dai, apresentar a
definicdo de baricentro e finalizar o contetdo proposto.

Nas aulas 5 e 6 observamos uma melhora significativa na construcéo
do conhecimento de pontos notaveis no triangulo, assim como nos
conceitos prévios necessarios para melhor aproveitamento da aula, pois
nessas aulas os participantes demonstraram uma confianca maior em
realizar as tarefas, assim como em apresentar a tarefa apresentada para a
turma. No entanto, durante a realizacdo da pesquisa observei a resisténcia
da turma em construir triangulos equilateros, apesar da existéncia da
ferramenta poligonos regulares que vimos na aula 1.

Na aula 7 os alunos foram divididos em duplas, conforme suas
afinidades, pois alguns computadores estavam manutencdo e nao
poderiam ser utilizados.

ApoOs uma anélise das aulas anteriores e dos triangulos menos vistos

nas construgdes livres dos alunos, a pesquisadora optou por abordar a reta
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de Euler utilizando a mesma metodologia utilizada até agora, mas com um
direcionamento aos participantes, de forma que cada dupla fizesse uma
construcdo diferente e, a partir da movimentacdo dos vértices,
pudéssemos, coletivamente, observar os pontos notaveis em diversos
triangulos e a colinearidade do baricentro, ortocentro e circuncentro em
todos eles.

No dia seis de setembro de 2017 foram feitas entrevistas individuais
com os participantes para que pudessem descrever opinides acerca dos
métodos utilizados e atividades realizadas no decorrer da pesquisa. O
intuito da entrevista foi averiguar a aceitacdo dos alunos ao meétodo
escolhido pela pesquisadora, e avaliar a evolugdo no aprendizado deles
sobre o conteudo escolhido, apesar dessa avaliagdo também j& ter sido
feita em todas as aulas através da observacdo dos estudantes durante a
realizacdo das tarefas e dialogos investigativos que surgiam durante a
aplicacao da pesquisa.

Na tabela estdo descritos alguns depoimentos dos estudantes sobre

0 uso do GeoGebra no ensino de pontos notaveis do triangulo:

DEPOIMENTOS:

Estudante A - Utilizar o GeoGebra para aprender geometria € muito mais
prazeroso.

Estudante B - Eu consegui prestar atencdo nas aulas sem sentir sono,
isso quer dizer que gostei (risos).

Estudante C - Agora consigo até entender as palavras utilizadas na aula
da nossa turma do matutino (definicbes, como por exemplo reta paralela,
reta perpendicular, base, altura, dentre outros, em problemas envolvendo
area de figuras planas e funcédo de segundo grau).

Estudante D - A partir de hoje terei mais confianca para participar das
aulas e realizar as tarefas que os professores passam, pois sei que sou
capaz de aprender geometria.

Com os depoimentos dos participantes e dialogos avaliativos sobre

as aulas aplicadas, pudemos perceber a importancia de revermos nossas
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praticas educacionais, a fim de estudar, aplicar e criar métodos, com o
objetivo de aproximar a matematica do aluno.

Nosso pensamento vai ao encontro com o de Juter!!, que afirma que
gquando o aluno se torna matematicamente mais maduro, 0S conceitos,
representacdes e conhecimentos adquiridos se fundem, construindo assim
um conhecimento mais solido de geometria, o que afeta diretamente a sua
autoconfiangca, aumentando-a e juntamente com ela a sua participagao nas

aulas.
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CONCLUSAO

Esse trabalho foi elaborado com alunos voluntarios do ensino médio
que relataram uma grande inseguranca e dificuldade no conteddo Pontos
notaveis no triangulo. O nosso objetivo foi, através da investigacao e
experimentacdo, utilizar o software GeoGebra para construir um
aprendizado significativo acerca de tal contetudo, e demonstrar a existéncia
e propriedades do incentro, baricentro, ortocentro e circuncentro.

Inicialmente os alunos apresentavam um certo distanciamento e
muita vergonha de fazer perguntas, talvez por apresentarem uma grande
dificuldade em geometria e ficarem com receio de expor essa dificuldade
para os colegas. ApOGs a aplicacdo da sequéncia didatica relatada os
alunos sinalizaram verbalmente a satisfacdo de participar das aulas com o
apoio do GeoGebra e a evolugcdo no aprendizado de pontos notaveis no
triangulo. Além disso, observando a participacdo dos alunos do decorrer da
pesquisa pude perceber o aumento no ganho de confianca deles ao
participar das aulas, fazer perguntas, expor as tarefas concluidas, e o
prazer em aprender, 0 que consequentemente o aproximara do
aprendizado significativo.

O ensino-aprendizado da matematica vai muito além de se passar ou
receber o conteudo pretendido, temos que lancar mao de barreiras sociais,
fisicas e até emocionais para transpor obstaculos e assim crer, sonhar e
ousar ir atras de cada objetivo, aprendizado e oportunidade.

O método de experimentacdo e praticas educativas utilizando o
software GeoGebra desperta o interesse dos alunos, visto que eles estao
acostumados com tecnologias e gostam muito do uso delas no ensino. E
com as analises apresentadas do decorrer do trabalho, podemos observar
a evolucao no aprendizado de pontos notaveis do triangulo, suas principais
caracteristicas e aplicabilidade.

Este trabalho possibilitou a pesquisadora a ampliacdo de seus
horizontes em relagcdo ao ensino de geometria sobre a necessidade de
sistematizar os conceitos matematicos relacionados aos pontos notaveis

de um triangulo, a verificar a importancia da etapa de visualizacdo
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geomeétrica no processo de construgcdo dos conceitos abordados e a
necessidade de sistematizacdo de apresentacdo visual para melhor
compreensédo dos conceitos.

E interessante ressaltar a importdncia do mestrado na area de
educacao no desenvolvimento profissional do professor, pois a partir dessa
pratica podemos refletir sobre novas préaticas e seus impactos positivos na
vida do professor e do aluno.

Que este trabalho possa de alguma forma ajudar, integralmente ou
parcialmente, outros docentes no ensino da geometria. Que os alunos
possam despertar o interesse em observar as belezas que a matemaética

tem a oferecer e, por que nao, aplica-la em seu cotidiano.
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APENDICE

SUGESTAO DE ATIVIDADE EXTRA

Esse tdpico é uma sugestdo para mais atividades envolvendo pontos
notaveis do triangulo para aplicacdo em escolas que ndo possuem acesso

a equipamentos de informatica.

Atividade:

-Utilizar um item rigido, como papeldo ou isopor, para desenhar um

triangulo qualquer.

- Tracar as medianas e baricentro desse triangulo.

- Pesquisar sobre o baricentro ser o ponto de gravidade, ou ponto de

equilibrio do triangulo.

- Pendurar esse triangulo prendendo um barbante ao seu baricentro e

observar esse equilibrio.



