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Resumo

Nesta dissertacao sao estudadas transformagcoes fracionais lineares sobre o corpo
dos numeros reais e dos nimeros complexos sob um ponto de vista geométrico, dando
énfase a dependéncia geométrica nos coeficientes que as definem. Sao estudados os efeitos
no trago do gréafico de tais funcoes quando sao alterados seus coeficientes evidenciando

assim a influéncia de cada um deles. Sao apresentadas também algumas aplicagoes.

Palavras-chave: Transformacoes no plano; Funcao afim; Fungoes Racionais; Com-

plexos; Transformagoes de Mcbius.



Abstract

In this dissertation are studied linear fractional transformations on the field of real
numbers and complex numbers beneath a geometrical point of view, emphasizing the ge-
ometric dependence in the coefficients that define them. Were studied the tracing graphic
effects of these functions when its coefficients are changed demonstrating the influence of

each one. Also are presented some applications.

Keywords: Transformations in the plane; Affine Function; Rational Functions; Com-

plex; Mobius Transformations.
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Introducao

Durante um bom tempo fiquei pensando sobre o que escrever, pois na Matematica
ha tanta beleza e quanto mais se estuda mais beleza se encontra. Pesquisei na internet,
em livros, em revistas, pedi a opiniao de amigos e professores e muita coisa eu achava
interessante. Entao, como escolher?

Foi ai que lembrei de uma aula da disciplina Polinomios e Equagoes Algébricas-
PROFMAT, na qual o professor falava tao entusiasmado das transformacgoes de Mobius
e do que poderiamos fazer e descobrir no ‘mundo’ dos niimeros complexos.

Mas essas transformagoes, que na verdade sao funcoes racionais complexas de
variavel complexa, nao sao estudadas no Ensino Médio pois “nao cai no ENEM” e nem
aparecem nos livros didaticos. Estuda-se o conjunto dos nimeros complexos algebrica-
mente: suas operacoes, exemplos e exercicios. Depois, a representagao do niimero com-
plexo no plano e as operagoes dos niimeros complexos na forma trigonométrica porém, sem
muita relagao com a Geometria. Tal fato pode ser justificado pela forma como o assunto
¢ explicado nos livros didaticos pois, alguns destes nao fazem essa relacao com a Geo-
metria e os que fazem, o fazem de uma forma rapida, sem muitos detalhes ou exemplos.
Nas escolas publicas, por exemplo, essa ultima parte quase nao é estudada. Ressalto isso
aqui, pois sempre trabalhei em escola publica e sei o quanto o tempo é limitado. Aliado
a isso, tem-se as dificuldades de aprendizagem dos alunos, algumas deficiéncias trazidas
por eles das séries anteriores, desde o Ensino Fundamental, a falta de recursos, dentre
outros problemas. Em algumas escolas ptiblicas nao ha nem pincel. Entao, ensinar deter-
minados assuntos é loucura! E como dizem alguns colegas de profissao: “ Vou pular esse
conteudo!”, E perca de tempo!”, “Eles nao vao entender! 7 Serda mesmo que nao?

Muitas vezes alguns contetdos sao ensinados de forma superficial, nao s6 no Ensino
Médio mas também no Fundamental. Ensina-se apenas o basico e da forma mais tradicio-

nal possivel. Assim, os alunos deixam de aprender a esséncia de alguns conteidos que sao
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fundamentais para a continuidade do aprendizado. Isso reflete nas séries mais avancadas.
E claro que essa situacao nao ¢é regra, mas é importante discutir sobre as condigoes de
trabalho do professor e como as aulas estao sendo planejadas, pois o planejamento deve
ser feito de acordo com a realidade de cada turma, de cada escola, de cada regiao, enfim
levando em consideracao todas particularidades.

Seria, entao, interessante ou relevante escrever sobre tal assunto? Para alguns pro-
fessores esse assunto é visto como desnecessario de ser ensinado no Ensino Médio e acre-
ditam que as aplicoes que envolvem os numeros complexos s6 fazem sentido em cursos
mais avangados.

E se estudarmos as fungoes racionais reais de variaveis reais? Outro problema! As
funcoes racionais também nao sao estudadas no Ensino Médio, nem no corpo dos reais e
nem no corpo dos complexos. Em alguns livros didaticos, aparecem apenas uns exemplos,
muitas vezes descontextualizados, quando se fala sobre a construcao de gréaficos de fungoes
reais. E por que nao estudamos com mais detalhe tais funcoes?

Muitas vezes, em sala de aula, nds professores nos preocupamos (e somos, de certa
forma, pressionados a fazer isso!) apenas em concluir o conteiddo que estd no programa e
ensinar o que “cai no ENEM” e nos diversos vestibulares, nos acomodando com o que esta
pronto, ou, as vezes, buscamos outras justificativas, como a falta de interesse dos alunos,
por exemplo. Assim, nos eximimos de incluir contetidos que seriam bem interessantes de
se aprender e ensinar e ou simplismente de associd-los a outros considerados mais “rele-
vantes”. Serd, entao, um desafio ensinar tais conteidos? E como fazer?

Pensando nisso e ressaltando um dos objetivos do PROFMAT, o de “Estimular a
melhoria do ensino de Matematica em todos os niveis”, ja que este conteudo contempla
conhecimentos de nivel bésico e superior, propomos estudar o grafico de algumas Fungoes
Racionais, sobre o corpo dos numeros reais e dos nimeros complexos, mais especifica-

mente, as fungoes da forma
ax+b
fld) = ——,
(o) cou+d

que em alguns livros, como em CHURCHILL(1975), sdo chamadas Transformag¢des Li-
neares Fraciondrias, ou ainda, Funcao Fracionaria Linear, analisando a relacao de cada
um dos seus coeficientes com as transformacoes que os graficos sofrem, bem como sua de-
finicdo e algumas de suas propriedades. Pois, de acordo com o PCN+(2002,p.121) “[...]a

énfase do estudo das diferentes fungoes deve estar no conceito de funcao e em suas propri-
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edades em relagao as operacoes, na interpretacao de seus graficos e nas aplicagoes dessas
funcoes”.

Além disso, segundo as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio(2006, p.72)
“[...] é importante destacar o significado da representacao gréfica das fungoes, quando
alteramos seus parametros, ou seja, identificar os movimentos realizados pelo gréafico de
uma funcao quando alteramos seus coeficientes”

Primeiramente, estudaremos a Funcao Fraciondria Linear f definida em R, ou seja,
f:D C R — R, como os coeficientes destas determinam seus graficos e também suas par-
ticularidades: dominio, imagem, comportamento no infinito, assintotas, comportamento
da fungao proximo as assintotas. Com o intuito de facilitar a assimilacao do contetido,
optamos por iniciar nosso estudo considerando as situacoes mais elementares e progressi-
vamente aumentando a generalidade.

Nesta primeira parte, é interessante e sera de grande valia, o conhecimento do
PROJETO NOVAS TECNOLOGIAS NO ENSINO da UFRJ, que possui dentre seus ob-
jetivos o de usar os recursos computacionais para explorar e integrar aspectos graficos,
geométricos, numeéricos e analiticos. Bem como, o conhecimento do projeto do Instituto
de Matematica e Estatistica da USP, o site eCALCULO, no qual o conteido disponibili-
zado contem uma parte do que ¢ desenvolvido no Ensino Médio e é apresentado segundo
uma abordagem que enfatiza a articulacao ao curso de Céalculo.

Logo depois, estudaremos a Funcao Fracionaria Linear f sobre C, f : E C C —
C, comecando pelos nimeros complexos, suas formas algébrica e trigonométrica e as
operacoes entre eles, uma vez que estas operagoes estao relacionadas aos movimentos de
translacao, rotacao, simetrias, dilatagao e contracao no plano complexo, chegando também
a generalidade, que neste caso recebe um nome especial: Transformacoes de Mobius.

Desta maneira, dando ao estudo das fun¢oes um carater mais geométrico, ou seja,
aproximando Algebra e Geometria, buscamos tornar o aprendizado destes conteidos mais
significativo no Ensino Médio.

Como ferramenta auxiliar para a construcao dos graficos, utilizaremos o GeoGebra,
um software gratuito de matematica dinamica desenvolvido para o ensino e aprendiza-
gem da matematica nos varios niveis de ensino que retine recursos de geometria, algebra,

tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e calculos simbdlicos em um 1nico ambiente.
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Nocoes Preliminares

1.1 Funcoes Reais e Graficos

Ao se falar de funcao, é sempre bom ter em mente algumas defini¢oes, por isso
reservamos esta secao as fungoes reais e graficos.

Dados os conjuntos X, Y, uma funcdo f: X — Y (lé-se “uma funcdo de X em Y”) é
uma regra (ou conjunto de instrugoes) que diz como associar a cada elemento x € X um
elemento y = f(x) € Y. O conjunto X chama-se dominio e Y é o contradominio da funcao
f. Para cada x € X, o elemento f(x) € Y chama-se a imagem de x pela funcao f, ou o
valor assumido pela funcao f no ponto x € X. Escreve-se x — f(x) para indicar que f
transforma (ou leva) x em f(x).

Uma fungao chama-se injetiva quando elementos diferentes em X sao transformados
por f em elementos diferentes em Y, ou seja, x # x’ em X = f(x) # f(x’). Chama-
se sobrejetiva quando, para qualquer elemento y € Y, podemos encontrar um elemento
x € X tal que f(x) =y. E chama-se uma bijecao quando é ao mesmo tempo injetiva e
sobrejetiva.

Sef: A — Beg:C — D sdo fungoes tais que f(A) C C, definimos a composta
de g com f como sendo a fungdo go f: A — D dada por (go f)(a) = g(f(a)) para todo
acA.

Se f : A — B ¢é bijetiva, entao existe uma tnica funcao h : B — A tal que
(hof)(a) = a paratodo a € A e (foh)(b) = b para todo b € B. Tal funcao h é chamada

a inversa de f e é denotada por 1.
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E ainda, sendo y = f(x) uma fungao real com valores reais, a razao

f(x2) — f(x1)
Xo —X1q

: (1.1)

pode ser interpretada como a taza de variacao da variavel y em relagao a variavel x, isto é,
uma forma de medir “quao réapido”a variavel y estd mudando a medida em que a variavel

x muda.

Definigao 1.1.1 (Gréfico de uma fungao). Dado um conjunto ndo vazio D C R, consi-
deremos fungoes f: D — R. Assim, o grdfico de uma funcao f € o subconjunto do plano

cartesiano R?, dado por
graf(f) ={(x,y) € R?*/x € D,y = f(x)}, (1.2)

Isso significa que um ponto (x,y) pertence ao grafico de f se, e somente se, x € D e
os numeros reais x e y satisfazem a lei de associacao de f, ou seja, temos que o grafico de
uma funcao f é o lugar geométrico dos pontos que satisfazem sua lei de associagao. Com
isso, percebemos a relagao direta entre a Algebra e a Geometria no estudo do grafico de
uma funcao, o que nem sempre fica claro para nossos alunos.

No Ensino Médio, a forma mais apresentada aos alunos para se esbocar graficos é
a chamada tabela de valores. Nesta sao atribuidos valores a x para encontrarmos os cor-
respondentes valores de f(x), ou seja, os valores de y. Obtendo-se,entdao, pontos no plano
cartesiano por onde passara o grafico. Com a ajuda desta tabela de valores podemos dar
aos alunos uma ideia aproximada do comportamento da funcao em todo seu dominio.
Mas este método é totalmente confidvel? Quantos pontos sao necessarios para se esbogar
o grafico de uma funcao?

Isso depende da fungao que se esta considerando. Veremos a seguir o caso da Fungao
Afim, a qual basta o conhecimento de dois pontos do seu grafico para que possamos esboga-
lo, ja que este é uma reta, e da Geometria sabemos que dois pontos distintos determinam
uma unica reta. No entanto, para outras funcoes, a utilizacao apenas da tabela de valores
é insuficiente, dificultando uma reflexao matematica mais detalhada sobre a funcao.

Uma outra forma de se apresentar os graficos aos alunos é utilizando a tecnologia
como ferramenta auxiliar, pois temos uma grande variedade de programas que dispo-
nibilizam recursos para facilitar a exploracao algébrica e grafica, de forma simultanea,

ajudando o aluno a melhor entender certos conceitos. Mas estes programas nao sao auto
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suficientes, por isso se faz neecessario e muito importante que o professor tenha dominio do
conteudo para que possa utilizar tais recursos de modo satisfatério. Nao podemos “usar
por usar”, sem um planejamento prévio. Devemos sempre questionar o que o programa
faz pra verificar se estd em harmonia com a Algebra proposta e ainda testar a atividade
antes de apresentar aos alunos.

A seguir, veremos alguns exemplos de funcoes cujos graficos serao construidos a

partir da tabela de valores e com a utilizacao do Geogebra.
Exemplo 1.1.1. Construa o grdfico da fungiop : R — R definida por p(x) = x> +4x—3.

Construindo o gréafico desta fungao a partir da tabela de valores abaixo e mar-
cando os pontos encontrados no plano cartesiano, temos a possivel interpretacao geométrica

do seu gréafico.

Tabelal.l.
X p(x) =x2+4x—3 (x,y)
1 p(=1) = (—1)2+4(—1)—3 =—6 | A(-1,-6)
0 p(0)=02+40—3=-3 B(0,-3)
1 p(1)=12441-3=2 C(1,2)
2 p(2) =22 +42-3=09 D(2,9)

Na Figura 1.1, note que os pontos sugerem o formato de uma curva, mas nao
podemos afirmar que a fungao p é toda crescente, ou se ela possui pontos de méximo e
minimo, por exemplo.

Tal fato confirma que a utilizacao apenas da tabela de valores nao nos garante o
esboco fiel do grafico de algumas fungoes. E por isso que o professor precisa ter dominio
do conteudo e fazer um planejamento prévio da atividade a ser relizada.

Neste caso, o professor ja sabendo que se trata de uma parabola acrescenta mais

dois pontos, como podemos ver na Figura 1.2, e traca o grafico.
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h
WS-l

Figura 1.1: Pontos A,B,C e D obtidos pela tabela 1.1

T
-8

T
-10

Figura 1.2

. Gréfico da funcao p(x) = x? +4x —3
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Exemplo 1.1.2. Considere a fun¢ao q : R* — R definida por q(x) = Ix

X

Construindo o grafico desta funcdo a partir da tabela de valores (tabela 1.2)
e marcando os pontos correspondentes no plano cartesiano, nao podemos afirmar muita

coisa sobre o grafico e muito menos responder a questionamentos, como: “ E uma curva?”.

Tabelal.2.

X q(x) = (x,y)
_ =2l _

=21 q(=2)="= =-1] F(=2,-1)
_ =1

—1]q(-1)=—==-1] G(-1,-1)

1| q=4=1 | H11
v

2 q(2) =75 =1 1(2,1)

1 Ql QH
.F .G 1
Figura 1.3: Pontos F,G,H,I obtidos pela tabela 1.2

Neste exemplo, s6 verificamos o ja foi dito sobre a utilizagao da tabela de

valores. De fato, dependendo da escolha dos pontos, podemos perder muitas informagoes
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importantes sobre o gréfico.

Na Figura 1.4. temos o grafico da mesma funcao construido no Geogebra. Um
questionamento natural que surge é se o trago apresentado corresponde ao grafico da
funcao q(x), de fato. Visualmente, o aluno poderia indagar se ao ponto 0 correspondem
os valores 1 e —1 . Como isto pode ocorrer se q(x) nao estda definida para x = 0?7 O

questionamento é procedente.

Ix|
X

Figura 1.4: Gréfico da fungao q(x) = =+ contruido no Geogebra

Neste momento cabe ao professor orientar a classe sobre como um computador
desenha o grafico de uma fungao: se f: [a,b] & R é uma funcio e a =ty <t; < ... <
t, = b é uma particao do intervalo [a, b] entdao o computador? determina numericamente
os valores f(t;) e liga os pontos (ti,f(t;)) a (tiy1,f(tir1)) por um segmento, isto é, o
resultado desta construcao é uma poligonal, que se mostrard uma curva suave (se f for

suave) se os espacamentos ti,; — t; forem pequenos.
+

1Uma particao do intervalo [a,b] é um subconjunto finito de pontos P = tg, t1,...,tn C [a, b] tal que

acPebeP.
2Para situacoes de aplicacoes computacionais, usualmente tomamos os pontos da particio igualmente

espagados, isto é, t; —tg=to —t1 =... =th —tn_1
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_ It

= -, se t # 0, tomando-se o espacamento (também chamado

No caso da funcao q(t)
de passo) constante e pequeno, de modo que t; = 0 nao pertenca a parti¢cao, podemos
nao ter a acuidade visual suficiente para perceber que no ponto x = 0 nao assume valor
algum, apesar de, aparentemente estar assumindo ambos os valores 1 e —1, nao sendo
uma funcao (um equivoco visual!).

Logo, para traga-lo corretamente, devemos considerar o fato de que x = 0 nao

pertence ao dominio de q(x), observando que

1 sex >0
q(x) = :
—1 sex<0

portanto, o grafico tem uma interrupcao neste ponto, que em geral representamos por

uma bolinha aberta como mostra a Figura 1.5.

Ix|
X

Figura 1.5: Gréfico da fungao q(x) = =, com x # 0

Assim, independente da forma que se utilize para a construcao de graficos de

fungodes, seja por meio de tabelas de valores ou programas como o Geogebra, devemos estar
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atentos para que os exemplos propostos estejam sempre em harmonia com as defini¢oes

estudadas, levando em consideracao as propriedades algébricas e geométricas da funcao.

1.2 Transformacoes no Plano

Uma transformacao T no plano TT é uma funcao T : TT — TI, isto é, uma corres-
pondéncia que associa a cada ponto P do plano outro ponto P; = T(P) do plano, chamado

sua imagem por T.

Definicao 1.2.1. Uma isometria do plano TT € uma transformacao T : TT — TI que

preserva distancias, ou seja, T € uma isometria quando se tem d(T(P),T(Q)) = d(P, Q).

Como essas transformagoes nao distorcem as imagens, sao também conhecidas como
movimentos rigidos no plano
Citaremos algumas propriedades das isometrias cujas demonstragoes podem ser en-

contradas em LIMA(2011,p.140):

1. Toda isometria T : TT — TT é uma bijecao, ou seja, para todo ponto P; em TIT existe

um tnico ponto P tal que T(P) = Py;
2. A imagem de uma reta r por uma isometria T é uma reta ry = T(r);
3. Uma isometria tranforma retas paralelas em retas paralelas;
4. Toda isometria transforma um tridangulo retangulo noutro triangulo retangulo;
5. Uma isometria preserva quaisquer angulos;

As transformagoes isométricas do plano sao: translacao, reflexdao e rotagao, assim
como todas as combinacoes entre elas.

A Translacao T, : TT — TI, determinada pelo vetor v, é a transformacao que leva
cada ponto P do plano TT no ponto T,(P) = P + v, ou seja, todos os pontos de uma
figura se deslocam numa mesma diregao, sentido e a uma mesma distancia. Em outras
palavras, como podemos ver na figura 1.6, a translagao transforma uma figura em outra

figura geometricamente igual.
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Figura 1.6: Translacao

A Reflexao em torno da reta r(eixo de simetria) é a transformacao T que faz
corresponder a cada ponto P do plano o ponto P’ = T(P), simétrico de P em relagao a r.
O ponto P’ chama-se simétrico do ponto P em relagao a reta r quando r é mediatriz do

segmento PP’.(Figura 1.7)

Figura 1.7: Reflexao

A Rotagao de centro O e angulo « transforma o ponto P = (x,y) no ponto

P = (x1,Y1), girando P em torno de O a um angulo «.(Figura 1.8)
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Figura 1.8: Rotacao

Definicao 1.2.2. Seja v um numero real positivo. Uma Semelhanca de razao v no plano
IT € uma transformacao o : T1 — TT que multiplica por v a distancia entre dois pontos P, ()
quaisquer em 11, isto é, d(o(P), o(Q)) = r.d(p, Q), ou seja, as semelhan¢as podem mudar

o tamanho da figura sem mudar sua forma.

Exemplos simples de semelhanga sao as homotetias. A homotetia de centro O
e razao r no plano IT é a transformacao H : IT — TT que associa a cada ponto P em IT o

ponto P’ = H(P) tal que OP’ = r.OP para todo P:

1. Se r > 1, a homotetia aumenta o tamanho da figura original e pode ser chamada de

dilatagao. Na Figura 1.9 temos um exemplo de dilatacao.

2. Quando 0 < r < 1,a homotetia diminui o tamanho da figura original sendo chamada

de contracao.

3. E no caso r = 1, a homotetia é uma isometria.
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Figura 1.9: Homotetia

O entendimento das propriedades dessas transformagoes geométricas pode ser
um importante auxilio no estudo das func¢oes matematicas, pois conhecendo um grafico,
que aqui chamaremos de mais “simples” e aplicando o conhecimento sobre esses movimen-
tos do plano, poderemos obter diversos outros graficos decorrentes desses mais “simples”.

Vejamos como isso pode nos ajudar analisando um exemplo de funcao bem ex-
plorada no Ensino Médio, a Funcao Quadratica. Aqui nosso foco nao serd estudar as
propriedades desta funcao, mas apenas seu grafico a partir das transformacoes.

Tomaremos como mais simples a funcao v : R — R dada por r(x) = x? para analisar

o efeito de cada um dos parametros a, b, c e d reais, em fungoes quadraticas do tipo
y=c(dx+a)®+b. (1.3)
Vejamos:

1. Parametro a: O grafico de y = f(x) difere do gréfico de y = f(x + a) por uma
translacao horizontal de |a| unidades. O deslocamento é para a direita se a < 0 e
para a esquerda se a > 0.

A Figura 1.10 nos mostra esse tipo de translagao fazendo a comparacao entre
o grafico de T e os graficos das funcoes 1,72 : R — R dadas por 11(x) = (x +1)? e

ro(x) = (x — 1)
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Figura 1.10: Comparacao entre os graficos de r,ry,e 19

2. Parametro b: O grafico de y = f(x) 4+ b difere do gréfico de y = f(x) por uma

translacao vertical de |b| unidades. O deslocamento é para cima se b > 0 e para
baixo se b < 0.

A Figura 1.11 mostra a comparacao entre o grafico de r e os graficos das
funcoes 13,74 : R — R dadas por 15(x) = x2 + 1 e 14(x)

=x%—1.

Figura 1.11: Comparagao entre os graficos de 7,13,e T4
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Devemos ressaltar, que as translagoes, por serem movimentos rigidos do plano,
mesmo o grafico sofrendo deslocamentos pra direita, pra esquerda, pra cima e pra

baixo, seu aspecto original é conservado.

3. Parametro c: Neste caso, temos que o gréfico de y = cf(x) para ¢ > 0, difere do
grafico de y = f(x) pela taxa de crescimento de y. Se ¢ > 1 a taxa de variagao de
y fica aumentada, e se 0 < ¢ < 1, a taxa de variagao de y fica diminuida. Assim,
temos uma dilatagcao ou contragao vertical do grafico. Em outras palavras, o grafico
da func¢ao sofre um esticamento vertical, quando ¢ > 1, e uma encolhimento vertical,
quando 0 < ¢ < 1. Além disso, o grafico de y = f(x) fica refletido em relagdo ao

eixo das abscissas, se ¢ < 0, como mostra a Figura 1.12.

Figura 1.12: Reflexao da fungao r em relagao ao eixo das abscissas

Na Figura 1.13 temos os graficos das fungoes 14,717,173 : R — R dadas por
T6(x) = 4x2, 17(x) = %Lx2 erg(x) = —}lx2. No caso da funcao rg, além da contracao,

o grafico sofreu uma reflexao em relagao ao eixo das abscissas.
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Figura 1.13: Comparagao entre os graficos de 1,14, 77,6 Tg

4. Parametro d: Este parametro faz o grafico de y = f(dx) para d > 0, diferir do
grafico de y = f(x) pela taxa de crescimento de x. Se d > 1 a taxa de variacao
de x fica diminuida, e se 0 < d < 1 a taxa de variacao de x fica aumentada. Isso
provoca uma dilatacdo ou contracao horizontal do grafico, ou seja, o grafico da
funcao sofre um esticamento horizontal, quando 0 < d < 1, e um encolhimento
horizontal, quando d > 1.

Vejamos na figura 1.14 a comparacgao entre o grafico da fungao r e das fungoes
To,T10 : R — R dadas por 19(x) = (4x)% e T10(x) = (ix)? Perceba que neste caso,
para valores de d menores do que zero, nao ocorre reflexao por conta do expoente

par da funcao.

Figura 1.14: Comparacao entre os graficos de r,19 e 119



Capitulo 2

Funcao Afim

Reservamos um capitulo para esta classe de fungoes reais, que sao as mais simples,
pois além de serem casos especiais de funcoes racionais, estao entre as mais importantes
em Matematica. Tal funcao é estuda na 1* série do Ensino Médio e como referéncias

citamos LIMA(2012) e IEZZI(2004).

2.1 Funcao Constante

Uma funcao F: R — R chama-se constante quando a cada elemento x € R associa

sempre o mesmo elemento ¢ € R | ou seja,

F(x) = c. (2.1)

Figura 2.1: Gréfico da fungao constante F(x) = 2

O grafico da funcao constante é uma reta paralela ao eixo das abscissas passando

pelo ponto (0, ¢). De fato, para todo valor atribuido a varidvel x o valor de y sera sempre

18



Capitulo 2. Fungao Afim 19

0 mesmo, ou seja, teremos infinitos pontos da forma (x, c).

Assim, a taxa de variagao da funcao constante é sempre nula, ou seja, y nao varia,

pois dados dois pontos Py, P, € graf(F), temos ~02)=Flxa) — c—c _ ¢

X2—X1 X2—X1

2.2 Funcao Identidade

Uma funcao id : R — R chama-se identidade quando a cada elemento x € R
associa o préprio x, ou seja,

id(x) =x (2.2)

Dali, temos que , os pares ordenados serdao do tipo (x,x). Com isso, o grafico
da fungao identidade, dado por graf(id) = {(x,x)/x € R}, é uma reta que contem as
bissetrizes do 1° e 3° quadrantes.(Figura 2.2)

Com efeito, sabendo que y = x, percebemos que o grafico dessa fungao passa pelos
pontos (0,0) e (1,1). Sejam A = (0,0), B = (1,0), C = (1,1), D = (0,1) e 6 o angulo
que a reta y = x forma com o eixo das abscissas, conforme o grafico da figura 2.2:

y y==

Figura 2.2: Grafico da funcao identidade

BC _

Desta forma, tg0 = 25

1 = 0 =45° Logo a reta y = x contém as bissetrizes do 1°
e do 3° quadrantes, ou seja, dos quadrantes impares.

A taxa de variacao da funcao identidade sera sempre igual a 1, pois dados Py, Py €

graf(id) jtemos que 1402 1d0a) _ xoox

Xo—X1 X2—X1

E o que acontece com o grafico da fungao identidade se somarmos a varidvel x
um numero real b? Em outras palavras, qual o significado geométrico da constante b real

nas funcoes do tipo fp(x) = x + b?
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Vejamos o exemplo da funcao fi(x) = x + 1, analisando a tabela de valores

abaixo:

Tabela2.1.

X y=x-+1 (x,y)

2 |y=—2+41=-1](-2,-1)

—1| y=—1+41=0 | (-1,0)

0| y=0+1=1 (0,1)
1| y=1+1=2 (1,2)
2 | y=2+1=3 (2,3)

Note que os valores de y da funcao f; aumentaram |1| unidade em relagao aos
valores de y da fungao (2.2). Com isso, o grafico de (2.2) transladado |1| unidade para

cima, coincide com o grafico da funcao, f; =x + 1.

Y

Figura 2.3: Gréfico da funcao f;(x) =x + 1

Analisando mais alguns casos (Figura 2.4), percebemos que o gréfico das fungoes
do tipo fy(x) = x + b sdo retas paralelas a reta y = x, que é grafico da funcao id, pois

ocorreu uma translacao desta reta em |b| unidades para cima ou para baixo.
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y R
7
2 I
y=z+1 .
e
1
Yy=2x -
//
y=z-1 ’

Figura 2.4: Grafico das funcoes do tipo fy,(x) =x + b, para b =—-2,—1,0,1,2

E o que acontece ao grafico da funcao identidade se multiplicarmos a variavel
X, um numero real a, ou seja, como seria o grafico de uma funcao do tipo f(x) = ax, com

a#07?

2.3 Funcao Linear

Uma funcao f : R — R chama-se linear quando a cada elemento x € R associa o elemento

ax € R em que a # 0 é um numero real dado, ou seja,
f(x) = ax (a #0). (2.3)

Como ¢ o gréfico desta funcao? E qual o significado geométrico da constante a?

Note que o gréfico passa pela origem, pois, f(0) = a.0 = 0. Entao, podemos dizer
que o grafico de uma funcao linear é uma reta que passa pela origem. E assim como
os parametros ¢ e d da eq.(1.3) vistos na segdo 1.2, o coeficiente a também determina
uma contragao ou uma dilatagao nos valores de y. Como se trata de uma reta, o efeito
geométrico disso é uma rotacao da reta.

Analisemos alguns exemplos para ver o que ocorre com o grafico da funcao linear

em comparacao com o grafico da fungao identidade a medida que alteramos o valor de a.
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Para isso, separamos o estudo em dois casos:

1° caso: quando a >0

Podemos perceber na Figura 2.5, que quanto mais o valor de a aumenta mais
o grafico se aproxima do eixo das ordenadas. Isso acontece porque para uma mesma
abscissa, o valor de y esta se tornando cada vez maior.Além disso, quando o valor de x

aumenta o valor de y também aumenta. Isso caracteriza uma funcao crescente.

a:y=0.01z
fry=4x .
g: y=10x

d:y==x h: y=100x .

Figura 2.5: Grafico de fungoes lineares para a > 0

2° caso: quando a < 0

Na Figura 2.6, temos a comparagao do grafico de y = x com o graficodey = —x.
Note que as ordenadas de mesma abscissa sao opostas. Geometricamente isso nos diz que
sao simétricas em relacao ao eixo das abscissas. Assim, nos casos em que a < 0 além
da dilatagao ou contracao dos valores de y, temos uma reflexao do grafico de y = x em

relacao ao eixo das abscissas, como podemos verificar na Figura 2.7.
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Figura 2.6: Grafico das fungoes y =x ey = —x

fliy=—4x
g :y=—10z
d:y=—x h':y=—100z

Figura 2.7: Grafico de funcoes lineares para a < 0

Desta maneira, quanto mais o valor de a aumenta mais distante do eixo y fica o
grafico de y = x e quando o valor de x aumenta, y diminui, o que caracteriza um fungao
decrescente.

Note que nos dois casos o valor de a influencia na inclinagao da reta, pois a medida
que aumentamos o valor de a, o angulo( no sentido anti-horério) formado entre o gréfico e
o eixo das abscissas também aumenta. Assim, podemos relacionar o valor do parametro a
a esse angulo, que denominaremos 8. De fato, atribuindo a x os valores x; e xs obtemos,

repectivamente, f(x;) = ax; e f(x2) = ax,. Portanto,

f(x2) — f(x1) = axg — axy = a(x2 —x1),
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logo

0= [0x2) = fla) (2.4)

X2 —X1
Note que (2.4), pode ser interpretada como a tangente do angulo que a reta y = ax

faz com o eixo das abscissas. De fato, da Figura 2.8 temos que,

— f —f
Q= tgh = Y2—Y1 _ (x2) (Xl)’
X2 — X1 X2 — X1

onde a é também conhecido como coeficiente angular da reta. Além disso, coincide

com a expressao da taxa de variagdo em (1.1).

Yo d oo m e e

=

Figura 2.8: a = tgf = ¥2=1

Xo—X1

Devemos ter uma atengao especial em relagao ao coeficiente a, pois como afima

RAMOS(2007) em um de seus artigos:

“Na representagao grafica de uma func¢ao afim, na qual os
eixos sao construidos numa mesma escala e as grandezas relaci-
onadas sdo de mesma dimensao, podemos afirmar que as taxas
de variagoes associadas aos graficos sao, de fato, os coeficientes
angulares e identificd-las como a tangente do angulo, sem correr
o risco de estar cometendo equivocos.

No entanto, quando se representa uma funcao afim que

descreve um experimento, alguns cuidados devem ser tomados:
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e Numa fungdo em que as grandezas associadas nao possuem
a mesma dimensao, as taxas de variagOes associadas ao
grafico nao podem ser chamadas de coeficiente angular, ja
que este é um nimero puro e a taxa de variagdo é uma

grandeza que possui dimensao.

e Numa funcao em que o gréfico é construido com escalas
diferentes, sendo ou néo as grandezas de mesma dimensao,
as taxas de variagao nao podem ser a tangente do angulo,
uma vez que o angulo representado neste grafico nao repre-

sentara o coeficiente angular da reta.”

Em resumo: tem-se taxa de variagao de uma fungao e coeficiente angular de uma reta.
O crescimento e o decrescimento da fungao também estao relacionados ao coeficiente
a, onde para a positivo a fungao é crescente e para a negativo a funcao é decrescente. De

fato:
1. Uma funcao é crescente quando Vxi, Xo, X1 < X9 = f(x1) < f(x3), ou seja,
X9 — X1 > 0 = f(x2) — f(x1) > 0.
Dali,

f(x1) — fx2)
X1 — Xo

> 0.
Portanto, a > 0.
2. Uma funcgao é decrescente quando Vxq,Xs, X1 < X3 = f(x2) < f(x1), ou seja,
Xo — X1 > 0 = f(x2) — f(x1) < 0.
Dai,

f(x1) — f(x2)
X1 — Xo

< 0.

Portanto, a < 0.

2.4 Funcao Afim

Uma fungao chama-se afim quando existem niimeros a e b reais, com a # 0, tal
que para todo x € R,
f(x) = ax +b. (2.5)
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Note que:
1. Para a =0, f é a funcao constante;
2. Paraa=1eb=0,féa funcao identidade;
3. Para b =0, f é a funcao linear;

E importante ressaltar que a andlise do coeficiente a feita na secao anterior vale

para toda funcao afim.

Teorema 2.4.1. O grdfico de uma funcao afim € uma reta nao-vertical. Reciprocamente,

toda reta nao-vertical € o grdfico de uma fun¢do afim.

Demonstracao. Para provar que o grafico de uma fungao afim f(x) = ax + b é uma
reta, basta mostrar que trés pontos quaisquer P; = (x1,ax; + b), Py = (X2, axs + b)
e P3 = (x3,ax3 + b) desse gréfico sao colineares como mostra a Figura 2.9. Para que
isto ocorra, é necessario e suficiente que o maior dos trés numeros d(Py, Py), d(Ps, P3) e

d(Pq, P3) seja igual a soma dos outros dois.

Figura 2.9: Pontos Py, Py e P3 colineares
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Ora, podemos sempre supor que as abscissas X1, Xa e x3 foram numeradas de

modo que X; < X9 < X3. A férmula da distancia entre dois pontos nos da:

d(P1,Pa) = V/(x2 — x1)2 + a2(x2 — x1)? = (xg — x1)V1 + a2,

d(P2, P3) = (x3 —x2)V1+ a?

d(P1,P3) = (x3 —x1)V1+ a

Dai, se segue imediatamente que

d(Py,Ps) = d(Py, P2) + d(Ps, P3).

A demonstragao da reciproca pode ser encontrada em LIMA (2012, p.94).

Como esbogar o grafico de uma fungao afim?

Vimos que o grafico de tal fungao é uma reta e como dois pontos sao suficientes
para determinar uma reta, podemos utilizar a tabela de valores para obté-los.

Exemplo 2.4.1. Esboce o grifico da funcdo f: R — R dada por f(x) =2x — 4

A partir da tabela 2.2, obtemos o grafico da Figura 2.10.

Tabela2.2.

X yZZX—4 (X,U)
1ly=21—4=-2|(1,-2)
3/ y=23-4=2 1| (3,2
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y=2x-4

Figura 2.10: Gréfico da funcao f(x) =2x — 4

Outra forma de se esbocar o grafico da funcao afim é obtendo informacoes a

partir de seus coeficientes e de sua raiz. Vejamos:

1. O coeficiente a da fungao f(x) = ax+b, é denominado coeficiente angular ou declive
da reta representada no pano cartesiano. Além disso, se a > 0 a funcao é crescente

e se a < 0 a funcao é decrescente.

2. O coeficiente b da funcao f(x) = ax+ b, é denominado coeficiente linear. Note que
b representa a ordenada do ponto onde o gréafico corta o eixo y. De fato, tomando,

x =0, temosy =b.

3. Raiz de uma funcao é todo nimero « cuja imagem ¢é nula, ou seja, f(ax) = 0. Assim,
sendo « a raiz da funcao f(x) = ax+ Db, temos f(&) = ax+b=0= = %’. Com

isso, o grafico da funcao afim corta o eixo x no ponto (%‘b, 0).
Exemplo 2.4.2. Esboce o grdfico da fun¢ao f: R — R dada por f(x) = —3x + 6.

Solucao:
Coeficiente angular: a = —3. Como a < 0, entao a funcao é decrescente.

Coeficiente linear:b = 6. Logo, o grafico corta o eixo das ordenadas no ponto (0, 6).
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Raiz: o = 2. Logo, o gréafico da fungao corta o eixo das abscissas no ponto (2,0)
Como o grafico da funcao afim é uma reta, basta tracar o grafico passando por estes dois

pontos, como mostra a Figura 2.11.

y=-3x+6

Figura 2.11: Grafico da funcao f(x) = —3x+6

Mas, de acordo com o que ja foi visto nas se¢Oes anteriores, o que acontecera
com o gréfico da fungao (2.5) se o compararmos ao gréfico da fungao identidade?

De modo geral, conhecido o grafico de y = x, podemos desenhar y = ax e, em
seguida, y = ax+b. Geometricamente, isso significa que primeiro ocorre uma dilata¢ao(ou
contracao) no gréfico de y = x, pois em cada ponto a ordenada de y = ax é igual aquela
do ponto de mesma abscissa em y=x, multiplicada pelo coeficiente a, por consequéncia,
ocorre uma mudanga de inclina¢ao. Em seguida, o grafico de y = ax sofre uma translacao
vertical de b unidades, pois, para cada abscissa, a ordenada do ponto no gréafico de
y = ax + b ficou acrescida de b, quando comparada a ordenada do ponto de mesma

abscissa no grafico de y = ax. Desta forma, temos em sequéncia
y=x-—y=ax —y=ax+>b, (2.6)

ou seja, uma rotacao e uma translagao.
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Mudando a sequéncia descrita acima, o resultado final serda o mesmo? Geome-
tricamente, podemos até responder que sim, pois é s6 transladar e depois rotacionar, mas
algebricamente a resposta nao é a mesma. Ora, se considerarmos as fungoes h(x) = ax e

g(x) = x+ b temos que:
hog(x) =h(g(x)) =ax+ ab e goh(x) = g(h(x)) = ax+b.

Assim,
hog#goh.

Logo, uma funcao afim da forma f(x) = ax + b pode ser escrita como a composta de ¢

com h. Portanto, primeiro ocorre a rotagao e depois a translacao do grafico.

Exemplo 2.4.3. Esboce o grdfico da funcao f: R — R dada por f(x) = 2x + 5.

Seguiremos a sequéncia sugerida em (2.6). Logo, y =x —y =2x — y = 2x + 5.

y y=2x+5 /y=2x
/

Figura 2.12: Grafico da funcao f(x) =2x+5
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2.5 Aplicacoes

Exemplo 2.5.1. Alguns bares e restaurantes, para atrair mais clientes, oferecem masica
ao vivo. O ruim disso, para os clientes (€ claro!), é que muitos desses restaurantes cobram
uma tazxa de couvert artistico para os musicos que em média custa 10 reais por mesa. Além

dos “famosos” 10% para os gargons.

Essa situagao recai em uma funcao afim. De fato, considerando x o valor gasto com
comida e bebida, e observando que acrescentar 10% a um valor equivale a multiplica-lo
por 1,1 e ainda, acrescentando a taxa fixa de 10 reais, temos que o valor y a ser pago
pelo cliente é dado por y = 1, 1x+10. O gréfico desta funcao é uma reta que corta o eixo

das ordenadas no ponto (0, 10) e que tem inclinagao igual a 1, 1.

T T T
-20 20 25

Figura 2.13:

O gréfico apresentado na Figura 2.13 representa o esboco da funcaoy = 1, 1x+10, mas
nao condiz com a situacao apresentada no problema, pois como a variavel x representa os

gastos com comida e bebida (em R$), ndo podemos considerar os valores de x menores
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que zero. Assim, o menor valor de y (valor total da conta em R$) é 10. Na verdade, isso
nos diz que o simples fato de sentar-se a mesa, vocé ja paga R$10,00.

Devemos sempre nos questionar: Para que valores de x, no contexto do problema,
f(x) tem interpretacao pratica? Isso nos motiva a um ter um cuidado maior na repre-
sentacao geométrica de situagoes do cotidiano.

Com isso, o grafico apresentado na Figura 2.14 melhor esboca a situagao apresentada

no problema.

T T
25 30

Figura 2.14:

Exemplo 2.5.2 (Exame de Acesso PROFMAT 2011 - Questao 13). Na loja A, um apa-
relho custa 3800 reais mais uma tara de manutencao mensal de 20 reais. Na loja B, o
mesmo aparelho custa 2500 reais, porém a taxa de manutencdao € de 50 reais por més. A

partir de quantos meses de uso a compra na loja A se torna mais vantajosa que a da loja

B?
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a. 30
b. 72
c. 39

d. 63

€. 44

Considere x a quantidade de meses de uso do produto e y o valor a ser pago pelo
produto. Assim, a expressao que representa a proposta da loja A é dada pela funcao afim
a(x) = 20x 4+ 3800 e a que representa a proposta da loja B, por b(x) = 50x + 2500.

Queremos que a seguinte relacao seja satisfeita: 20x + 3800 < 50x + 2500. Logo,
30x > 1300. Portanto, x > 43, 3, ou seja, a partir de 44 meses de uso a compra na loja A
se torna mais vantajosa que a da loja B.

Podemos, ainda, visualizar essa situagao comparando os graficos das duas fungoes.
Note que a funcao a assume valores menores que a fungao b, para x > 43, 3, aproxima-

damente.

60004

y = 20z + 3800

50004

y = 50z + 2500

40004

30004

10004

:
180 160 -140 120 -100 80 60/ -a0 20 0 20 40 60 8 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280

-10004

Figura 2.15: Exame de acesso



Capitulo 2. Fungao Afim 34

Exemplo 2.5.3 (ENEM 2011 - Questao 152 - Prova Azul). As frutas que antes se com-
pravam por diuzias, hoje em dia, podem ser compradas por quilogramas, existindo também
a variagao dos precos de acordo com a época de producao. Considere que, independente
da época ou variacao de preco, certa fruta custa R$ 1,75 o quilograma. Dos grdficos a
sequir, o que representa o preco m pago em reais pela compra de n quilogramas desse

produto é:

A expressao que represente a relacao entre m e n é dada pela funcao linear m = 1, 75n.
Vimos na se¢ao 2.3, que o grafico da funcao linear é uma reta que passa pela origem.

Assim, das 5 alternativas a Unica que apresenta uma reta que passa pela origem é a letra

E.



Capitulo 3

Funcoes Racionais em R

Em grande parte dos livros didaticos de Matematica do Ensino Médio, nao se tem
um capitulo ou um tépico reservado as Funcoes Racionais. O aluno sé tem contato com
tais fungdes quando estuda graficos de funcoes reais de um modo geral, onde elas apare-
cem nos exemplos, ou quando estuda o dominio, o contradominio e a imagem de fungoes
reais, onde também aparecem como exemplos. Esses contetidos sao estudados na 1* série
do Ensino médio, ressaltando que o nome Funcoes Racionais nao é citado em nenhum
destes exemplos. Podemos, ainda, associar tais fungoes com o quociente de duas fungoes
polinomiais, tépico apresentado na 3* série do Ensino Médio, quando estudamos Funcoes
Polinomiais, e ainda, no 7° ano quando estudamos Polinomios.

Num outro momento chegamos até a estudar o sinal de algumas fungoes racionais
(implicitamente) quando vemos as inequagoes, mais precisamente as inequagoes-quociente.
Tépico visto, inicialmente, dentro do estudo das Funcoes Afins e posteriomente no estudo
das Funcgoes Quadraticas, também na 1* série do Ensino médio.

Citaremos o exemplo 3.0.4 como uma motivacao para justificar a relevancia do
estudo das fungoes racionais no Ensino Médio e sua relagao com conteidos ja conhecidos

pelos alunos.

2x +4
x—3

Resolver uma inequacao-quociente consiste em encontrar os valores de x que

Exemplo 3.0.4. Vamos resolver a inequacao quociente > 0.

satisfazem a condicao estabelecida pela inequacao, ou seja, queremos encontrar os valores
de x tais que tornem o quociente positivo. Para isso utilizamos o estudo do sinal de uma

funcao. Entao, considere f(x) = 2x +4 e g(x) = x — 3 e estude o sinal de cada uma das

35
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funcoes.

e Estudo do sinal de f(x) =2x + 4
f é um fungao afim, crescente, pois a = 2 > 0, e tem raiz igual a —2, ou seja, a

funcao é positiva quando x > —2, negativa quando x < —2 e nula quando x = —2.

Figura 3.1: Estudo do sinal da funcao f(x) = 2x — 4

e Estudo do sinal de g(x) =x—3
g ¢ uma fungao afim crescente, pois a = 1 > 0, e tem raiz igual a 3, ou seja, a
fungao é positiva quando x > 3 e negativa quando x < 3. (obs.: s6 consideramos os

valores de x tal que g(x) # 0).

Figura 3.2: Estudo do sinal da fungao g(x) =x —3

Na Figura 3.3 temos a andlise dos sinais nos subintervalos formados pelas raizes de cada

funcao. Logo, a solucao da inequagao é dada pelos valores de x, tais que, x < —2 e x > 3.
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- -2 + 3 +
f >
- -2 - 3 + R
g >
+ -2 - 3 +
f/g >

Figura 3.3: Estudo do sinal do quociente g

f 2 4
Considerando a funcao racional r(x) = M, ou seja, T(x) = Xt , 0 que ha

g(x) x—3

de semelhante com a inequacao-quociente vista no exemplo 3.0.47

O procedimento que se usa para estudar o sinal da funcao racional é o mesmo utili-
zado no estudo do sinal da inequagao-quociente. A diferenca é que na fungao analisamos
todos os casos e na inequagao sé6 nos interessa o que foi determinado pela desigualdade.

Vejamos:
1. a fungado r é positiva em {x € R; x < —2 ou x > 3}
2. a fungao r é negativa em {x € R; —2 < x < 3}
3. a funcao r é nula em x = —2

Mas geometricamente no que consiste essa solu¢ao? O que héa por tras destas
analises? Em relacao as funcoes racionais, é possivel esbocar seu grafico utilizando apenas
os contetidos do Ensino Médio, sem utilizar conhecimentos de Céalculo (limite, derivada...)?
Como determinar os intervalos de crescimento e decrescimento? E seu comportamento
assintotico?

Estudaremos as Funcoes Racionais cujos numerador e denomidador sao funcgoes
afins e mostraremos a influéncia e a importancia dos parametros na construcao dos seus
graficos levando em consideracao os conhecimentos de um aluno do Ensino Médio. Mas

antes devemos ter em mente algumas defini¢oes que nos serao uteis.

Definigao 3.0.1. Uma fung¢io R: D — R, D = {x € R; Q(x) # 0}, é chamada Fungdo

Racional se, e somente se, existirem duas fun¢oes polinomiais P e Q tais que:

R(x) = vx €D (3.1)
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O dominio de R(x) é o conjunto de todos os niimeros reais para os quais Q(x) # 0.

Vejamos alguns exemplos de funcoes racionais:

x—1 x?—3

=——h =, =x* 32—1
3x +4’ (x) x3+x2—4’p(x) XHox

fx) = = glx)

Podemos afirmar, que toda funcao polinomial é uma funcao racional, basta con-
siderar Q(x) = 1. No entanto, ao contrario dos polinémios, cujos graficos sdo curvas
continuas, o gréafico da fungao racional pode apresentar descontinuidades (interrupgoes)
nos pontos onde o denominador ¢é igual a zero, isto é, nas raizes de Q(x).

Neste caso, dizemos que a funcao nao esta definida para estes valores de x, o que
significa que nestes pontos, podemos imaginar retas verticais, as quais o grafico da funcao
aproxima-se, mas nunca as toca, as chamadas assintotas verticais.

P(x)

Qlx) encontramos

os valores x = k nos quais Q(x) = 0 e analisamos o comportamento de R quando x se

Para determinar as assintotas verticais de uma funcao R(x) =

aproxima de k (pela esquerda ou pela direita). Assim, uma assintota vertical mostra
o comportamento de uma funcao R(x) nas vizinhancas de um ponto x = k. E impor-
tante lembrar que os valores em que a fungao nao é definida serao apenas candidatos a
assintotas, mas nao serao necessariamente assintotas verticais.

Além disso, a func@o racional possui assintota horizontal y = L se, quando |x|
cresce sem limites, R(x) se aproxima de L. Indicamos tal fato escrevendo R(x) — L
quando X — 00 ou X — —00.

R(x) pode possuir inlimeras assintotas verticais, dependendo de seus pontos criticos,
e no maximo uma assintota horizontal, que pode ser encontrada comparando-se o grau

de P(x) com o grau de Q(x). Assim:

1. Se o grau de P(x) é menor que o grau de Q(x), entao R(x) tem para assintota

horizontal a reta y = 0.

2. Se o grau de P(x) é igual ao de Q(x), entdao R(x) tem para assintota horizontal a
reta y = o | onde a, é o coeficiente lider (coeficiente do termo com o grau mais

bn
alto) de P(x) e by, é o coeficiente lider de Q(x).
3. Se o grau de P(x) é maior que o de Q(x), entdo R(x) nao tem assintota horizontal.

Em relacao ao grafico de uma funcao racional dizemos que este é analisado em

termos de simetria, interceptos, assintotas e comportamento do sinal da funcao.
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3.1 Funcao inverso de um nimero real
A funcao inverso de um numero real nao nulo é expressa na forma:
I 1
fi(x) = % # 0. (3.2)

Para cada valor da variavel independente x, temos determinado, em corres-
pondéncia, o valor de seu inverso. O dominio desta fungao é o conjunto dos nimeros
reais diferentes de zero e seu grafico representado na Figura 3.4, é uma curva denominada

hipérbole, estudada em Geometria Analitica.

-5 -14 -13 -12 -1 -10 -9 -8 -7 -6

Figura 3.4: Funcao inverso de um ntimero real

Note que esta funcao nao esta definida para x = 0. Geometricamente, isso sig-
nifica que o grafico nao corta o eixo das ordenadas em nenhum ponto, ou seja, o grafico
se aproxima do eixo Yy pela esquerda ou pela direita, mas nao o corta. Com isso, a reta
x = 0 ¢ a assintota vertical desta funcao.

Além disso, a mera observacao do grafico de f!, nos leva a perceber que o mesmo
também nao toca o eixo das abscissas e que quanto mais |x| cresce, ou seja, quando x — 0o
ou x — —oo, mais o grafico da funcao aproxima-se da reta y = 0. Neste caso, dizemos
que o eixo das abscissas é a assintota horizontal da funcéo f.

Podemos, neste momento, falar intuitivamente da nogao de limite. Assim:
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1 1
lim — =0, lim — =0,
X—+o0o X X——00 X
.1 .1
lim — = 400, lim — =—o0
x—0*t X x—0" X

Na busca de fungoes do mesmo tipo, porém mais gerais, podemos examinar as
possiveis transformacoes sofridas pelo grafico de f.
Como serd o grafico de uma funcao do tipo f*(x) = % + k, com x # 07

Efeito da translacao na imagem de f!

Vejamos o grafico de algumas dessas fungoes na Figura 3.5:

1 sl
+ 2

1
f(x) = é g(z) = % +1 h(z) = = +2 q(x) = 7/ 1 r(z) = o 3

xT

7] Z

X
¥ T T T T T T T T T T T T T T T
0| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16

T
-15 -14 -13 -12 -11  -10 -9 -8 -7 B

Figura 3.5: Grafico das funcoes do tipo f*(x) = % + k para k =-3,—1,0,1,2,4

Note que houve uma translacao vertical de |k| unidades para cima(ou para baixo), ou
seja, cada ponto do gréfico de f*(x) = % + k tem ordenada igual a k unidades a mais (ou
a menos) do que a ordenada do ponto de mesma abscissa no grafico de f1(x) = % Neste

caso, o raciocinio é analogo ao utilizado na segao 2.2, quando comparamos o grafico das

funcoes do tipo fy,(x) = x + b com o gréafico da funcao identidade.
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Com isso, temos que o grafico de uma funcao f* é uma hipérbole obtida por uma
translacao vertical no plano do grafico de f!. Logo, sua assintota vertical também serd
o eixo das ordenadas. J4 em relacao as assintotas horizontais, quanto mais o |x| cresce,
mais o grafico se aproxima de y = k. Assim, a reta y = k serd a assintota horizontal da

funcao f*.

Exemplo 3.1.1. Como podemos ver na figura 3.6, o grdfico da funcio f'(x) = %—I— 1,
tanto pela esquerda quanto pela direita, aproxima-se do eixo das ordenadas mas nao o
toca. Assim, a assintota vertical é o eixo das ordenadas. E ainda, quando |x| cresce

muito, o grafico aproxima-se da retay = 1. Logo, esta serd a assintota horizontal.

Figura 3.6: Gréfico da fungdo f'(x) =1 +1
E quando a constante k € R vem somada a x, o que acontece?
Efeito da translagao no dominio de f!
Vimos na se¢ao 1.2 que grafico de y = f(x) difere do gréfico de y = f(x + k)

por uma translacao horizontal de |k| unidades. O deslocamento é para a direita se k < 0

e para a esquerda se k > 0.
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Entao, o gréafico de uma funcao do tipo fi(x) = Flkv com x # —k é uma hipérbole
obtida pela translacio horizontal no plano do grafico de f'(x) = % Sua assintota hori-
zontal serd o eixo das abscissas, pois quanto mais |x| cresce mais o grafico se aproxima da
reta Yy = 0. Veja que funcao fy nao estd definida para x = —k. Neste caso, a reta x = —k

serd a assintota vertical. Vejamos na Figura 3.7 os graficos de algumas dessas funcgoes.

flx) =
g(z) = wi?
hiz) = $i4

Figura 3.7: Grafico das funcoes do tipo fi(x) = #k para k = —4,—2,0,2,4

Efeito da multiplicacao de f' por um escalar nao nulo.

Veremos agora o que acontece ao grafico f1(x) = %, quando multiplicamos um

nimero real a por %, ou seja, como serd o grafico de uma funcao do tipo f(x) = %, x # 0.
E importante ressaltar que as assintotas vertical e horizontal sao respectivamente, o eixo
das ordenadas e eixo das abscissas. Podemos analisar duas situagoes:
1. Quando a > 0

Na Figura 3.8 podemos perceber que quanto mais o valor de a aumenta mais o
grafico se afasta dos eixos, isso acontece porque quando multiplicamos % por um nimero

real a ha uma dilatagao dos valores de y quando a > 1 ou contracao quando 0 < a < 1.
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1
h(z) = 4- °

Ho) = ii i(ac):I[Lé
P
9(z) = 2.£ k(z) = 50- .

=

01 2 5 & 5 6 7 8 9 1o 11 12 13 14 15 16 17 18 1o 20

_ 8N
X o a w o s a0 N @ o

Figura 3.8: Gréficos das fungoes do tipo f(x) = € para a = 1, 3,1,2,4,10,25,50

2. Quando a < 0

Vamos analisar primeiro o grafico da fungao y = —% em relacao ao grafico de fl.
Veja na Figura 3.9, que tal grafico é obtido do grafico de f! por simetria em relacdo ao

eixo das abscissas.

Figura 3.9: Gréficos das fungoes y = £ ey = —+
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Assim, no caso em que a < 0, o grafico de f pode ser obtido do grafico de f!
apos duas transformacoes no plano: simetria em relagao ao eixo das abscissas e homotetia.

Note ainda, na Figura 3.10, que quanto mais o valor de a diminui mais o grafico se afasta

dos eixos.

=

10!

11 )
t(x) = —=- i(x) = —10-

i) = —25-

3 1 k(z)
= _—2.= k(x) = —¢
9(z) p
0
—_ ] 3 ; =6 fo 1z 15 1 15

8l~ 8N

0-

v

8~

19 -18 -17 -16 -15 -14 -13 -12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5

. 11
Figura 3.10: Graficos das fungdes do tipo f(x) = & para a = —50, —25, —10, —4, —2, —1, — =, ——

x 2" 4

Analisando o caso das funcoes do tipo f(x) = é, percebemos que o raciocinio andlogo

ao anterior. Basta considerar ¢ = %

ax + b
cx+d

Nesta secao veremos o caso geral da funcao racional cujo numerador e denominador sao

3.2 Funcoes racionais do tipo f(x) =

funcoes afins, ou seja,

ax+b d
f(x) = —— 3.3
() cx +d x7 c (3:3)
e como podemos esbocar os graficos destas funcgoes.
P ~ . X+ 2
Exemplo 3.2.1. Construa o grdfico da funcao racinal f(x) = ~—3"

No exemplo 3.0.4 vimos como resolver uma inequagao-quociente. Naquele exemplo
foi feito o estudo dos sinais de cada uma das fungoes para entao encontrar a solucao que
satisfaca a desigualdade. Utilizando o mesmo método, que é conhecido dos alunos no

Ensino Médio, tentaremos esbogar o grafico desta funcao. Assim,

1. a funcao f é positiva em x € R; x < —2 ou x > 3;
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2. a fungao f é negativa em x € R; —2 < x < 3;
3. a funcao f é nula em x = —2;
4. a funcao f nao estd definida em x = 3;

Essas informagoes nao sao suficientes para esbocar o grafico da funcao f, pois nos
diz apenas onde a fungao ¢é positiva ou negativa, mas nao sabemos o comportamento da
funcao para os valores de x muito grandes ou muito pequenos, por exemplo.

Mas na se¢ao 1.1, vimos que podemos esbogar o grafico de uma funcao a partir
da tabela de valores. Entao, escolhendo alguns valores para x encontraremos valores
correspondentes de y (Tabela 3.2.1). Assim, encontramos pontos do plano que pertencem
ao grafico de f como mostra a Figura 3.11.

Neste momento é recomendado ao professor esclarecer aos alunos que a tabela de
valores sempre fornecerd um retrato aproximado do grafico por isso é importante que se
escolham pontos relevantes, ou seja, pontos que mostrem o comportamento da funcao.

No exemplo 3.2.1, esses pontos estao determinados nas tabelas 3.2.1, 3.2.2 e 3.2.3.

Tabela 3.2.1
x| —4 | =2 0 1 2 14| 5 6 8
y 0,285 0 [0,666...|—1,5|—4]6|3,5[2,666...]|2

Figura 3.11: Pontos obtidos pela tabela 3.2.1

Os pontos no plano representado na Figura 3.11 sugerem uma curva e ainda,

quando os valores de x se aproximam do ponto onde a funcao nao esta definida, ou seja,
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onde x = 3, podemos observar que pela esquerda os valores de y tendem ficar cada vez
menores e quando se aproximam de x=3 pela direita os valores de y tendem a ficar cada
vez maiores.

E importante observar que x = 3 é a raiz da funcao que estd no denominador.
Isso nos diz que a funcao nao esta definida para esse valor de x. Logo, a funcao tem
para assintota vertical a reta x = 3. Observe, ainda, que quando a funcao se aproxima
dessa reta, ela assume valores muito grandes positivos ou negativos. Em outras palavras,

utilizando a notacgao de limite, temos que:

lim f(x) = 400 e lim f(x) = —o0
x—3*+ x—3~

Por outro lado, a tabela nao nos deixa claro o comportamento da fungao quando os
valores de x ficam muito grandes em modulo. Assim, utilizaremos as tabelas de valores

3.2.2 e 3.2.3 para analisar tal questao.

Tabela 3.2.2
x| =5 —6 —7 —8 -9 —10

y|[0,37510,444...10,5(0,5454...]0,58333... 10,615

Tabela 3.2.3
X |8 9 10 11 12 13

y|2(1,8333... 1,711,625 |1,555... | 1,5

Perceba que quando x cresce muito em médulo os valores de f(x) ficam cada vez
mais proximos de 1. Isto ocorre porque para valores grandes de x as constantes 2 e -3
tendem a ficar despreziveis. Podemos indicar tal fato escrevendo f(x) — 1 quando x — oo
ou x — —oo e utilizando a notagao de limite:

2
lim T
x—+o0 X — 3

Portanto, a fungao f possui assintota horizontal y = 1 se, quando [x| cresce sem
limites, f(x) se aproxima de 1.

Vejamos entao como fica o esboco do grafico da funcao f na Figura 3.12:
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.........................................................................................................

Figura 3.12: Gréfico da funcao f(x) = z—f%

Como chegar ao grafico da fungao racional (3.3) a partir do gréafico da

o fl — 1
fungao f' = 7

ax+b
cx+d’

De modo geral, f(x) = com X # —% , pode ser obtida a partir do grafico da

funcao f! uma vez que pode ser escrita na forma

a bc—ad 1
+ )

f = — . 3.4
De fato,
x+b
ax+b a a XtT=
cx -(x+—> c .4
C
X+d_d+b bc—ad
_ a c ¢ _a_@ 14 __ac
— g =
c X+ X+E

X+ —
c
Ao colocarmos o parametro ¢ em evidéncia, consideramos ¢ # 0. Além disso, a # 0,
pois se a =0 e ¢ =0 entdo a funcdo f é constante. E se ad —bc =0 (em 3.4), a fungao
também é constante. Logo, devemos sempre considerar ad —bc # 0 .

Obseve que, se a # 0 e c =0, com d # 0 e b um real qualquer, entao f é uma
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funcao afim, ja estudada capitulo 2.

Portanto, podemos esquematizar a construcao do grafico de f da seguinte forma:

1° O gréfico de f(x) = % é transladado horizontalmente em I%I unidades chegando ao

1
grafico da funcao f(x) = T
X+ <
N 1 L bc — ad e
2° A funcao f(x) = s ao ser multiplicada pelo fator —Q2 muda de inclinacao
X —_
C
bc —ad 1
roduzindo o grafico de f(x) = . ;
produz g (%) = Sy
bc—ad 1
3° Por fim, adicionando-se o fator % o grafico de f(x) = C2a 1 d sofre uma
X —_
C

translacao vertical de |¢| unidades, chegando entao ao grifico da funcao f(x) =
a bc—ad 1

c c?

X+ =
(¢
Uma forma mais simples de se obter a func¢ao (3.3) na forma (3.4), é recorrendo

ao seguinte teorema, cuja demostragao pode ser encontrada em (LIMA,2004,p.205).

Teorema 3.2.1. O quociente q e o resto v da diwvisao de uwm polinomio D por um po-

linémio d(nao identicamente nulo) ezxistem e sao inicos.

Dividir um polinomio D por um polinomio d nao identicamente nulo consiste
em obter polinémios q e 1, chamados, respectivamente, de quociente e resto da divisao,
que cumpram:

grau(r) < grau(d) e D=dq+r.

D
Dividindo ambos os membros da igualdade por d, temos que 1= q+ % Assim,

em (3.4), podemos considerar que

_bc—ad

D(x) = ax + b, d(x):cx—i—d,q(x):%er(x) .

d
Perceba que a funcao (3.3) nao estd definida para x # o Portanto, sua assintota

. d . . .
vertical é a reta x = ——. E quando |x| cresce muito, o grafico aproxima-se cada vez mais
c
a , , .
da reta y = —. Logo, tal reta é sua assintota horizontal.
c
Com efeito, pois utilizando conhecimentos de Caélculo podemos confirmar tais

afirmagoes:

. a bc—ad 1 ) a bc—ad 1
lim — + . = lim —+ .
X—+oo C C2 X + % x——o0 C (:2 X + %

a
(¢



Capitulo 3. Fungoes Racionais em R 49

) 1 ) 1
lim — = +o0, lim —=-—o00
x——4" X x——47 X
2x 4+ 5
Exemplo 3.2.2. Construa o grdfico da funcao f(x) = ™ i 5

2
Considere D(x) = 2x 4+ 5 e d(x) = 3x — 6. Logo, q(x) = 3¢ r(x) = 9. De fato,
2
D(x) =2x+5= (3x—6).§ +9.

Logo,

Construiremos o grafico desta funcao passo a passo:

1
1° passo: O grafico da funcao f'(x) = ~ é transladado horizontalmente para a direita

1
em |2] unidades chegando ao grafico da funcao fi(x) = ot (Figura 3.13)

Flw=1

f1($):$%2 &1

Figura 3.13: Gréfico da funcao fi(x) = 5

2° passo: O grafico de f1, ao ser multiplicada por 3, muda de inclinagao produzindo o

gréafico de fy(x) = 3.%5. (Figura 3.14)
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filw) =1 “
O

Figura 3.14: Grafico da funcdo fy(x) = 3.

x—2

3° passo: Adicionando-se % o grafico de fy sofre uma translacao vertical para cima de

|§| unidades, chegando entao ao grafico da funcao f3(x) = % + 3.%, que é equivalente a

f(x) = 222 (Figura 3.15)

1
fz(w):d"m

B
z) = 3.
fal@) =543 53

Figura 3.15: Grafico da funcao f3(x) = % +3.L =f(x)
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3.3 Aplicacoes

Exemplo 3.3.1 (Funcdo Custo Médio). O custo médio para produzir x unidades de um
determinado produto € obtido dividindo o custo total de producao pelo numero de unidades

produzidas. Logo, supondo que C(x) seja a fun¢ao custo total, entao a funcao custo médio,

¢ dada por C(x) = Clx)

X

Assim, se o custo(em reais) para produzir cada unidade de um produto é R$20,00 e
além disso ainda tem a taxa fixa de R$400,00 para os gastos extras, entdo o custo total

para se produir x unidades, é dado por C(x) =400 + 20x. Logo, a fun¢ao custo médio é

C 4 2 4
(x): 00 + Ox:20+ﬂ
X X

O gréfico da Figura 3.16 mostra o comportamento da funcao C, sem se preocupar com o
contexto, pois no caso da variavel x, devemos considerar apenas os valores maiores que

Zero.

140

120

100

-180 -160 -140 -120 -100 -80 —éO -40

Figura 3.16: Gréfico da fungio C(x) = S&) — 4004+20x

X X

J& o grafico da Figura 3.17 considera como dominio apenas o intervalo de interesse.
Note que quanto mais unidades do produto sao vendidas mais o custo médio se aproxima

do custo constante de uma unidade de producao, que é de R$ 20,00.
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180

160 4

1401

120

100

804

60

T T T T T T T T T T T T T T T
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
-204

_40

Figura 3.17: Grafico da funcao C(x) = Clx) — 400+20x para x > 0

X X ’

Exemplo 3.3.2 (Uma aplicagdo em Biologia - (AVILA, 2008, p.53)). A hipérbole in-
tervém quando consideramos o equilibrio entre a producao de calor no interior de um
corpo e o calor que emana pela superficie. Imagine um corpo esférico de raior v, que

produz calor a taxa de q calorias por unidade de volume e por unidade de tempo. Entdo

o calor total produzido no corpo, na unidade de tempo, é Q = #q. Suponhamos que
a temperatura de cada ponto do corpo nao varie com o tempo (regime estaciondrio), de
forma que todo o calor produzido saia da superficie, digamos, a taxa de kK calorias por uni-
dade de superficie e por unidade de tempo, donde Q = (4mr?)k. Igualando esta expressao

a anterior, encontramos:

Assim, vemos que a taxa q ¢ inversamente proporcional ao raio r: quanto maior
o corpo, tanto menor deve ser a sua producao de calor para a mesma taxa k. Conside-
rando k constante, o grafico de q como funcao de r é um ramo da hipérbole. Vejamos o

grafico na Figura 3.18, notando que r > 0
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Figura 3.18: Gréfico da fungao q = %, para v > 0 e k constante

Essas consideragoes se aplicam a corpos semelhantes, nao necessariamente esféricos,
ja que o volume é proporcional ao cubo de um comprimento tipico do corpo e a superficie
é proporcional ao quadrado desse comprimento. No caso dos animais, por exemplo, a
eq.(3.5) mostra que quanto maior o animal, tanto menor a sua producao de calor por
unidade de volume, para manter a mesma temperatura num certo ambiente (k depende,
entre outros fatores, da diferenca de temperatura entre o corpo e o meio ambiente). Isso
explica por que as atividade metabdlicas variam nos animais, conforme o seu tamanho:
quanto maior o animal, menos intenso ¢ o seu metabolismo; e quanto menor o animal, mais
intenso é o metabolismo. B por isso que um elefante é tao vagaroso quando comparado a

um beija-flor e este quando comparado a uma formiga.



Capitulo 4

Numeros Complexos

Neste capitulo estudaremos os niimeros complexos, porém nao nos aprofundaremos
muito em relagao as suas propriedades, pois nosso interesse maior é entender e visualizar
cada operacao geometricamente.

A teoria aqui abordada pode ser encontrada de forma mais detalhada, com exem-
plos, exercicios e demonstragoes, em HEFEZ(2012), em LIMA(2004), em IEZZ1(1993) ou
em FERNANDEZ;BERNARDES JR(2008).

4.1 Breve Historico

Em alguns livros didéaticos de Ensino Médio o conteido Nimeros Complexos tem
como motivacao inicial a resolucao de equagoes do 2° grau que nao possuem raizes reais,
nas quais aparece a raiz quadrada de um ntimero negativo em sua “possivel” solucao.

E uma boa motivagao, mas nao podemos esquecer os fatos histéricos, pois o sur-
gimento dos niimeros complexos estd relacionado ao problema da resolucao de equagoes
do 3° grau, quando Jeroénimo Cardano (Italia, 1501-1576) chegou a uma solugao na qual
aparecia a raiz quadrada de um numero negativo, o que era considerado inexistente na
época.

Cardano publicou a obra intitulada Ars Magna (Arte maior), onde apresentou a
férmula geral para resolver equagdes do tipo x3 + px = ¢, com p e  reais, desco-
berta por Tartaglia (cerca de 1500-1557). A primeira dificuldade surgiu quando Car-
dano aplicou essa férmula na resolucao da equacao x* — 15x = 4, chegando & solucao

X = \3/2 + =121 + 3/2 —+/—121 . Isso o intrigou bastante, pois Cardano sabia que

o4



Capitulo 4. Numeros Complexos 55

x = 4 era uma solucao da equacao x> — 15x = 4 e por mais que tentasse, nao conseguia
evitar nas suas féormulas o uso dos radicais quadraticos de niimeros negativos para expres-
sar solugoes reais de algumas equacgoes do terceiro grau como esta.

Rafael Bombelli (Itdlia, 1526-1572) sentiu-se motivado a prosseguir com a solugao
encontrada por Cardanoo, criando novos nimeros. Considerou v/—1 um ntmero “ima-
ginario” e desenvolveu regras para trabalhar com esse tipo de ntimero, recebendo olhares
céticos dos matematicos da época, inclusive de Cardano, que relutavam em aceitar enti-
dades matematicas que nao tivessem algum significado geométrico. Os resultados desses
estudos foram publicados por Bombelli em 1572 no livro L’Algebra.

Para representar /—1, Leonhard Euller (Suica, 1707-1783), em 1777, usou pela pri-
meira vez o simbolo i e determinou varias propriedades dos nimeros introduzidos por
Bombelli, sendo também dele a representacao polar (trigonométrica) dos mesmos.

Caspar Wessel (Noruega, 1745-1818) e Jean Robert Argand (Suiga, 1768-1822) fo-
ram os primeiros autores a notar a associacao entre numeros complexos e pontos reais
no plano. Essa simples idéia de considerar as partes real e imaginaria de um nimero
complexo a-+bi como as coordenadas retangulares de um ponto do plano fez com que
0s matematicos se sentissem muito mais a vontade com nimeros imaginarios, pois es-
ses numeros podiam agora ser efetivamente visualizados, no sentido de que cada nimero
complexo corresponde um tnico ponto do plano e vice-versa.

Em 1831, Carl Friedrich Gauss (Alemanha, 1777-1855) batizou esses ntmeros de
nimeros complexos. Sua contribuicao foi reproduzida nas suas Obras Reunidas e con-
tribuiram para a aceitacao dos niimeros complexos como uma estrutura numérica genuina.

E finalmente, em 1837, William Rowan Hamilton, deu um belissimo tratamento aos

numeros complexos apresentando-os simplesmente como pares de nimeros reais: (a,b).

4.2 Representacao Algébrica

O modo como se define atualmente o conjunto dos niimeros complexos assim como
sua dlgebra e aritmética é devido a Hamilton (veja, por exemplo, em EVES (2004, p.549)).
Partindo da representacao dada por Hamilton, definimos o corpo dos ntimeros complexos

como sendo o conjunto

C={(a,b):aeRebeR}
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Hamilton definiu a igualdade de dois pares (a,b) e (c,d) pelas condi¢oes a = ¢ e

b =d. A adicao e a multiplicacao de tais pares foram definidas por ele por
(a,b)+ (c,d) =(a+c,b+d) e (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be).

Com essas definicoes é facil mostrar que a adigao e a multiplicagao de pares ordena-
dos de nimeros reais sao comutativas e associativas e que a multiplicacao é distributiva
em relacao a adigao, assumindo-se, obviamente, que essas leis valham para a adigao e a
multiplicagao usuais de niimeros reais.

Deve-se notar que assim o sistema dos nimeros reais estd mergulhado no sistema
no dos nimeros complexos. Isso significa que, identificando-se cada nimero real v como o
par correspondente (1,0), essa correspondéncia preserva a adicdo e a multiplicacdo, pois
temos:

(a,00+ (b,0)=(a+b) e  (a,0)(b,0)=(ab,0).

Assim, para obter a forma algébrica de um nimero complexo, a partir da forma de

Hamilton, basta notar que todo nimero complexo da forma (a,b) pode ser escrito como
(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a+ b,

onde (0, 1) é representado pelo simbolo 1 e se identificam (a,0) e (b,0) como os nimeros
reais a e b. Desta forma, observemos que i> = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.

Concluimos, entao, que todo niimero complexo z pode ser escrito de uma maneira
unica na forma algébrica z = a 4+ bi, com a e b reais, chamados, respectivamente, de
parte real de z e parte imagindria de z, denotados: a = Re(z) e b = Im(z), e representado
geometricamente, como par ordenado (a,b).

As propriedades de adicao e multiplicacao, como definidas acima, satisfazem as

propriedades descritas na proposicao 4.2.1.

Proposigao 4.2.1. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z,w,t € C:
(i) comutativas: z+w =w+z e zw = wz.
(ii) associativas: z+ (w+1) = (z+w) +t e z(wt) = (zw)t.

(1i1) distributiva: z(w +t) = zw + zt.

(iv) elemento neutro: z+0=z e z.1 = z.
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(v) simétrico: z+ (—z) = 0.
(vi) inverso: zz7' =1, com z # 0.

As demonstracoes das propriedades ficam a cargo do leitor ou podem ser encon-
tradas em IEZZI(1993).
Para cada nimero complexo z = a+ bi, definimos o oposto de z por —z = —a—Dbi
e o inverso de z por z7! =1 | com z # 0.

Definimos, ainda, as operacoes de subtracao e divisao da maneira usual. Assim,

sendo z = a + bi e w = ¢ + di niimeros complexos, segue que:

1. a diferenca entre z e w é dada por z—w = (a—c) + (b —d)i, ou seja, para subtrair

dois niimeros complexos, subtraimos as partes reais e imaginarias separadamente.

. z ac+bd (bc—ad)i
2. o quociente entre z e w é dado por — = + , com w = 0.
q PO T ey c? 4 d? 7

De fato,

z a+bi  (a+bi)lc—di) (ac+bd)+(bc—ad)i ac+bd (bc—ad)i

= - = - —~ = = +
w c¢+di (c+di)(c—di) c?+ d? c? + d? c?+d?
ou seja, para dividir dois nimeros complexos, multiplicamos o numerador e o deno-
minador da fracao pelo conjugado do denominador, substituindo i? por —1, quando

aparecer. Consequentemente, podemos definir o inverso de z por

4 1 a n b :
z a?+b2 a?+b?’

Exemplo 4.2.1. Dados 0s numeros complexo z =2 — 51 e w = 4 4 31, temos que:
a) z+w=2+4)+(—5+3)i=6—2i
b)) z—w=(2—4)4+(—-5H—-3)i=—2—-28i

¢) zw = (24— (—5).3) + (2.3 + (—5).4)i = 23 — 3i

q) z W (2—51).(4—31) —7—261
ww  (443i).(4—31) 25
L1 1 2+ 51 2+ 51
e) z7l =— =

Tz 2-5  (2-51).(2+51) 29
f) —z=—(2—51) =—2+51

b
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4.3 Representacao Geométrica

Da definicao adotada, cada niimero complexo z = a + bi pode ser representdo pelo
ponto (a,b) do plano, este ponto é chamado afizo, cujas coordenadas sdo a e b. Vejamos
na Figura 4.1 sua representacao geométrica no plano cartesiano. Neste caso, o plano
cartesiano é chamado de plano complexo ou plano de Argand-Gauss, o eixo das abscissas
de eixo real e o eixo das ordenadas de eizo imagindrio.

Podemos, ainda, apresentd-lo como o vetor de origem na origem O do sistema de

Y

Figura 4.1: Representacao de niimeros complexos por pontos do plano

coordenadas e extremidade (a,b), neste caso a e b sdo chamadas componentes do vetor
Oz.

Com essa ideia vetorial, estudaremos geometricamente as operagoes de adicao,
subtracao e multiplicagao de niimeros complexos.

A adigao de dois nimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di, corresponde a
soma, dos vetores com ponto inicial O = (0,0) e pontos finais A = (a,b) e A’ = (c, d),
respectivamente, isto é, a adi¢ao de dois nimeros complexos é representado por um vetor
cujas componentes sao as somas das componentes dos vetores dados.

Para encontrar o vetor soma z+w, transladamos paralelamente o vetor w, ao longo
do segmento Oz de modo que a origem de w coincida com a extremidade de z (Figura
4.2). Os pontos 0, z e z+ w sao vértices de um paralelogramo.

Semelhantemente, se arrastarmos o vetor z paralelamente ao longo do segmento
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Ow (figura 4.3), o vetor soma w+z serd o vértice do paralelogramo que tem O, w e w+z

por vértices . Essa representagao justifica a propriedade comutativa da adigao.

Figura 4.2: Adicao no plano complexo: translagao do vetor w

Figura 4.3: Adigao no plano complexo: translagao do vetor z

Vale lembrar que a apartir dessa representacao vetorial, a adicao dos niimeros
complexos pode ser obtida pela regra do paralelogramo utilizada para a soma de vetores.

Na Figura 4.4. o paralelogramo com lados adjacentes OA e OA’ tem diagonal OC, onde
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o ponto C = (a+c¢,b + d) corresponde a soma z+w = (a+c¢) + (b + d)i.

Z+w

Figura 4.4: Regra do paralelogramo para a soma z +w

E interessante, também, interpretar geometricamente a diferenca de nimeros
complexos. Para isto, interpretemos antes o simétrico de um ntmero complexo z. Como
mostra a Figura 4.5, o vetor representante do simétrico do nimero complexo z é o vetor de
mesmo modulo, mesma direcao e sentido contrario ao do vetor que representa o nimero

complexo z, ou seja, pode ser visto como o simétrico de z em relagao a origem.

z=a+ b

—z=—-a—b

Figura 4.5: Simétrico de z
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Podemos definir a diferenga entre niimeros complexos como a adi¢ao do vetor
que representa z com o oposto do vetor que representa w. De fato, basta considerar
z—w = z+ (—w). Note que w —z = —(z — w), ou seja, geometricamente, w —z é o

simétrico de z—w em relagao a origem.(Figura 4.6)

—w

Figura 4.6: Representacao geométrica de z-w

Exemplo 4.3.1. Dados os numeros complexos z =1 —31 e w = 4 4 21, determine os

numeros z+w e z—Ww, representando-os geometricamente.

Solucao:

w=4+2

ezt w

Yo1-3

Figura 4.7: z+w=5—1
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Y w—z

S w=4+2i

z=1-3i

z—w=—3->5i

Figura4.8: z—w=—-3—-5lew—2z=3+51

A interpretacao geométrica da multiplicacao, da divisao e da potenciacao sera
mostrada na secao 4.4, quando falaremos da forma trigonométrica dos niimeros comple-
XOS.

Dado um ntimero complexo z=a+bi, definimos o seu conjugado como sendo o
numero complexo Z = a — bi, que corresponde geometricamente ao simétrico de z com

relacao ao eixo das abscissas.

z=a+bi

Figura 4.9: Conjugado de z

O médulo de um nimero complexo z = a + bi é o nimero real nao negativo
lz| = v/ a2+ b2, A interpretacao geométrica do médulo de z é o médulo do vetor de origem
(0,0) e de extremidade (a,b).
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)

Figura 4.10: Mdédulo de z

O modulo tem as seguintes propriedades, para todo z € C:
i. 2z =|z?
i. |zl =z=]—2

iii. [zw| = |z|.lw|

4.4 Forma polar ou trigonométrica

Nesta secao veremos a forma trigonométrica, também chamada forma polar dos
nimeros complexos. Essa forma relaciona os niimeros complexos com as fungoes trigo-
nométricas, permitindo, calcular com mais facilidade o produto e a divisao de dois niimeros
complexos, as poténcias e a extracao de raizes, bem como interpretar geometricamente
cada uma destas operacoes.

Consideremos um nimero complexo z = a4+ bi nao nulo. Seja 8 o angulo que o eixo
real positivo forma com o vetor correspondente a z no sentido anti-horario, cuja medida
em radiano esta no intervalo [0, 27t). O numero real 6 é chamado argumento principal

de z e é denotado por arg(z) = 6.
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)

Figura 4.11: Argumento de z

Observe que cosf = |%\ e senf = %. Dai, a = |z|cosO e b = |z|senB. Substituindo

na forma algébrica temos: z = a + bi = |z|cosB + |z|i.sen®

Assim, é sempre possivel representar z na forma:
z = |z|(cosB + isenB), freal. (4.1)

Tal representacao é chamada forma trigonométrica ou polar de z.
Entretanto, qualquer 8’ da forma 0 + 2k, com k € Z, também satisfaz(4.1), ja
que as fungoes seno e cosseno sao fungoes periddicas de periodo 27t. Portanto, podemos

utilizar a expressao:

z = |z|(cos(0 + 2km) + isen (0 + 2km)) (4.2)

Geometricamente, 2kt corresponde a k voltas no circulo unitério.

Exemplo 4.4.1. Ezpresse o numero complero z = 1 4+ 1 na forma trigonometrica e

represente-o geometricamente.

Solucgao:

Como |z| = V12 + 12 = /2, temos cos® = 22 e senf = ? Dessa forma, 0 = 7.

N

Logo, 1 +1 =2 (cosZ + isenZ),
ou ainda, 1 +1 = /2 (cos(Z + 2kn) + isen(Z + 2kn)), com k € Z
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Figura 4.12: Representacao geométrica de z=1+1

Com os conceitos de modulo e argumento principal, daremos uma interpretacao geométrica

para as operacoes de multiplicacao, divisao e potenciacao de nimeros complexos.

Proposigao 4.4.1. Dados z = |z|(cosD + isen®) e w = [w|(cos0’ 4 isen®’), temos que
zw = |z|.lw|(cos(0 + 0') + isen(6 + 0')) (4.3)

Demonstracao. Utilizando duas expressoes trigonométricas bastante conhecidas:
sen(0 +0’) = senBcosd’ + senb’cosd
cos(0+0’) = cosOcosO’ + senbsend’
Temos,
zw = |z|(cosO + isenBd).lw|(cosd’ + isend’)

= |z|.w|.(cosO + isenB).(cos®’ + isend’)

= |z|l.lw|.(cosBcosO’ + icosOsend’ + icosd’send — senbsend’)

= |z|l..w|.((cosBcos®’ — senBsend’) + i(senBcosO’ + senb’cosh))

= |z|/w|.(cos(0 + 0') +isen(0 +6'))

O

Assim, no produto de dois nimeros complexos nao nulos, devemos multiplicar os
modulo e somar os argumentos. Geometricamente, isso nos remete a composicao de uma

homotetia com uma rotacao, respectivamente.
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Exemplo 4.4.2. Determine a forma trigonométrica do produto zw, sendo z = —2/3+2i
e w = 3v/3 —3i, e represente-o no plano complezo.
Solucgao:
Comolz| = 1/(—2v3)2+22 = /16 = 4, cosd = _24\/§ = %g e senb = 1, entdo
0 =arg(z) = °F.
Como [w| = \/(3\/3)2 +(—3)2 =/36 =6, cos®’ = %g = Y3 e sen®’ = 2!, entdo

117t

0’ = arg(w) = +*.

— _ 5w, lm _ 2
Logo, |z|.lw| =24 ¢ 0 4+ 0" = 3 4 1% = 2F + 2.

Portanto a forma trigonométrica de z.w é:

2 2 2 2
zw = 24 (cos(éT + 27) + i.sen(éT - 27t)) =24 (cos—ﬂ + i.sen—ﬂ) )

2w Y

204

Figura 4.13: zw = 24 (cos(%* + 2m) + i.sen(3F + 2m))

Exemplo 4.4.3. O que significa multiplicar wm niumero complexo z # 0 por i?

Veja que i = (cos% + i.sen?). Como no produto de dois niimeros complexos

multiplicamos os médulos e somamos os argumentos, e considerando um nimero complexo

z # 0, de médulo |z| e argumento 0, segue que z.i = |z|.(cos(0 + T) + i.sen(0 + F)).
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F)

Figura 4.14: Multiplicagdo de um ntimero complexo z # 0 por i

Geometricamente, isso significa uma rotacao no plano de 90° em torno da origem, no

sentido anti-horario.

Exemplo 4.4.4. Se multiplicarmos um nimero complexo z # 0 por i?, o que acontece?

Neste caso teremos duas rotagoes de 90°, ou seja, uma rotacao de 180°. Isso

nos remete a uma reflexao em relagao a origem, que algebricamente significa multiplicar

o ntimero complexo por —1. Uma boa explicacao para a igualdade i®> = —1.

Y

)

Figura 4.15: Multiplicacao de um nimero complexo z # 0 por i?
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Veja que, com as notagoes da proposigao 4.4.1, podemos chegar na expressao da divisao

de z por w, dada por:

z |z|

— =" (cos(0—0') +1isen(60 —0")) (4.4)
wow|
De fato, como arg(w) = —arg(w), temos:
zZ _z W
wo W

Y2 Y501 - (cos(0 + (—07)) + isen (0 + (—67))

w| - W] - (cos(0’ + (—07)) +isen(0’ + (—0')))
|z| - (cos(0 —0') 4+ isen(0 —0'))

w| - (cos0 + isen0)

_ ﬂ(cos(e —0') +isen(6 —0’))
4

Desta maneira, na divisao de dois nimeros complexos, dividimos os seus moédulos

e subtraimos os seus argumentos.

Exemplo 4.4.5. Dados os numeros complexos z = 5+ 51 e w = 2 — 21, determine a

Jorma trigonométrica do nimero = e represente-o no plano complezo.
Solucgao:

z| = /52 + 52 = /50 = 5v/2,

0056:%——%719:7:‘/75, logo 6 = arg(z) =%

s = =2 logo 0’ = arg(w) = 7=

z
Portanto a forma trigonométrica de " é: (Figura 4.16)

z 5v2 7T
— = (COS(Z —

W 2V2

TtH—i en(ﬂ 77T))—5(c i enﬂ)—
g Tesenty o) mpleosy mseny ) =5
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S

Figura 4.16: £ = %

A proposicao 4.4.1 nos permite, ainda, encontrar uma expressao para poténcias

de expoente inteiro n cuja base é um nimero complexo nao nulo.

Proposicao 4.4.2 (Férmula de De Moivre). Dado um nimero complexo ndo nulo z =

|z|(cosO + isenB), entdo, para cada nimero inteiro n, tem-se:
z" = |z|"(cos(nBO) + isen(n0O)) (4.5)

Demonstracao. 1* parte: Faremos a demonstracao por inducao sobre o expoente m,

quando n for natural.

i. A verificagao é imediata para n = 1. Com efeito, se n = 1, entao

z! = |z|'(cos(1.0) +isen(1.0) =z

ii. Sendo n > 1, suponhamos que a igualdade seja vélida para n, ou seja,

z" = [z|™(cos(nB) + isen(nd)) (HI-hipétese de indugao)

iii. Verifiquemos que a igualdade é valida para n + 1
" = zzh
= |z|(cosO + isend).|z|"(cos(nO) + isen(noO)) (HI)
= |z|.Iz|"(cos(0 +nBO) + isen(6 + nO))
= [z|""(cos((1+mn)0) +isen((1+n)o))
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Logo,
z™ = [z|™(cos(nBO) + isen(n0O)) é vélida para todo n natural.

Note que a igualdade também vale para n=0. De fato, pois
22=1,]z=1,cos0=1¢e sen0 =0.

Portanto, z° = |z|°.(cos0 + isen0) = 1

22 parte: Seja n < 0 um inteiro. Entdao —m > 0 e z™ = (z7!)™™.Como

1
Z.

N

1 1
2= —(cos0 —isen®) = —(cos(—0) + isen(—0)),

Iz Iz

N

entao, pela igualdade ja demontrada na 1* parte, temos:

(z7H™ = (Jz7H ™ (cos((—n).(—0)) + isen((—m).(—0))) = |z|™(cos(nO) + isen(no))

Logo, a igualdade vale para todo n € Z.

Vale lembrar que a potenciagao é definida da maneira usual por:

nvezes nvezes

Exemplo 4.4.6. Dado o nimero complexo z = —1 + /31 calcule z°.

Solugao:

3
Como |z| = /(—1)2 + V32) = /1 + 3 = 2, entdo send = % e cosO =

Logo, 68 = 2?“ Dai, temos que:
z =2(cosZ 4 i.sen?f)

Portanto,

2% = 23(cos3.2F + i.sen3.Z*) = 8(cos2m + i.sen2m) = 8. (Figura 4.17)

WV



Capitulo 4. Numeros Complexos 71

27| - ’ ‘ T

Figura 4.17: z = —1 4 /31 e z° = 8(cos2m + i.sen2m)

4.5 Identidade de Euler: e+ 1 =10

Segundo BOYER (2010, p.305):

“Os trés simbolos e,7,i pelos quais Euler em grande parte é responsivel
podem ser combinados com dois dos inteiros mais importantes, 0 e 1, na
célebre igualdade e +1 = 0, que contém os cinco niimeros mais significativos
(bem como a mais importante relagdo e a mais importante operagao) em toda

a Matematica.”

Leonhard Euler (1707-1783) foi um matemadtico cujo nome figura em intimeros

ramos da Matemaética e deve-se a ele a notabilissima férmula
ix .
e = cosx + 1senx.

Assim, considerando x = 7, a igualdade se transforma em

chamada em alguns livros de matematica de Identidade de Euler. Ele definiu a funcao ex-
ponencial para nimeros complexos e descobriu sua relacao com fungoes trigonométricas.
Entao para demonstra-la comparam-se as séries de Taylor do seno, do cosseno e da expo-
nencial.

Com isso, podemos expressar todo niimero complexo nao nulo na forma

z=7(cos0 + isend) =re'®,onde T =z
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Portanto, o produto entre dois niimeros complexos se expressa como:
. . . ,
(rele)(r/ele ) — (T.T/)el(GJrG )
e a formula de De Moivre como:

(T.eie )n — T.neine

4.6 Extracao de raizes n-ésimas

Definicao 4.6.1. Uma raiz n-ésima de um numero complexo z, com n natural, € um

numero w tal que w" =z
Exemplo 4.6.1. As raizes quartas complexas de z = 81 sao —3,3,—31 e 3i.

Com efeito, (—3)* = 81; (3)4 =81 ; (—3i)* =81 ; (31)* =81

Proposigao 4.6.1. Para cada nimero natural n, um nimero complexo z # 0 tem exata-

mente N raizes complexas n-ésimas, a saber,

0 + 2k 0 + 2k
Zk:W(cos<¥)+isen<¥)>,k=0,1,27~-,n—1 (4.6)

n

onde p=|z| >0 e 0 = arg(z).

Demonstracao. Sejan > 2 um nimero natural dado. Considere os niimeros complexos z

e w na forma polar:

z = p(cosO + isend), onde p =|z| e O = arg(z)

w =71(cosd + isend), onde r = [w| e ¢ = arg(w)

Pela defini¢ao 4.6.1, temos que /z = w, tal que w™ = z. Logo,
™ (cosnd + isennd) = p(cosd + isend)
se, e somente se,

™ =0p T=p,v>0 e TelR
n = 0 + 2km ¢ =22 K eZ
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Portanto, temos

0 + 2k 0 + 2k
W=z = {‘/ﬁ(cos (%) +isen (%)) keZ

Supondo 0 < 8 < 27, vamos determinar os valores de k para os quais resultam valores de

¢ compreendidos entre 0 e 27t :

k=0= ¢

k:1:>d):6+27r

I
3o

Estes n valores de ¢ nao sado congruentes, pois se encontram no intervalo [0, 27t[.
Portanto, originam n valores distintos para zy.

Note que considerando k = n temos ¢ = % + 27mt.  Este valor é congruente
ao valor obtido com k = 0, sendo tal valor dispensavel. O raciocinio é anédlogo para
k=n+In+2n+3...ek=—-1,—-2,-3,...

Desta maneira, para obter zy é suficiente fazer k =0,1,2,3,...,n— 1, ou seja, as

raizes complexas n-ésimas de z, distintas sao dadas por:

zi = {/p(cosdy + isendy),

onded)k:eﬂlﬂek:&l,...,n—l O]

Vimos que zy pode assumir n valores distintos, todos com mesmo modulo. Desta
forma, os afixos destes n valores sao pontos de um mesmo circulo de raio igual ao médulo

de zy. Perceba que os argumentos principais de z; formam uma progressao aritmética

de primeiro termo % e razao 2;” Dividindo o circulo de centro na origem e raio |zy|, em
N partes iguais, observamos que os afixos sao vértices do poligono regular de n lados,

inscrito neste circulo.
Exemplo 4.6.2. Determine as raizes complexas quartas de z = 81.

Como p = 81 e O = arg(z) = 0, entao as raizes quartas de z tem como médulo o

, 4 . . . ~ .
nimero v = y/81 = 1 e seus argumentos principais sao determinados por:
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04+ 2kt k=
= = T k=0,1,23
Logo,
$o = LE =0 = zo = 3(cos0 + isen0) = zo = 3
$1 =15 =Z =z, =3(cos% +isend) =z, = 3i
by = 2E =1 = 2, = 3(cosm+ isenm) = zo = —3
b3 =2 =T = z3 = 3(cos®E +isen?l) = z3 = —3i

Figura 4.18: Raizes complexas quartas de z = 81

Note que as raizes quartas de 81 dividem o circulo centrado na origem e de raio
3, em 4 partes iguais, ou seja, sao vértices de um quadrado inscrito neste circulo, como

mostra a Figura 4.18.
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Exemplo 4.6.3. Determine as raizes complexas oitavas de z = 1.

Como p = 1 e 0 = arg(z) = 0, entao as raizes quartas de z tem como modulo o

nimero T = y/1 = 3 e seus argumentos principais sdo determinados por:

Logo,

$o
(bl
0B
b3
b4
O
OB
b7

o
A

N N N L N S
">|:1 ”’>|:1 u>|:1 ”k|a ”>|:1 ”“|>1 “>|:1 ">|

L=z :cos§+isen§:zlz‘/§+1

b =

_0—|—2k7’[_k7‘t

k=0,1,2,...,7
8 47 ) Ty S )

=0=2zy=cos0+1isen0) = zy =1

N3

T= =75 tiseng =z, =1

M = 25 = cos¥ 4 isen = z4 :—*/7§+i\/7§
T = z4 = COSTL+ isenm = z, = —1

M = 75 = cos™T 4 isen® = z; :—‘/75—1‘/75
37 _ 31 . 37 _ :

55 = Zg = COS5 +1sen = zg = —1

= z; = cos* 4 isen’? :>z7:\/7§—i‘/7§

22

EN .

Figura 4.19:

%

Raizes complexas oitava de z =1
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Veja na Figura 4.19 a representagao geométrica das raizes oitavas de 1. Note
que estas dividem o circulo centrado na origem e de raio 1, em 8 partes iguais, ou seja,
sao vértices de um poligono de 8 lados inscrito neste circulo.

As raizes complexas n-ésimas de 1 sao chamadas raizes n-ésimas da unidade, dadas
por:

zx = Vp(cosdy + isendy), (4.7)

onde d)k:m‘T” ek=0,1,..., n—1.

Geometricamente, estas raizes sao vértices de um poligono regular de n lados ins-
crito num circulo com centro na origem e raio 1, tendo um dos vértices no ponto 1. E
interessante ressaltar que conhecendo-se uma das raizes n-ésimas de um numero com-
plexo z, podemos determinar todas as outras raizes n-ésimas, multiplicando-a pelas raizes

n-ésimas da unidade.
Exemplo 4.6.4. Determine as raizes complexas oitavas de 256.

Sabendo que 2 é uma raiz oitava de 256, para determinar as outras raizes vamos
multiplicar por 2 cada uma das raizes oitavas da unidade encontradas no exemplo 4.6.3.

Assim, as oito raizes complexas oitavas de 256 sao:

2.V2 +1v2,21, —V2 + iv2, -2, —V2 — V2, =21, V2 — iV2.

Figura 4.20: Raizes complexas oitava de 256
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4.7 Aplicacoes

Os numeros complexos podem ser utilizados para resolver problemas de Aritmética,

Geometria, Fisica, dentre outros. Vejamos:

Exemplo 4.7.1. Mostre que dados dois inteiros m e n, que sao somas de dois quadrados

(de nimeros naturais), o seu produto também é uma soma de dois quadrados.

Solucgao:
Escreva m = a2 +b%2en =c?+d? com a, b, ¢, d naturais. Considere, agora, os ntimeros

complexos z = a + bi e w =c + di. Dai, temos que:

zZl=vVa2+ 2=zl =a?+ b2 =z =m
w =ve2+d2=w?=c>+d>= w}?=n.

Logo,
mn = [z2w[? = |[(a+bi).(c + di)|? = Jac — bd + (ad + bc)i]?> = (ac —bd)? + (ad + bc)?.

Podemos escrever, por exemplo, (22+5%)(3%2+4%) = (2:3—5-4)?+(2-4+5-3)% = 1424232

Exemplo 4.7.2 (A ilha do tesouro'). Dois piratas decidem enterrar um tesouro em uma
ilha. FEscolhem, como pontos de referéncia, uma drvore e duas pedras. Comecando na
arvore, medem o numero de passos até a primeira pedra. Em sequida, dobram, sequndo
um angulo de 90°, a direita e caminham o mesmo numero de passos até alcancar um
ponto, onde fazem uma marca. Voltam a drvore, medem o nimero de passos desde a
arvore até a sequnda pedra, dobram a esquerda, sequndo um angulo de 90°, e caminham
0 mesmo numero de passos até alcancar um ponto, onde fazem outra marca. Finalmente,
enterram o tesouro exatamente no ponto médio entre as duas marcas.

Anos mais tarde, os dois piratas voltam a ilha e decidem desenterrar o tesouro,
mas, para sua decep¢do, constatam que a drvore nao existe mais (o vento, a chuva e 0s
depredadores a haviam arrancado). Entao um dos piratas decide arriscar. FEscolhe ao
acaso um ponto da ilha e diz: “Vamos imaginar que a drvore estivesse aqui.” Repete entao
0s mesmos procedimentos de quando havia enterrado o tesouro: conta o0s passos até a
primeira pedra, dobra a direita, etc., e encontra o tesouro.

A pergunta €: esse pirata era sortudo ou um matemdtico?

1Revista do Professor de Matemadtica n° 47
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Solucao:

No plano complexo, a diferenca entre dois complexos traduz o vetor com origem
no primeiro ponto e extremidade no segundo, ou seja, AB = B — A. De fato, dados
dois complexos A, B eles podem ser identificados como pontos do plano, e no plano esses
pontos podem se representado por vetores d=A—-0e E) = B — 0, em que d é um
vetor com origem em (0,0) e extremidade em A, e ? ¢ um vetor com origem em (0,0)
e extremidade em B, logo a diferenca B — A = ? —d é o vetor com origem em A e

extremidade em B como podemos ver na Figura 4.21.

y

oy

ol

oy

S

Figura 4.21: B—A

Além disso, a multiplicacao de um nimero complexo por i significa, geometri-
camente, uma rotacao no plano de 90° em torno da origem, no sentido anti-horario.

A Figura 4.22 ilustra a situacao descrita no problema. Sendo A arvore, e P e Q as
pedras, o tesouro sera enterrado no ponto T médio dos pontos P’ e Q’. Considerando os
pontos pertencentes ao plano complexo nao importando onde esteja a origem.

Como PP’ =1i(PA), ou seja, PA sofreu uma rotacao de 90° no sentido anti-horario
resultando em PP’, temos que P’ —P = i(A —P). Logo, P’ =P —1i(P—A). E usando um
raciocinio anédlogo, com a rotagao ser no sentido horario, obtemos Q' = Q +1(Q — A).

Portanto,

_P4+Q _P—iP-A)+Q+iQ-A) _P+Q QP
- T 2 Ty T

T
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Concluimos entao, que a localizagao do tesouro nao depende da posi¢ao da arvore. Logo,

o pirata era um matematico.

[To

Figura 4.22: Representagao geométrica do problema: A ilha do tesouro

Exemplo 4.7.3 (Numeros Complexos na Engenharia Elétrica - (DANTE, 2011, p.272)).

Em circuitos de corrente alternada, por exemplo, as instalacoes elétricas residen-
ciais, as grandezas elétricas sao analisadas com o auzilio dos nimeros complexos, o que
facilita muito os cdlculos. A relacao U = Ri, estudada na Fisica do ensino médio e que
utiliza dos niumeros reais, torna-se U = Zi, em que U € a tensao, Z é a impedancia e i
¢ a corrente elétrica. Sendo que essas grandezas passam a ser representadas através de
numeros complexos. Para que ndo haja confusao entre i, simbolo da corrente elétrica, e 1,
unidade imagindria, os engenheiros elétricos usam j como unidade imagindria na repre-
sentagdo algébrica a + bj. Além disso usam a nota¢dao (W|Z0 para forma trigonométrica
lw| (cos® +1sin0) do nimero complexo w.

Com base no texto acima, vamos resolver o problema a sequir: Uma fonte de tensdo,
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de valor eficaz 220£0°, alimenta uma carga de impeddncia Z = (10 + 10j) ohm. Obtenha

a corrente fornecida pela fonte.
Solucgao:
Como U =Z2Zi=1= %, para efetuar essa divisao, é preferivel ter U e Z na forma

trigonométrica. J4 temos U = 22020° = 220(cos 0° +isin 0°), e agora precisamos obter a

forma trigonométrica de Z:

Z =10+ 10j = |Z| = V10? + 102 = 10?2

Segue que
_ 10 /2
0086_1()_2_7
= 0 =45°
_ 10 __ V2
Sene—m—T

Entao: 10 + 10j = 10v/2 (cos 45° 4 j sin 45°) = 10y/2245°.

Assim a corrente fornecida pela fonte é dada por:

i=4= % (cos(0° — 45%) 4§ sin(0° — 45°)) = 11/2 [cos(—45°) + j sin(—45°)]
i=11v/2[cos(45°) — j sin(45°)]
=112 (2 - %)

i=11—11j (ou 11v/2/ —45%).



Capitulo 5

Funcoes Racionais em C

Neste capitulo estudaremos certas fungoes particulares de uma variavel complexa, as
Transformagoes de Mabius, que sao composigoes de transformagoes elementares(translagoes,
rotagoes, homotetia e inversao) e possuem propriedades geométricas, algébricas, aritméticas
e dinamicas bem interessantes. Limitaremos nosso estudo direcionando-o para o Ensino
Médio, procurando associar tais transformacoes as operacoes com numeros complexos

vistas no Capitulo 4.

5.1 Transformacoes elementares em C

Definigao 5.1.1. Sendo z = x+yi e 3 = a+bi numeros complexos, com B fixo, definimos

translagao de z por 3 como sendo a transformacao Tg(z) =z+p = (x+a)+ (y+b)i.

Note que tal defini¢do estd relacionada a adi¢do de nimeros complexos (segao 4.3),
pois a transformacgao T leva cada nimero complexo z no seu transladado por 3. Geome-

tricamente, corresponde ao vetor soma z + (3. (Figura 5.1)

81
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y+b

—_ Ty(2)

r+a T

Figura 5.1: Translacao Tg(z) =z+ 3

Exemplo 5.1.1. Vejamos o que acontece com o triangulo cujos vértices sao os niumeros

compleros zy = 1+1, zo =3+ 21 e z3 = 2+ 41 aplicando uma translagao por 3 =4 — 3i.

m

Figura 5.2: Translacao do triangulo T1 por =4 — 3i

Definicao 5.1.2. Sendo 0 € R, definimos rotacao de 0 radianos como sendo a trans-

formagao Re(z) = e'®z.

Note que tal definicao esta relacionada a multiplicacao de ntimeros complexos tendo

um deles médulo igual a 1. Geometricamente, corresponde a rotacao de z em 0 radianos,

mantendo o mesmo médulo. (Figura 5.3)
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Figura 5.3: Rotacdo Rg(z) = ez

Exemplo 5.1.2. Na Figura 5.4, o tridgulo T1 sofrew uma rotagio de % radianos pela
- A 2 . ~
obtendo o triangulo T1" e de 5 radianos pela transformagdao

transformagao Rz (z) = z.e's
Rax(z) = z.e'3 obtendo o triangulo T2'.

Figura 5.4: Rotacao de T1
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Definicao 5.1.3. Seja «x € C, & # 0, definimos a multiplicagao por « como sendo a

transformacao Hy(z) = az.

Devemos ressaltar que se « € R entao temos uma homotetia. Neste caso, o ar-
gumento de z nao se altera. Quando o > 1 chamamos dilatacao, quando 0 < o < 1
chamamos contracao e quando & = 1 nada muda. Tal & é chamado fator multiplicativo

Temos um exemplo de homotetia na Figura 5.5:

Y Hs(z) = 3z

Figura 5.5: Homotetias: Hy(z) = sz ¢ Hy(z) =3z

Exemplo 5.1.3. Vejamos na Figura 5.6 o que acontece com o triangulo cujos vértices
sao 0s numeros compleros zy = 2+ 21, zo = 44 31 e z3 = 3+ 51 aplicando uma homotetia

com fator multiplicativo 2 .
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Figura 5.6: Dilatacao do triangulo T1

Escrevendo o« = pe'®, com p,0 € R e p > 0, na forma polar, podemos interpretar
a transformacao H, como sendo a composigao da homotetia H, com fator multiplicativo

p, e da rotacao Ry de O radianos, ou seja,
Hq(z) = az = pe'®.z = p.Ro(z) = Ha(Ro(2))
para todo z € C

Exemplo 5.1.4. Dados os numeros complexos z = 1 4+ 1 e &« = 21 representamos a

multiplicacao de z por « da sequinte maneira: Hai(1 +1) = 21.(1 +1).

Algebricamente, temos que Hoi(1 +1) = —2 4+ 2i. E geometricamente, dizemos que

7T

o argumento de z aumentou 7 radianos e seu moédulo dobrou, como podemos perceber

na Figura 5.7, ou seja, aconteceu uma rotacao de 7 radianos e uma homotetia de fator

multiplicativo 2. Isso pode ser justificado pela equagao (4.3) da proposigao 4.4.1.
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HQ,'(Z) = —2 + 2’L

2|z

z=1+1

Figura 5.7: Hoi(14+1) =—242i

Definigao 5.1.4. A transformacgao C definida por C(z) =Z € chamada conjugacgao.

Vimos que algebricamente o conjugado de um ntimero complexo z = a+biéz = a—Dbi.

Geometricamente, isso significa que C transforma cada ponto z na sua reflezao em relagao

ao eixo real.(Figura 5.8)

Y

z=a+bi

Figura 5.8: z=a+bieZ=a—Dbi

Exemplo 5.1.5. Veja na Figura 5.9 que C transforma cada ponto do triangulo T1 na sua

reflexio em relagao ao eizo real. De fato, pois os vértices do triangulo T| sdo dados por

2] =17y, 2, =23 e 2} = Zz3.
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Zy=2+4

Figura 5.9: Reflexao do triangulo T1 em relagao ao eixo real

Definicao 5.1.5. Dado z = |z[e'®, a transformacao inversao em relacdo ao circulo

unitdrio € definida como sendo

A transformagao I leva z no niimero complexo com mesmo argumento e com médulo
igual a 1|. Logo, 1(z) estd situado na reta que passa pela origem e por z. (Figura 5.10)

Izl

Y

Figura 5.10: z = |z]e'® e I(z) = &5, = ~e
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Definicao 5.1.6. Seja dado z = |z|e'®. A transformacdo J(z) = % ¢ chamada tnversao.

A transformagao ] pode ser interpretada como a composi¢ao da inversao I em relagao

ao circulo unitario com conjugacao C. De fato,

Figura 5.11: z = |z|e!?, I(z) = = éeie eJ(z) =1(z)

Assim, os pontos que ficam fora do circulo unitario sao levados ao interior do circulo,

e reciprocamente. Os pontos sobre o circulo sao simplesmente refletidos no eixo real.

Exemplo 5.1.6. As regices T| e T, na Figura 5.12 representam, respectivamente, a ima-

gem por 1 e | dos pontos de T1.

Podemos perceber um deformacao em relacao a figura original. E por que isso
acontece? Considere as retas 11, 19 e T3 na Figura 5.13. Note que a imagem por I dos
pontos destas retas sdo os circulos A1, Ay e Az e por ], s@o os circulos Aj, Al e AL, ou seja, a
inversao tranformou retas em circulos. (Com o intuito de facilitar a visualizagao fizemos

uma associagdo entre a reta e sua imagem utilizando a mesma cor.)
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z,=1+2i

™

—

£ e e z,=4+i
\ =
ﬁ

\ x

i

Figura 5.12: Inversao do triangulo T1

™

3

Figura 5.13: Inversao das retas 1y, 1o € T3
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Vamos analisar agora o que a transformacao J faz com retas e circulos. Denota-
remos por z =X + yi a coordenada complexa no dominio e por w = u+ vi a coordenada
no seu contradominio.

Em coordenadas cartesianas, a equacao w = % nos fornece as relacoes:

u= x V= Y
_x2—|—y2’ o X2+92
e
Y= u o A%
_u2+v27 y= uz +v2°

Se a,b,c e d sao ntimeros reais, a equagao
a(x*+y*)+bx+cy+d=0 (5.1)

representa um circulo, se a # 0, ou uma reta, se a = 0. Sob a trasformacao J, ou seja,

w = 1, aequagao (5.1) se torna
d(u?+v?)+bu—cv+a=0. (5.2)

Reciprocamente, u e v satisfazem a equagao (5.2), entdo x e y sdo solugoes da
equacao (5.1). Portanto, se a e d s@o distintos de zero, a curva e sua imagem sao ambas
circulos, isto é, circulos que nao passam pela origem sao tranformados por ] em circulos
que nao passam pela origem.

De modo andlogo, as equagoes (5.1) e (5.2) mostram que todo circulo passando
pela origem ¢é transformado por ] numa linha reta. Retas por sua vez, se transformam
em circulos passando pela origem, a menos que a reta passe pela origem, quando entao,

a imagem também é uma reta passando pela origem.

Exemplo 5.1.7. As retas verticais de equag¢ao x = Ky sao transformadas por | nos circulos

u 1\? 1\?
2 2 2
u —— =0 (u—— = —
+V kl ( 2k.1) +v (2'(1) ’

de centro (m,O) € 1a0 5, tangentes ao eizo v na origem, se Ky # 0.

Na Figura 5.13 a reta 1 : x — 1 = 0 foi transformada por | no circulo A; : x? +y? — x,

1

L1
de centro (2,0) e raio ;.

Exemplo 5.1.8. As retas horizontais de equag¢ao Yy = ko sao tranformadas nos circulos

v 1\? 1\?
2 24 7 e 2 I T
u’+v —|—k2 u” + v—i—2k2 T

de centro (O, —i) e raio i, tangentes ao eizo W na origem, se Co # 0.
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Na Figura 5.13 areta 3 : y—1 = 0 foi transformada por J no circulo A; : x2+y?+y = 0,

1 L1
de centro (0,—2) e raio 3

5.2 Transformacoes de Mobius

Uma Transformacao de Mobius ! ¢ uma funcao complexa dada por

az+Db
f(z) = 5.3
(2) cz+d (5.3)

com a,b,c,d € Ce ad—Dbc #0. A condicao ad — bc # 0 garante que ¢ e d nao podem

ser simultaneamente nulos. Assim,

az+b , .
estd definida para todo complexo z.

1. quando ¢ =0 e d # 0 a funcao f(z) =
Logo, D(f) =C

az+b
cz +

d
2. quando ¢ # 0 a fungao f(z) = estd definida para todo z tal que z # —E.Logo,

D(f) =C— {g}.

Por outro lado, a equacao f(z) = A, quando z € D(f), é equivalente a equacao
a
(a — Ac)z = Ad — b, que sé nao admite solucdo quando A = . Portanto, o conjunto
a
imagem de f é C\{E}. Além disso se ad — bc = 0, ou seja, ad = bc, temos duas

possibilidades para a funcao f:
d
1. Se c #0 entao b = aT. Logo,

Liez+ )
C

ola

cz+d cz+d

Portanto, f é constante.

2. Se ¢ = 0 entao a = 0. De fato, como ad = bc entao ad = 0. Mas d # 0, logo
a=0. Assim,

f(z) = g

Portanto, f é constante.

1Para visualizar a beleza das Transformacdes de Mobius, indicamos o video Mébius
Transformations Revealed de Douglas Arnold e Jonathan Rogness, disponivel em <

http://www.ima.umn.edu/ arnold//moebius/>.
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Assim , quando ad —bc = 0 a fungao f é constante, logo nao é uma transformacao.

Podemos escrever a transformacao (5.1) da seguinte forma, se ¢ # 0:

22 b
az+b a a Zt—
&) = 3a~ T d
c-(z—i—z zZ+ —
d d b bc —ad
z4+—-———4+—
d
¢ z+ ¢ z+ —
C
_ a+bc—ad 1
- — - . 3
c c -
c

Portanto, a transformagcao (5.1) pode ser obtida pela composicao:

da translacao T,(z) =z + %%

1
da inversao 1(z) = —;

z
. . . . - bc —ad
e da rotacao e dilatacao(ou contragao) em relagao a origem H(z) = = - Z;
. a
e ¢ da translacao To(z) = - +z;
bc —ad d
Assim, considerando o = %, B = Ta ey = o temos que
f(z) =TooHp o] o T,(z), (5.4)

ou seja, uma toda Transformacgao de Mobius pode ser obtida por composicao de tanslagoes,
multiplicagdo por nimeros complexos (homotetia e rotagao) e inversao.

Veja na tabela 5.2.1 que todas as transformacoes vistas na se¢ao anterior, bem como
as fungoes estudadas nos capitulos 2 e 3, sao exemplos de Transformacoes de Mobius. Com

efeito:
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Tabela5.2.1
Quando... Entao... Logo f corresponde a uma...
a=0,c=0,d=1,b#A0;beC | f(z) = Fungao constante
a=1,c=0,d=1,b=0;ze C | f(z) = Funcao identidade
a,b,zeR; a#0,c=0,d=1 f(z) = az+b | Funcao Afim
a,b,c,d,zc€ R f(z) = 4422 | Fungao racional em R
a=1,c=0,d=1,b#0;beC | f(z)=z+D Translacao por b
aeR,b=0,c=0,d=1 f(z) = Homotetia com fator multiplicativo a
acC,b=0,c=0,d=1;zl=1| f(z) = az Rotacao
acCb=0,c=0,d=1;z| #1 | f(z) = Rotacao e Homotetia
a=0,b=1,c=1ed=0 f(Z):% Inversao
c=0 f(z) = Sz+ 5 | =Ty oHsg

Para maiores detalhes sobre as Transformacoes de Mobius, o leitor pode consultar HE-

FEZ(2012) ou CHURCHILL(1975).

Sugerimos, ainda, a leitura de

“Transformacoes de

Mobius-Experimento” (RODRIGUES, 2010) pois a proposta deste experimento é apresen-

tar uma maneira simples de introduzir a Transformacao de Mobius através de exemplos,

utilizando os conceitos e propriedades de matriz e de nimero complexo. Em especial, sao

utilizadas as interpretacoes geométricas das operacoes de niimeros complexos.




Conclusao

Neste trabalho apresentamos uma reflexao sobre a importancia e a beleza da relagao
existente entre a Algebra, o estudo das funcgoes, e a Geometria. Nosso foco foi apresentar
uma abordagem geométrica para o estudo de fungoes racionais, possibilitando ao aluno
ter uma compreensao dinamica do comportamento das Funcoes Lineares Fracionarias e
da dependéncia nos parametros que as definem com o auxilio de ferramentas tecnoldgicas,
propondo deixar as aulas mais dinamicas. Para tornar a abordagem mais natural, inicia-
mos nossas consideragoes partindo das situacoes mais elementares e familiares aos alunos
até as mais gerais e complexas.

Sugerimos entao, uma discussao entre os professores de Matematica, a respeito da
relevancia de se introduzir um tépico sobre Fungoes Racionais (de um modo geral) nas
aulas de Matematica do Ensino Médio, onde possa ser apresentado ao aluno o estudo
algébrico (definigao, propriedades e particularidades) e a visao geométrica de tais fungoes
através de seus graficos. E ainda que tenhamos um “olhar” especial ao se estudar os
nimeros complexos e suas operacoes, pois estas sao transformacoes no plano e tais trans-
formacgoes ja sao estudadas no Ensino Fundamental. Entao, ja sao conhecidas pelos alunos
do Ensino Médio, mas apenas sob uma visao geométrica.

Portanto, esperamos que esta dissertacao sirva como um suporte para professores
e alunos que se encantam com as multiplas faces da Matematica e nao se limitam ao que

encontram nos livros didaticos do Ensino Médio.
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