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Resumo

Este trabalho tem como foco principal, a fatoragdo LU. Mas para termos um bom entendimento nesse
tema, vamos abordar também os conceitos de matrizes, operagdes elementares e escalonamento. Com
esses pré-requisitos, veremos que a fatoracdo LU é uma aplicacdo de uma série de operacdes elementares
a matriz identidade I,. Veremos também algumas aplicagdes dos conceitos acima, como por exemplo,
fatoragdo LU sem transposi¢do de linhas, a resolugdo de sistemas lineares pela fatora¢do LU, matriz de

permutagdo e o procedimento para o célculo da inversa de uma matriz.

Palavras-chave: Operacoes Elementares. Escalonamento. Fatoracdo LU.



Abstract

This work has as main focus, the LU factorization. But in order to have a good understanding of this
topic, we will also address the concept of matrices, elementary operations and scheduling. With these
prerequisites, we will see that the LU factorization is an application of one of the elementary operations
to the identity matrix I,. We will see some applications of the concepts above, such as, LU factorization
without transposition of lines, the resolution of linear systems by LU factorization, permutation matrix

and the procedure of calculating the inverse of the matrix.

Keywords: Elementary Operations. Scheduling. LU Factorization.
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Indroducao

Leciono matematica ha 15 anos no ensino fundamental e médio, e venho observando as dificuldades
dos alunos na resolucdo de sistema lineares. Os livros didaticos atuais trazem desde o ensino funda-
mental os métodos de adicdo e substitui¢do que facilitam na resolucdo dos sistemas lineares 2 X 2, mas
os deixam limitados. J4 nos livros didaticos do ensino médio, para os sistemas 3 X 3 predominam a regra
de Cramer e Laplace, que além de trabalhoso também os limitam.

Uma certa vez estive pensando como esses alunos resolveriam um sistema com niimero maior de
equagdes de maneira mais pratica? Dai resolvi pesquisar e encontrei a Fatoracdo LU, um método que
transforma uma matriz A em um produto LU, sendo L uma matriz triangular inferior e U uma matriz
escalonada. Esse procedimento facilita a resolugdo de sistemas uma vez que nos leva a resolugdo de
sistemas equivalentes bem mais simples.

Este trabalho foi dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1 temos os pré-requisitos que foi falado
sobre alguns tipos de matrizes, operacdes elementares e sistema lineares. No Capitulo 2, abordamos o
processo de eliminacdo gaussiana e exibimos um método para a inversdo de uma matriz. Por fim, no
Capitulo 3 estudamos o tema principal, a fatoragcdo LU de uma matriz.

Neste trabalho buscaremos o método para resolucdo de sistemas de equagdes lineares AX = B,
veremos a resolugdo de sistemas lineares pelo método fatoragdo LU. Este método é um recurso para
resolugdo de problemas em vdrias dreas como na matematica, economia, engenharia e computagado por
exemplo. Com a necessidade de resolucado de sistemas lineares foram criadas ao longo dos anos diferentes
métodos para obtermos resultados mais precisos. Para a obtenc¢do desta fatoracdo, serdo apresentados
alguns resultados sobre matrizes triangulares e matrizes elementares considerados incomuns nos livros

didaticos béasicos adotados no Brasil.



Capitulo 1
Pré-requisitos

O estudo da Fatoragdo LU de uma matriz tem como base os conceitos de matriz, operagdes elemen-
tares e sistemas lineares. Por esse motivo, nesse capitulo serdo apresentados os principais conceitos e

resultados necessdrios para o desenvolvimento desta teoria.

1.1 Matrizes

Dados m e n em IN, definimos uma matriz real de ordem m X n, como uma tabela formada por elementos
de R distribuidos em m linhas e n colunas. Estes elementos de IR sdo as entradas da matriz e o conjunto
das matrizes reais m X n sera denotada por M(m X n).

A localizagdo dos elementos de uma matriz é dada por 4;;, onde i representa i-ésima linha e j a j-ésima

coluna: Uma tipica matriz real m X n serd denotada entdo pelo quadro

ain a2 A1n

a  ax A2n
A=

Aml  Am2 Amn

Também podemos representar A por A = [a;j]uxu, Ou simplesmente por A = [4;;] quando a ordem da
matriz for conhecida. Quando o niimero de linhas m coincide com os ntmeros de colunas n, isto é,

quando m = n, dizemos que a matriz é quadrada e que possui ordem n.

Exemplo. As matrizes

1 2 3
-1 0 3
4 5 6
A= ,B=514,C=[3014—5
7 8 9
2 4 2
10 11 12
sdo de ordem 4 X 3,3 X 3 e 1 X 5, respectivamente.
Dada uma matriz quadrada de ordem n
a1 a2 - g
a1 Ay -+ Oy
A=
an1 Au2 - Opp



os elementos a;;, com i = 1,---n, formam a diagonal principal de A. Quando todos os elementos da
diagonal principal forem iguais a 1 e os demais iguais a zero, obtemos a matriz identidade de ordem n,

denotada por I,;:

Um importante tipo de matriz é a matriz triangular superior. Ela é definida como uma matriz quadrada
na qual todos seus elementos abaixo da diagonal principal sdo nulos. Assim ela pode ser representada

por

ain aiz - g
0 axn - ay
0 0 - ay

Do mesmo modo, uma matriz triangular inferior é uma matriz quadrada em que todos seus elementos

acima da diagonal principal sdo iguais a zero:

ai 0 0
ax1 ax 0
An1  Ap2 - Oun

Dada uma matriz A = [4;;]uxn, definimos a transposta de A, e a denotamos por AT, como sendo a matriz

AT = [ailnxm, paratodol1 <i<mel <j<n.

Exemplo. Dada a matriz

2 0 3
1 5
A=
7 =20
4 2 1
a sua transposta serd a matriz

21 7 4
Al=10 2 -2 2
35 0 1

Dados dois vetores x = (x1,...,x,) ey = (y1, ..., Yn), definimos o produto interno de x por y como sendo o

numero real
n
@Yy = Xy
i=1

De posse deste conceito, definiremos abaixo o produto de duas matrizes.
Sejam A = [a;]uxn € B = [bjjlnxp duas matrizes. O produto de A por B, denotado por AB, é definido

como a matriz C = [¢jj]uxp tal que

n
cij = Y aibgj = anbij + - + @by
k=1



paratodol <i<mel<j<p.
Observe que na defini¢do acima, o nimero de colunas de A é igual ao ntimero de linhas de B. Assim,
se A e B forem duas matrizes, digamos, 3 X 4 e 4 X 2, respectivamente, entdo o produto estard bem de-

finido e serd uma matriz de ordem 3 X 2. Neste exemplo, note que nao seria possivel efetuar o produto BA.

Uma outra importante classe de matrizes sdo as matrizes inversiveis. Dizemos que uma matriz
quadrada A de ordem n é inversivel , quando existe uma matriz quadrada B de ordem 7 satisfazendo as
relacGes

AB =BA =1,.

Neste caso diremos que B é a inversa de A (e que A é a inversa de B) e a denotamos simplesmente por
A—l

3
Exemplo. Dada a matriz A =

5 -5
2] e considerando B = [ ) ] é facil verificar que AB = BA = I,

mostrando assim que A é inversivel com inversa B.
O teorema a seguir nos fornece algumas propriedades das matrizes inversas. A sua demonstracao

pode ser encontrada em [2].
Teorema 1.1. Sejam A e B duas matrizes inversiveis. Entdo sdo vilidas as sequintes propriedades:
(1) (A =4;

(2) AB éinversivel e (AB)™! = BT1A™1,

1.2 Operacoes Elementares

Dada uma matriz A € M(m X n), denotaremos por L; a i-ésima linha de A para cadai = 1,...,m.

Definimos as operagdes elementares nas linhas da matriz A da seguinte forma:
(1) Permutar as linhas L; e L, indicado por L; < L;.
(2) Somar a uma linha L; um mdltiplo aL; da linha L;j com i # j,indicado por L; — L; + aL;.
(3) Multiplicar uma linha L; por um ntimero real ndo-nulo «, indicada por L; — aL;

O exemplo a seguir ilustra os trés tipos de operagdes elementares definidas acima.

Exemplo. Considerando a matriz

2 1 2 3
2 1 40
0 -1 2 3

e utilizando as operagdes L; < L3, L, — %Lz e L, — L, — L; obtemos, respectivamente, as matrizes,

2 1 2 3] 0 -1 2 3
1 4 0|Liel;|2 1 4 0
0 -1 2 3 2 1 2 3
2 1 2 3 2 1 2 3
140L2—>%L21%20
12 3 0 -1 2 3

10



2 1 2 3 2 1 2 3
2 1 4 0 Lz g L2 - Ll 0 0 2 -3
0 -1 2 3 0 -1 2 3

Dada uma matriz A e uma operagéo elementar e, denotaremos por ¢(A) a matriz obtida de A através da
operagdo e. Uma importante propriedade dos trés tipos de operacdes acima é que, cada uma delas é

reversivel e a operagdo inversa é do mesmo tipo.

Teorema 1.2. Para toda operagio elementar e existe uma tinica operagio elementar €', do mesmo tipo que e, tal que
e(¢'(A)) = €'(e(A)) = A

para toda matriz A € M(m X n).

Demonstragio. Seja A € M(m X n) uma matriz e e uma operagado elementar. Se e for do tipo L; <> Lj, tome
e’ =e. Seefor do tipo L; — L; + aL; tome ¢’ como sendo a operacdo L; — L; — aL;. E por fim, se e for do

tipo L; = aL; com a # 0, tome ¢’ como sendo L; — %Li. Entéo, qualquer um dos trés casos temos que
e(e'(A)) = ¢'(e(A)) = A
e a operagdo ¢’ é claramente tinica. m]

Uma matriz elementar de ordem m é uma matriz quadrada E de ordem m obtida da matriz identidade

I, por meio de uma operagdo elementar ¢, isto €,
E=e(,).

Exemplo. A matriz identidade é uma matriz elementar e as matrizes

(L) = d L1 oL,
e , onde e:
1 0 !

1
6(13) = |0
0

,onde e: 1 > Li+L,

[ R S
_= O O

sdo matrizes elementares de ordem 2 e 3, respectivamente.

Teorema 1.3. Seja A € M(m X n) uma matriz e e uma operagio elementar sobre A. Entio
e(A)=EA

onde E = e(1,,) é uma matriz elementar.

Demonstragido. Sem perda de generalidade, suporemos que a operagdo elementar e é do tipo L; — L;+alL;

(os outros dois casos sdo andlogos). Entdo a i-ésima linha com i < j da matriz e(A) é o vetor
(ain + aaj, ap + aap, ..., 4y + adjy,) (1.1)
as demais sdo iguais as de A. Analogamente, a i -ésima linha de E é o vetor

©,...,0,1,...,a,0...,0) (1.2)

11



onde o 1 encontra-se na entrada i e a na entrada j, e as demais linhas sdo iguais as de I,,. Assim, ao
se efetuar o produto EA obtemos uma matriz cujas linhas sdo iguais as de A com excecdo da i-ésima, a
tnica que foi modificada. Agora pela defini¢do de produto de matrizes, o ij-ésimo elemento de EA é
dado pelo produto interno da i-ésima linha de E pela j-ésima coluna de A, e portanto segue de (1.2) que

ele éigual a

0-(1,‘]‘+'--+0'{Ili_1]‘+1'llij+0-aj_i]‘+--'+0'11j_1]‘+a{11]‘]‘+0'aj+,‘]‘+"-+0'(1m]‘

=tli]'+0(-a]']'.

Logo, o ij-ésimo elemento de EA é 0 j-ésimo elemento da i-ésima linha de ¢(A) conforme (1.1) e portanto, a

i-ésima linha de EA é igual a i-ésima de e(A). Isto mostra que e(A) = EA finalizando a demonstragdo. O
Corolario 1.1. Toda matriz elementar é inversivel e sua inversa também é uma matriz elementar.

emonstracdo. Com efeito, sejam E = e(I,,,) uma matriz elementar e ¢/, a operacdo elementar inversa de e
D t C feit E I t 1 t / 1 t d

garantido pelo Teorema 1.2 .Entdo, se E’ = ¢’(l,;) segue do Teorema 1.3 que

IL,=¢(d,))=¢(E)=¢,)E=FEE

I, =e(,)) =eE) =e(l,)E = EE".
Portanto E é inversivel e sua inversa é E’. O

O corolério acima nos ensina como inverter uma matriz elementar: se E = e(l,) for uma matriz

elementar, entdo sua inversa serd a matriz E! = ¢’(I,,), onde ¢’ é a operacdo elementar inversa de e.

Exemplo. A matriz

010
A=11 0 O
0 01

é inversivel por ser uma matriz elementar. De fato, definindo e; : L1 <> L, temos que A = ¢1(I3). Pelo

coroldrio acima, A~ = e;(I3), onde e} : L, < L; é a operagdo inversa de ey, ou seja,

Corolario 1.2. Para cada j = 1, ...,m, dados niimeros reais &i11, ®iy2, ..., &y, @ Matriz de ordem m
j j

1 0 - 0
0o . 0
1
A= @ji1
Aj+2
10 Ay 1]

12



onde o 1 encontra-se na j-ésima linha e j-ésima coluna, é inverstvel e sua inversa é a matriz

1 0 0
0 0
1
-1 _
AT = —Qj+1
—Qjy2
_0 —Qy 1 ]

Demonstracdo. Com efeito, fixado j =1,...,m e considerando as operagdes elementares
6k2Lk —>Lk+0(kL]', k=j+1,"' ,m
segue que

A= em(em—l(' o ej+2(ej+1(1m)) )
= em(lm)em—l(lm) T €j+2(1m)€j+l (Im)Im

com o produto sendo comutativo. Analogamente,
6;(2Lk —>Lk—0(kL]', k=j+1,"' ,m

sdo inversas das ¢ e, aplicadas a I,, produzem a matriz de ordem m

1 o ... 0]
0o . 0
1
B= Qi1
—Qj+2
_0 -y, 1 ]

donde
B = e, (en1 (- €421 (Tm)) -+ )
= &)y 1 (L) -~ € L)€y ()
com o produto sendo comutativo. Além disso, aplicando as ¢; . em A obtemos
€ (€ia( - 1 (€ (A)) ) = L

donde
€js1(Im)ejio(Im) - €y (Im)ey, (In)A = Ly

e consequentemente
BA = I,.

Da mesma forma se verifica que AB = I,, e portanto, A é inversivel com A~ = B.

13



Exemplo. Considerando a matriz

1 0 00
01 00
A=
0210
0 3 01

segue do Coroldrio 1.2 que a inversa de A é a matriz

1 00
P 0 0
0 210
0 301

O Corolario 1.2 serd utilizado na fatoragdo LU.

1.3 Sistemas Lineares

Um sistema de equagoes lineares com m equagdes e 1 incégnitas é uma lista do tipo

anxy + -+ aux, = b]
anxy + -+ dyx, = bz

) (1.3)
amx1 + o+ AguXy =Dby

onde os elementos a;; e by (1 < i < m) sdo nimeros reais. O sistema (1.3) pode ser representado na forma

matricial
AX =B
onde
an a1y X1 by
a1 A2n X2 by
A= , X= e B=
Am1 st Amn Xn bn

Uma solucao do sistema (1.3) é uma n-upla X = {xq,-- -, x,} que satisfaz as equacdes de (1.3) e a colecdo
de todas as solugdes é chamado de conjunto solugio do sistema.
Um fato bastante interessante na solugdo de sistemas lineares é que, ao se efetuar qualquer sequéncia de

operagdes elementares na matriz aumentada de (1.3)

ag - A b
Ay 0 Ay by
Am1 ot Amn bm
obtém-se uma nova matriz aumentada

’ ’ ’
a1y a, b

’ !’ /
Ay, - ay, by

’ 7’ ’
aml amn b m

14



cujo sistema correspondente

’ ’ —
apxy + o+ oayx, =b)
’ ’ —
ayx1 + o+ ayx, =0
’ ’ —
ax1 + o+ oax, =b,

possui 0 mesmo conjunto solugdo de (1.3). Em outras palavras, as operacdes elementares transformam

um sistema linear em um sistema equivalente, isto é, em um sistema com um mesmo conjunto solugao.
Esta observacdo sera utilizada quando estudarmos o escalonamento de uma matriz, o que nos

permitird passar de uma matriz inicial para uma matriz “extremamente”simples de modo a facilitar a

resolucdo de um sistema linear.

15



Capitulo 2

Elimina¢ao Gaussiana

Dados um espago E, e vetores vy, - -+ , vy, € E, uma expressdo da forma
a101 + - Oy

onde @y, -+, ay, sdo escalares é dita combinagdo linear de a1, - - - , a,. Uma lista de vetores vy, -+ , v, € E é

dito linearmente independente (L.I.) se para toda combinagao linear nula destes vetores
ao1+ a0y, =0

tivermos a1 = --- = a,, = 0. Caso contrario, diremos que a lista vy, -- ,v), é linearmente dependente
(L.D.).

Teorema 2.1. Sejam vy, ..., vy, vetores ndo-nulos de E. Se nenhum deles for combinagdo linear dos subsequentes,

entdo o conjunto X = {vy,...,v,} é L.L

Demonstragio. Supomos, por absurdo, que exista uma combinacao linear nula
oo+ ...+ a0, =0, (2.1)
com pelo menos uma das a; ndo - nula. Se ,v, for a primeira parcela ndo-nula de (+) entdo teremos
0+ o+ 0y =0
com a;, # 0. Logo,

—dr+1 Ay
’Uy+1 T e T 7vm
r ay

Uy =

e daf v, seria uma combinagdo linear dos vetores subsequentes v,.1,...,v,, 0 que é um absurdo. Con-

cluimos entao que X é L.I. m]

No teorema anterior temos uma lista de vetores ndo-nulos vy,...,v,. Se cada um desses vetores
possuir uma coordenada ndo-nula e as mesmas coordenadas nos vetores subsequentes forem nulas,

entdo essa lista de vetores {vy,...,v,,} serd L.1I.

Exemplo. O conjunto {vy,v2,v3,7v4} é L.I, onde v = (0,1,2,3,4), v, = (0,0,2,2,3), v3 = (0,0,0,4,2) e
v3=(0,0,0,0,7).

A observacdo acima pode entdo pode ser reescrita da seguinte maneira: se a primeira coordenada
ndo-nula de cada vetor v; possuir indice menor do que a primeira coordenada ndo-nula dos vetores

subsequentes vj.1, -,y (i =1,--- ,m — 1), entdo os vetores vy, --- , v, serdo L.I.
16



Separacadai=1,---,m escrevermos
01 = (a11,a12, - . ., A1)

Uy = (a21,022, ..., 021)

O = @1, Am2, - -+, Aonn)
podemos formar uma matriz

A = [a;j] € M(m X n)

cujos m vetores-linha sdo vy, ..., v,. Diremos que a matriz A é escalonada quando o primeiro elemento
ndo-nulo de cada uma de suas linhas estd a esquerda do primeiro elemento ndo-nulo de cada uma de
suas linhas subsequentes e, além disso, as linhas nulas (quando houver) estdao abaixo das demais. Assim,

as linhas ndo-nulas de uma matriz escalonada sdo linearmente independentes.

Exemplo. As matrizes

1 2 3 4 1 2 3 4 00 11
0 251,00 3 4,e |0 0 0 2
0 01 2 00 00 00 00

sdo escalonadas.

2.1 O Processo de Eliminacao

Apresentaremos nesta se¢ao o processo de eliminagio ou (escalonamento) mediante o uso das operagoes
elementares sobre as linhas de uma matriz. O processo é bastante simples e é efetuado da seguinte

maneira: dada uma matriz A

ainr diz ... dip

an azy ce. Aoy
A=

Aml  Am2 -+« Amn

(a) se tivermos a1; # 0, deixamos a primeira linha intacta e a cada linha L; (i > 2) adicionamos a linha

—%Ll, isto é, efetuamos as operagdes

a1
Lz 4 L2 — 7L1
a1
asz1
L3 d L3 - 7L1
a1
Am1

Lm —)Lm_ ;L]

obtendo assim a matriz A’

air dip ... A1y
’ ’
0 ay Ay
’ ’ ’
A'=10 a3 as,
’ !
L 0 Byn Tn




cuja a primeira coluna é (a11,0,...,0).

(b) caso tenhamos a;; = 0, uma troca de linhas fornece uma matriz com a;; # 0, desde que a primeira
coluna nédo seja nula. Se, porém, a primeira coluna for nula, passa-se para a coluna mais préxima, a
direita da primeira, onde haja algum elemento diferente de zero e opera-se como antes, de modo a obter
uma matriz cuja primeira coluna ndo-nula comeca com um elemento nao-nulo, mas todos os demais sdo
nulos. A partir dai ndo se mexe mais na primeira linha. Recomega-se o processo, trabalhando com as

linhas a partir da segunda, até obter uma matriz escalonada.
O exemplo a seguir ilustra esse processo.

Exemplo. Utilizando a matriz dos coeficientes do sistema (2.2), vamos aplicar uma cadeia de opera¢des

elementares até obter uma matriz escalonada. De fato,

1 3 5 7
3571
57 1 3
7 1 3 5
1 3 5 7 1 3 5 7
3 5 7 1 Ly—L1,-3L 0 —4 _8 —20 L3 — L3 - 2L2
L3—L3-5L
5 7 1 3|L~-L-7L |0 -8 -24 -32| Ls—Ls—5L,
7 1 3 5 0 -20 -32 -44
1 3 5 7 1 3 5 7
0 4 -8 2 0 -4 -8 -20
Ly — Ly+ L3
0O 0 -8 8 -8 8
0 0 8 56 0 0 0 64

Concluimos dessa forma que as quatro linhas da tltima matriz sdo de fato, vetores LI.
Como foi observado na Secao 1.3, o processo de escalonamento possui como importante applicagdo a
resolugdo de sistemas lineares. Ele transforma o sistema inicial em um sistema equivalente cuja resolucao

é bem simples de se obter. Ilustraremos este fato através do seguinte

Exemplo. (Sistemas Lineares) Dado o sistema

x + 3y + 52 + 7w = 12
3x + 5y + 7z + = 0

X Y z w 22)
5 + 7y + z + 3w =
7x + y + 3z + 5w = 16

ao se aplicar o processo de escalonamento na matriz aumentada deste sistema obtemos a seguinte cadeia

1 3 5 7 12 1 3 5 7 12
3 5 71 0 | Ly»L,-3L; |0 -4 -8 -20 =36 L3 — L3 - 2L2
L3—>L3—5L1

5 7 1 3 4|L-oL7L |0 -8 -24 -32 -56| Ly > Ls—5L
7 1 3 5 16 0 -20 -32 -44 -68

1 3 5 7 12 1 3 5 7 12

0 -4 -8 -20 -36 0 4 -8 -20 -36

Ly —> Ly+ L3
0 -8 8 16 0O 0 -8 8 16
0 8§ 56 112 0 0 0 64 128
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Assim, o sistema (2.2) é de fato equivalente ao sistema

x + 3y + 5z + 7w = 12
- 4y - 8z - 20w = -36
- 8 + 8w = 16

64w = 128

cuja resolucdo se faz de baixo para cima, e nos fornece como (tnica) solugédo o vetor (1, -1,0, 2).
O processo de escalonamento também nos fornece uma outra importante aplicagdo. Ele nos permite
calcular a inversa de uma matriz de forma bastante simples e elegante através de um método pratico.

Este método (apresentado na segdo a seguir) fard uso do seguinte
Teorema 2.2. Toda matriz inversivel pode ser transformada na matriz identidade através de operagdes elementares.
Demonstragio. Seja A uma matriz inversivel de ordem # e considere os # sistemas lineares

AX=Ey,-- ,AX=E, (2.3)

onde

0

é 0 j-ésimo vetor coluna da matriz identidade I,. Escalonando as matrizes ampliadas
[A/ El]/ Tty [A/ En]/

obtemos novas matrizes ampliadas
[A"E1), -+ [A" EL],

cujo n sistemas
A'X=E, - ,AX=E, (2.4)

sdo equivalentes aos de (2.1). Sendo A inversivel.
Cada sistema em (2.2) possui uma tnica solugdo. Agora note que cada E; (i = 1,--- ,n) é um multiplo
de algum E; e, portanto, nenhum dos vetores linha da matriz escalonada A’ é nulo. Assim, A’ serd uma

matriz triangular superior

!’ ! ’

ayp A o Ay,
’ ’

W 0 ayp - a4y
7

0 0 - a,

com todos os elementos da diagonal a7,,45,, - - - , 4, ndo-nulos.

Isso nos permite, portanto, (aplicando operacdes elementares em A’) obtemos uma matriz diagonal A”

a 0 - 0
|0
0 0 a’
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Finalmente, aplicando as operagdes L; — %Li i=1,---,n) em A”, obtemos a matriz identidade I,.
1
Mostramos assim que a matriz inversivel A foi transformada em I, mediante uma série de operagdes

elementares. O

Exemplo. Dada a matriz inversivel

A=

=~ N =
_ W N

3
4
2

pelo Teorema 2.2 aplicaremos operag¢des elementares em A, de modo a transforma-l4 em uma matriz
identidade I,,. De fato,

b2 L, —» L, -2L 22 b2
203 4| 2T T g 1 | Li—> -7 |0 -1 2| Ly — L +2L,
L3—>L3—4L1
4 1 2 -7 -10 0 0 4
ooty L+1L_100L 7
_) - —
ES 3 e
000 4| 7720 0 4 oo

assim, encontamos I3 a partir de A.

2.2 Inversio de uma Matriz

Dada uma matriz inversivel de ordem n

ain a2 v M
a1 A -+ O
A= . (2.5)
_anl an2 e ann_
se ~ _
by b -+ by
boi by - by
B =
_bnl an e bnn_

for inversa de A, entdo a partir da relagdo AB = I,, vemos que cada vetor-coluna de B

byj
by .
B=| |A<j<n)
by
satisfaz o sistema AX = E; (1 < j < n), onde
o
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é 0 j-ésimo vetor-coluna de I,,. Assim, para determinar a inversa de A é necessério resolver n sistemas
lineares de ordem 1 X 1, a saber,
AX=Eq, - ,AX=E,.

Assim como as operagdes elementares, quando aplicadas a um sistema ndo altera seu conjunto solugao

e podemos utiliza-las nas matrizes ampliadas
[A/ El]/ e [A/ Em]

até transformarmos a matriz A na matriz identidade I, (vide Teorema 2.2), obtendo dessa forma n
matrizes aumentadas
[I‘rl/ Xl]/ Tty [IVl/X‘ﬂ]

nos quais os vetores Xy, -+, X, sejam as solugdes dos sistemas AX = E;, (1 < j <n). Logo Xy, -+, X), sdo
os vetores coluna da matrizes inversa de A. Como o processo que transforma A na matriz I, depende
apenas de A e ndo dos vetores E;, esta discussdao nos permite descrever um método prético para se

calcular a inversa de uma matriz.

Dada uma matriz inversivel A como em (2.5), consideremos a matriz ampliada de ordem n X 2n

a1 aip o Al 1 0 --- 0
a a ceeoa 01 -~ 0

21 A2 2n 2.6)
am A A 0 0 - 1]

Através das operagdes elementares transformamos A na matriz identidade I,,, obtendo uma matriz da

forma ) }
1 0 --- 0 : x11 X122 -+ Xm
o1 --- 0 : Xo1 X2 ottt X2
00 -+ 1 © x1 Xp2 - Xpy

A matriz X = [x;;] € M(m X n) serd entdo a inversa de A.

Exemplo. Vamos agora determinar a inversa de uma matriz A inversivel.

1
3
1

=W N

1
2
1
1

LW N = =

2

Para determinar a inversa de uma matriz, determinaremos primeiro a matriz aumentada.

1111 :1000
2 321:0100
3112:0010
1213 :00 0 1]
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o o O

Agora aplicaremos as operagdes elementares nessa matriz aumentada até transformar a matriz A em

uma matriz identidade I4

—111151
2 321 :0
31 12:0
1213 :0
1 1 1 1 0
1 0 -1 -2 1
0 -2 -3 -7 2
0 0 3 1 -1

— o o O

o o O

0 0 1 1 1 1 1 00 0
0 0fL-b-2n |0 1 0 —1 =2 1 0 0| Ly > Ly+2Ly
1ol h g 2 2 1 301 of ok he
0 1) o 1 0 2 : -100 1
0 11 1 0 : 2/3 1/3 0 -1/3
0| L-L-iL. |0 1 0 0 : -5/3 2/3 0 1/3
Ly—Lo+iLy ) L1 —> L +1/2L3
0| bolstls |10 0 -2 -3 @ -6 1 1 1
1] oo o0 3 : 1 -1 0 1 |
1 0 0 -7/3 5/6 1/2 1/6
1 0 0 : =5/3 2/3 0 1/3
/ / / L1—>L1—L2

0o 20: -6 1 1 1
0 0 3 1 -1 0 1]
0 0 0 : -2/3 1/6 1/2 -1/6
1 0 0 : -5/32/3 0 1/3|Ls—>-%

. Ly
020 -6 1 1 1 |k—>-7%
o0 3: 1 -1 0 1 |
100 0 -2/3 1/6 1/2 -1/6
01 00 : =53 2/3 0 1/3
0010 3 -1/2 -1/2 -1/2
o001 : 13 -1/3 0 1/3

Assim, a inversa da matriz A serd matriz

ATl =

—2/3 1/6 1/2 -1/6

~5/3 2/3 0 1/3
3 -1/2 -1/2 -1)2
1/3 -1/3 0 1/3
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Capitulo 3

Fatoracao LU

Vimos no Capitulo 1 que aplicar uma operacdo elementar e sobre as linhas de uma matriz A com
m linhas é o mesmo que multiplica-la a esquerda pela matriz elementar e(l,,) que resulta de aplicar a

mesma operagdo as linhas de I,;, ou seja,
e(A) = e(Iy)A.

Além disso, vimos também nesse capitulo que, para se reduzir uma matriz A com m linhas a sua forma
escalonada através do método de elimina¢do Gaussiana, as tnicas operacdes elementares (realmente)
necessdrias foram a transposicdo de duas linhas e a adi¢do a uma linha a um multiplo de outra linha.

Portanto, o método da elimina¢do gaussiana consiste em multiplicar a matriz A sucessivamente a
esquerda por matrizes elementares do tipo (1) (transposi¢do de duas linhas) ou do tipo (2) (adicionar a
uma linha um miltiplo de outra linha).

Essa observagdo sera crucial na construcdo da fatoracdo LU da matriz A, onde L serd uma matriz
triangular inferior e U uma matriz escalonada. Passemos entdo a construgao.

Seja A € M(m X n) uma matriz

ai aip ... dp

an azy ce. Aoy
A=

Aml Am2  **° Amn

e suponha que no seu processo de escalonamento nio seja efetuada nenhuma transposigdo de linhas.
Logo, a entrada a;; serd ndo-nula e para se anular todos os elementos da primeira coluna abaixo de a1

serd necessdrio efetuar as seguintes operacdes em A:
ai .
e Li - Li— ;Li (1 = 2,3,...,m).
an

Isso significa que a matriz A serd multiplicada a esquerda sucessivamente pelas matrizes elementares

1 0 ... 0] (1 0 ... 0]
_% 1 --- 0 0
elm)=10 0 . 0], -, eny) = RIS
: : : 0 0 . 0
i 0 0o --- 1_ __uﬁl 0 - 1]
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€ CcComo

1 0 0
__ a2
ar
eo(lp)emlw) = | —ar 0 1 -+ 0| =M, (3.1)
_Wo0 0 ... 1

L app -

Segue que nesta primeira etapa obteremos uma matriz A) satisfazendo

r, M (1) M7

4y Ay Mz ot Oy

1) 1 1)

0 ayp a3 -0 a4y,

MA=AD=| 0 af) af - af)
1 1 1

[0 af) el e b

® _ ® _ M _
onde a;] = ayy, a5 =awp, + , 4y, = aiy.
~ z -~ . 1 .
Agora observando que ndo haverd transposicdo de linhas, resulta que agz) # 0. Assim, para se anular
. 1 . ~
os elementos da segunda coluna abaixo de a(zz) , efetuamos as seguintes operagdes em A(:

atd

el(l) L— L — ﬁLj’ (j=34,...,m).
22

Repetindo o argumento anterior, vemos que isso equivale a multiplicar a esquerda a matriz AY pela

matriz ) )
1 0 0 -0
0 1 0 0
asy
0 —% 1 -0
— 1
M, = 0 _% 0 .0 (3.2)
ay
o)
-2 0 1
L 0 i
Obtemos entdo a matriz A® satisfazendo
.2 (2 (2) 2)7
4y Ay Mz o Ay,
(2) (2) (2)
0 ayp ay - 4y
2 2
MaMA=A® = |0 0 af - af)
o 0@

@ _ M @_ 0,0 _ O @ _ M
ondea;] =ay,...,ay, =y, €y, =fy,..., 0y, = (y,.

Repetindo este processo (até escalonar a matriz A) é facil ver que existirdo matrizes quadradas de

ordem m, My, M, ..., M1 (andlogas as matrizes (3.1) e (3.2)), e uma matriz U = A"~V tais que
My—1---MoMiA=U (3.3)

sendo U uma matriz escalonada.
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Agora note que no Coroldrio 1.2 cada matriz M; € inversivel e cada inversa é colocada aplicando-se

as respectivas operagdes inversas em cada caso. Mais precisamente temos que

1 0 0 0]
(1 0 | 01 0 --- 0
(1)
o 0 &% 1 0
—_ a —_
e O el o)
22
—% 00 - 1 u('n
0 % 0 1
L Ay J

e, portanto, segue de (3.3) que
A=MM - MU

e pondo
L=M'M' ML, (3.4)

obtemos a fatoracdo LU da matriz A,
A=LU

A matriz L é uma matriz quadrada de ordem m e possui a seguinte expressao especial, obtida efetuando
os produtos em (3.4):

1 0 0
an
o 1 0
az1 “(312)
wody 1 0 0
2
(1) (2)
L=|® % %
an a5y 2%
(1) (2)
w11 w12 w1z L 1 0
an axn ass
a(l) a% (m—=2)
Am1 Sm2 Tm3 - mm=1 1
an u(l) 2) (m-2)
L 22 33 m-1m-1 .

Portanto, L é uma matriz triangular inferior (a letra L provém da expressao lower triangular) e seus
elementos diagonais sdo todos iguais a 1.
Concluimos entdo que mediante a hipétese de ndo haver transposi¢do de linhas no processo de

escalonamento, a matriz A € M(m X n) se escreve como um produto
A=LU

onde L € M(m X m) é uma matriz triangular inferior com elementos diagonais todos iguais a 1 e
U € M(m X n) é uma matriz escalonada. Quando A é uma matriz quadrada de ordem m, segue de (3.3)
que U também serd quadrada de ordem m, e além disso U serd uma matriz triangular superior (a letra
U provém da expressao upper triangular).

A hipétese de ndo haver transposicdo de linhas no escalonamento nos garantiu que em cada etapa
os elementos

1 2 (m=2)
11,8, 033+« A1 -1

eram todos ndo-nulos. Tais elementos sdo chamados de pivds. Agora fica a pergunta: E possivel saber
quando haverd a necessidade de transpor duas linhas no processo de elimina¢do? A resposta é afirmativa

e sera respondida adiante. Antes disso faremos algumas observagdes e daremos alguns exemplos.
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Observagido 1. O processo de eliminacdo fornece diretamente os elementos das matrizes L e U.

De fato, dada a matriz

3 2 4
A=11 1 2
4 3 -2
teremos
3 2 4
A= |11 2| e
4 3 -2
3 2 4
AV =10 1/3 2/3 |Lz3>Ls—L,
0 1/3 -22/3
3 2 4
AP =10 1/3 2/3
0o 0 -8
Obtemos assim os fatores -
1 0 0 3 2 4
L=11/3 1 0 e U=1|0 1/3 2/3
4/3 1 1 0 0 -8
de modo que
32 4 1 00| [3 2 4
A=11 1 2|=1|1/3 1 0|-|0 1/3 2/3
4 3 -2 4/3 1 1 0O 0 -8

Observacdo 2. Quando se dispde da fatoragdo A = LU onde A € M(m X n), a solu¢do do sistema AX = B
com B € M(m X 1), se reduz a resolver o sistema LY = B e, depois de obtida Y, o sistema UX =Y. O
primeiro é resolvido de cima para baixo e o segundo de baixo para cima pois L é triangular inferior e U

é escalonada.
Para ilustrar esta observacédo iremos resolver o sistema

3x1 + 2x + 4X3 =1
X1 + X + 2x3 =2
dx; + 3x, — 2x3 =3

utilizando a fatoracao LU. De fato, a forma matricial do sistema acima é

3 2 4 X1 1
11 2 X2| = |2
4 3 -2 X3 3

Agora escalonando a matriz dos coeficientes obtemos

4 1
AO = N

L3 —>L3— %Ll

=~ = W
W o=, DN
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3 2 4
AD =10 1/3 2/3 |Lz—>L3-1L,

0 1/3 -22/3
3 2 4
AP =10 1/3 2/3
0 0 -8

Ap6s escalonar a matriz dos coeficientes, determinamos as matrizes L e U da fatoragdo

1 00 3 2 4
L=1|1/3 1 0| e U=1|0 1/3 2/3
4/3 1 1 0 0 -8

Resolvendo entdo a equacao LY = b

1 00| | 1
13 1 0] |pa| =12
4/3 1 1| |y

1
obtemos y1 = 1,4, =5/3 e y3 = 0de modo Y = |5/3|. Determinado o vetor Y, resolvemos a equagio
0
3 2 4 X1 1
0 1/3 2/3| - |xx| = [5/3
0 0 -8 X3 0

obtendo os valores x5 = 0,x, = 5 e x; = —3. Portanto, a solu¢ido do sistema inicial (3) sera o vetor

Este exemplo ilustra bem a simplificagdo que ocorre na resolu¢do de um sistema linear mediante a
fatoragdo LU de uma matriz. Cada um dos fatores L e U correspondem a sistemas de fécil resolugdo, e

juntos, nos fornecem o conjunto solugdo do sistema inicial.

3.1 Escalonamento sem Transposicoes

Vimos na se¢do anterior que toda matriz possui uma fatoracdo LU caso ndo haja transposigdo de
linhas no seu processo de escalonamento. Contudo, isso ndo ocorre em geral. Veremos nessa se¢do como
fica a fatoracdo LU neste caso.

Dizemos que um matriz P é uma matriz de permutacio se ela possuir a seguinte propriedade: a

operagdo de multiplicacdo a esquerda por P consiste numa permutacdo das linhas de um matriz.

Exemplo. Sejam

a;n a4 a3
A= lay an ap| e P=

_ O O
o O =
o = O

sz asy 4as3
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duas matrizes. Entado
az1 azxp a3
PA = |az a3z as3
ain a3
é obtida de A permutando-se as linhas L; e L, e, em seguida as linhas L; e L3 na matriz resultante. Logo,
P é uma matriz de permutagdo.

Agora seja A € M(m X n) uma matriz e e : L; — L; uma transposigdo. Entao,
e(A) = e(lm)A

¢ a matriz obtida de A permutando-se as linhas L; e L;. Mais geralmente, se ey, ey, ..., ¢ forem k

transposicoes e se efetuarmos todas elas (nessa ordem) sobre A, obteremos a matriz
e+ (e1(A)) -+ ) = exlm) - - - er(Im)A

obtida ao permutar as linhas de A respeitando a ordem em que as transposi¢oes foram efetuadas.
Definindo entdo

P = ex(ln) - - ex(Im)
segue que P é de fato, uma matriz de permutagdo.

Este fato nos diz que efetuar transposi¢cdes numa matriz consiste em multiplica-la a esquerda por
uma matriz de permutacdo. Assim, apds escalonamos uma matriz A € M(m X n), dispomos da relagdo
de todas as transposicoes feitas, digamos ey, ...,e.. Supondo que tais tranposi¢des foram feitas nesta
ordem e efetuando-as (na mesma ordem) nas linhas da matriz identidade, obteremos uma matriz de
permutagdo P € M(m X n) dada por

P = ex(lm) -~ - ex(Im)-
A matriz PA corresponde a efetuar sobre A, antecipadamente, todas as transposi¢des de linhas que
seriam necessdrias durante o escalonamento. Portanto, a matriz PA pode ser escalonada usando apenas
operacdes elementares do tipo 2
e:Li— Li+alL;

e dai, a mesma admitird uma fatoragdo LU

PA =LU
Sendo P inversivel e P~ = PT resulta que
A=P'LU
é a fatoragdo no caso geral.
O exemplo a seguir ilustra este caso
Exemplo. Considere uma matriz
0o 1 -1 1
1 1 -1 2
A=
-1 -1 1 0
1 2 0 2

Como a7 = 0, a matriz A ndo admite uma fatoragdo LU. Entdo aplicando as seguintes operagdes

elementares L; <> [, , L3 — L3+ L1 e Ly — Ly — L1 obtemos a matriz

11 -1 2
01 -1 1
00 0 2
01 0
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Analogamente, como a3, = 0 efetuamos L3 < L4, L3 — L3 — L, obtendo a matriz escalonada

11 -1 2
01 -1 1
00 2 -1
00 0 2

A matriz de permutacado associada as trocas de linhas L; <> Ly, L3 <> L4 sera

0100
100 0
oo o0 1

0010

e portanto, o escalonamento podera ser feito (sem troca de linhas) na matriz PA fornecendo a fatoragao

LU desta matriz:

1 00011 -1 2
0 10 0[]01 -1 1
PA = =LU
1 11 0/[00 2 -1
-1 00 10 0 0 2
Logo
01001 0001t 1 -1 2
100010 1 00|01 -1 1
A=P'LU=P"LU =

000 1/|1 1 1 0[f0 0 2 -1
0010 |-1 001 [00 2

serd a fatoragdo da matriz A inicial.

Agora fica a pergunta: sob quais condigdes uma matriz pode ser escalonada sem a necessidade de
efetuar transposi¢des durante o processo? A resposta serd dada no teorema adiante.

Sejam A = [a;;] € M(m X n). Para todo r < min{m, n}, a submatriz principal de ordem r da matriz A, é a

matriz A, € M(r X r) formada pelos elementos a;jcom1 <i<rel<j<r.

Teorema 3.1. Seja A € (m X n) uma matriz tal que todas as suas submatrizes principais sejam inverstveis. Entdo

a matriz A pode ser escalonada sem transposigoes.

Demonstracio. Seja

a1 a2 a3 - g

a1 Az Aazy - dp

A= |43 dzx 4 - a3
_aml A2 A3 " amn_

e suponha (sem perda de generalidade) que m < n.. Como A; = [a11] é inversivel, segue que a;; # 0.
Utilizando 411 como pivo da primeira linha, e aplicando as opera¢oes em A
ai1

L,‘HLi—le (i=2,3,...,m)
an
obtemos a matriz
_6111 app M3z - 111n_
0 bzz b23 et bZn
MA=|0 b by -+ by
L 0 me bm3 e bmn_
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A submatriz de ordem 2 de M A é

]
B, = | 2
L 0 bzz_
a qual é obtida da submatriz de ordem 2 de A
an a
A, = |H1 M2
421 A22
mediante a operagdo L, — Ly — %Ll. Logo
Bz = E1A2

sendo E; € M(2 X 2) uma matriz inversivel. Assim, como A, é inversivel segue que B, também o sera e

portanto by, # 0. Podemos entdo utilizar by, como pivo da segunda linha em E1A, e aplicando em E; A as

operagoes
b; .
Li—»Li-+2L, (i=2,3,---,m)
by
obtemos a matriz i i
aj;n A a3 o A
0 by by - by
MzTYZlA = 0 0 33 -t C3n
L 0 0 cms -+ Cunl

O restante da demonstracao é feito por inducdo. De fato, suponha que para 1 < k < m — 1 tenhamos
(ap6s k etapas do escalonamento) a matriz

_1111 A2 13 o Mg vt O |
0 by by - bx - axy
0 0 ¢33 -+ o3 C3n
M - - MaMiA = : :
0 0 - - dy - diy
0 0 o o dp o dyn

A submatriz de ordem k da matriz acima é a matriz triangular superior

_all aip M3 - ﬂ1k_

0 bxn by - by
Bi=|0 0 ¢33 - o3
L0 0 0 - dy

Como vimos acima ela é obtida da submatriz de ordem k de A
apn dip ot Mk

A =
Ak Ak v Akk

mediante uma série de operacoes da forma

Li—>Li—aL]~ (j=1,...,k—l e i=2,...,k—1).
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Logo, existem matrizes inversiveis Ej, ..., Ej tais que
By = E1E> - - - ExAx

e sendo Ay inversivel, resulta que By é inversivel. Logo, dix # 0 e desta forma podemos utilizé-la como
pivo da k-ésima linha de

My --- MM A.
Isto nos permite anular todos os elementos djx com i = k+1,...,m e garantira a existéncia de uma matriz
My, tal que
a1 a2 a3 v Ak Mg+l @in
0 by by -+ by by - by
0 0 ez -+ o3 bk 0 3
MgaMi--MiA= | ' '
0 g dikr 0 Ak
0 0 exr1k+1 0 disin
_0 0 Cnk+l emn_

estabelecendo o resultado para a (k + 1)-ésima etapa. Portanto, pelo Principio da Inducdo concluimos

que A pode ser escalonada sem transposicoes de linhas. m]

Observagdo. Na demonstracdo acima onde supomos m < n, utilizamos apenas que as submatrizes
principais de ordem até m — 1 eram inversiveis. A hip6tese de que a submatriz A,, é inversivel pode
ser descartada. Assim, quando A € M(n X n) for uma matriz quadrada, para que ela admita um
escalonamento sem transposi¢des é suficiente que apenas as submatrizes principais A1, Az, -+, Ap-1
sejam inversiveis.

O exemplo a seguir ilustra esta observacao.

Exemplo. Dada uma matriz 4 X 4

1 35 7

35 71
A=

57 13

71 3 5

o Teorema 3.1 nos garante que matriz A é inversivel, pois as submatrizes principais de ordem 1,2 e 3
1 3 5
1 3
1, e 357
3 5
571
sdo inversiveis, com inversas

[1}, l_5/4 3/4 5/4 1 —1/4
3/4 —1/4

] -1/4 1/8 1/8
1 -5/8 1/8

respectivamente.

31



3.2 Unicidade da Fatoragao

Finalizamos este capitulo estabelecendo a unicidade da fatoragdo LU. Ela serd dada através do

seguinte

Teorema 3.2. Seja A € M(m X n) uma matriz e suponha que A admita duas decomposicdes da forma A = LU,
e A = LoU, ,onde Ly, Ly, € M(m X m) sdo matrizes triangulares inferiores com elementos diagonais iquais a 1 e

Uy, Uy € M(m X n) sido matrizes escalonadas. Nestas condigdes tem-se que Ly = Ly e Uy = Uy.

Demonstracdo. Como LiU; = LyU> e Ly possui inversa, segue que U; = (Ll‘le)Uz. Além disso como L, é
triangular inferior com elementos diagonais iguais a 1, 0 mesmo valerd para a inversa L;'. Logo, a matriz
L = L7'L, serd uma matriz triangular inferior com elementos diagonais iguais a 1. Mostraremos a seguir
que L7'L, = I,, donde L; = L, e consequentemente U; = U, o que estabelece o resultado. Escrevamos
entdo

U1 = [uijllsigrrz e L= [Z,‘j]

1=ien 1<i,j<m

Como U; é uma matriz escalonada, segue que uj; # 0 e u;; = O parai = 2,3,...,m. Logo, para todo
i=2,3,...,m, se multiplicarmos a i-ésima linha de L pela primeira coluna de U; veremos que [;; = 0.
Assim, a primeira coluna de L é o vetor (1,0, ...,0). Analogamente, se multiplicarmos a i-ésima linha de
L pela segunda coluna de U; veremos que l;; = 0 para todo i = 3,4, ...,m. Logo, a segunda coluna de L
serd o vetor (0,1,0,...,0). Repetindo este argumento, concluimos que L{le é de fato a matriz identidade

I, m]
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