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RESUMO

O presente trabalho aborda a resoluc¢do de problemas nas aulas de Matemdtica e em particular o
contetdo programaético funcdo exponencial. Ha muito tempo, essa metodologia € vista como
um possivel caminho para se ter uma aprendizagem significativa. Faremos uma apresentagcdo
sobre a operagdo potenciacdo nas suas mais diversas particularidades e a caracterizacdo da
fungdo exponencial, sugerindo a metodologia de resolu¢do de problemas como estratégia de

aprendizagem significativa para o estudo dessa ultima.

Palavras-chave: Resolucdo de Problemas; Potenciacdo; Funcao Exponencial.



ABSTRACT

This research address the problems resolution into Mathematic classes, particu- larly exponencial
function program content. For a long time, this methodology is seen as a way to get a meaningful
learning. We will present the exponetial operations in all its peculiaritys and the description
of the exponencial function, suggesting the problems resolution methodology as a strategy of

meaningful learning to the study of this last one.

Keywords: Problems Resolutions; Exponencial; Exponencial Functions.
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INTRODUCAO

Conta a lenda que um rei solicitou aos seus suditos que lhe inventassem um novo jogo, a
fim de diminuir o seu tédio. O melhor jogo teria direito a realizar qualquer desejo. Um dos seus
suditos inventou, entdo, o jogo de xadrez. O Rei ficou maravilhado com o jogo e viu-se obrigado
a cumprir a sua promessa. Chamou, entao, o inventor do jogo e disse que ele poderia pedir o que
desejasse. O astuto inventor pediu entdo que as 64 casas do tabuleiro do jogo de xadrez fossem
preenchidas com moedas de ouro, seguindo a seguinte condi¢@o: na primeira casa seria colocada
uma moeda e em cada casa seguinte seria colocado o dobro de moedas que havia na casa anterior.
O Rei considerou o pedido facil de ser atendido e ordenou que providenciassem o pagamento.
Tal foi sua surpresa quando os tesoureiros do reino lhe apresentaram a suposta conta, pois apenas
na dltima casa o total de moedas era de 2%, o que corresponde a aproximadamente 9,2233.10'8.
N3ao se pode esquecer ainda que o valor entregue ao inventor seria a soma de todas as moedas
contidas em todas as casas. O rei estava falido! A lenda nos apresenta uma descri¢do de uma
fun¢do exponencial, precisamente da fungdo f(x) = 2*.

Assim, considerando a aplicabilidade da Fun¢do Exponencial ao cotidiano e a necessidade de
uma melhor compreensdo deste tema pelos estudantes, o presente texto apresenta uma abordagem
da Fun¢do Exponencial na aprendizagem significativa para o estudante do Ensino Médio.

Na pratica pedagdgica, percebe-se que o estudo da Funcao Exponencial nao é bem compre-
endida pelos alunos por causa da dificuldade que os mesmo apresentam na compreensao das
propriedades das poténcias. Uma das formas de superarmos essa dificuldade € fazendo o uso de
variadas metodologias adequadas a realidade e vivéncia do estudante . Como exemplo, podemos
citar o uso de situagdes problemas, jogos, GeoGebra, projetos...

Segundo Dante (2011), trabalhar com resolucio de problemas € importante porque motiva
os alunos a pensarem por si mesmos, a levantarem hipéteses e a tentarem resolvé-los. Acredita-
se que a resolucao de problemas matemadticos estimula o aluno a sair da passividade na aula,
levando-o a participar ativamente das atividades propostas, possibilitando o desenvolvimento de
sua autonomia e de sua capacidade de resolucdo.

O uso da resolugdo de problemas € uma importante ferramenta para o processo de ensino



SUMARIO 11

aprendizagem da Matemdtica, pois desperta no aluno a capacidade de desenvolver o pensamento
matematico, estimulando sua compreensao e ndo a memorizagao sem significado.

A aplicacdo da Fun¢do Exponencial estd presente no cotidiano da sociedade, porém nao é
explicitamente percebida. E dever da escola explicitar tal fato, mostrando que este estudo faz
parte da vida. Em 2020, o mundo se deparou com uma crise de satide provocada pelo Corona
Virus onde o nimero crescente de casos (COVID-19, agora chamado de SARS-CoV-2) teve
inicio na cidade de Wuhan na China, em dezembro de 2019, primeiramente ocorrendo entre
frequentadores e comerciantes de um mercado atacadista de frutos do mar e animais selvagens
Vivos € mortos.

Relatos afirmam que os individuos infectados inicialmente haviam tido contato direto com
visceras e fluidos desses animais.

Posteriormente, em poucos meses de evolugdo e expansao da doencga, ela se expandiu
para um grande nimero de paises, até que em mar¢co de 2020 a Organizacdo Mundial de
Saude (OMS) decretou o surto da doenca como uma pandemia. A partir de entdo, tornou-se
comum, por exemplo, falar-se bastante em crescimento exponencial da curva que mostra o
nimero de contaminados pelo Covid-19 no Brasil e no mundo. Por isso, € importante que os
alunos conhecam e associem as diversas aplicacoes das Fun¢des Exponenciais, tais como: juros
compostos, crescimentos populacionais, decaimento radioativo, crescimento populacional de
bactérias, desvalorizacdo de bens, escala Richter, etc.

Nesse sentido, seria interessante que os alunos percebessem a Matemadtica como um sistema
de cddigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicagdo de ideias e que permite
modelar a realidade e interpreta-la.

Dessa forma, o principal intuito desse trabalho € propor estratégias para resolver problemas
matemadticos sobre Fun¢do Exponencial apresentando ferramentas de aprendizagem que induzam
o estudante a perceber que o uso das poténcias, suas propriedades bem como o estudo da fun¢do
em epigrafe, servem como facilitadores para a resolu¢cdo de problemas e consequentemente para
o desenvolvimento do raciocinio analitico e criativo.

O desenvolvimento desse trabalho estd dividido em trés capitulos. O primeiro deles aborda
o termo a aplicacdo do termo poténcia com expoente real, onde mostraremos o estudo das
poténcias com expoente natural, inteiro, racional e poténcia de expoente irracional, provando
suas propriedades. Ja no segundo capitulo, definiremos a fun¢do exponencial com dominio

real bem como a sua caracterizagdo apoiando-se nas propriedades definidas e demonstradas
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no capitulo anterior. Finalmente, o terceiro capitulo nos oferece uma proposta de utilizagao
de métodos facilitadores para a realizacdo de uma aprendizagem mais dinamica, criativa e
significativa no estudo de Fun¢do Exponencial.

Motivados por esse tema e apds as diversas leituras e a propria vida, observaremos que as

aplicagdes aqui registradas podem ser trabalhadas sem dificuldades na educacio bésica.
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CAPITULO 1

POTENCIA DE NUMEROS REAIS

Nesse capitulo, serdo apresentadas algumas ideias a respeito das poténcias de base positiva e
suas propriedades, que serdo tteis no estudo da Fun¢dao Exponencial. Dividiremos o estudo em
Poténcias com expoente natural, inteiro, racional e poténcia de expoente irracional, provando
suas propriedades segundo lezzi & Murakami (2005), Lima (2004) e Morgado & Carvalho
(2015)

1.1 Poténcia com expoente natural

As poténcias sdo uteis para representar nimeros muitos grandes, como a distincia da Terra
ao sol, ou nimeros muitos pequenos como a massa de dtomo.

A distancia da Terra ao sol, por exemplo, € de aproximadamente, 150.000.000.000 m e pode
ser representada por: 1,5.10''m.

Nesse tipo de notagdo, utilizamos uma poténcia de base 10.
Definicao 1. Sejam a um niimero real positivo e n um niimero natural.

Definimos:
i)a’ =1
i) a" = a-a"! paratodon >0

Observe que, da Defini¢ao 1 temos que:

@ =a*a=(a-a)-a=a-a-a
d'=ad '=a-aa--a
—
n fatores a

Em outras palavras, para n > 2 temos que a”* € um produto de n fatores iguais a a.
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Note que se a = 1, temos que 1" = 1 para todo n € N.

Chamaremos o ndmero a” de poténcia de a com expoente n, ou poténcia de base a e expoente

Temos as seguintes propriedades para poténcia de expoentes naturais:

Lema 1. Considere os niimeros reais ndo nulos a e b, e os niimeros naturais, m e n, sao vdlidos

o0s seguintes assertivas:

I) a'-at = am—i—n

Demonstragdo. I) Usemos indugdo sobre n.
Consideremos m fixo.Observe que a propriedade é verdadeira para n = 0, pois, x = {n €

N;a"-a" = a"™", m € N}

Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n € mostremos que € verdadeira para
n+1,isto é, a"-a"t! = gt isto é, " - at = ",
Na defini¢do a"! = a- a". Pela comutativaem R, ¢**! = d" - a.

De fato,

at-dt =" (an _a) _ (am _an) ca=a"".q ="t = am+(n+1)
O que mostra que a propriedade € verdadeira para n+ 1. |

Demonstracdo. II) Fixemos n. Vamos usar indugdo sobre m > n. Observe que para m = n temos:

m p—

Suponha por hipétese de indugdo que %7 = a™ ™"

m+1 _
Vamos provar que “— = almt)-n,
m+1 m, m _ _ _
Observe que, © - = ©o4 = 0. g = g" . g = g +1 = glm+)=n,

m . . L . m _
Portanto Z—,, =a" ", para todo m > n. Como n € arbitrario 2—n = a" " para todo m,n € N

com m > n.
[ |
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Demonstragdo. I111) Usaremos indugdo sobre n. Note que a propriedade é verdadeira para n = 0,
pois:

(ab)=1=1-1=4"-1°

Suponhamos que a propriedade seja vélida para n, isto é, (a.b)" = a" - b", e mostremos que é
verdadeira para n+ 1, ou seja, que (a.b)" ™! =" . pr+1,

Assim,

(a.b)”+1 =(a-b)"-(a-b)=(d"-b")-(a-b)=(d"-a)-(b"-b) = "t
Como queriamos demonstrar. |

Demonstragcdo. IV') Faremos indugéo sobre n.
Consideremos m fixo. Observe que a propriedade € verdadeira para n = 0, pois:
(@’ =1=a"=agm°
Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n, isto €, ()" = a™™, mostremos que é
n+l _ m-(n+1)

verdadeira para n+ 1, ou seja, (a™) a .

Temos:

(am)n+l — (am)n cdt = g™ " = amn+m — (am)n—H

Demonstragdo. V') Mostraremos por indug@o sobre n. A propriedade é verdadeira para n = 0,

pois:

DR

Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n. Ou seja,

Mostraremos agora que € verdadeira para n+ 1,

. ¢ (a\nt+1l gl
1sto e,(z) = T

Note que,
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Como queriamos demonstrar. |

Vemos acima que para quaisquer m,n € N tem-se:

Segue- se dai que para mqg,my,mo,--- ,m; € N quaisquer vale

my aﬂlo+m1+m2+"'+mk
.

S

amo_aml 'amz e d

g

k fatores

Segue da definicio que a""! = a-a". Logose 0 < a < 1 entdo a" ! < a" e se a > 1 entdo
a1 > g". Portanto, a sucessdo cujo n- ésimo termo é a" é crescente quando a > 1 e decrescente
se 0 <a < 1. Para a =1 esta sucessao é constante com todos seus termos iguais a 1.

Consequentemente, se a > 1 a sucessdo formada pelas poténcias a”" , n € N, € ilimitada
superiormente, isto € ndo existe um ¢ € R tal que ¢ > a”", para todo n € N . Noutras palavras,
dado ¢ € R, pode-se sempre achar n € N tal que a”" > c.

Para provar isto, usaremos a desigualdade de Bernoulli, demonstrada a seguir.

Lema 2. (Desigualdade de Bernoulli), (1+x)" > 1+ nx sempre que x > —1 e n é um niimero

inteiro ndo negativo (AVILA, 1995).

Demonstracdo. Vamos provar por induc¢do em n. O resultado € 6bvio para n = 1. Suponhamos
que a desigualdade seja valida para n. Entao multiplicamos os dois membros da desigualdade

(1+x)" > 1+ nx por 1 4+x > 0 e encontramos:

(14+x)""' =1 +nx)- (14x) =14+nmx4+x+n® =14+ (n+ Dx+nx®> > 1+ (n+1)x

Escrevamos a = 1 +d, entdo pela desigualdade de Bernoulli: a* > 1+ nd.
Logo, se tomarmos n > (¢ — 1) /d teremos, 1+ nd > ¢ e, com maior razdo, a" > c.

O fato de que a sucessio a°,a',a?,--- ,a"---

¢ ilimitada superiormente quando @ > 1 é um
caso particular da nocao de limite infinito.

Diz-se que uma sucessao (x,) de nimeros reais tem limite “mais infinito” (ou simplesmente
“infinito”), e escreve-se 31_{130 X, = +oo, quando para qualquer A > 0 , fixado arbitrariamente, for

possivel obter um indice ny € N tal que todos os termos x, com n > ng sdo maiores do que A.
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Ou seja, se n > ng entao x, > A.
Toda sucessdo crescente ilimitada (x,) tem limite infinito pois uma vez obtido x,, > A, daf
em diante, todo x,, com n > ny cumpre x, > x,, > A.

Portanto, tem-se: lima” = +o0, quando a > 1.

Observacao 1. Na definicdo da poténcia a”", a base a pode ser um niimero real positivo, nulo ou
negativo.

Vejamos o que ocorre em cada um desses casos:

i) a=0(entdo 0" =0. Qualquer que sejan € N, n > 1)

ii) a > 0 (entdo a" > 0. Qualquer que sejan € N)

Isto é, toda poténcia de base real positiva e expoente n € N é um niimero real positivo.

iii) a < 0 (entdo a®" > 0. Qualquer que sejan € N) e a*"*1 . Qualquer que seja n € N.

Isto é , toda poténcia de base negativa e expoente par é um niimero real positivo e toda

poténcia de base negativa e expoente impar é um niimero real negativo.

Observacio 2. Nao definimos 0° , devemos observar que néo é conveniente definir 0° como
sendo igual a 1; pois, se pensamos por um lado, que estamos estendendo para a = 0 a expressdo
a® =1, a € R%, por outro lado, ndo estamos estendendo a expressdo 0" =0.0.0---0, n € N* para
n = 0. A inconveniéncia de definir 0° como sendo 1 pode ser vista com mais precisdo no estudo

de limites de fungdes no Cdlculo diferencial onde se mostra que 0° “é uma indeterminagdo".

1.2 Poténcia com expoente inteiro

Note que, para n € N a poténcia a" ja foi definida na Secado 1.1, abordaremos agora as
poténcias a", onde n € Z. Para tal é preciso definir a~"* onde n € N.

Faremos isso de modo que o item (i) do Lema 1 da Se¢@o 1.1 seja preservada, isto é

a " d"=a""=a"=1

Como a® = 1 por defini¢do, chegamos a conclusio que:

Isto nos leva a seguinte definicao:
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Definicao 2. Sejam a € R’ e n € N. Definimos:
1.a%=1
2.d"=a-a"!

3.a"=1

Observacdo 3. 1) Com a definicdo de poténcia de expoente inteiro negativo o item (ii) do
Lema 1.

m

or =a" " para a # 0, passa a ter significado para m < n.
2) Nao faz sentido a expressdo a " = ai,, para a = 0.
3) Veremos posteriormente , para a teoria das fun¢oes exponenciais e logaritmicas defini¢oes
de poténcias com base negativa ndo sdo convenientes, jd que ndo podem ser estendidas de modo

geral a expoentes fraciondrios.
O Lema 1, visto anteriormente na Secdo 1.1 € valido também para niimeros inteiros.

Lema 3. Sejam a,b € R*, para quaisquer m,n € 7, sdo vdlidos os itens a seguir:
I)d"-a" =a™""
II) & =a"™"
III) (a.b)* =ad" - b"

Iv) (@) = a™"

V) () =%

Q

1

Sy

n m+n

Demonstracdo. 1) a"-a" =a
Analisemos 0s seguintes casos:

Caso 1) m > 0 e n > 0 (ja provado no item (i) do Lema 1);
Caso2) m<0en<0;

Temos que—m > 0 e —n > 0, assim, utilizando a defini¢do e o item i do Lema 1, temos:

Caso 3) m > 0 e n < 0 ( portanto —n > 0);

e Se m > —n , temos, pelo item (V) do Lema 1 que:

eSem=—n,
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e Sem < —n,

Caso4)m=0oun=0;

aO'amzl_am:am:am-i-O
a™ —

Il)a—,,:am n

Temos que:
m
a 1 _ _
S | L
a 17

1) (a-b)" =a"-b"

Analisemos os seguintes casos:

Casol) Para n > 0 (J4 provado no item (iii) do Lema 1 )

Caso 2) Para n < 0, temos que —n > 0, aplicando o item (iii) do Lema 1 para —n temos,
1 1 1 1

bn: = = . = n-bn
(a-b) (a-b)y™ a b a " b" .

Caso 3) Para n = 0, temos que :

(a-b)°=1=a"-p°

IV) (a")" = a™™"

Analisemos 0s seguintes casos:

Caso 1) m > 0 e n > 0 (provado no item (IV) do Lema 1);
Caso2)ym<0en<0;

Temos que,

—m>0e —n>0.

Assim,
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Caso3)m>0en<0

Caso4)m=0oun=20

Entao,

Para m = 0 € analogo.
n n

V) (5)" =

Como,

e n > 0, ja provado

0 0
— 0N (4 _ _a
oNn—= 0, (E) - 1 = m
1
(et — (byTM b _bn _
'”<0’(F) _(a) _a_"_a%_b”
Como queriamos demonstrar |

1.3 Poténcia com expoente racionais

Iremos verificar agora o que significa a poténcia @", quando n = 2 € um ndmero racional

x
y
com x € Z e y € N. Queremos que continue valida a propriedade a".a™ = a’**™, para quaisquer

m,n € Q. Isto leva a:

(@) = (d"-d"-d"---d") = " = Y = o

y fatores a"

Assim, verifica-se que a” € R, € um nimero cuja y-ésima poténcia € igual a a*, esse nimero

representa v/a*. Isso nos motiva a seguinte defini¢do:

Definicao 3. Sejam a € R, x € Z e y € N. Todo racional pode ser escrito na forma f com

x€ZeyeN, assim:

P
q

X
Observe que, se )5‘ =Lt entdoa’ =a

_

Observacao 4. Note que
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* Se n for um nimero impar, pode-se definir \/a = b, em que a e b sdo nimeros reais

negativos tais que, b" = a.
Veja:
V=27 = =3 pois, (—3)3 = =27
* Se n for um niimero par e a, um niimero real negativo, ndo é possivel definir \/a em R,
pois nesse caso ndo hd um niimero real b tal que b" = a.
Veja:

V=9 ndo estd definida nos niimeros reais, pois ndo existe um b € R tal que b*> = —9.

Para provar que as propriedades fundamentais das poténcias ja validadas anteriormente, com
as poténcias de expoentes natural e inteiro, também valem para as poténcias com expoente

racional como demonstrado pelo Lema 4 abaixo:

Lema 4. Sejama,b c R ex,y €N, comx,y > 1
(i) vVa-/b=va-b
(i) %:»\‘/%, seb#£0
(iii) /v/a = /a
Demonstragdo. (i) J/a-v/b=~a-b
Tomemos:
Vva=a=a"=a(I)
Vo=B =B =b (1)

Assim, multiplicando membro a membro (/) por (1), obtemos:

ab=ao B =@ BY=>a-p=vVab

Por outro lado, sabe-se que:

o-B=x/a b

Portanto, podemos concluir que:

Va-Vb=vVa-b

(ii)%:\y/g,seb#o
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Sejam a,b € Ry e b # 0.
Tomemos:
va=o= o’ =a ()
Vb=B=B"=b(IV)

Assim, dividindo membro a membro (/II) por (IV), obtemos:

5 (5)

Implica que

N———
I
<
S Q

=R

Por outro lado, sabe-se que:

/N R
N——

Il

S

=g
S

Portanto, podemos concluir que:

)

%
Sl
SR

(i) 3/Va = /a

Tomemos,
Uva=a=o"=a= (@) =a= " =a= o= a
Portanto,
Ja= */a
Como querfamos demonstrar |

Corolario 1. Va* = (V/a)*

As propriedades operacionais da potenciagdo com expoente racional, sdo verificadas no

Lema 5 que se segue:

Lema 5. Sejam n =
I)d"-a"=a™t"
1) % =a"™"

1I) (a.b)" =a"-b"

X __r *
yem=g, comx,re€Zey,scl”.
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Iv) (@) = a™"

V) (3)" =

P
=

Demonstragdo. 1) a"-a™ = a"*™

Note que,

Pelo item (i) do Lema 4, segue que:

! ! X.S5+y.r X, r
( %S ax~s) . ( R a}’~r> — }\A/ ax~S+)7'r =q Y — a)'+$ — an+m

Portanto,

a'.ad" =d"m"
II a’ — 4n—m
) gn=a
Note que,
x x.8
an ay ays XS ax.s
am as asy X ayr

Aplicando o item (ii) do Lema 4, segue-se que

YS) AX.S X.5
as . la
y..v/ay,r -’

Portanto, como x.s,y.r € Z, podemos utilizar o item (if) do Lema 4 e assim, teremos

Logo,

1I) (a.b)" =a"-b"

Note que,
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Como n € Z, podemos utilizar o item (iii) do Lema 4 para poténcias de expoentes inteiros, e

assim teremos:

V(a.b)* = Va* b

Aplicando o item (i) do Lema 4, segue-se que

Va* b =a b = av by = a".b"

Portanto,

(a.b)" =a".b"

IV) (an)m — an.m

Note que,

VI(§)' =&

Note que, teremos

(=) =)
b/ \b/) \V\b
Como n € Z, podemos utilizar o item (v) do Lema 4 para poténcias de expoentes inteiros, e

assim teremos

-
b b*

Aplicando o item (ii) do Lema 4, segue-se que

Portanto,
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Segundo Lima (2014), as poténcias a”, com expoente racional, embora ndo contenham todos
0s numeros reais positivos, estdo espalhadas por toda parte de R, desde que seja a # 1.

O Lema 6 a seguir torna valida essa afirmacao.

Lema 6. Fixando o niimero real positivo a # 1, para todo intervalo de I C R, existe r € Q tal

que a” € I.

Demonstracdo. Dados 0 < a < B, devemos achar um r € Q tal que a” pertenga ao intervalo
[, B, isto é, oo < a" < B. Por simplicidade, , suporemos a e & maiores do que 1. Os demais casos
poderdo ser tratados de maneira andloga. Como as poténcias de expoente natural de nimeros
maiores do que 1 crescem acima de qualquer cota pre - fixada, podemos obter nimeros naturais
M e n tais que

Do < B <a’

(INl<a< <1 + [il;M“)n

Da relagdo (II), obtemos que:

1 <an< 1+‘1*—M“e0<aM.(a$—1)<B—a

Assim, sempre que tenhamos m, com % < M, temos:

m
n

0O<di(arn—1)<B-a

que € equivalente a

m+1

O<da'nm —an<B—o

Logo, as poténcias
12
a=1,an,an, - ,a"
sdo extremos de intervalos consecutivos, todos de comprimentos menor do que o comprimento
B — a do intervalo [, B].
. m , . .
Como [, B] C [1,a"], pelo menos um desses extremos, digamos a  , estd contido no intervalo

(o, B
n

Esta propriedade do conjunto {a? : g € Q} serd fundamental para a defini¢do de poténcia de

expoente irracional.
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1.4 Poténcia com expoente irracional

Para compreender o cdlculo de poténcia de expoente irracional serdo apresentados nesta
secao algumas defini¢des e alguns teoremas sobre limite de sequéncia que servirdo como suporte

para tal compreensao.

Definicdo 4. Diz-se que o niimero real a é limite da sequéncia (x,) de nimeros reais quando
para cada niimero real € > 0, dado arbitrariamente, for possivel obter um inteiro ny € N tal que

|x, —a| < €, sempre que n > ng. E escreve-se a = limx,, ou a = lim,(x,), ou a = lim,_.(x,).

Intuitivamente, dizer que o niimero real a é limite da sequéncia (x,) significa afirmar que,
para valores muito grandes de n, os termos (x;) tornam-se e se mantem tdo préximos de a quanto
se deseje. Com um pouco mais de precisdo: estipulando-se um “erro” por meio de um nimero
real € > 0, existe um indice ng tal que todos os termos (x,,) da sequéncia que tem indice n maior
do que ny, sdo valores aproximados de a com erro inferior a €. O indice ng, evidentemente, deve
depender de €, sendo de se esperar que, para valores cada vez menores de €, necessite-se tomar
ng cada vez maior.

Temos o seguinte resultado sobre sucessdo com poténcia de expoentes racionais. A prova

pode ser vista na Sec¢do 1.3.

Teorema 1. Seja dado a € RY, e (r,) uma sucessdo de niimeros racionais tais que, limr, =0 e
O<r, <1
Entao:

lima™ =1
n—soo

Demonstragdo. y, = a™
Iny, =rylna

limln (y,) = 0= limy, =1

Relembremos a nocao de conjuntos limitados:

Definicao 5. Um conjunto ndo vazio, X C R ¢ limitado superiormente se existir um niimero real

M tal que:

X C (—oo,M]
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Nesse caso, dizemos que M é uma cota superior para X. Analogamente, um conjunto ndo

vazio X C R é limitado inferiormente se existir um niimero real m tal que:

X C [m,oo)

e, sendo esse o caso, dizemos que m é uma cota inferior para x. Por fim, um conjunto ndo

vazio X C R é limitado se x for simultaneamente limitado superior e inferiormente.

Definicdo 6. Seja X C R, um niimero b € R chama-se o supremo do conjunto X quando é a
menor das cotas superiores de X, mais explicitamente, b é o supremo de X quando cumpre as
duas condigoes:

[S1]: Para todo x € X, tem-se x < b;

[S2]: Se c € R é tal que x < ¢ para todo x < X entdo b < c.

Observacdo 5. A condicdo [S»] admite a seguinte reformulacdo:

[S5]: Se ¢ < b entdo existe x € X com ¢ < x.

Com efeito, [S,] diz que nenhum niimero real menor do que b pode ser cota superior de X,
dat. devemos ter x € X tal que ¢ < x.

As vezes se exprime [S,] assim: para todo € > 0 existe x < X tal que b — € < x.
Teorema 2. Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

Demonstrag¢do. Seja (x,) uma sequéncia monétona e limitada. Sem perda de generalidade,
suponhamos que tal sequéncia seja ndo decrescente, isto €, x, < x,+1, qualquer que sejan € N.
Como (x,) é limitada, em particular, é limitada superiormente. Seja A € R uma cota superior
para (x,), isto é, x, < A, qualquer que sejan € N.

Defina o conjunto de todos os termos da sequéncia por X = {x, : n € N}.

Claramente, X # ¢ pois, por exemplo, xg € X.

Entdo, X é limitado superiormente por A. Logo, existe uma menor cota superior, a qual
denotaremos por L, ou seja, existe L = supX.

Afirmamos que r}gglo Xxp = L.

De fato, tome € > 0. Como L € cota superior para X segue que x, < L, qualquer que seja
neN.

Além disso, como L — € < L = supX, segue que L — € ndo € cota superior para X. Portanto,

segue que existe ng € N tal que L — € < x,.
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E, como (x,) é ndo decresente, temos que

L—¢&<xpy <x,<L paratodo n > ng

Ou seja,
L—e<x,<L<L+¢€ paratodo n > ng
isto é,
|x, —L| < & paratodo n>ng
Portanto,

lim x, =L
n—oo

Teorema 3. Sejam dados a € R.,a # 1 e seja dado x € R—Q. Seja (ry,) uma sucessdo mondtona
de racionais convergindo para x. Entdo a sucessdo (a™) é convergente. Se (r,)) é outra sucessdo

!
mondtona de racionais convergindo para x, entdo (a" ") converge para zero, ou seja, lim a"" =
n—soo
/

lim a™
n—oo

Demonstragdo. Suponha (r,,) crescente e @ > 1. Entdo ro < rj <r; < ...<x<r,sendo r € Q.
Sendo fixado r > x, das propriedades das poténcias com expoente racional, teremos a’! <
a? <a® <..<am.
Como a’* é uma sucess@ao mondtona ( crescente) e limitada. Pelo Teorema 2, a’ converge.
Verificaremos agora a validade da seguinte afirmacao:
Se (r,) e (r;l) sdo sucessdes de nlimeros racionais positivos € convergem ambas para 0 mesmo
limite x € R — Q,x > 0, entdo as sucessoes (a’) e (a” ',1) convergentes, poderdo ser representados
pelo mesmo limite.

Escrevemos entao,

s Z ~ , . . !
Por hipétese, a sucessao de nimeros racionais (r, — r,,) converge para zero.
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Logo, pelo Teorema 1 temos que

/

lima™ " =1
n—oo

!
Como as sucessdes (') e (a’) sdo convergentes ( convergindo para limites nao nulos),
resulta que

n

lim a™ = lim a’™~
n—oo n—oo

Definicdo 7. Sejam a € R, a # 1 e x € R’ provado no Teorema 3, para qualquer limr,, = x.

Teorema 4. Dada a poténcia a*, onde x é um niimero irracional, é possivel determinar niimeros
racionais r, e s, tais que r, < x < s, impliquem que a'™ < a* < a**, caso a > 1 ou r, por excesso

ou s, por falta caso a < 1.

Demonstragcdo. Nao podem existir dois niimeros reais diferente, como por exemplo: A < B, para
assumir o valor a*, com as propriedades citadas no Teorema 4 .

Se existissem tais A e B teremos

an<a*<a’,comr,,s, € Q=a"<A<B<a™

e entdo o o intervalo [A,B] ndo conteria nenhuma poténcia de a com expoente racional,
contrariando o Lema 6.

Portanto, quando x € irracional, a* € o Unico nimero real cujas aproximagdes por falta sdo as
poténcias a’, com r,, racional menor do que x e cujas aproximagdes por excesso sao as poténcias
a’*, com s racional maior do que x.

Assim, chegamos a seguinte Defini¢do 7 para poténcia com expoente real. |

No préximo capitulo, retornaremos ao conceito de poténcia com expoente irracional a partir

da abordagem da Func¢do Exponencial.
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CAPITULO 2

FUNCAO EXPONENCIAL

Neste capitulo sera definida e caracterizada a Funcao Exponencial com dominio real utili-
zando as propriedades definidas e demonstradas no capitulo 1, utilizaremos como referéncia

Lima (2014).

2.1 A Funcao Exponencial

A Fung¢do Exponencial pode ser associada a um modelo matemdtico de vdrias situagdes,
como no caso da reproducgdo das células por mitose. No entanto, para determinar o tipo de fungao
a ser utilizada para modelar a situag@o € necessario conhecer as propriedades caracteristicas das

fungdes.

Definicao 8. Seja f : R — R uma fungcdo mondtona e injetiva, isto é, crescente ou decrescente.
A afirmacdo a seguir é equivalente:

f(x+y) = f(x)- f(y) para todo x,y € R, entdo diremos que f é uma Fungdo Exponencial.
A partir da propriedade citada na Definicdo 8, podemos observar as seguintes proposi¢des:

Proposicao 1. Se f é uma fungdo exponencial e existe um x € R tal que f(x) =0 entdo f(z) =0,

para todo z € R.

Demonstragdo.
fz)=flz+x—x)=f(z—x).f(x) =0

Logo, f deve ser identicamente nula. [

Proposicdo 2. Se f é uma Fungdo Exponencial tal que f(x) # 0 para todo x € R entdo f(z) > 0,

para todo 7 € R.
Demonstragdo.

ro=r(3+3)=1(3)s () =[] >0

Assim, pela da Defini¢do 8, tanto faz dizer que o contra- dominio de f é R como dizer que é

R.. m
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Observacio 6. Segue da definicao que se f é uma fungdo exponencial entdo f(0) = 1.

Demonstragdo. De fato, £(0) = f(0+0) = £(0) - £(0). Ou seja, £(0) = £(0)2. Logo, £(0) = 1
|

Observacao 7. (i) Se f: R — R é uma Fung¢do Exponencial para todo n € N tem-se:

1) f(n)=f(1)",neN

2) f(2)=f(1)r,meZ,neN
3) f(x) = f(1)* qualquer que seja o x € R.

Demonstragdo. 1) f(n) = f(1+1+1+---4+1)= f(1)-f(1)- f(1)--- f(1) = f(1)"

Portanto, f(n) = f(1)".

2) f)" = flm)=f(n-3) = f (+-0) = F () F(R) - F(R) =F(3)"

Logo, f (%) = f(1)*.

3) Como f(x+y) = f(x)- f(y) implica que f(r) = f(1)" para todo r € Q e para todo x,y € Q.

Seja (r,) uma sucessdo mondtona, digamos crescente de racionais que converge a x € R|Q.
Assim, f(r,) € uma sequéncia monétona crescente e limitada (r,, < x para todo n € N entdo
f(rn) < f(x) para todo n € N). Portanto (f(r,)) € convergente.

Escrevemos lim f(r,) = B. Segue que B < f(x). Suponhamos que 8 < x. Pelo item (iii) do
Lema 1, existe um M tal que f(1)M € (B, f(x)), ou seja, f(r,) < B < f(M) < f(x). Portanto
rn < M < x. O que contradiz lim r, = x. Logo devemos ter f(x) = 8 = lim f(r,).

Observe ainda que se x = limr, for igual a lim P, entdo, lim f(r,) = lim f(P,). De fato,
vimos que

f(ra) = f(r)"e f(P,) = f(r) ,logo como lim r,, — P, = 0, segue que lim f(r,) = lim f(B,).

Assim,

f(x) =Tim f(ry) = lim f(1)™ = f(1)*

Concluimos entdo que se f é uma Funcdo Exponencial, entdo f(x) = f(1)".

Reciprocamente definindo f: R — R, f(x) = a* temos que f é uma fungcdo mondétona que
satisfaz f(x+y) =a" ™ =a".@’ = f(x).f(y) ese f(x) = fy) = a" = = a" "V =1=x=y.

Portanto, para toda Fungdo Exponencial, existe um a € R tal que f(x) = a* ,para todo x € R
e toda funcdo da forma f(x) = a* € uma Fun¢do Exponencial.
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2.1.1 Crescimento exponencial

As funcdes exponenciais sdo caracterizadas pelo fato de que ao longo do tempo seus valores
dobram no caso de exponenciais crescentes, ou diminuem para a metade no caso de exponenciais
decrescente, no intervalo de tempo constante independente do valor da fun¢do num determi-
nado instante. Funcdes exponenciais decrescentes ocorrem frequentemente na natureza, talvez
o exemplo mais conhecido seja a variagdo da intensidade de radioatividade de um material
radioativo. Estes materiais sdo caracterizados pela sua meia vida o que nada mais € do que o
intervalo de tempo em que diminui para a metade a intensidade radioativa daquele material.
Fung¢des exponenciais crescentes, sdo muitos raras na natureza € quando ocorrem duram um
tempo limitado, em geral curto, pois na natureza os recursos disponiveis sdo sempre limitados.
Como as fungdes exponenciais crescentes tem um crescimento muito acentuado o valor da
funcao rapidamente excede o limite imposto pelos recursos disponiveis. Vejamos as proposi¢cdes
e o Lema 7 abaixo:

Para analisarmos o crescimento da funcdo iremos validar as proposi¢cdes € o Lema 7 abaixo:
Proposicao 3. Seja (x,) uma sequéncia de niimeros reais. Entdo limx, = 0 se, e somente se,
lim |x,| = 0.

Demonstragdo. Se limx, = 0, entdo para cada € > 0, existe ng € N, tal que

|x,| < €, paratodo n > ng

Logo,

[len| = O = [Jxa] | = | <e,

para todo n > ng, provando que lim |x,| = 0.
Reciprocamente, se lim |x,| = 0, entdo dado € > 0, existe np € N talque ||x,|| < €,para todo
n > 0. Entao

|Xn| = ||| < €, paran > ng

Portanto,

limx, =0
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Proposicao 4. Uma funcdo f : D — R é continua se dado xy € R é possivel tornar a diferenca
|a* — a*| tdo pequena quanto se deseje, desde que x seja tomado suficientemente préximo de x.
Temos que

X0

e
)=

Demonstracdo. Suponhamos a > 1 e h > 0. Dado arbitrariamente € > 0, queremos mostrar
que, tomando A pequeno teremos a”* < 1 + €. Ora, pela desigualdade Bernoulli, (demonstrado
na Secéo 1.4 ) (1+¢)" > 1 + ne. Portanto, se tomarmos n € N, tal que n > @ teremos
ne >a—1.Logo, a < 1+ ne e dai (por Bernoulli) a < (1 + €)" e finalmente ar < 1+¢ Em
suma: dado um € > 0, existe n € N tal que ar < 1+ ¢. Mais precisamente: 1 < an < 1+¢. Se
tomarmos A tal que 0 < h < % teremos 1 < a" < an < 1 + €. Assim faremos a”* tdo préximo de
1 quanto desejemos. Escrevemos lim;,_,ga” = 1 (1 é o limite de a" quando % tende a 0).

Agora, fixado xg € R, pomos h = x — xg e temos a* — a0 = a*0+" — g% = g% (a" —1). Quando
x se aproxima de x , & tende a 0, a” tende a 1 e @ — 1 tende a 0. Como 4™ é fixo ( ndo depende
de 1), temos lim,_,y, (a* —a™) =0, ou seja lim,_,,,(a@*) = a™, o que caracteriza a continuidade
da Fun¢ao Exponencial.

Proposicao 5. A funcdo f: R — R, definida por f(x) =a*, coma € R e a # 1, é ilimitada

superiormente.

Demonstrag¢do. Com efeito, todo intervalo em R contém valores f(r) = a” segundo o Lema 6
da se¢do anterior.

Mais precisamente: se a > 1, entdo a* cresce sem limites quando x > 0 € muito grande.

E se 0 < a < 1 entdo a* torna-se arbitrariamente grande quando x < 0 tem valor absoluto

grande.

Lema 7. A funcdo exponencial f :R — Ry, f(x) = a",a # 1, é bijetiva.
Demonstracdo. A injetividade de f decorre de sua monotonicidade. Se a > 1, entao
x| > xp implica @™ > a*

Portanto, x| # x; implica que a*! # a*2. Analogamente chegamos a essa conclusdo se 0 <

a<l.
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Provaremos agora que f € sobrejetiva, ou seja, que para todo nimero real y > 0 existe um
x € R tal que a* = y.
O Lema 6 garante que para cada n € N, existe uma poténcia a’, com r,, € QQ, que pertence

ao intervalo (y—1,y+1).

Logo,
1
e
n
e assim vale,
lima™ =y

n—oo

Passando a uma subsequéncia, se necessario podemos assumir que:

ar1<ar2<...<arn<...<y

Como a Fun¢do Exponencial € ilimitada superiormente, podemos assegurar que existe um

s € Q tal que y < a®. Usando a monotonicidade de f, verificamos que

Nn<n<  rm--<s

Portanto, (r,) é uma sequéncia mondétona e limitada superiormente por s. Logo é convergente,
digamos lim r,, = x
n—oo
Como f € continua, obtemos

a'=limad" =y
n—soo

Assim f € sobrejetiva.
O caso 0 < a < 1 € provado de maneira analoga.

Portanto, f € bijetiva.
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Figura 1 — Gréfico de f(x) = a*

Fonte: Autora

Observacdo 8. O grdfico (Figura 1) de f(x) = a* nos casosa>1e0<a< 1.

Quando a > 1, nota-se que, quando x varia da esquerda para a direita, a curva exponencial
y = a"* apresenta um crescimento bastante lento enquanto x é negativo. A medida que x cresce, o
crescimento de y se torna cada vez mais acelerado. Isto se reflete na inclinacdo da tangente ao

grdfico; para valores positivos muito grandes de x, a tangente é quase vertical.

Observacdo 9. Com relagdo ao grdfico da funcdo f(x) = a*, podemos dizer:
(i) A curva estd toda acima do eixo dos x pois y = a* > 0 para todo x pertencente a R.
(ii) Corta o eixo y no ponto de ordenada 1.

(iii) Se a > 1 € de uma fungdo crescente e se 0 < a < 1 é uma fun¢do decrescente.

Exemplo 1. Se compararmos o grdfico de y = 2* com o de y = x'° (Figura 2), veremos que, para
0 < x < 1,077 temos x'° < 2*. Para 1,077 < x < 58,77 tem-se x'° > 2% ¢, para todo x > 58,77

tem-se sempre 2* > x'0,
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X

Figura 2 — Grifico das fungdes y = 2" e y = x1°

Fonte: Autora

Podemos observar que 2* cresce mais rapido que x'°. De fato, o crescimento de uma Fungio
Exponencial é mais rapido que qualquer polindmio.

Portanto, quando se fala em crescimento exponencial, fala-se em um crescimento muito mais
rapido do que o de qualquer outra fun¢do polinomial.

Diante do exposto acima, iremos definir a fung@o crescente e decrescente.
Defini¢do 9. Uma fungdo f : A — B é dita crescente se, f(x) > f(y) sempre que x > y.

A Funciao Exponencial € crescente quando se tem a base a > 1. Isto decorre do Lema 7 que
diza* < a” quandoa > 1ex <y.

Vejamos:

Figura 3 — Grifico de f(x) = a*

Fonte: Autora .



Capitulo 2. Funcdo Exponencial 37

Além disso, para bases maiores que um, vemos que os valores de y = f(x) se aproximam de
zero quando x tende a —oo. J4 quando x tende a oo, vemos que os valores de y = f(x) tendem a
+oo.

Definicio 10. Uma fungdo [ : A — B é dita decrescente se, f(x) < f(y) sempre que x > y.

No grifico da Figura 4 de uma Funcao Exponencial com base 0 < a < 1, se nota que, em

contraposicao ao gréafico da Figura 3, a medida que o valor de x aumenta o valor de y diminui.

Isto indica que a Funcao Exponencial é decrescente. Mais uma vez isto € consequéncia do

Lema 7,

Figura 4 — Gréfico de f(x) =a™*

Fonte: Autora

Neste caso, de bases entre 0 e 1, vemos que os valores de y igual a f(x) se aproximam de 0,

quando x tende a +oo. J4 quando x tende a —oo vemos que os valores de y = f(x) tendem a +oo.

2.2 Caracterizacao da Funcao Exponencial

Geralmente, quando ocorre uma situacao-problema pode-se recorrer a um modelo matema-
tico, como as fung¢des, por exemplo, para solucioné-la. Para saber escolher corretamente o tipo
de fun¢do que melhor representa uma situagdo-problema € necessario conhecer as propriedades
caracteristicas de cada tipo de funcdo. A Func¢do Exponencial ndo foge essa regra, pois € possivel
utilizar algumas propriedades para verificar se um problema € ou ndo modelado através de
uma funcdo exponencial. O Teorema 5 a seguir nos dard essa caracterizacao e resume o que

apresentamos na se¢ao anterior.
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Teorema 5. (Caracterizagdo da Fungdo Exponencial)
Seja f: R — R uma fungdo mondtona e injetiva. Sao equivalente:
(1) f(nx) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R;
(2) f(x) = a* para todo x € R, em que a = f(1);
(3) f(x+y) = f(x)- f(y) quaisquer que sejam x,y € R.

Demonstragdo. (1) = (2)
Primeiramente mostraremos que f(r.x) = f(x)" para todo racional r = .

De fato,

m
n

=f)

Agora, tomando a = f(x), temos que f(r) = f(r.1) = f(1)" = d’, para todo r € Q.

F(x)" = Flnrx) = Fmx) = £(x)" implica que £(rx) = £(x)

Sem perda de generalidade, suponhamos agora que f seja crescente.

Logo, 1 = f(0) < f(1) = a. Suponhamos, por contradi¢@o, que existe um ndmero real x tal
que f(x) # a*, digamos f(x) < a* ( f(x) > a* é andlogo ).

Entdo, pelo Lema 5, temos que existe r € Q tal que f(x) < a” < a*.

Como f € crescente, devemos ter x < r. Por outro lado, como a” < a* e a > 1, devemos ter
r < x, o que é uma contradigdo, provando que (1) = (2) quando f é crescente. A prova é andloga
se f for decrescente.

2)=0)

Seja f(x) =a“,x € Rea= f(1). Sendo y € R, obtemos

faty)=a™ =d"a’ = f(x).f(y)

(3)=(1)
Seja f(x+y) = f(x).f(y), x,y € R. Paran € N, vale

flnx) = flatatxt - +x)= flx).f(x).f(0) - fx) = fx)"

v~

n fatores n fatores

Provaremos agora o caso f(—nx) = f(x)~". Para isto, analisemos o caso f(—x).
Entao,
1

F2).F0) = f(ox+2) = F0) = 1 = fl=) = 7
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Logo,

Fl=m) = floxmxmx=ma) = f(=2)-£(=0)- (0 f (=) "

n fatores n fatores

Da expressdo (1), segue-se que

= ! : ! . 1 1 1 _ —-n
S f) f) o fl) o T f(x)
n fatores

Portanto,

f(=nx) = f(x)™"
|

Diversas situagOes-problemas tais como juros compostos em fun¢do do tempo e desintegracao
radioativa sdo representadas por uma Funcao Exponencial, no entanto, ela aparece, na maioria
das vezes, através da forma chamada “tipo exponencial”. Definiremos, a seguir, esse tipo de
fun¢do, bem como analisaremos também a sua caracterizacao, igual ao que foi feito na Fun¢do

Exponencial.

X

Definicao 11. Uma funcdo g : R — R é chamada de tipo exponencial quando se tem g(x) =b-a
para todo x € R, onde a e b sdo constantes positivas. Se a > 1, g é crescente e se 0 <a <1, gé

decrescente.

Observacao 10. A funcdo g goza das mesmas propriedades da Fungcdo Exponencial f, entre
elas, a monotonicidade, a injetividade e o fato de ser crescente quando a > 1 e decrescente
quando 0 < a < 1.

Observacao 11. Se a funcdo g : R — R é de tipo exponencial entdo, para quaisquer x,h € R,

. th . XHh . ox 5
0S quocientes % =d'—1e b“bTb“ = a" dependem apenas de h mas nédo de x.

Teorema 6. (Caracterizacdo das fungoes tipo exponencial)

Uma funcdo g : R — R é tipo exponencial se, e somente se, for monotona e injetiva, tal que,

para x,h € R quaisquer, & fgx(i)h ) depende apenas de h, mas ndo de x.
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Demonstracdo. Seja g(x) =b-a*, paratodo a,b € R.

Como,
glx+h) b a*th _ b.a*(a") o
g(x) b.a* b.a*
Logo, & SC(J;)h ) depende apenas de 4 e ndo de x.

Reciprocamente suponha Seja g : R — R tal que mondtona e injetiva

fracg(x+h)g(x) = @(h) =, ou seja, os quocientes independentes. Considere f(x) = %, onde

b =g(0), temos f : R — R} mondétona e injetiva, com independente de x e, agora com f(0) = 1.
Entdo, pondo x = 0 na relaciio ¢ (h) = L Sf(i)h ) obtemos ¢@(h) = f(h) paratodo h € R. Vemos assim
que a fungdo mondtona injetiva cumpre f(x-+h) éigual a f(x).f(h), ouseja, f(x+y) = f(x).f(y)

para quaisquer x,y € R.
Pelo Teorema 5, item 2 temos que f(x) = a*, com a = f(1).
Logo g(x) =b-f(x)=b-a".

Como queriamos demonstrar.

2.3 A funcao inversa da Funcao Exponencial

Definicao 12. Seja f : X — Y uma fungdo. dizemos que uma funcdo g : Y — X é a inversa de f
quando tivermos que

(1) g(f(x)) =x

(2) fg) =y

para quaisquerxc X ey €Y.

Evidentemente g é inversa de [ se, e somente se, f é inversa de g.

Observacio 12. Sejam f : X — Y uma funcdo e f~' : Y — X sua inversa quando se tem
g(f(x))=xe f(g(y)) =y para quaisquer x € X e y € Y. Evidentemente, g € inversa de f se, e
somente se, f é inversa de g.

Quando g é inversa de f, tem-se g(y) = x se, e somente se, f(x)=y.
1) £ ¢ injetiva pois f(x1) = f(x2) = g(f(x1)) = &(f(x2)) = x1 =12
[2] f é sobrejetiva pois, dado 'y € Y, seja x = g(y). Entdo f(x) = f(g(y)) = y.
[3] Concluimos que se a fun¢do f possui inversa entdo f € injetiva e sobrejetiva, ou seja, f é

uma bijecdo entre X e Y.
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[4] A inversa de f é tinica pois se g e h forem inversas de f teremos: dado'y € Y qualquer,
seja x € X tal que f(x) =y. Entdo, g(y) = g(f(x)) = x = h(f(x)) = h(y).

Portanto, g(y) = h(y) paratodoy €Y.

[5] Por causa da observagdo [4], podemos representar a inversa de f por f~! sem risco de

interpretagoes erroneas.

Proposiciio 6. Se f: X — Y é uma bijecdo entre X e Y, entdo f possui inversa f~' Y — X.

Demonstragdo. Definimos f~1(y) como sendo o tnico x € X tal que f(x) = y. Deste modo, por

defini¢do, temos que

Como, verificamos que para todo nimero real positivo a # 1, a fungdo exponencial f : R —
R dada por f(x) = a* é uma bijecéo entre R e R, crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.

Desta forma, pela proposi¢do f(x) = a* possui uma inversa.

Definicao 13. Definimos, para cada a # 1, a fungdo logaritmica log, : R. — R como sendo
a fungdo inversa da fungdo exponencial f(x) = a*, que associa a cada x € R o niimero real

(x)

logy’, chamado de o logaritmo de x na base a.

Dessa forma, por definicdo de funcdo inversa, tem-se que

(1) aloss — .

(2) logé“x) = X.

Logo, log;, é o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o nimero x. Isto significa

que

y =log, implica que a’ =x.
Proposicao 7. Para quaisquer x,y € R vale a igualdade

logg,x'y ) = logc(,x) + logc(,y )

Demonstracdo. De fato, tomando u = log), € v = log), temos que a* = x e a’ = y.

Logo
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xy=a"-a" =a"""

e portanto,

gxy) gy)

logy ™ = loggx) +log

Para x e y positivos quaisquer.

As proposigoes 8 e 9 serdo demonstradas de acordo com Iezzi & Murakami (2005),

X

Proposicao 8. Se 0 <a # 1, x> 0ey > 0 entdo, log,(l;) = logt(lx) — loggy)

X

() =velo v _ —y—
a = gd = Z, mostremos que 7 = u — v.

Demonstracdo. Fazendo log éy )

=uelog
De fato:

1) logéx) = u implica que a* = x.

2) log&y) =v e implica que a" = y.

3) logf) = zimplica que a* = f
Fazendo a* = Z—t temos que a* = a*"”. Portanto z = x —y

Como querfamos demonstrar. |

1
Observacao 13. a) Fazendo x = 1, escrevemos: logé”) = loggl) — logéy )

b) Sex>0ey>0entdo >0 e vale a identidade:

X

logiy) = loggx) — logg,y) com 0<a##1

mas, se soubermos apenas que f > 0 entdo teremos:

X

log((,y):loglﬂ—log'ayl com 0<a#1

Proposicao 9. Se0<a+#1,b>0e a € R, entdo logZa = oc.logg,b)

()

Demonstragdo. Fazendo log,”’ =xe logga =y, provemos que y = o.x
De fato,
(1) log(gb) = x implica que a* = b.
(ii) loght” =y implica que @’ = b*

Entdo, &’ = (a*)®. Logo, @’ = a®~*. Portanto, y = o - x. |
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Corolario 2. Em qualquer base a (0 <a+# 1), b > 0en € N*, entdo

. I
logL}/B = logZ = - -logZ

Corolario 3. Se b > 0, entdo b" > 0 para todo « real e vale a identidade:

logga = o -logh. Mas, se soubermos apenas que b" > 0, entdo temos:

logZa =o- loglabl.
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CAPITULO 3

METODO FACILITADOR PARA A REALIZACAO DE UMA
APRENDIZAGEM MAIS DINAMICA, CRIATIVA E SIGNIFICATIVA:
RESOLUCAO DE PROBLEMAS.

Se o docente pretende ajudar os estudantes a serem mais autdbnomos, adaptaveis a novas situa-
coes e a pensarem de forma organizada, eficaz e criativa, ele deve propor atividades diversificadas
e significativas, como a resolu¢do de problemas.

A resolucdo de problemas é uma estratégia de ensino e aprendizagem que tem por objetivo
desenvolver nos estudantes o dominio de técnicas e a capacidade de buscar conceitos, fatos,
procedimentos validados e aceitos pela comunidade cientifica e utiliza-los para responder as
questdes e solucionar problemas.

Muitas pesquisas ja foram realizadas sobre a Metodologia de Resolucdo de Problemas no
ensino da Matemadtica a exemplo da obras: Diddtica da resolucdo de problemas de Matemaética
(Dante, L. R.); Aprender a resolver problemas e resolver problemas para aprender (Echeverria,
M. P); Matematica para aprender a pensar: o papel das crencas na resolu¢do de problemas (Vila,
A.; Callejo, M. L. ), dentre muitos outros. Porém no cotidiano dos professores da drea ainda
surgem muitas indagacdes a respeito do assunto.

Segundo os PCN de Matematica (BRASIL, 1998), a resolugdo de problemas possibilita aos
alunos mobilizar conhecimentos e desenvolver a capacidade para gerenciar as informagdes que
estdo a seu alcance. Assim, os alunos terdo oportunidade de ampliar seus conhecimentos acerca
de conceitos e procedimentos matematicos bem como ampliar a visao que t€ém dos problemas,
da Matemdtica, do mundo em geral e desenvolver sua autoconfianga.

A atividade de resolver problemas estd presente na vida das pessoas, exigindo solugdes que
muitas vezes requerem estratégias de enfrentamento. O aprendizado de estratégias auxilia o
aluno a enfrentar novas situagdes em outras areas do conhecimento.

Sendo assim, ¢ de suma importancia que os professores compreendam como trabalhar esta
metodologia, a fim de desenvolver no aluno a capacidade de resolver situacdes desafiadoras,
interagir entre os pares, desenvolver a comunicag¢do, a criatividade e o senso critico.

Dante (1998), afirma que embora tdo valorizada, a resolugdo de problemas € um dos tépicos
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mais dificeis de serem trabalhados na sala de aula. E muito comum os alunos saberem efetuar os
algoritmos e nao conseguirem resolver um problema que envolva um ou mais desses algoritmos.
Isso se deve a maneira com que os problemas matematicos sdo trabalhados na sala de aula e
apresentados nos livros diddticos, muitas vezes apenas como exercicios de fixacdo dos contetdos
trabalhados.

Um problema pode envolver muito mais do que a simples resolu¢cdo das operagdes. Deve,
sim, possibilitar ao aluno desenvolver estratégias, buscar varios caminhos para soluciona-lo a
sua maneira, de acordo com sua realidade e raciocinio.

Para Dante (1998), um problema é qualquer situagdo que exija a maneira matematica de
pensar e conhecimentos especificos para solucioné-la. O autor ressalta que um bom problema

deve:

* ser desafiador para o aluno;

e serreal;

e ser interessante;

* ser o elemento de um problema realmente desconhecido;

* ndo consistir na aplicacdo evidente e direta de uma ou mais operagdes aritméticas;

* ter um nivel adequado de dificuldade.

Um bom problema deve ser capaz de instigar o aluno a resolvé-lo. Deve ser interessante,
criativo, desenvolver seu pensamento e desafid-lo constantemente, pois ao contrario ele ficara
desmotivado.

E importante estabelecer a diferenca entre exercicio e problema. No primeiro, o aluno néo
precisa decidir sobre o procedimento a ser utilizado para se chegar a solugao.

Pozo (1998) exemplifica: “As tarefas em que precisa aplicar uma férmula logo depois desta
ter sido explicada em aula, ou ap6s uma licdo na qual ela aparece explicitamente... servem para
consolidar e automatizar certas técnicas, habilidades e procedimentos necessarios para posterior
solu¢do de problemas...”.

Dante (1998) também faz esta diferenciacdo onde exercicio serve para exercitar, para praticar
um determinado algoritmo ou processo e problema € a descri¢cdo de uma situaciao onde se procura

algo desconhecido e nao temos previamente nenhum algoritmo que garanta a solucao.
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Para este mesmo autor, a resolu¢do de um problema exige certa dose de iniciativa e criativi-
dade, aliada ao conhecimento de algumas estratégias.

Para Dante (1998) os objetivos da resolucdo de problemas sao:

Fazer o aluno pensar produtivamente;

Desenvolver o raciocinio do aluno;

Ensinar o aluno a enfrentar situagdes novas;
* Dar ao aluno a oportunidade de se envolver com as aplicagdes da Matematica;

¢ Tornar as aulas de Matematica mais interessantes e desafiadoras;

Equipar o aluno com estratégias para resolver problemas;

Dar uma boa base matematica as pessoas.

A partir da leitura e interpretacdo dos problemas, € possivel o envolvimento do aluno na busca
por estratégias de resolucdo, na persisténcia em encontrar uma solu¢do, na ampliagdo e na
ressignificacdo de conceitos e idéias que ele ja conhece.

Por este motivo, varios autores evidenciaram a importancia do uso desta metodologia nas
aulas.

[...] coloca como um dos objetivos da Educacdo Bésica, desenvolver no aluno
a capacidade de solucionar problemas (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011).

Segundo Onuchic & Allevato (2011), o problema nao deve ser tratado como um caso isolado,
mas como um passo para alcangar a natureza interna da Matemadtica, assim como seus usos
e aplicacdes. Ele define como problema tudo aquilo que ndo se sabe fazer, mas que se esta
interessado em resolver.

Dante (1998) classifica os problemas em varios tipos:

» Exercicios de reconhecimento, onde o objetivo é fazer com que o aluno reconheca, identi-

fique ou lembre um conceito;

» Exercicios de algoritmos: servem para treinar a habilidade em executar um algoritmo e

reforcar conhecimentos anteriores;
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* Problemas — padrdo: a solucido ja estd contida no enunciado, e a tarefa basica € transformar
a linguagem usual em linguagem matemadtica, com o objetivo de recordar e fixar os fatos

basicos através dos algoritmos das quatro operacoes;

* Problemas—processo ou heuristicos: sua solu¢do envolve as operacdes que nao estdo
contidas no enunciado, exigem do aluno um tempo para pensar e arquitetar um plano de

acgdo;

* Problemas de aplicacdo: também chamados de situa¢des-problema, sdo aqueles que retra-

tam situacdes reais do dia-a-dia e que exigem o uso da Matematica para serem resolvidos;

* Problemas de quebra-cabega: constituem a chamada Matematica recreativa, e sua solugdao

depende quase sempre de um golpe de sorte ou da facilidade em perceber algum truque.

Para se desenvolver uma boa atividade, o que menos importa € saber se um problema é
de aplicacdo ou de quebra-cabeca. O principal € analisar o potencial do problema no desen-
volvimento de capacidades cognitivas, procedimento e atitudes e na constru¢ao de conceitos e
aquisicao de fatos da Matematica.

O melhor critério para organizar um repertorio € selecionar, ou mesmo formular problemas
que possibilitem aos alunos pensar sobre o préprio pensamento, que os coloquem diante de
variadas situagoes.

Portanto, o professor deve ter em mente os objetivos que deseja alcancgar para que possa
fazer o uso adequado da resolucdo de problemas, seja para aplicar alguma técnica ou conceito
desenvolvido, trabalhar com problemas abertos nos quais ha mais de uma solu¢do possivel,
suscitando o debate e a argumentacdo em defesa de cada resolugdo, trabalhar com problemas
gerados a partir de situacdes de jogo ou da interpretacdo de dados estatisticos como ferramentas
metodoldgicas para aplicagdo do conteido Funcao Exponencial.

A selecao do problema deverd ser decorrente dos objetivos a serem alcangados.

Segundo o esquema de Polya (1978), sdo quatro as principais etapas para a resolugdo de um
problema:

1. Compreender o problema;

—O que se pede no problema?

— Quais sdo os dados e as condi¢des do problema?

—E possivel fazer uma figura, um esquema ou um diagrama?

— E possivel estimar a resposta?
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2. Elaborar um plano;

— Qual € o seu plano para resolver o problema?

—Que estratégia vocé tentard desenvolver?

—Voce se lembra de um problema semelhante que pode ajudéd-lo a resolver este?

—Tente organizar os dados em tabelas e gréficos.

—Tente resolver o problema por partes

3. Executar o plano;

—Execute o plano elaborado, verificando-o passo a passo.

— Efetue todos os célculos indicado no plano.

— Execute todas as estratégias pensadas, obtendo vérias maneiras de resolver o mesmo
problema.

4. Fazer o retrospecto ou verificacao;

—Examine se a solu¢do obtida estd correta.

— Existe outra maneira de resolver o problema?

— E possivel usar o método empregado para resolver problemas semelhantes?

Diante de um problema, o levantamento de hipdteses, a testagem dessas hipdteses e a andlise
dos resultados obtidos sdo procedimentos que devem ser enfatizados com os alunos. SO assim €
possivel garantir o desenvolvimento da autonomia frente a situagcdes com as quais eles terdo de
lidar dentro e fora da escola.

Quando se propde aplicar a resolu¢gdo de problemas no ensino da matemaética refere-se a
problemas ndo rotineiros e algoritmicos, onde o aluno muitas vezes pergunta “a conta € de mais
ou de menos?"

Segundo Dante (1998), ensinar a resolver problema € uma tarefa mais dificil do que ensinar
conceitos, habilidades e algoritmos matematicos. O professor deve fazer perguntas para que os
alunos possam compreender o problema. Os alunos devem ser encorajados a fazer perguntas ao
professor e entre eles mesmos.

O professor deve administrar esse processo, proporcionando situagdes que permitam surgir
uma variedade de procedimentos na sala de aula, socializando-os, comparando-os, deve ser dada
énfase ao processo de resolug@o e ndo a obtengdo de respostas corretas.

Diante do exposto, nota-se a importancia de que o professor conheca essa metodologia, pois
sua proposta € de um trabalho centrado no aluno, onde ele possa desenvolver sua aprendizagem,

construir seu conhecimento, onde o professor apenas mediard essa construcao.
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Sendo assim, para se obter sucesso na utilizacdo da metodologia o professor deve conhecé-la
e ter vontade de enfrentar novas situagdes, pois ndo € uma tarefa facil. Exige grande esforco do
professor e sua preparacdo € fundamental.

Assim € preciso reforgcar que, um problema exige reflexdo e tomada de decisdes para ser
resolvido. E uma situag¢io nova ou diferente que requer a utiliza¢io de técnicas conhecidas.

H4 trés tipos fundamentais de problema: cotidiano, cientifico e escolar.

O problema cotidiano é uma situagdo do dia a dia que requer uma solugdo: o
computador que deixa de funcionar, o gds que acaba ou o chuveiro que ndo aquece
a dgua. O problema cientifico origina-se de um evento que a teoria ndo consegue
explicar, necessitando de uma reformulagdo teorica. O problema escolar é o meio

termo entre os dois tipos citados anteriormente (GUIMARAES, 2009, p.103).

Guimaraes (2009) enfatiza que os problemas escolares podem ser classificados em:

e Problemas qualitativos: sao aqueles cuja resolucao se dd mediante raciocinio tedrico,
sem necessidade de calculos numéricos ou manipulacdes. Sdo problemas nos quais € necessario
interpretar uma situa¢do ou um fato.

e Problemas quantitativos: sao aqueles cuja resolucao é baseada principalmente em célcu-
los matematicos, embora o resultado possa nao ser em termos numéricos.

e Pequenas pesquisas: t€m caracteristicas dos dois tipos de problemas anteriores. Interpre-
tacdo de um fendmeno e o uso de cdlculos matematicos.

O que as diferencia dos problemas escolares € a necessidade de coleta de dados, elaboragdo de
estratégias, reflexdo sobre os procedimentos e resultados. Essas atividades implicam a aplicagdo
de conceitos e o desenvolvimento de habilidades.

Os problemas escolares podem ser abertos, fechados e semiabertos.

No problema fechado, o enunciado é feito de forma que a resolugdo exija modos preesta-
belecidos. Por outro lado, o problema aberto é demasiadamente amplo e d4 margem a vérias
interpretacdes e formas de resolucdo. Ele € ttil para desenvolver capacidades de interpretacdo
e andlise critica de informacdes. Finalmente, no problema semi-aberto sdo dadas informagdes
que restringem o problema dentro de um cendrio especifico, mas, a0 mesmo tempo, permite-se
que os estudantes incorporem ideias e estratégias com as quais seja possivel definir e resolver a

atividade.
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O problema escolar para ser solucionado, busca conceitos, procedimentos e atitudes proprios
da Ciéncia para responder as perguntas a respeito dos fendmenos da natureza e das aplicagdes

dos conhecimentos cientificos na tecnologia.

3.1 A importancia dos recursos tecnolégicos na resolucao de
problemas

Estamos diante de uma sociedade globalizada e dinamica. As tecnologias da informacao e
comunicagdo estdo presentes em diversos setores, atingindo de forma direta e indireta aqueles
que atuam nessas dreas.

Ferramentas tecnolégicas como o computador e a calculadora t€ém sido usadas com o objetivo
de aumentar a eficicia do ensino e desenvolver no aluno o senso critico, o pensamento improvavel
e dedutivo, a capacidade de observacdo, de pesquisa e estratégias de comunicacao. O uso do
Geogebra ¢ um excelente exemplo de ferramenta que o aluno pode utilizar ao estudar Fungdes
Exponenciais e assim, trabalhar com constru¢des de calculadoras e quadros em planilhas do
programa, e realizar andlises do comportamento grafico (crescimento e decrescimento) dessas
fungdes através de seus esbocos apresentados em sua janela geométrica.

Vale lembrar que a tecnologia aparece na Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018)
na competéncia geral de numero 5:

“Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagdo e comunicacao de forma
critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo as escolares) para
se comunicar, acessar e disseminar informagdes, produzir conhecimentos, resolver problemas e
exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva.”

E na competéncia especifica de Matematica, dentre outras dreas, que aponta

“utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive ferramentas digitais disponiveis,
modelar e resolver problemas cotidianos, sociais, de outras dreas do conhecimento, validando
estratégias e resultados.”

J4 citamos acima, a importancia do uso do computador, da calculadora e do GeoGebra como
excelentes ferramentas metodoldgicas, porém, existem outras que podem auxiliar o aluno na
resolucao de problemas envolvendo o contetido Fun¢do Exponencial.

As ferramentas apresentadas abaixo, podem ser utilizadas como estratégias de ensino que

usam recursos tecnoldgicos e podem tornar as aulas mais dindmicas e interessantes além de
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promover uma aprendizagem significativa.

1. Google Forms: é um servigo gratuito para criar formuldrios online. Nele, o usudrio pode
produzir pesquisas de multipla escolha, fazer questdes discursivas, solicitar avaliagdes em escala
numérica, entre outras opcoes. A ferramenta € ideal para quem precisa solicitar feedback sobre
algo, organizar inscri¢des para eventos, convites ou pedir avaliagdes.

“As ferramentas do Google apresentam muitas possibilidades de trabalho, e fazendo bom uso
delas o professor pode exercitar inimeras habilidades e competéncias”, afirma Renata Capovilla,
formadora de professores e capacitadora do Google For Education. Dentre as ferramentas, o
Google Forms € uma das mais utilizadas por se adequar a diferentes usos e projetos. “Trata-
se de uma ferramenta que permite produzir desde pequenas atividades, avaliagOes e testes de
multipla escolha, até trilhas de aprendizagem”, aponta a especialista. “O professor pode, inclusive,
trabalhar com sala de aula invertida”.

Mas os beneficios do Google Forms ndo param por ai. Vao muito além.

e Coletar e-mails e nomes dos alunos, fazer pesquisa sobre o assunto trabalhado, abrir
chamadas de atendimento com os alunos e até mesmo criar integracdes automaticas com outras
ferramentas web;

e Personalizar os formulérios com as cores, usando também logotipos, fotos e etc;

e Crie diversos tipos de perguntas, como perguntas de multipla escolha, caixas de checagem
(em que mais de uma resposta pode ser escolhida), escalas, listas suspensas e muito mais.

e Usar videos e imagens para ilustrar e deixar mais claras as perguntas que estdo sendo feitas
para os alunos;

e Usar a navegacdo légica para que determinadas perguntas ndo sejam mais feitas para
aquele respondente em funcao de respostas anteriores. Por exemplo: se a pessoa respondeu que
ndo tem um carro, a pergunta “a cor de seu carro” ndo serd feita para ela;

e Aproveite diversos templates do Google Forms prontos para usar (mais detalhes adiante;

e O Google Forms funciona perfeitamente em desktops, em smartphones e em tablets, seja
para responder ou para criar seus questionarios;

e Além da coleta de informagdes em tempo real nos proprios formuldrios, é possivel enviar
os dados diretamente para o Google Sheets, permitindo, assim, fazer andlises mais dgeis e criar
gréaficos para ilustra os resultados e conclusdes da pesquisa;

e Monte os questiondrios de forma colaborativa, com ajuda de colegas e amigos que

receberem sua autorizagdo para isso;
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e Conecte seu formuldrio com outras ferramentas web para automatizar tarefas repetitivas.

Tutorial Google Forms:

e Acesse sua conta no Google Forms;

e Clique em “Em branco” para criar um novo formulario do zero;

e Se preferir, escolha um dos templates de Google Forms prontos e edite como preferir (veja
mais detalhe sobre essa funcionalidade a seguir);

e Para fazer a edicao vocé€ poderd adicionar perguntas, imagens e videos, excluir itens, mudar
a ordem, definir tipos de perguntas e muito mais, de forma facil e intuitiva. Se tiver alguma
davida, veja aqui: Como editar formuldrios do Google;

e Depois de editar seu formuldrio, ele pode ser compartilhado de diversas formas;

e Para enviar por e-mail, clique no canto superior direito em “Enviar”;

e Basta acrescentar os e-mails desejados no campo correspondente, assim como o assunto e
a mensagem;

e Clique em “Enviar”;

e Pronto, logo os destinatdrios estardo recebendo e respondendo aos seus formularios.

2. Jogos: O uso de jogos nas aulas de Matematica pode ser um bom comec¢o. Quando
jogam, os alunos tém a oportunidade de formular e testar as suas hipéteses, porque se véem
constantemente diante de situacdes problemas. Os “contetidos’ matematicos sdo descobertos
como ferramentas das quais podem dispor para solucioné-las.

As descobertas sao compartilhadas com os colegas e os erros sdo colocados em discussao
com toda a classe. Os alunos aprendem a ouvir os seus colegas e aprendem a falar em sala de
aula, a exteriorizar seu pensamento, argumentar em defesa de suas préprias ideias. Aprendem
ainda que escola é lugar de troca de criagcdo, de descobertas.

O ensino fazendo uso dos jogos matemadtica € fundamental para dar soluc@o a problemas
relacionados ao pouco aproveitamento escolar.

Os jogos trabalhados com critério pedagdgico em sala de aula trazem diversos beneficios
tais como: favorece a identificacdo de dificuldades; promove competicdo entre os alunos, que se
empenham ao maximo para vencer; faz com que os alunos se tornem mais confiantes, criticos
e capazes de trabalhar em equipe. Considerando essas vantagens, os educadores que utilizam
0s jogos em suas propostas pedagogicas t€ém 6timas chances de alcangar os objetivos que estdao
pOstos como necessarios.

A relagdo entre jogos e resolucdo de problemas, conforme destaca Antunes (2006), evidencia
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vantagens no processo de criacdo e constru¢cdo de conceitos por meio da discussio de tematica
entre os alunos e entre o professor e os alunos. Para ele, o jogo é um problema, porque, ao jogar,
o individuo constréi conceitos, de forma lddica, dindmica, desafiadora e motivante.

Por sua vez, Arando (1996) esclarece que o jogo € um importante recurso metodolégico que
pode ser utilizado em sala de aula, para desenvolver a capacidade de lidar com informagdes
e criar significados culturais para os conceitos matematicos. A utilizacao de jogos nas aulas
auxilia os alunos a aprenderem a respeitar regras, a exercer diferentes papéis, a discutir e a
chegar a acordos, a desenvolver habilidade de pensar de forma independente e na construcao de
conhecimento l6gico matematico.

Ao jogar, o aluno resolve questdes por meio de tentativa e erro; pode reduzir um problema
em situacdes mais simples; representar problemas, através de desenhos, graficos ou tabelas; fazer
analogias de problemas semelhantes e desenvolver o pensamento dedutivo.

O jogo pode ser aproveitado como instrumento facilitador no processo de construgdo de
conhecimentos, visto que facilita seu desenvolvimento cognitivo, tendo em vista que os jogos
matematicos e sao carregados de ludicidade.

Sao muitas as potencialidades dos jogos no processo ensino-aprendizagem, cabendo ao
professor selecionar de forma criteriosa os que sdo adequados a cada situagdo pedagdgica. Para
formar cidaddos mais humanos e competentes.

3. Ensino Hibrido: O modelo de ensino tradicional nas escolas é criticado ha anos por
diversos especialistas na drea, por isso, novas formas de trabalhar o aprendizado em sala de aula
tém sido utilizadas. Uma delas € o ensino hibrido.

O ensino hibrido € uma nova metodologia e tem como objetivo aliar métodos de aprendizado
online e presencial. Atualmente, vivemos em uma época na qual as pessoas estdo utilizando tec-
nologias e tendo contato com computadores, smartphones, tablets, entre outros, cada vez mais
cedo.

Por isso, é fundamental que as institui¢des busquem utilizar essas ferramentas online com o
objetivo de potencializar o ensino dos alunos. Esse € um processo continuo de aprendizado em
que € preciso trabalhar os métodos online e offline em conjunto. O ensino hibrido € responsavel
por captar o que existe de bom em cada ambiente para potencializar a experiéncia educativa.

Porém, € essencial estar ciente de que essa metodologia ndo se resume a apenas colocar
computadores e novas tecnologias na frente dos alunos. E preciso aplicar algumas técnicas e

manter os alunos sempre sob a supervisao de um profissional.
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Uma das principais vantagens do ensino hibrido € permitir que os estudantes tenham essa
liberdade de aprendizado e se afastem cada vez mais do ensino rotineiro e tradicional.

Criar um ambiente virtual especialmente para que o estudante desenvolva as atividades e
pesquisas propostas € vantajoso para que a rotina de estudos tradicional, de tempo e de ritmo
tenha mais controle. Quando estiverem em um ambiente de ensino presencial, como uma sala de
aula, os alunos vao atender as propostas educacionais de seus professores.

Cada vez mais, os novos métodos de ensino t€m proporcionado mais autonomia aos estudan-
tes. E uma das grandes vantagens de um ambiente virtual composto por um ensino hibrido é dar
a oportunidade de a pessoa tomar suas decisdes sobre os componentes do estudo.

Uma das grandes criticas ao sistema de ensino tradicional € o fato de muitos estudantes nao
conseguirem acompanhar o ritmo das aulas. A grande influéncia do ensino hibrido na aprendiza-
gem € justamente ter a capacidade de se ajustar a velocidade de cada um — recurso que as aulas
tradicionais e presenciais muitas vezes nao conseguem.

Essa metodologia influencia diretamente a potencializacao do aprendizado dos alunos. Por
terem maior flexibilidade em relacdo aos hordrios e as programacdes de estudo, eles podem
absorver e adquirir ainda mais disciplina com suas tarefas.

4. Estudo de caso: Estudos de caso ¢ um método de pesquisa amplo sobre um assunto
especifico, permitindo aprofundar o conhecimento sobre ele e, assim, oferecer subsidios para
novas investigacdes sobre a mesma temaética.

Também € considerado uma investigacao empirica que compreende um método abrangente,
com coleta e andlise de dados.

Por outro lado, os objetivos de um estudo de caso podem variar conforme a drea na qual sdo
utilizados O Estudo de Caso, considerando dentro de suas caracteristicas, € particularmente util
para responder perguntas do tipo “como” e “por que”, pois possibilita um estudo aprofundado do
fendbmeno.

Ao conhecer detalhes sobre os estudos de caso e suas aplicacdes, algumas vantagens ja ficam
claras:

e Usar o mesmo método em dareas diferentes: vocé pode aproveitar a estrutura de um caso
para aplicar em outro;

e Poder usar um estudo de caso pronto para explorar contextos diferentes;

e Aperfeicoar conhecimentos a partir de experi€ncias de sucesso;

e Informagdes detalhadas baseadas em situagdes de vida real: pesquisas baseadas em vivén-
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cias e fatos sdo mais atrativas e aplicdveis a propria realidade.

Os estudos de caso também podem ser combinados a aprendizagem baseada em problemas.

Como o nome sugere, essa abordagem parte, sempre, de um problema para despertar a
criatividade e a capacidade de os alunos proporem solugdes diversas.

5. Gamificacdo: (ou Gamification) pode ser definido como o uso de elementos ou técnicas
de design de jogos em contexto diferentes dos ambientes de jogo. Na verdade, € definir e aplicar
os aspectos “jogdveis” de uma situag@o ou problema, levando as pessoas a usarem as estratégias
e técnicas na busca de um objetivo comum.

A Gamificagao tenta tirar vantagem dos desejos naturais que todos temos e que sdo aflorados
durante um jogo. E que na busca pela vitdria e sucesso, o ser humano trabalha competigio,
conquista, completude, status, altruismo e colaboracdo, sensagdes bastante exploradas pelos
jOgos.

O conceito de jogo precisa ficar bem definido para que a Gamificag¢do possa ser aplicada com
sucesso. Nao € porque a Gamificagdo alia o lidico ao cotidiano que pode ser aplicado sem rigor.

Listamos aqui, 5 vantagens que vao esclarecer melhor essa questao:

¢ O ensino fica mais interessante

A aplicacao da Gamificagdo torna a exposicdo dos conteudos mais atraentes e contextuali-
zados, pois os alunos sdo desafiados a tomar decisdes por conta propria ao invés de somente
receberem a informacao.

e O erro € visto como aprendizado

Mesmo tendo que manter uma rota, a Gamificagio “acolhe” o erro. E que caso o jogador
deixe de acertar, ele comeca a perder pontos, mas possui segundas e terceiras chances. Este fator,
num ambiente de aprendizagem, favorece a inovacao, pois correr riscos e cometer erros fazem
parte do processo de criagdo.

e Os participantes tem voz ativa

Na Gamificagdo, o processo de aprendizagem € construido de forma coletiva, Com isso,
o aluno tem a oportunidade de contribuir com suas ideias e vivéncias, ajudando a melhorar o
processo e deixando licdes aprendidas para novos participantes. Ou seja, 0s jogos permitem mais
facilidade na transmissdo do conhecimento.

e Estimula a persisténcia

Quando jogamos, nos sentimos desafiados e isso estimula a vontade de continuar. Se vocé

estd ganhando, € estimulado a seguir em frente pelo nivel de dificuldade que aumenta a cada
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etapa. Se estd perdendo, tem a possibilidade de tentar mais uma vez e provar que consegue.

e Melhora o foco

Uma dificuldade que todos enfrentam nos dias de hoje € o desafio de lidar com muitas tarefas
ao mesmo tempo. Quando se aplica a gamificacdo, o aluno se mantém focado nos desafios que
vai encontrar, pois a cada fase do jogo, o nivel de dificuldade aumenta.

6. Sala de aula invertida: O conceito de sala de aula invertida requer muita disciplina dos
alunos. Ela consiste em estudar a teoria de uma disciplina em casa, no ambiente virtual. Em
seguida, organiza-se discussdes, dindmicas de grupo e realizacdes de diversas atividades no
ambiente fisico da escola.

Considerando que o estudante j4 teve contato com a disciplina em casa, seu desempenho serd
potencializado.

Beneficios da sala de aula invertida

e Desenvolver habilidades

O modelo de sala de aula invertida é capaz de propor abordagens inovadoras, que tornam a
aprendizagem muito mais envolvente, prética e significativa. Além disso, as caracteristicas deste
método alternativo também possibilitam maior tempo e espago para desenvolver habilidades
diversas: a autonomia, a capacidade na resolucio de problemas, o senso critico, a colaboragdo e
a criatividade.

e Protagonismo do aluno

Sob o ponto de vista do aluno, uma das vantagens mais atrativas na sala de aula invertida é
a de que ele se torna um agente muito mais ativo e responsdvel pelo préprio aprendizado. Ao
estudar previamente o tema proposto, o aluno se organiza melhor, controla seu tempo e tem
autonomia para seguir seu ritmo e escolher o formato que julga ter mais facilidade para assimilar
o contetido proposto.

e Otimizacdo de tempo

Outra vantagem de adotar esse modelo é a otimizacdo do tempo. No método tradicional,
ao expor um conteido novo o professor gasta boa parte do tempo tirando duvidas e sofrendo
interrupcdes que, muitas vezes, fazem com que a aula ndo renda tanto quanto poderia. J4 no
modelo de sala de aula invertida, como os alunos ja tiveram um contato prévio com o conteido
antes da aula, surgem menos dividas e ha a possibilidade de se trabalhar o conteido com mais
rapidez e profundidade.

A matemdtica permeia todas as dreas do conhecimento que serdo utilizadas na vida prética.
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O ensino da matemadtica nas escolas ndo deve se distanciar dos seus principais objetivos, entre os
quais estd a constru¢do da cidadania, o preparo para o mundo do trabalho e o desenvolvimento
cognitivo, conforme esclarece a Nova LDB n° 9394/96.

Quando as escolas promovem o ensino da matematica de forma mecanica, os alunos se
condicionam a receber informacdes prontas e ndo desenvolvem capacidades de buscar resolver
situagcOes problemas. Nessa perspectiva, ensinar matemdtica € desenvolver o raciocinio l6gico e
independente, a criatividade e a capacidade de resolver problemas.

Em func¢do disso, no intuito de promover uma aprendizagem significativa e alcancar resultados
satisfatorios, educadores buscam cada vez mais instrumentos que sirvam de recursos pedagdgicos
auxiliares a ludicidade e a resolucdo de problemas para ensinar matematica € uma maneira
inteligente de lograr €xito na acdo educativa.

A matemadtica permeia todas as dreas do conhecimento que serdo utilizadas na vida prética.
O ensino da matemdtica nas escolas ndo deve se distanciar dos seus principais objetivos, entre 0s
quais estd a constru¢do da cidadania, o preparo para o mundo do trabalho e o desenvolvimento
cognitivo, conforme esclarece a Nova LDB n° 9394/96.

Quando as escolas promovem o ensino da matematica de forma mecanica, os alunos se
condicionam a receber informacdes prontas e ndo desenvolvem capacidades de buscar resolver
situacdes problemas.

Nessa perspectiva, ensinar matemdtica € desenvolver o raciocinio 16gico e independente, a
criatividade e a capacidade de resolver problemas. Em func¢do disso, no intuito de promover
uma aprendizagem significativa e alcancar resultados satisfatorios, educadores buscam cada vez
mais instrumentos que sirvam de recursos pedagdgicos auxiliares a ludicidade e a resolucdo de
problemas para ensinar matematica € uma maneira inteligente de lograr €xito na ac¢ao educativa.

7. Geogebra: Segundo, Brandt & Montorfano (2007) o GeoGebra (aglutina¢do das palavras
Geometria e Algebra), foi criado por Markus Hohenwarter da Flérida Atlantic University
nos Estados Unidos em 2001.

O software € gratuito e oferece um tratamento dindmico para o ensino de diversos te-
mas da matematica. Foi desenvolvido para o ensino e aprendizagem em niveis que vao do ba-
sico ao universitario.

O GeoGebra retine recursos de geometria, dlgebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica
e cdlculos simbdlicos em um tinico ambiente, permitindo realizar constru¢des geométricas com a

utilizacdo de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos etc., nele € possivel inserir funcdes e al-
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terar todos esses objetos dinamicamente mesmo apds a finalizacdo da constru¢ao. Equacdes
e coordenadas também podem ser diretamente inseridas na sua forma explicita.

O GeoGebra € capaz de lidar com varidveis para nimeros, pontos, vetores, derivagoes €
integragdes de funcdes, além de oferecer comandos para encontrar raizes e pontos extremos
de uma fun¢do. Com isto, o programa retne as ferramentas tradicionais de geometria com ou-

tras mais adequadas a dlgebra e ao cdlculo.

3.2 Como preparar o professor para trabalhar com resolu-
¢a0 de problemas

Para trabalhar resolucao de problemas em sala de aula o professor deve criar um ambiente
matematico motivador e estimulante e ao propor um problema deve estimular a autoestima dos
seus alunos e explicitar suas expectativas agindo como observador durante todo o processo
de resolucdo.

Em primeiro lugar, esqueca os modelos de problemas com os quais vocé sempre se deparou
(principalmente no ensino de Matematica).

A exposicdo de situacdes hipotéticas e magantes ndo condiz mais com a realidade dos alunos
atuais, mais conectados e “acelerados” do que nunca.

A grande inovagdo desse modelo estd em formular questdes que atraiam a atengao (pelo seu
conteudo relevante) e gerem interesse para pesquisa (com objetivo de encontrar as respostas).

Também vale destacar que o trabalho baseado em resolucdo de problemas traz uma atualiza-
¢ao do papel do professor: ao invés de passar todo o contetido previsto e trazer os problemas
como forma de avaliar se o conhecimento foi apreendido, o docente assume o papel de mediador,
apresentado o problema e mediando os caminhos percorridos até que os alunos encontrem a
resposta.

Tao importante quanto solucionar o problema € fomentar a discussdo e fornecer ferramentas
para que isso aconteca.

Ao se trabalhar com a metodologia de resolucdo de problemas, faz-se necessario um ali-
nhamento com um plano de ensino que contemple todas as etapas desse processo. Afinal, para
resolver as questdes propostas, os alunos precisam ir além dos conhecimentos que ja possuem —

esses, sdo muito importantes na fase inicial da resolucao de problemas. Mas, ¢ através da formula-
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cdo de hipdteses (possiveis solucdes) e através da busca de novos conhecimentos (proporcionados
e mediados pelo professor) que a eficicia do método se contempla.

Na pritica cotidiana, o papel do professor ao aplicar a resolu¢ao do problema é:

e Trazer uma proposi¢do, descrevendo o problema, que pode ser interdisciplinar;

e Estabelecer as metas a serem atingidas pelos alunos, ou seja, o que eles devem determinar
ao final de cada problema (hipdteses, solugdes, alternativas);

e Ser 0 mediador de debates e gerar discussdes produtivas acerca das hipdteses levantadas;

e Fornecer subsidios para a busca dos novos conhecimentos (contetddo especifico, incentivo
as pesquisas);

e Controlar o tempo necessdrio para as atividades (geralmente, ndo se encerram em um tnico
dia, pois demandam pesquisas e aquisicdo de mais conhecimento);

e Fornecer feedback constante ao final da atividade (mostrando a importancia de cada etapa
em busca da resposta).

O caréter investigativo do método, a partir de estudos de caso, colocam o sujeito (aluno) no
centro do processo de aprendizagem. Através de pesquisa, busca de conhecimento, formulacdo de
hipéteses e trocas de experiéncias, garante-se a fixacao e retencao dos conteidos e competéncias
por parte dos alunos. Além disso, a resolucao de problemas também traz os seguintes beneficios:

e Maior participacao: com situagdes proximas da realidade, os alunos tendem a participar
de maneira mais ativa das questdes, dando suas ideias e trocando informacdes sobre suas
experiéncias.

e Estimulo da criatividade: como nesse modelo ndo hd uma resposta certa previamente
ensinada para um problema posto, os alunos precisam usar seu potencial criativo na busca por
solucoes.

¢ Incentivo a pesquisa: a busca pelo conhecimento na resolu¢do de problemas é uma
etapa de extrema importancia, na qual o aluno se torna elemento ativo na constru¢do do seu
conhecimento. Além dos materiais didaticos dispostos em sala e mediados pelo professor, podem
ser realizadas pesquisas em bibliotecas, ambientes virtuais e até em entrevistas com familiares e
pessoas proximas.

e Responsabilidade, trabalho em equipe e organizacao: as atividades de resolucdo de
problemas podem ser distribuidas em times dentro de uma sala, tendo como fechamento uma
apresentacdo de resultados para a turma toda. Além da responsabilidade de mostrar seus resulta-

dos para os colegas, cada equipe também precisard se organizar para cCumprir os prazos propostos
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pelo professor.
Existem diversas técnicas que os profissionais das instituicoes de ensino podem

desenvolver com os alunos para que eles consigam incrementar sua organizagdo
e absorver melhor todos os ensinamentos. Uma das aplicacées mais disseminadas
desse tipo de ensino baseada em problemas é o professor propor um desafio ou
pergunta desafiadora, e os alunos terdo uma aula baseada em uma pesquisa em grupo
para traduzir o desafio. Essa pergunta desafiadora ou desafio serd fragmentado em
pedagos menores no inicio da atividade. Com isso, os alunos vdo listar todos os seus
conhecimentos sobre o tema e expressar, por escrito, o problema que precisa ser
solucionado. Por meio de pesquisas guiadas pelo professor, os estudantes vdo tentando
decifrar o desafio por tentativa e erro. Algumas agdes necessdrias para realizar esse
teste envolvem entrevistas com profissionais e especialistas, leitura de pesquisas e
textos sobre o assunto, coleta de materiais, entre outros. A solucdo encontrada deve
ser apresentada com a pesquisa e todo o processo. (FURQUIM, 2021) Darcy Furquim

(2019)

Sobre a Resolucao de Problemas nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (BRASIL,
1999). Os PCN se constituem como um referencial para a educagdo no ambito do Ensino
Fundamental em todo o pais. A principal funcdo dos PCN € a de garantir a igualdade de
acesso aos saberes a todos os envolvidos no processo educacional, visando principalmente a
universaliza¢cdo dos conhecimentos.

Em relacdo a caracterizacdo da drea da Matemadtica, os PCN (BRASIL, 1998, p.19), “sdao
pautados por principios decorrentes de estudos, pesquisas, préticas e debates desenvolvidos nos
tltimos anos".

No tocante ao papel do professor no processo de ensino e aprendizagem, os PCN apontam
que € de fundamental importancia ao professor:

e Identificar as principais caracteristicas dessa ciéncia, de seus métodos, de suas ramificagdes
e aplicacdes;

e Conhecer a historia de vida dos alunos, sua vivéncia de aprendizagens fundamentais, seus
conhecimentos informais sobre um dado assunto, suas condi¢des socioldgicas, psicoldgicas e
culturais;

e Ter clareza de suas préoprias concepgdes sobre a Matematica, uma vez que a pratica em sala

de aula, as escolhas pedagdgicas, a defini¢dao de objetivos e contetidos de ensino e as formas de



Capitulo 3. Método facilitador para a realizacdo de uma aprendizagem mais dindmica, criativa e significativa:

resolugdo de problemas. 61

avaliacdo estdo intimamente ligadas a essas concepgdes. (BRASIL, 1998, p.29).

Por meio do desenvolvimento destas agdes, o professor propicia ao educando o desenvolvi-
mento de uma inteligéncia essencialmente pratica, que propicia a0 mesmo reconhecer problemas,
buscar e selecionar informagdes, tomar decisdes e, consequentemente, desenvolver uma ampla
capacidade para lidar com a atividade matematica.

Em face deste exposto, pode-se compreender que em relacdo ao ensino da Matematica, os
PCN apontam a Resolug@o de Problemas como ponto de partida das atividades matematicas e
ainda discute novos caminhos para se fazer Matemadtica dentro de sala de aula.

“Além das conexdes internas a prépria Matemadtica, o conceito de funcdo desempenha
também papel importante para descrever e estudar através da leitura, interpretagdo e constru¢ao
de graficos, o comportamento de certos fendmenos tanto do cotidiano como de outras dreas do
conhecimento como a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matematica
garantir que o aluno adquira certas flexibilidades para lidar com o conceito de fun¢do e situacoes
diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de situacdes problema de Matematica e de
outras dreas, o aluno pode ser incentivado a buscar a solu¢do ajustando seus conhecimentos sobre
funcgdes para construir um modelo para interpretagcdo e investigagdo em Matemadtica” (BRASIL,
1999, p.44).

E interessante propor aos estudantes vdrias estratégias de resolucio de problemas, mostrando-
lhes que ndo existe uma tunica estratégia, ideal e infalivel. Cada problema exige estratégia
especifica.

O ensino da matemadtica por meio de resolucdes de problemas, pode transformar as atividades
matematicas que, as vezes, sdo geradoras de sofrimento para muitos educandos em fonte de
satisfacdo, motivagao e interagao social.

Quando o aluno pode “fazer matemadtica” e ndo apenas ver seu professor mostrando como
se faz passa a se relacionar melhor com ela pois percebe-se a sua satisfacdo ao superar seus
desafios.

Vale aqui ressaltar que o mundo vive um momento pandémico e que todas as estratégias
de aula devem ser pensadas e elaboradas com possibilidade de adaptacdo uma vez que, as
atividades presenciais ja ndo mais poderdo ser compartilhadas como outrora pois desde de 13 de
marco de 2020 as aulas presenciais foram suspensas pelo decreto estadual n° Decreto n® 19549
de 18/03/2020 (BAHIA, 2020) que assegura alunos e professores a estarem afastados de suas

respectivas Unidades Escolares e assim , devemos seguir os protocolos de seguranga para evitar
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o contdgio pelo corona virus evitando assim contrair a Covid-19 além disso, com a possibilidade
do uso do Ensino Hibrido para substituir as aulas presenciais, pensar em situagdes problemas

adaptdveis a essa nova realidade se faz necessério.
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CAPITULO 4

APLICACOES DA FUNCAO EXPONENCIAL

A seguir, € sugerida atividades para se trabalhar funcao exponencial, que pode ser realizada
individualmente, em pares ou grupos, e que exemplifica a utilizacdo dos passos propostos
anteriormente.

Cabe ao docente adapta-14 a sua realidade considerando o desenvolvimento dos discentes, 0s
contetdos conceituais procedimentos e atitudes com os quais pretende trabalhar e ainda com a
disponibilidade de recursos materiais com que pode contar.

Na proposta de aplicacdo das Fungdes Exponenciais abaixo, espera-se que os alunos ao final
da atividade sejam capazes de:

— Identificar, reconhecer e aplicar algumas propriedades da potenciacdo no conjunto dos
ndmeros reais;

— Compreender o conceito de fun¢do exponencial;

—Esbocar, reconhecer e interpretar o grafico de uma funcao exponencial;

—Relacionar a fun¢do exponencial a Matemdtica financeira, as ciéncias da natureza;

—Identificar por suas leis e graficamente como crescente ou decrescente;

—Reconhecer o sentido de crescimento quando as bases forem inversas;

—Identificar a imagem, dominio e contradominio pela representacao grafica;

—Reconhecer graficamente ou pela lei de formagao para quais valores de x o gréafico intercepta
o eixo das ordenadas;

—Compreender o comportamento da curva exponencial quanto a variacdo da base da poténcia;

Propde-se que a atividade seja realizada em 200 minutos distribuidos em dois encontros de
100 minutos cada. A mesma pretende que o discente de forma ativa possa atingir os objetivos
descritos acima, e a partir das conjecturas e argumentacoes surgidas durante a aplicacdo da
sequéncia diddtica, os estudante sanem suas possiveis dividas, aprenda de forma pratica e tedrica
com a atividade proposta e assim tornem-se aptos a resolver problemas correlacionados e do seu

cotidiano.
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4.1 Resolvido passo a passo

(UPE) Os bi6logos observaram que, em condi¢des ideais, o nimero de bactérias Q(¢) em
uma cultura cresce exponencialmente com o tempo ¢, de acordo com a lei Q(¢) = Qp - ekt
sendo k > 0 uma constante que depende da natureza das bactérias; o nimero irracional e
vale aproximadamente 2,718 e Qg € a quantidade de inicial de bactérias. Se uma cultura tem
inicialmente 6000 bactérias e, 20 minutos depois, aumentou para 12000, quantas bactérias
estardo presentes depois de 1 hora ?

A) 18000

B) 21000

C) 30000

D) 36000

E) 48000

1. Lendo e compreendendo

a) O que é dado no problema?

Informa-se o niimero inicial de bactérias em uma cultura e a lei que relaciona o nimero de
bactéria Q(¢) em fungdo de tempo. Também € dito que apés 20 minutos a cultura de bactérias
aumenta de 6000 para 12000.

b) O que se pede ?

A quantidade de bactérias que estardo presentes na cultura apos uma hora.

11. Planejando a solucao

Diante das informagdes do enunciado, podemos concluir que em 20 minutos a populagdo
de bactérias passa a ser de 12000, ou seja , 12000 = 6000 - 2,7182%% | A partir dessa equagio
encontraremos uma igualdade que servird de base para a solucdo do problema.

I11. Executando o que foi planejado

Q(20) = 6000 2,718%% = 12000 = 6000 - 2,7182% = 2 =2, 71820

Q(60) = 6000 - 2,718%0%

Lembrando que: x*0 = x20. x20. x20 (das propriedades da potenciacio apresentada no Lema 1,
(i) do capitulo I1), fazemos:

Q(60) = 6000- 2,718%0k.2 718%0k.2 71820k

Como 2 = 2771820" , entao:

Q(60) =6000- 2- 2- 2 =48000

Ou seja , a populacado de bactérias apés 60 minutos serd de 48000.
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1V. Emitindo a resposta.

A resposta € a alternativa E.

V. Ampliando o problema

a) Os bidlogos, no intuito de qualificar a eficdcia de certo produto a ser utilizado pela inddstria
de limpeza de ambientes hospitalares, analisam a cultura de bactérias até ultrapassar a quantidade
de 1 milhdo; apds atingir esse objetivo, eles aplicam o produto na cultura e passam a analisar
o decaimento da populacdo de bactérias, o qual ocorre de forma linear com uma reducao de
25000 bactérias a cada 30 segundos. Sendo assim, em quanto tempo o produto terd eliminado a
populacdo de bactérias existentes antes do inicio da utilizagao do produto?

Fique atento

Considere que os bidlogos so realizam a andlise da cultura de bactérias a cada 20 minutos e
que, ap6s a introdugdo do produto na cultura, em razao das adversidades do meio, as bactérias
nao conseguem se reproduzir e a populacido ndo aumenta.

Resolvido passo a passo

De acordo com os dados do problema

O(t) = Q- ek = Q(20) = 6000 - 2%

Como 2% =2 = Q(20) = 6000 -2

Para ¢ = 20n temos que Q(20n) = 6000 - ¢20.

Lembrando que: 2% = (¢2%)" (das propriedades da potenciagio apresentada no Lema 1,
(IV) do capitulo I1), fazemos:

= 0(20n) = 6000.(e2%%)" = Q(20n) = 6000.2"

6000.2" > 1000000 = 2" > 166,66, como n tem que ser inteiro, logo n = 8 = 28 =256
(uma vez que 27 < 166,66 < 28).

Assim, 0(20.8) = Q(160) = 6000.2% = 6000.256 = 1536000.

A populacdo da cultura de bactérias atinge 1536000 em 160 minutos.

Ap6s observar a quantidade, aplica-se a funcao linear (conhecimento prévio):

f(t) =at+b, onde b = 1536000 e a = —50000, pois se, em 30 segundos, reduz 25000, em
60 segundos, ou seja, 1 minuto, reduzira 50000.

Logo: f(¢) = —50000¢ + 1536000 = f(¢t) = 0 para t = 30,72 ou aproximadamente 31
minutos.

b) Discussao em equipe.
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Troque ideias com seus colegas sobre como 0s avangos tecnoldgicos tem contribuido para o
desenvolvimento de novos medicamentos.

¢) Pesquisa.

Pesquise sobre os estudos laboratoriais realizados e as exigéncias da Agencia Nacional de

Satide Suplementar (ANS) para legalizar a comercializa¢do dos medicamentos.

4.2 Atividades propostas pela autora

4.2.1 Sugestao 1

(Adaptacao da autora) Em uma cidade de 150.000 habitantes, foi detectado um morador
infectado por coronavirus. Esta pessoa infectada pode infectar apenas trés pessoas sem nenhum
tipo de protecdo ou conten¢do dos riscos. Em seguida, cada uma das trés pessoas infectadas
pode infectar outras trés, e assim por diante. A funcdo que determinard quantas pessoas estarao
infectadas a cada interagdo serd dada por: f(x) = 3*

Considerando que x é o nimero de interagdes entre pessoas € y o novo nimero de infectados.
Sendo assim, seja o primeiro infectado considerado como a interagdo zero, pois ele ndo teve
contato com ninguém até este momento (x = 0). Supondo que ele teve contato com trés pessoas, 0
que equivale a uma interagdo completa do contdgio, (x = 1), teremos entdo 3 infectados. Se cada
um desses trés infectados tiveram contato com mais trés pessoas cada um, completando a segunda

interacdo (x = 2), entdo teremos 9 infectados. Vamos usar este exemplo numa tabela(Figura 1):

Tabela 1 — Quadro da relacao interacdes e n° de infectados

x (Interagdes) | y = f(x) (n° de infectados)
0 1
1 3
2 9
3 27
4 81
10 59049

Fonte: Autora.
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Podemos também plotar o grafico (Figura 5) deste cendrio:

Figura 5 — Grifico

Fonte: Dante (2011)

a) Baseado neste exemplo, qual a fung¢do que determina se este morador infectasse duas

pessoas e essas duas, mais duas cada uma e assim por diante?

b) De acordo com a fun¢@o encontrada acima, complete o quadro abaixo (Tabela 2) .

¢) Baseado no quadro abaixo (Tabela 2), construa o grafico dessa fungdo e determine se ela é

crescente ou decrescente.

Tabela 2 — Quadro da relacdo interacdes e n° de infectados

x (Interagdes) | y = f(x) (n° de infectados)
0 1
1
4
3
16
10

Resultados da proposta

Fonte: Autora.

1) Lendo e compreendendo o problema.
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e O que estd sendo pedido no problema?

A quantidade de infectados a cada interagdo.

e O que o problema nos fornece?

Que no inicio tinha um infectado e que a cada interagdo dobra o ndmero de infectados.

2) Planejando como solucionar o problema.

O problema serd resolvido construindo uma tabela, relacionando a coluna das interagdes (x)
com a coluna do nimero de infectados (y).

3) Colocando em pratica o que foi planejado.

Tabela 3 — Quadro da relacdo interacdes e n° de infectados

x (Interagdes) | y = f(x) (n° de infectados)
0 1
1 2
2 4
3 8
4 16
5 32

Fonte: Autora.

4) Analisando a resposta.
O ndmero de infectados aumenta muito rdpido em relacdo ao nimero de interagdes.
Como o numero de infectados dobra a cada interagdo a tabela pode ser escrita na forma de

poténcia de 2, conforme segue (Tabela 4).

Tabela 4 — Quadro da relacdo interacdes e n° de infectados

x (Interagdes) | y = f(x) (n° de infectados)
0 20
1 21
2 2?
3 23
4 24
5 25

Fonte: Autora.
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Percebe-se que o valor que estd na coluna das interagdes € o expoente da poténcia de 2. Ou
seja, se for 0 interacdo o expoente vai ser 0; se for 1 infectado o expoente vai ser 1 e assim por
diante.

E se quiser saber a quantidade de infectados com 10 interacdes?

Nao precisamos continuar a tabela, basta calcular 210, ja que sabemos que basta elevar 2 ao
nimero de interacdes que queremos.

ApOs essas andlises € possivel saber a quantidade de infectados apds x interagdes?

Como o nimero de interacdes € o expoente da poténcia de base 2, o ndmero de infectados
serd 2*.

Assim com a orientagdo do professor conclui-se que o nimero de infectados € dado em
funcdo do nimero de intera¢des, na forma f(x) = 2*, a qual é chamada Func@o Exponencial na
base 2. Neste momento é conveniente generalizar a defini¢cdo de f(x) = a* e sua caracterizacao.

Objetivos:

e Fazer conexdo das nogdes sobre poténcias e suas propriedades fundamentais consideradas
importantes para a compreensao da fun¢do exponencial;

e Utilizar a linguagem matematica para expressar a situagao-problema apresentada;

e Construir tabelas;

e Construir graficos e fazer a sua interpretagao.

Conteddos abordados:

e Poténcias de nimeros naturais;

e Introduc¢do da fungdo exponencial;

e Expressdes numérica e algébrica.

Possiveis estratégias para resolucao do problema:

E esperado que os alunos:

e Construam uma tabela para perceber o padrao de regularidade;

e Percebam a regularidade da multiplicacdo pelo fator 2, a cada hora;

e Concluam que x intera¢des apds o inicio do contdgio, a quantidade de infectados serd 2%, e

assim expressem a fungdo f(x) = 2*.
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4.2.2 Sugestao 2

Figura 6 — Torre de Handi

L : J
3¢ A B C

Fonte: Dante (2011)

(adaptada pela autora) Usando a torre de Handi( (Figura 6) e baseando-se nas regras
do jogo, podemos montar uma tabela entre o nimero de pecas (X) e o nimero minimo de

movimentos (Y):

Tabela 5 — Quadro da relac@o n° de pecas e n° de movimentos

Numero se Pecas | Numero minimo de movimentos
1 1
2 3
3 7
4 15

Fonte: Autora.

A relagdo entre (X) e (Y)é:

a)y =2% —1
b)Y =251
c)Yy =2*
d)Y =2x—1
e)Y =2x—4
1. Objetivos:

e Construir um grafico relacionando o nimero de pe¢as com o nimero minimo de jogadas
para tirar todas as pecas de uma torre para outra.

e Descobrir uma férmula geral para o nimero minimo de jogadas para qualquer quantidade
de discos.

e Generalizar a férmula para o nimero minimo de jogadas

2. Compreendendo o problema (regras do jogo)
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e SO pode movimentar uma peca por vez;

e Uma peca maior ndo pode ficar sobre uma menor;

e As peca deve estar sempre numa das trés hastes, ou em movimento.

3. Elaboracao do plano:

Qual € o seu plano para resolver o problema?

e Determinar uma estratégia para movimentar as peca de uma torre para outra com 0 menor
nimero de jogadas de acordo com as regras.

Que estratégia voce tentard desenvolver?

e Determinar o nimero minimo de jogadas para movimentar as pecas de uma torre para outra

Organizar os dados em tabelas.

e Numeros de disco e quantidade minima de movimentos

Resolver o problema por partes

e Apenas um disco pode ser movimentado por vez;

e Um disco maior nunca pode ser posto sobre um disco menor;

e N3o € permitido movimentar uma pega que esteja em baixo de outra;

e Um disco deve esta sempre em um dos trés pinos ou em movimento.

4. Fazer o retrospecto:

Entdo passamos a ver o andamento do jogo de acordo com as regras apresentadas. De inicio
vamos pedir para que os alunos enumerem de 1,2 e 3 as hastes da Torre de Hanéi e pediremos
para que eles transfiram um disco da haste 1 para a haste 3, depois com dois discos e assim por
diante.

Pergunta- se aos alunos se eles perceberam quantos movimentos eles fizeram para transferir
os discos de uma haste para outra. Peco entdo, para que eles repitam o processo registrando em
uma tabela para facilitar o entendimento do jogo.

Ao termino dessa etapa deseja-se que eles percebam que houve uma varia¢do da quantidade
de movimentos.

A partir dai serd feito um questionamento: serd que existe uma quantidade minima de
movimento para transferir os discos de uma haste para outra?

Nesse momento espera-se que os alunos comecem a movimentar as pecas novamente, entao
com uma peca foi necessario uma jogada para transferir o disco de uma haste para outra. Com
dois discos que precisavam de no minimo trés jogadas, com 3 discos precisavam de 7 jogadas.

Usando a tabela os alunos perceberao que é uma poténcia de base 2.
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Observando ainda a tabela que se tem um disco, precisa-se de uma tnica jogada e fazendo
2! = 2. Tendo dois discos vio precisar de no minimo 3 jogadas e 22 = 4 e se tiverem trés discos

vio precisar de 7 jogas e 2% = 8. E como se fosse uma poténcia de base 2 subtraindo 1.

Tabela 6 — Quadro da relac@o n° de pecas e n° de movimentos

Numero se Pecas | quantidade minima de movimentos

1 1
2 3
3 7
4 15
5
6

31
63

Fonte: Autora.

Usando a tabela verifica-se o nimero minimo de movimentos através dos nimeros somados.
Veja:2=3=7=15=31=63,...
Conclui-se entdo que a relagdo entre (X) e (Y) é dado por Y = 2% — 1.

Logo, a alternativa € a letra a.

4.3 Uma sequéncia didatica

Descrevendo o problema

A atividade serd iniciada fazendo uma dobradura, como foi proposto por (DANTE, 2011): Do-
bre uma folha retangular pela metade, paralelamente a sua largura e, em seguida, abra-a e anote
o nimero de retangulos que aparecem marcados; continue dobrando sucessivamente o retangulo
encontrado, sempre pela metade e no mesmo sentido. E, a cada etapa, abra totalmente a fo-
lha e anote a quantidade de retingulos menores que aparecem marcados nela. O esquema

da Figura 7 d4 uma ideia do processo.
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Figura 7 — Dobraduras na folha de papel A4.
1
sy |

Fonte: Dante (2011)

a) Complete o quadro abaixo (Tabela 7) com os resultados obtidos. Vamos chamar de niimero

de dobraduras a quantidade de vezes que o papel foi dobrado a cada etapa.

Tabela 7 — Quadro da relacao dobraduras e retangulos resultantes

N° de dobraduras | N° de retangulos resultantes
0 1
1 2
2
3
4

Fonte: Autora

b) Se forem feitas 6 dobraduras, quantos retangulos ficardo marcados na folha?

c¢) Generalize, encontrando a expressdo que da o nimero de retingulos marcados na folha
original. Quantas dobraduras ela fez?

Neste exercicio o aluno reforca a ideia de potenciagcdo. Percebe que a cada vez que ele
dobra a folha, ao abri-la vé o dobro de retangulos em relagdo a abertura anterior. Ou seja,
cada dobra corresponde a multiplicacdo por 2 do nimero de retidngulos formados pelas mar-
cas em uma dobra anterior. O professor pode estender o quadro 1 (Tabela 7) com uma coluna da
representacdo da quantidade de retangulos na forma de poténcia como mostra o quadro 2

(Tabela 8).
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Tabela 8 — Quadro da relagdo base, expoente e poténcia.

N° de Dobraduras | N° de Retangulos | Forma de Poténcia
0 1 20
1 2 21
2 4 24
3 8 23
4 16 24
10 1024 210

Fonte: Autora.

Na forma de poténcia temos que a base vale 2, pois este € o fator em questdo uma vez que
a cada mudanga dobramos a folha mais uma vez. Exemplo: 23 =2 2 2 = 8. Logo os expoen-
tes seguem a ordem das dobraduras, pois ao dobrarmos a folha 3 vezes, representamos o expo-
ente com o numero 3.

E fundamental diagnosticar que toda a classe veja a potencia¢do como uma forma simplifi-
cada de escrever n produtos de um mesmo fator. Assim, ficard mais fécil para o aluno responder
o item (b) sem ter que mostrar na pratica que em 6 dobraduras serfio obtidos 64 retangulos.
Seguindo o mesmo raciocinio, espera-se que eles respondam o item (¢), dizendo que o nimero
de retangulos podem ser obtidos ao elevarmos a base 2 ao nimero de dobraduras. Geralmente os
alunos conseguem ter uma ideia como essa para responder questdes assim, porém, apresentam
dificuldades em expressar seu raciocinio na linguagem matematica. Portanto, € muito importante
que o professor oriente sua classe como expressar uma linha de raciocinio em termos matemati-
COS.

Pode dizer aos alunos que em casos como este, devem escolher uma letra para representar cada
grandeza varidvel, ou seja, uma incdgnita pra identificar o nimero de vezes que se dobrara o
papel e outra incognita para indicar o nimero de retangulos que serdo formados pelas marcas des-
sas dobras. Possivelmente eles escreverdo uma expressao do tipoy = 2°*.

Também com a anédlise do quadro construido, espera-se que fique mais facil para o edu-
cando entender o porqué da poténcia de expoente 0 ter como resultado o valor 1, e a potén-
cia de expoente 1 ter a propria base como resultado.

d) Vamos obter agora a drea desses retdngulos formados pelas dobraduras feitas acima, segui-
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damente cada uma de suas partes deverdao ser nomeadas pelos nimeros 1,2, 3, etc. representando

a etapa a ser executada. A cada etapa realizada va preenchendo as tabelas abaixo:

Tabela 9 — Quadro da relacdo quantidade de dobraduras e a 4rea

Etapa | N° de partes | Area

Fonte: Autora.

e Observe cuidadosamente o nimero de partes obtidas e escreva na ordem obtida o nimero

de partes dispostas numa sequéncia:

e Qual a regra de formacao dessa sequéncia?

e Represente com uma expressdao como obter o segundo termo dessa sequéncia:

e Represente como obter o terceiro termo dessa sequéncia:

e Essa sequéncia é crescente ou decrescente?

e Representando um termo dessa sequéncia por a,, podemos dizer que para essa sequéncia,

an:

i) Marque no plano cartesiano representado abaixo os pontos da Tabela 7.
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Figura 8 — Plano cartesiano 1

n®de partas I

4 C O O @ &

g

etapas

Fonte: Dante (2011)

e Observando o grifico que vocé fez , reescreva a férmula do a, em termos de x e y, de

acordo com os eixos usuais do plano cartesiano.

€C_9

e Em qual posi¢do ficou “x” na reescrita que fez?

€C_ 9

e Em funcio desse posicionamento de “x”, esse tipo de fun¢do é chamada de

ii) Agora vamos observar os dados da Tabela 9

e O que voceé observa em relagcdo aos valores das dreas?

e Qual a regra de formacao da sequéncia das areas?
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e Represente com uma expressdao como obter o segundo termo dessa sequéncia.

e Represente como obter o terceiro termo dessa sequéncia.

e Essa sequéncia € crescente ou decrescente?

e Representando um termo dessa sequéncia por an, podemos dizer que para essa sequéncia,

temos:

iiif) Marque no plano cartesiano representado abaixo os pontos da Tabela 9

Figura 9 — Plano cartesiano 2

n®de partes I

. 2 . O O O @ @ g
etapas

Fonte: Dante (2011)

e Observando o grifico que vocé fez , reescreva a féormula do an em termos de x e y, de

acordo com os eixos usuais do plano cartesiano.
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e Esta também € uma funcdo exponencial.

e O que as duas funcdes t€ém de semelhantes em suas representacoes?

e O que as duas funcdes t€ém de diferencas?

e Quanto ao tipo de crescimento podemos afirmar que a primeira funcao é

enquanto que a segunda é

Objetivos:

e Revisar o conceito de potenciagdo;

e Reconhecer e interpretar informagdes do problema e expressid-lo como poténcia;
e Determinar a lei que descreve o fendmeno;

e Entender a defini¢c@o para o cédlculo de poténcias com expoente 1 e O;

e Entender o conceito de crescimento e decrescimento de uma fungao;

e Construir plano cartesiano.

4.4 A Funcao Exponencial e a Matematica Financeira

Essa atividade identifica conceitos da Fun¢do Exponencial a resolu¢do de um problema
relacionado a Matemadtica Financeira.

1. (Vunesp) Uma institui¢cdo bancaria oferece um rendimento de 15% ao ano para depésitos
feitos numa certa modalidade de aplicacao financeira. Um cliente deste banco deposita 1000
reais nessa aplicag@o. Ao final de n anos, o capital que esse cliente terd em reais, relativo a esse
depdsito, €:

a)1000+0, 15n

b)1000.0, 15n

¢)1000.0, 15"
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d)1000+0, 15"

1° passo: A sala serd dividida em grupos para solucionar o problema proposto. Além disso,
irdo fazer troca de informagdes e criar situacdes para chegar a uma solugdo.

A professora serd a mediadora entre os grupos dos alunos, onde estes fardo registros nos
cadernos apds a interpretagdo do problema e encontrar estratégias para resolver.

2° passo: ApoOs a interpretacao do problema, os alunos listarao :

e O plano para resolver o problema;

e As estratégias utilizadas;

e Buscar resolver o problemas por partes.

3° passo: Executar o plano elaborado

e Resolver a questdo proposta passo a passo.

4° passo: Fazer o retrospecto

e Examinar a solu¢do encontrada;

e Apresentar a solu¢@o encontrada.

Nesta etapa, verifica-se se todos os grupos usaram as mesmas estratégias para chegar a
solucdo do problema e em seguida, abre-se uma discussdo para demonstragao de que pode existir
diferentes maneiras para chegar a solu¢do do problema proposto.

Objetivos da Atividade:

A atividade tem por objetivo fazer com que os alunos consigam:

e Reconhecer e interpretar informagdes relativas ao problema;

e Formalizar a lei que descreve um determinado fendmeno;

e Manipular equacdes inerentes ao problema;

e Identificar a estreita relagao entre fungdes do tipo exponenciais e a Matematica Financeira.

Logo apés a aplicagdo da sequéncia diddtica supracitada recomendamos que o docente
formalize a introducdo ao estudo da Fun¢do Exponencial fundamentando sua defini¢do a partir
das observagdes pontuadas pelos discentes, bem como a interpretacdo grafica de seu crescimento
e decréscimo para um estudo significante baseado nas conjecturas que naturalmente surgem
na resolucdo de problemas. Desse modo, acreditamos que aprendizagens significativas s6 sdao

efetivas quando o estudante € protagonista do conhecimento adquirido.
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CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS

A verdadeira educacdo € aquela que instiga o desejo do individuo a explorar, observar,
trabalhar, jogar resolver situagcdes problemas e acreditar-se. Levando em conta essa perspectiva,
a educacdo precisa organizar seus conhecimentos, partindo dos interesses dos alunos e, desse
modo, levé-los a outros patamares de aprendizagem, que sdo primordiais a formacdo e ao
exercicio da cidadania. A aprendizagem do aluno é responsabilidade do Estado, da escola e
da familia. Esses, juntos, devem buscar, de acordo com suas atribui¢des, condi¢des bésicas
para que os educandos possam construir conhecimentos de forma significativa. Nesse aspecto,
merece especial destaque a resolug@o de problemas com énfase no conteudo Fun¢do Exponencial,
pois t€ém papel importante no processo ensino-aprendizagem quando propostos com objetivos e
critérios pedagdgicos, ou seja, favorecem resultados exitosos.

Na atualidade, pesquisadores, estudiosos e profissionais da educag¢do que buscam criar situa-
coes desafiadoras e significativas para a constru¢do de conhecimentos concebem os resolugdes
de problemas como estratégia pedagdgica favoravel, inclusive para a construcao de conceitos
matematicos.

Os educadores matemadticos, atualmente, se preocupam com a questdo de resolugdo de
problemas considerando a grande importancia no ensino da Matematica isso se justifica em saber
que cada vez que se tem uma pergunta, se tem um problema, pois para responder a qualquer
pergunta se pratica o ato de pensar.

Os métodos de ensino da Matemética ganharam nas dltimas décadas muita énfase na resolu-
cao de problemas. Assim, recomenda-se atividades em pequenos grupos, com a utilizacao de
material didatico, sequéncias didaticas, bem como ambientes de sala de aula estimulantes para
que os alunos possam construir 0 conceito matemadtico a partir de situacdes vivenciadas por eles.

Com base nesta constatacdo, foi elaborado um projeto que serviu de base para essa Disserta-
cdo, que teve como principal objetivo verificar se a resolu¢do de problemas e uma metodologia
eficiente para o estudo da funcio exponencial. Durante o inicio do presente trabalho, buscou-se,
na revisao bibliogréfica, entender o processo histérico de como surgiu a fungdo exponencial que

prosseguiu com o estudo das poténcias e da func@o exponencial.
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A proposta inicial, foi elaborada pensando em sua aplicacio dentro de uma Unidade Escolar
de Ensino Médio da Rede Estadual porém, em consequéncia da pandemia provocada pelo corona
virus que gerou a suspensdo das aulas em mar¢o de 2020, conforme Decreto Estadual, n® Decreto
n°® 19549 de 18/03/2020, nao houve a possibilidade de aplicar as situacdes problemas e assim nio
foi possivel gerar dados concretos sobre a eficicia e a eficiéncia da proposta aqui desenvolvida.

Acredita-se no entanto, que o trabalho com a resolu¢do de problemas contribui no desenvol-

vimento das habilidades de raciocinar e organizar dados matematicos.
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