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RESUMO

Esta dissertacdo consiste em uma revisao de literatura com o objetivo de compreender o papel
da Teoria dos Conjuntos nas propostas do Movimento da Mateméatica Moderna, que teve auge
nas décadas de 1960 e 1970. Foi realizado um estudo sobre as evolugdes da Matematica que
serviram como inspira¢do para o Movimento da Matematica Moderna. Buscou-se entender os
objetivos e as motivagdes desse movimento, bem como sua difusdo no Brasil. Relatou-se o
declinio do Movimento da Matematica Moderna, ocorrido em meados da década de 1970, e
apresentou-se o legado dessa iniciativa para o ensino da Matemdtica. Com base em livros di-
daticos e outras fontes, foi possivel entender que, nas propostas do Movimento da Matematica
Moderna, a Teoria dos Conjuntos representava uma forma de promover um tratamento uniforme
e rigoroso para a Matemadtica estudada na Educacdo Basica. Além disso, apresentou-se princi-
pais conceitos e resultados de tpicos da Teoria dos Conjuntos que passaram a ser tratados na
Educacgao Bésica por influéncia do Movimento da Matematica Moderna.

Palavras-chave: Ensino de Matematica. Movimento da Matematica Moderna. Teoria dos
Conjuntos.



ABSTRACT

This dissertation consists of a literature review which aims at understanding the role of Set
Theory in the proposals of the Modern Mathematics Movement, which reached its peak in the
1960s and 1970s. We studied the evolutions of Mathematics that served as inspiration for the
Modern Mathematics Movement. We tried to understand the objectives and motivations of the
movement, as well as its introduction in Brazil. We also related the demise of Modern Mathe-
matics Movement, which occurred in the mid-1970s, as well as the legacy of the movement
for the teaching of Mathematics. Based on textbooks and other sources, we concluded that Set
Theory was believed to promote a uniform and rigorous treatment for Mathematics in elemen-
tary school, middle school and high school. In addition, we presented the main concepts and
results on topics in Set Theory that were introduced in Basic Education curriculum by Modern
Mathematics Movement.

Keywords: Mathematics Teaching. Modern Mathematics Movement. Set Theory.
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1 INTRODUCAO

No Brasil e em diversos outros paises, a Teoria dos Conjuntos foi introduzida na Edu-
cacdo Basica a partir da década de 1960 por iniciativa do Movimento da Matemética Moderna.
Com o objetivo de fornecer a linguagem comum a diversas dreas da Matematica e permitir um
tratamento mais rigoroso da disciplina, a Teoria dos Conjuntos passou a exercer um papel cen-
tral no ensino da Matemética. Como consequéncia do Movimento da Matemética Moderna,
entre as décadas de 1960 a 1980 e até mais recentemente, os simbolos e termos relacionados
aos conjuntos estiveram presentes desde os primeiros anos de escolaridade para boa parte dos
estudantes.

Dessa forma, buscamos neste trabalho entender as motivagdes para a insercdo da Teoria
dos Conjuntos na Educagdo Basica e a abordagem desse assunto nas propostas do Movimento
da Matematica Moderna. Para tanto, realizamos uma revisao de literatura com base em arti-
gos, livros e trabalhos académicos, além de materiais diddticos que foram desenvolvidos em
conformidade com as propostas do Movimento da Matematica Moderna.

Dado que as propostas de moderniza¢do do ensino tiveram como inspiracio as evolu-
coes da Matematica ocorridas nos séculos XIX e XX, buscamos, no Capitulo 2, apresentar o
histérico do desenvolvimento do que podemos considerar como Matematica Moderna, que pos-
sui como caracteristicas a abstracdo, a fundamentagdo légica, a €énfase em estruturas e o uso da
linguagem da Teoria dos Conjuntos. No Capitulo 2, também apresentamos a origem e desenvol-
vimento da Teoria dos Conjuntos, que teve grande importancia para a evolucdo da Matematica
e o Movimento da Matematica Moderna.

O Capitulo 3 traz as origens e motivacdes do Movimento da Matematica Moderna, além
de descrever como essa iniciativa foi difundida no Brasil ainda na década de 1960. No Capitulo
4, buscamos entender o papel da Teoria dos Conjuntos no Movimento da Matemdtica Moderna
em todos os niveis da Educacdo Bdasica. Para compreender melhor esse assunto, analisamos
a abordagem da Teoria dos Conjuntos em alguns livros e manuais pedagdgicos alinhados as
propostas do Movimento da Mateméatica Moderna. O Capitulo 5, por sua vez, trata do declinio e
das consequéncias do Movimento da Matemética Moderna. Por fim, no Apéndice A, é possivel
consultar defini¢cdes e proposi¢cdes de tépicos da Teoria dos Conjuntos que foram introduzidos

na Matematica da Educagdo Bésica por iniciativa do Movimento da Matemadtica Moderna.



2 0 QUE E MATEMATICA MODERNA

No século XIX e no inicio do século XX, a Matematica passou por evolucdes que mo-
dificaram profundamente a compreensdo sobre a natureza do conhecimento dessa disciplina
(STONE, 1961, p. 716). Neste capitulo, buscamos mostrar as origens das principais caracteris-
ticas do que podemos chamar de Matematica Moderna.

Conforme Boyer e Merzbach (2011, p. 548), no século XIX, o desenvolvimento da
Matematica foi impulsionado pelo crescimento do nimero de periddicos, associacdes e depar-
tamentos académicos destinados ao estudo dessa ciéncia. Nessa €poca, o trabalho de diversos
pesquisadores contribuiu para o surgimento de uma concep¢cdo moderna para a Matematica,
que passou a ser entendida como uma disciplina abstrata, fundamentada logicamente e inde-
pendente de aplicacdes praticas (PHILLIPS, 2014; STONE, 1961). Stone (1961, p. 718) aponta
que o principal fator que levou a essa nova compreensao da Matemadtica foi o desenvolvimento
das Geometrias Nao Euclidianas, da Algebra Moderna e da Légica.

Segundo Stone (1961, p. 718), as Geometrias Nao Euclidianas, desenvolvidas por ma-
temdticos como Bolyai, Gauss e Lobachevski, contribuiram para que a Matematica fosse enten-
dida como uma drea de estudo abstrata e autossuficiente. Conforme Dieudonné (1990, p. 214),
as Geometrias Nao Euclidianas surgiram das tentativas de se provar o quinto postulado da Geo-
metria Euclidiana, conhecido como postulado das paralelas. Utilizando o método da reducdo ao
absurdo, os matemadticos passaram a buscar alguma contradi¢do que poderia surgir a partir da
negacdo desse postulado. Entretanto, “[...] repetidos insucessos acabaram por convencer varios
matematicos de que nunca se chegaria a contradi¢do procurada, e que havia portanto lugar em
Matemdtica para virias geometrias diferentes” (DIEUDONNE, 1990, p. 216).

Ademais, o processo de axiomatizagio e abstragio da Algebra, ocorrido nos séculos
XIX e XX, evidenciou as possibilidades de se trabalhar ndo apenas com um sistema numérico,
mas também com sistemas mais gerais, formados por elementos abstratos que se relacionam de
formas bem definidas (STONE, 1961, p. 718). Conforme Pinter (2015), esses sistemas com-
partilham certas caracteristicas entre si, apesar de possuirem naturezas diferentes. Na Algebra,
a percepc¢ao de que sistemas distintos possuem caracteristicas em comum se relaciona ao con-
ceito de estrutura, que possui grande importancia na Matemdtica Moderna. Conforme Pinter
(2015), a Algebra Moderna é caracterizada pelo estudo e comparagio de estruturas, bem como

a compreensio das relacdes existentes entre elas.
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O desenvolvimento de novas técnicas e conceitos na Ldgica entre o fim do século XIX
e inicio do século XX também contribuiu para a formacdo da concep¢ao moderna para a Ma-
tematica. Entre os principais avangos ocorridos na Logica nesse periodo, Stone (1961, p. 719)
elenca o surgimento da Teoria dos Conjuntos e o desenvolvimento da Légica Simbdlica. Outra
contribui¢do importante foi feita por Alfred North Whitehead e Bertrand Russell, autores que,
na obra Principia Mathematica, de 1911, mostraram como a Ldgica, associada aos conceitos
de fun¢do e conjuntos, poderia ser utilizada como base para definir os demais conceitos da
Matematica (STONE, 1961, p. 719).

O avanco do processo de abstracdo da Matematica e da formalizacao de conceitos tam-
bém € consequéncia do desenvolvimento da Andlise, que € um ramo da disciplina que lida
principalmente com processos matematicos infinitos (BARONI; OTERO-GARCIA, 2014, p.

7). Para Baroni, Teixeira e Nobre (2009), a Andlise deve ser compreendida

[...] ndo apenas como uma tentativa de fornecer rigor e fundamento ao Calculo,
mas como um conjunto de objetos histdrico-mateméaticos que criaram necessi-
dades que ndo existiam, e para elas dispensaram esfor¢os que culminaram em
uma crise de fundamentos e no estabelecimento de novas concepgdes. (BA-
RONI; TEIXEIRA; NOBRE, 2009, p. 181 apud BARONI; OTERO-GARCIA,
2014, p. 7).

Devido as contribui¢des mencionadas, Stone (1961, p. 717) afirma que a Matemaética
Moderna pode ser entendida como o estudo de sistemas construidos sobre objetos abstratos
que estdo relacionados de formas escolhidas arbitrariamente, mas ainda assim bem definidas.
A partir dessa caracterizagdo e da comparagao entre as estruturas presentes em diferentes sis-
temas, constatou-se que o conhecimento matemadtico apresenta um carater unificado, tornando
perceptivel a correspondéncia entre dreas da Matematica que anteriormente pareciam nao estar
relacionadas (STONE, 1961).

Dessa forma, com a concep¢do moderna para a Matemadtica, a divisdo tradicional em
diversas dreas de estudo foi profundamente modificada. Segundo Pinter (2015), sistemas como
nimeros inteiros, nimeros complexos e matrizes passaram a ter seus aspectos particulares iso-
lados, postos na forma axiomdtica e estudados de forma abstrata. De acordo com Dieudonné
(1990), a partir do século XIX, quando as relacOes entre objetos matematicos passaram a ser
enfatizadas em detrimento da natureza desses, passou-se a relativizar a divis@o tradicional da
Matematica, que anteriormente delegava “[...] nimeros inteiros para a Aritmética, equacdes
para a Algebra, espaco e figuras para a Geometria, funcdes para a Andlise” (DIEUDONNE,
1990, p. 143).
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As caracteristicas da Matemética Moderna foram exploradas na obra de um grupo de
matematicos franceses publicada sob o pseudonimo Nicolas Bourbaki. O grupo foi idealizado
em 1934 por André Weil e Henri Cartan, que inicialmente pretendiam escrever um livro de
Andlise para ser utilizado em universidades francesas. Entretanto, o grupo passou a se dedicar
a escrita da colecdo Eléments de Mathématique, que tinha o objetivo de oferecer uma descricio
axiomadtica completa para as principais dreas da Matematica (BURTON, 2011; CARTAN, 1980,
p. 748).

O trabalho de Bourbaki influenciou muitos matemdticos e se tornou um expoente para
a Matemdtica Moderna, servindo de inspiragdo para o processo de renovacdo do ensino da
disciplina iniciado no fim da década de 1950. De acordo com Cartan (1980, p. 179), muitos
dos termos e notacdes empregados na Matemdtica atual foram introduzidas por esse grupo.
A obra de Bourbaki foi organizada de forma que um conceito ou resultado somente poderia
ser utilizado se fosse definido ou demonstrado previamente (CARTAN, 1980, p. 178). Nesse
sentido, Eléments de Mathématique se inicia com um livro publicado em 1939 sobre a Teoria
dos Conjuntos, que fornece a base para a linguagem utilizada em toda a colecao (BOURBAKI,
2004, p. 9).

Bourbaki emprega o método axiomdtico para organizar objetos matemadticos a partir de
um ndmero reduzido de conceitos (BOURBAKI, 2004, p. 9). Conforme Pinter (2014, p. 18),
o método axiomatico foi popularizado na obra Elementos, de Euclides, datada de cerca de 300
a.C. Para Euclides, os axiomas eram afirmacdes inquestionavelmente verdadeiras. Atualmente,
entende-se por axioma toda afirmacdo utilizada como premissa em um argumento e considera-
se que um sistema € axiomdtico se determinadas proposi¢cdes sdo escolhidas como axiomas e
as demais sdo consequéncias logicas desses axiomas € de um conjunto de regras de inferéncias
estabelecido (PINTER, 2014). Além disso, os axiomas escolhidos devem ser formulados com
clareza e as dedugdes feitas a partir deles devem ser suficientemente explicitas para que nao seja
necessario nenhum tipo de apelo a intui¢do (PINTER, 2014, p. 18).

A abordagem empregada por Bourbaki enfatizava as estruturas e classes, em vez das
caracteristicas particulares dos objetos estudados (PHILLIPS, 2014, p. 550). A ideia de que

uma estrutura € a base de uma teoria matematica

[...] é a consequéncia da constata¢do de que aquilo que desempenha o papel
primordial numa teoria s@o as relacdes entre os objetos matemdticos que ai
figuram, antes da natureza destes objetos, e que, em duas teorias diferentes,
pode acontecer que haja relagdes que se exprimem da mesma maneira nas duas
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teorias; o sistema destas relacdes e as suas “correspondéncias” € uma mesma
estrutura “subjacente” as duas teorias. (DIEUDONNE, 1990, p. 118)

Para Sangiorgi (1959 apud VALENTE, 2008), a principal diferenga entre a Matematica
Classica e a Matematica Moderna reside no fato de que a primeira tem como base conceitos re-
lativamente simples, como numeros inteiros, pontos e retas, enquanto a segunda se fundamenta
em estruturas matemdticas, como as descritas por Bourbaki. Jean Dieudonné (1990), matema-
tico que colaborou na obra do grupo Bourbaki, se refere & Matematica Classica como aquela
formada por todos os resultados conhecidos antes do século XIX.

Na obra de Bourbaki, destacam-se as estruturas algébricas, topoldgicas e de ordem, que
sdo encontradas em diferentes dreas da Matematica. Conforme Abe (1989, p. 117), as estru-
turas algébricas, como grupo e anel, sdo formadas por conjuntos sobre os quais se definem
certas operagdes. As estruturas topoldgicas estdo relacionadas a no¢des como continuidade,
vizinhanca e limite. Por fim, as estruturas de ordem sdo identificadas quando € possivel esta-
belecer uma relacao bindria de ordem, satisfazendo as propriedades reflexiva, antissimétrica e
transitiva, como acontece na Algebra de Boole e em conjuntos totalmente ordenados. De acordo
com Cartan (1980, p. 177), nos niimeros reais, as estruturas algébricas sdo definidas pelas ope-
racoes aritméticas de adicao e multiplicag¢do, enquanto as estruturas de ordem e topoldgicas sdao
identificadas em relacdes de desigualdades entre nimeros desse conjunto e na no¢ao de limite,
respectivamente.

Bourbaki (1968) descreve a forma como o conceito de estrutura passou a ser utilizado

na Matematica:

E, portanto, tentador asseverar que a moderna nogio de ‘estrutura’ existia subs-
tancialmente por volta de 1900, mas de fato outros trinta anos de preparacio
se evidenciaram necessarios, antes de sua completa apari¢do. Certamente, ndo
¢ dificil reconhecer estruturas da mesma espécie quando elas sdo de natureza
suficientemente simples; com as estruturas de grupo, por exemplo, isto se al-
cancou em meados do século XIX. Porém, no mesmo periodo, Hankel estava
ainda lutando, sem sucesso total, para extrair as idéias gerais de corpo e de
extensdo de corpo, que ele manejou para expressa-las apenas na forma semi-
metafisica de um principio de permanéncia [...], € que foram definitivamente
formuladas por Steinitz quarenta anos depois. Mostrou-se especialmente difi-
cil se escapar do sentimento de que os objetos matematicos sdo ‘dados’ junto
com suas estruturas, e tardou diversos anos de andlise funcional para fazer
com que os matematicos se familiarizassem com a idéia de que, por exemplo,
existem varias topologias ‘naturais’ no conjunto dos nimeros racionais e va-
rias medidas na reta real. Com esta dissociac¢do, a passagem a defini¢do geral
de estrutura [...] se efetuou finalmente. (BOURBAKI, 1968, p. 317-18 apud
ABE, 1989, p. 114).
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Como exposto anteriormente, a concep¢ao moderna para a Matemadtica estd fortemente
associada a nocao de estrutura, a qual, pelo menos no sentido mais usual, surge a partir de
relacOes entre conjuntos. Conforme Abe (1989, p. 117), “[...] uma estrutura matemaética se
origina quando se definem certas funcdes, relacdes ou colecdes de conjuntos, a partir de certos
conjuntos basicos dados”.

Além de ser fundamental para o estudo de estruturas, a Teoria dos Conjuntos possui
uma grande importancia para a Matemdtica Moderna, pois € a base da linguagem utilizada em

diversas dreas da disciplina:

Desde os tempos de Cantor, muitas disciplinas novas surgiram, como a To-
pologia, a Algebra Abstrata, a Teoria da Medida e Integragdo, a Teoria da
Probabilidade, a Andlise Funcional e outras mais. E em todas essas disciplinas
— que ao contrdrio de estanques e separadas, no mais das vezes se entrelacam
por meio de fronteiras indistinguiveis — em todas elas a linguagem, a notacao
e os resultados da Teoria dos Conjuntos se revelaram instrumento natural de
trabalho, a ponto de ser impossivel conceber o desenvolvimento de toda essa
Matematica sem a utilizagio de conjuntos. (AVILA, 2010, p. 82).

2.1 O desenvolvimento da Teoria dos Conjuntos

Nesta secdo, serd apresentado um breve histérico do desenvolvimento da Teoria dos
Conjuntos. Conforme Dieudonné (1990), a no¢do de conjunto sempre esteve implicita na Ma-

tematica:

A ideia de reunir objetos da mesma natureza numa “colecio” é sem divida tdo
antiga como a linguagem, passando-se o0 mesmo para a noc¢ao de “parte” de um
“todo” que pode ser uma cole¢@o de objetos ou uma “extensdo” como o plano
ou o espaco. A necessidade de compreender e de utilizar estas nogdes aparece,
no inicio das matemadticas gregas, na famosa “noc¢do comum” de Euclides,
enunciando que “o todo € maior do que a parte”. [...] Os matematicos de todos
os tempos ndo podiam por outro lado deixar de referir os conjuntos formados
pelos objetos que eles consideram, e as partes desses conjuntos, sob varios
nomes: “lugares geométricos” de pontos do plano que satisfacam a uma dada
propriedade; “classes” de nlimeros ou de formas quadréticas em Euler e Gauss;
“subgrupos” para Cauchy e Galois [...]. (DIEUDONNE, 1990, p. 147).

Contudo, o estudo sistematizado desse assunto teve inicio apenas no fim do século XIX,
a partir das contribui¢des de Georg Cantor. Nascido na Russia, mas filho de dinamarqueses,
Cantor estudou e trabalhou em universidades da Alemanha, onde inicialmente desenvolveu es-
tudos sobre Teoria dos Numeros e Trigonometria (BURTON, 2011, p. 677). Segundo Pinter

(2014), o trabalho com séries trigonométricas levou Cantor a estudar alguns conjuntos de nu-

meros reais e, posteriormente, observar que algumas propriedades presentes neles poderiam ser
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generalizadas, formando a base do que hoje conhecemos como Teoria dos Conjuntos. Con-
forme Burton (2011, p. 677), considera-se como marco inicial da Teoria dos Conjuntos um
artigo publicado por Cantor em 1874 a respeito dos niimeros reais algébricos.

De acordo com Pinter (2014), a teoria desenvolvida por Cantor ndo foi imediatamente
aceita pelos matematicos da época, pois apresentava resultados contraintuitivos a respeito da
ideia de infinito, como a enumerabilidade dos nimeros racionais. No entanto, na década de
1890, alguns conceitos da teoria comegaram a ser utilizados em diversas dreas da Matemitica,
principalmente na Andlise. Ainda no fim do século XIX, Dedekind e outros mateméticos apon-
taram que a Teoria dos Conjuntos poderia apresentar um papel fundamental, permitindo um
tratamento unificado para diversas dreas da Matematica.

Segundo Pinter (2014), desde a antiguidade, acreditava-se que seria possivel unificar a
Matematica a partir de um nimero reduzido de principios. Da época de Euclides até a Idade
Média, acreditava-se que a Geometria era a base de toda a Matematica. No século XIX, ma-
temdaticos como Weierstrass e Dedekind sugeriram que esse papel seria desempenhado pela
aritmética dos nimeros naturais. No entanto, em 1888, Dedekind observou que o conceito de
numeros naturais poderia ser obtido a partir da Teoria dos Conjuntos. Para tanto, associa-se
ao zero o conjunto vazio, denotado por &. O nimero 1 corresponderia ao conjunto {&}, cujo
tnico elemento é o conjunto vazio. O nimero 2 seria representado pelo conjunto {0, 1}, e
assim sucessivamente. A partir desse raciocinio, todas as propriedades dos nimeros naturais
poderiam ser demonstradas utilizando essas defini¢des e outros conceitos bdsicos da Teoria dos
Conjuntos (PINTER, 2014).

No fim do século XIX, a Teoria dos Conjuntos passou a ser aceita por boa parte dos
matematicos e apontada por muitos como o fundamento para toda a Matemadtica. Entretanto,
nesse mesmo periodo, a descoberta de alguns paradoxos colocou em duvida a validade da teo-
ria desenvolvida por Cantor. Avila (2010) afirma que os principais problemas com a teoria de
Cantor estavam associados a prépria defini¢do de conjunto. Cantor conceituou conjunto como
“qualquer cole¢ao numa totalidade M de objetos distintos, produtos de nossa intui¢do ou pen-
samento. Esses objetos sdo chamados elementos de M” (AVILA, 2010, p. 73). A partir dessa
defini¢do, tornam-se admissiveis conceitos como ‘“‘conjunto de todos os conjuntos” e “conjun-
tos que sdo elementos de si proprios”. Um exemplo desse ultimo tipo € o conjunto das ideias

abstratas, que €, em si, uma ideia abstrata (AVILA, 2010).
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Conforme Burton (2011, p. 678), paradoxos sdo contradicdes que surgem a partir de
raciocinios aparentemente validos. De acordo com Pinter (2014), um dos paradoxos mais co-
nhecidos envolvendo a Teoria dos Conjuntos foi apresentado inicialmente pelo matematico e
filésofo Bertrand Russell no inicio do século XX. Nesse paradoxo, consideramos o conjunto
A, formado por todos os conjuntos que ndo sao elementos de si proprios. Assim, seria A um
elemento de si proprio? Se A ndo € um elemento de si proprio, entdo A satisfaz a definicdo e,
portanto, ¢ um elemento de A. Porém, se A € um elemento de A, entdo, pela definicdo, deve
ser um conjunto que ndo € elemento de si proprio. Dessa forma, conclui-se que A € elemento
de si proprio se, e somente se, ndo for elemento de si proprio, o que é evidentemente uma
contradicao.

Pinter (2014) afirma que os paradoxos da Teoria dos Conjuntos indicavam que as ideias
de Cantor, em particular a definicdo para conjunto elaborada por ele, ndo apresentavam a con-
sisténcia necessdria para uma teoria matematica — especialmente para uma teoria que era apon-
tada como o fundamento de toda a disciplina. A eliminagdo de alguns conceitos e definicdes
ndo resolveu o problema de forma satisfatéria. Assim, os matematicos da época sugeriram que
a Teoria dos Conjuntos deveria ser reformulada a partir do método axiomaético.

Também conforme Pinter (2014), os axiomas da Teoria dos Conjuntos deveriam ser
escolhidos de forma que os principais resultados obtidos por Cantor pudessem ser provados e
que os paradoxos fossem eliminados. A primeira axiomatiza¢do da Teoria dos Conjuntos foi
publicada por Ernst Zermelo em 1908. Com a incorporagdo de algumas modificagdes propostas
por Fraenkel e Skolen, o sistema de Zermelo se popularizou e ainda é muito utilizado nos dias de
hoje. Na forma axiomatizada da Teoria dos Conjuntos, os termos ‘“conjunto” e “elemento” sao
tomados sem definicao e as propriedades que envolvem esses conceitos sdo dadas por axiomas.

Zermelo percebeu que alguns paradoxos da Teoria dos Conjuntos seriam eliminados se

nao fosse permitida a consideragdo de conjuntos sem quaisquer restricoes:

Em suas consideragdes sobre os paradoxos, notadamente os de Cantor e de
Russell, Zermelo percebeu que duas coisas ndo poderiam coexistir: a consi-
deragdo livre de conjuntos, como o conjunto universal, e a caracteriza¢do de
um conjunto por uma propriedade de seus elementos (sem maiores restricoes).
Ora, esta tltima considerag@o era muito natural e ndo deveria ser descartada.
Zermelo optou pela impossibilidade de se considerar conjuntos sem qualquer
restricdo, como no caso do conjunto de todos os conjuntos, ou o conjunto de
todos os conjuntos que ndo pertencem a si mesmos. Ele teve a intui¢do de que
seria possivel considerar conjuntos infinitos, porém, sempre a partir de algum
conjunto preexistente. (AVILA, 2010, p. 77).
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Assim, Zermelo prop0s que uma condi¢do ndo poderia ser usada para criar novos con-
juntos, mas somente para selecionar de um conjunto preexistente os elementos que satisfazem
essa condicao. Essas restricdes propostas por Zermelo sdo asseguradas pelo axioma da especi-
ficacdo, que pode ser enunciado da seguinte forma: “dados um conjunto A e uma propriedade
P(x), existe um conjunto M cujos elementos sdo os elementos de A que satisfazem a propriedade
P(x)” (AVILA, 2010, p. 77).

Ainda segundo Avila (2010), com a inclusdo do axioma da especificacdo, ndo sio mais
permitidas consideracdes como ““o conjunto de todos os conjuntos que nao pertencem a si mes-
mos”. Por outro lado, “o conjunto das raizes reais da equacao X 4+3x+2=0", que é um
conjunto formado pela selecao de elementos do conjunto dos nimeros reais que satisfazem a
equacao, ¢ um conjunto perfeitamente vilido e bem definido.

Entretanto, o axioma da especificagao ndo elimina alguns paradoxos associados aos con-
juntos e que decorrem das imprecisoes da linguagem corrente. Com base em Pinter (2014), em
uma forma do paradoxo de Berry, consideramos 7 como o conjunto formado por todos os nime-
ros naturais que podem ser descritos com menos de vinte palavras na lingua portuguesa. Como
ha um nimero finito de palavras na lingua portuguesa, o niimero de arranjos que podemos fazer
com menos de vinte palavras € finito. Assim, o conjunto 7 € finito e existem nimeros naturais
que sdo maiores que qualquer elemento de 7. Logo, hd um “menor nimero natural que ndo
pode ser descrito com menos de vinte palavras na lingua portuguesa”. No entanto, descrevemos
esse numero com apenas dezesseis palavras e, portanto, ele € um elemento de 7.

Para evitar ambiguidades e imprecisdes como as que originam o paradoxo de Berry, os
matematicos Fraenkel e Skolen propuseram em 1922 que a linguagem corrente fosse banida da
Matemaética e substituida pela linguagem 16gica formal, que € composta por simbolos e regras
de sintaxe de significado tinico e bem definido (AVILA, 2010, p. 79).

Conforme Pinter (2014), o sistema axiomadtico desenvolvido por Zermelo, Fraenkel e
Skolen apresenta a desvantagem de restringir a maneira como formulamos conjuntos. Todavia,
esse sistema preserva os principais resultados obtidos por Cantor, a0 mesmo tempo em que im-
pede o surgimento de paradoxos que colocavam sob questionamento a fundamentagdo 16gica da
Teoria dos Conjuntos. Posteriormente, conforme Abe (1989, p. 119), surgiram outros sistemas
axiomaéticos para esse ramo da Matematica, resultando em diferentes Teorias dos Conjuntos que

ndo sdo equivalentes entre si.
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3 ORIGEM E DIFUSAO DO MOVIMENTO DA MATEMATICA MODERNA

Nos dltimos anos, observou-se um aumento no nimero de pesquisas sobre o Movimento
da Matematica Moderna (MMM) no Brasil. Entre essas iniciativas, encontra-se o trabalho dos
pesquisadores do GHEMAT (Grupo Associado de Estudos e Pesquisas sobre Historia da Edu-
cacdo Matemdtica), que desde 2004 realiza estudos sobre a histéria do ensino da Matemadtica
(GHEMAT, 2021b).

Segundo Valente (2006, p. 28), o primeiro estudo sobre o Movimento da Matematica
Moderna no Brasil foi a tese de doutorado de Beatriz D’ Ambrosio, intitulada The Dynamics
and Consequences of the Modern Mathematics Reform Movement for Brazilian Mathematics
Education. Defendido em 1987 na Universidade de Indiana, nos Estados Unidos, esse trabalho
contribuiu principalmente para a compreensdo da influéncia estrangeira sobre o Movimento da
Matemaética Moderna no Brasil (VALENTE, 2006, p. 28).

Os estudos posteriores ajudaram a entender o idedrio e, em menor grau, as praticas
pedagoégicas do MMM que ocorreram efetivamente nas escolas brasileiras (VALENTE, 2006,
p. 31). Todavia, muitas dificuldades impedem a compreensao do real impacto do Movimento

da Matematica Moderna:

Os cadernos de alunos de outros tempos, os materiais pedagégicos de profes-
sores, as provas, ndo estdo disponiveis, uma vez que costumam ser descartados
depois do uso; some-se, ainda, o fato de que os documentos dos arquivos das
escolas, além de ndo estarem organizados, acabam excluidos, em virtude da
legislacdo, que costuma fixar um tempo méaximo de guarda dos papéis nas
instituicdes. Os livros didéaticos antigos sdo dificilmente encontrdveis, pois,
tradicionalmente, ndo sdo pensados como fontes de pesquisa. Nossos préprios
materiais escolares tendem a ser descartados em razao, por exemplo, de es-
pacos cada vez menores nas moradias. Enfim, a obtencdo dos testemunhos
de cotidianos escolares passados transforma-se num grande problema. (VA-
LENTE, 2006, p. 23).

Assim, ainda hd muito o que discutir e analisar a respeito do Movimento da Matemaética
Moderna. Neste capitulo, iremos tratar das origens e objetivos do MMM, bem como sua difusdo

no Brasil.

3.1 Origens e motivacoes do Movimento da Matematica Moderna

O Movimento da Matemdtica Moderna foi um processo internacional de reformulacao
dos curriculos escolares da disciplina de Matematica iniciado no fim da década de 1950. Nessa

época, o ensino da Matematica passou por modificacdes em diversos paises. Entretanto, as
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reformas desenvolvidas nos Estados Unidos foram as que mais influenciaram a modernizagao
do ensino de Matematica ocorrida na América Central e América do Sul na década de 1960
(PHILLIPS, 2015, p. 12).

No contexto da Guerra Fria, acreditava-se que uma reformulacao no ensino era necessa-
ria para incentivar o desenvolvimento cientifico e tecnolégico nos Estados Unidos. Alguns au-
tores, como Phillips (2015) e Kline (1976), relacionam a repercussao do langamento do satélite
soviético Sputnik, em 1957, ao fortalecimento de projetos de renovacao do ensino preexistentes
nos Estados Unidos, que passaram a receber apoio e financiamento governamentais. Também
em outras fontes, encontramos a associacdo da eclosdo do Movimento da Matemdtica Moderna

ao lancamento do Sputnik:

Durante os primeiros anos da década de 50, varios projetos comegaram a ser
desenvolvidos, tendo em vista a melhoria do ensino secunddrio, especialmente
por meio da adequacdo a realidade da universidade e aos avancgos tecnolégicos.
Mas foi um fato néo ligado diretamente a situag@o escolar dos Estados Unidos
que acabou acelerando as propostas pedagdgicas americanas e desencadeando
um movimento internacional de moderniza¢do. O langamento, em 1957, do
primeiro foguete soviético — o Sputnik — levou o governo americano a tomar
consciéncia de que, para resolver o problema da clara desvantagem tecnoldgica
existente em relag@o aos russos, era necessdrio repensar o ensino de matema-
tica e o de ci€ncias. (MIORIN, 1998, p. 108 apud ALVES; SILVEIRA, 2017,
p. 10).

Conforme Phillips (2015), nos Estados Unidos, a renovacdo do ensino de Matemdtica
iniciada na década de 1950 foi conduzida principalmente pelo School Mathematics Study Group
(SMSG). Formado por matematicos e professores da Educacdo Bésica, o SMSG buscava ini-
cialmente atrair estudantes para o estudo da Matemdtica. Ainda segundo Phillips (2015, p. 3),
o objetivo do SMSG nio era incentivar a formacdo de pesquisadores na drea, mas propiciar
ao maior numero de estudantes possivel uma boa instrucdo em Matemadtica, possibilitando o
exercicio inteligente da cidadania e a compreensdo do papel dessa ciéncia na sociedade.

Phillips (2015, p. 13) afirma que, devido aos avancos da Matematica ocorridos no século
XIX e no inicio do século XX, os proponentes da modernizacdo do ensino acreditavam que
a natureza do conhecimento matemdtico havia mudado. Segundo esse autor, alegava-se que
o ensino tradicional, que enfatizava a memorizagdo e a repeticdo mecanizada de algoritmos,
fazia com que os estudantes desenvolvessem uma concep¢ao equivocada e limitada sobre a
Matematica. Assim, um dos principais propésitos do Movimento da Matemadtica Moderna era

“[...] refletir o espirito da Matematica contemporanea que, gragas ao processo de algebrizagdo,
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tornou-se mais poderosa, precisa e fundamentada logicamente” (FIORENTINI, 2009, p. 13-
14).

O Movimento da Matematica Moderna defendia uma concepgdo para o ensino da disci-
plina radicalmente diferente daquela que prevalecia nas escolas. Phillips (2014, p. 551) afirma
que, de acordo com as propostas do MMM, a Matemadtica Escolar deixaria de ser entendida
como um sistema composto por métodos para resolver problemas e passaria a configurar como
uma forma de raciocinar a respeito de elementos abstratos. Essa nova concepcao para o ensino
da Matematica envolveria a introducdo de termos derivados de conceitos da Teoria dos Con-
juntos, que havia assumido um papel de destaque na Matemaética por permitir um tratamento
rigoroso e unificado em diferentes dreas da disciplina.

A mudanca da linguagem matematica empregada na Educac@o Bésica contribuiria para
a formulagao de raciocinios mais precisos, possibilitando a compreensao de procedimentos que
até entdo eram feitos de forma mecanizada pelos estudantes (FIORENTINI, 2009, p. 13). Por
esse motivo, a linguagem era uma das principais preocupacdes do Movimento da Matematica

Moderna:

Alids, o nome de Matemética Moderna apresenta-se, a rigor, indevidamente,
pois na realidade nao se objetiva ensinar um programa completamente dife-
rente daqueles tradicionalmente conhecidos. O que se deseja essencialmente
com modernos programas de Matematica, e esta seria a expressao mais aconse-
lhavel, ¢ modernizar a linguagem dos assuntos considerados imprescindiveis a
formacdo do jovem estudante, usando os conceitos de ‘conjunto’ e ‘estrutura’.
(SANGIORGI, 1962, p. 3 apud BURIGO, 1989, p. 123).

Dessa forma, conclui-se que, apesar de ter introduzido nos curriculo escolares temas
como as bases de numeracdo, no¢des de Ldgica, transformagdes geométricas e outros assuntos,
a maior preocupacdo do MMM era dar um tratamento mais l6gico e estruturado aos conteidos
tradicionalmente ensinados na Educacdao Béasica (LAMPARELLI, 2018, p. 267). Com essas
mudancas, buscava-se também reduzir a lacuna entre a Matemaética Escolar e a Matemdtica dos
cursos universitdrios, imprimindo o rigor e a linguagem resultantes da evolucdo da disciplina

nos séculos XIX e XX:

O sentido de aproximagdo ou adaptacdo a matemadtica universitdria expressou-
se com particular veeméncia em algumas énfases presentes no discurso do
movimento, relativas ao rigor, a precisao da linguagem e a corre¢cdo matema-
tica das abordagens pedagégicas; as generalizacdes e a unidade da matemaética
como disciplina académica; a compreensao das relagdes de necessidade e pos-
sibilidade entre axiomas e proposicdes decorrentes. (BURIGO, 2006, p. 39).
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O processo de modernizacdo do ensino da Matemética teve influéncia do trabalho do
grupo de matematicos franceses identificado como Nicolas Bourbaki e de teorias da aprendi-
zagem, sobretudo as desenvolvidas por Jean Piaget. O psic6logo suico Jean Piaget, que ndo se
envolveu diretamente na elaboragio as propostas do Movimento da Matematica Moderna (BU-
RIGO, 1989, p. 86), estabeleceu uma correspondéncia entre as primeiras operagdes por meio
das quais a crianga interagia com o mundo e as estruturas de ordem, algébricas e topoldgicas,
que tinham destaque na obra do grupo Bourbaki (CORRY, 1992). Piaget considerava que essa

correspondéncia deveria ser explorada em beneficio do ensino da Matemética:

Se o edificio matemadtico repousa sobre estruturas, que correspondem além
do mais as estruturas da inteligéncia €, entdo, sobre a organizacdo progressiva
dessas estruturas operatdrias que é preciso estar baseada a didatica matemética.
(PIAGET, et al. 1955, p. 32 apud VALENTE, 2008, p. 585).

De acordo com Alves e Silveira (2017, p. 20), a relacdo entre o tratamento moderno da
Matemitica, como o empregado por Bourbaki, e os estudos sobre a psicologia da aprendizagem
realizados por Piaget dava fundamentacdo ao MMM. Ainda segundo esses autores, essa funda-
mentagdo favoreceu a adesdo as propostas do Movimento da Matemética Moderna, pois dava
suporte aos argumentos de que elas contribuiriam para a superacdo de muitas das dificuldades

presentes no ensino da disciplina. Para Sangiorgi (1964),

Havia, pois, uma imperfeicdo 16gica na chamada Matemética tradicional, prin-
cipalmente por ndo utilizar a linguagem que a estrutura mental da crianca que-
ria ‘ouvir’ e que s6 era falada devidamente — guardadas as devidas propor¢des
na Matemadtica Superior, estudada nas Faculdades de Filosofia dentro do es-
pirito bourbakista. (SANGIORGI, 1964 apud BURIGO, 1989, p. 123 - 124).

Conforme Fiorentini (2009, p. 14), os entusiastas do Movimento da Matemética Mo-
derna acreditavam que a abordagem baseada em estruturas subjacentes da disciplina seria fa-
cilmente assimilada pelo aluno, capacitando-o para a aplicacdo de formas estruturadas de pen-
samento na Matemadtica e em outras dreas do conhecimento. Além disso, alegava-se que os
estudantes, ao terem contato a ideia de estrutura, perceberiam a Matemédtica como uma disci-
plina unificada, na qual definicdes e teoremas sdo dispostos em uma sequéncia légica (KLINE,
1976, p. 106).

Alguns dos integrantes do grupo Bourbaki se posicionavam publicamente a favor da
renovagdo do ensino da Matemadtica. Para Cartan (1980, p. 180), a nova concepcao para a
Matematica deveria influenciar o ensino dessa disciplina mesmo nos primeiros anos de escola-

ridade, etapa em que os conceitos que se revelaram fundamentais para a disciplina deveriam,
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segundo esse autor, ser apresentados em associagdo a exemplos concretos. Segundo Phillips
(2015, p. 51), Jean Dieudonné, outro membro do grupo Bourbaki, defendia que a Geometria
Euclidiana nio deveria ter a importancia que o ensino tradicional a atribuia, uma vez que do
desenvolvimento da Matematica emergiram conteidos e métodos mais relevantes e rigorosos.

Conforme Phillips (2015, p. 50), um dos principais argumentos para a modernizacao
dos curriculos era que as evolugdes internas da Matematica, se integradas a Educacdo Bésica,
permitiriam que os estudantes compreendessem topicos relativamente avangados da disciplina
sem a necessidade de perfazer todas as etapas empregadas no ensino tradicional. Isso seria
possivel porque os avangos ocorridos nos séculos XIX e XX teriam revelado métodos mais
diretos e eficientes para compreender a Matemaética.

Os defensores da modernizagdo acreditavam que a nova forma de ensinar Matematica
permitiria que um maior nimero de estudantes, ndo apenas os mais “‘capazes’, conseguisse com-
preender o conteudo da disciplina e formular raciocinios mais complexos (PHILLIPS, 2015, p.
92). Assim, as criticas a introdugdo precoce do formalismo nos ensinos Primério e Ensino
Secundario foram insuficientes para diminuir o otimismo com rela¢do a ado¢@o das propostas

(BURIGO, 1989, p. 154).

3.2 A difusio do Movimento da Matematica Moderna no Brasil

A divulgacdo do MMM no Brasil € atribuida principalmente ao Grupo de Estudos do
Ensino de Matematica (GEEM), que tinha base em Sao Paulo — SP e era presidido por Osvaldo
Sangiorgi (BURIGO, 1989, p. 16). O GEEM contava com a participacio de professores uni-
versitarios e da Educacdo Baésica, psicologos e pedagogos (PIRES, 2008, p. 17). Alguns dos
integrantes do GEEM eram autores de livros didaticos que contribuiram para a populariza¢ao
da Matemdtica Moderna no Brasil.

No Brasil, o Movimento da Matematica Moderna teve apoio de 6rgdos como o Ministé-
rio da Educacdo e a Secretaria de Educacio de Sdo Paulo (BURIGO, 1989). Contudo, Birigo
(2006, p. 45) considera que a introducdo do Movimento da Matematica Moderna no Brasil

ocorreu principalmente devido a iniciativas ndo governamentais:

O apelo do discurso do GEEM vinha, em parte, de sua condicdo de grupo de
professores, autbnomo em relacdo aos governos. Nao se tratava de mais um
programa de ensino redigido em gabinete ou imposto por uma escola as de-
mais. A incorporagdo de elementos da Matemdtica Moderna pelas propostas
curriculares oficiais foi precedida de muitos encontros e cursos de formagao
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de professores, de participacdo voluntaria e até mesmo militante. Nesse sen-
tido é que se pode falar verdadeiramente de um Movimento da Matemética
Moderna no Brasil ou, pelo menos, em Sdo Paulo. A relativa autonomia do
movimento ndo impediu que fosse aceito e incentivado pelos governos autori-
tarios instalados ap6s 1964. Num periodo de repressdo ao debate educacional
e as experiéncias de inovagdo pedagdgica, o Movimento da Matemética Mo-
derna contou com diversas modalidades de apoio oficial. (BURIGO, 2006, p.
45).

Conforme Valente (2008, p. 597), as propostas de modernizag¢do do ensino da Matema-
tica no Brasil se fortaleceram apos o estagio realizado por Osvaldo Sangiorgi no ano de 1960
nos Estados Unidos, onde ele teve contato com as iniciativas de reformulacio do ensino que
jé& estavam em andamento nas escolas desse pais. As acdes do GEEM, no Brasil, e do SMSG,
nos Estados Unidos, eram semelhantes. Ambos os grupos articularam a moderniza¢ao do curri-
culo por meio de congressos, cursos de aperfeicoamento de professores e producdo de materiais
didaticos.

Na dissertac@o de mestrado de Burigo (1989), encontram-se as descri¢des dos principais
congressos € conferéncias que contribuiram para a divulgacdo do Movimento da Matematica
Moderna no Brasil durante a década de 1960. Segundo essa autora, os cursos destinados a
professores da Educacdo Bdasica foram importantes para articular a moderniza¢do do ensino
da Matematica no pais, promovendo a formacdo de docentes em assuntos como Teoria dos
Conjuntos, Logica Matematica e Espacos Vetoriais.

O GEEM apresentou propostas como o documento Assuntos Minimos para um Moderno
Programa de Matemdtica para o Gindsio e para o Colégio, de 1965, que serviram de base para a
elaboracdo de livros didéticos. Segundo Burigo (2010, p. 285), o carater inovador das propostas
do GEEM nao residia na inclusdo de novos conteidos para a Educacao Bésica, mas na énfase
em conjuntos e estruturas. Assim, como mostra Valente (2008), os Assuntos Minimos para
um Moderno Programa de Matemdtica para o Gindsio e para o Colégio sugerem que a ideia
de conjunto deveria ser predominante no ensino de nimeros inteiros, operagdes fundamentais
e suas propriedades. Além disso, a linguagem da Teoria dos Conjuntos deveria ser usada no
ensino de outros conteddos.

A Matematica Moderna foi inserida no Brasil em um momento em que a educacio
era pouco acessivel as camadas mais pobres da populacio e os indices de evasdo e reprovagdo
escolares eram altos (BURIGO, 2006, p. 42). A Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional

de 1961 determinava que o Ensino Primario deveria ser ministrado para criangas a partir de sete

anos de idade em quatro séries anuais, enquanto o Ensino Secundario admitiria matriculas de
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criangas com onze anos completos ou que viessem a completar essa idade ao longo do ano
letivo. O Ensino Secunddrio era dividido nos ciclos Ginasial e Colegial, com duragdo de quatro
e trés anos, respectivamente (BRASIL, 1961). Ainda conforme a Lei de Diretrizes e Bases
da Educacgdo Nacional de 1961, o ingresso nos cursos secundérios dependia de aprovacdo em
exame de admissao no qual o candidato deveria demonstrar nivel satisfatério de conhecimento
dos contetidos do Ensino Primério.

Embora o GEEM néo apresentasse criticas ou se envolvesse em discussdes mais amplas
a respeito do sistema educacional vigente na época, seus integrantes acreditam que as propostas
defendidas contribuiriam para a democratiza¢dao do ensino de Matemadtica, que se tornaria mais
prazeroso, eficaz e acessivel aos estudantes, uma vez que a nova abordagem estaria em con-
corddncia com as estruturas de pensamento e os processos de aprendizagem (BURIGO, 2006;
BURIGO, 1989). Além disso, segundo os entusiastas da Matematica Moderna no Brasil, essas
propostas tornariam possivel uma integracio mais efetiva da Aritmética, Algebra e Geometria,
que haviam sido unificadas na disciplina de Matematica por iniciativa da Reforma Francisco
Campos, de 1931 (BURIGO, 1989, p. 123).

As diversas formas de divulgacdo da Matemdtica Moderna, associadas aos livros dida-
ticos que traziam a nova abordagem para a disciplina, fizeram com que as propostas do movi-

mento alcancassem diferentes localidades no Brasil:

Ainda que de forma confusa, a Matematica Moderna foi apropriada pela comu-
nidade escolar, primeiramente, pelos grandes centros do pais, posteriormente é
lentamente difundida nas escolas mais longinquas, a maioria delas recebendo-
a de sobressalto, via livro didatico. Carregada de simbolismos e enfatizando a
precisdo de uma nova linguagem, professores e alunos passam a conviver com
a Teoria dos Conjuntos, com as nog¢des de estrutura e de grupo. Trazendo as
promessas de um ensino mais atraente e descomplicado, em superacdo a ri-
gorosa matemadtica tradicional, no entanto, a Matemdtica Moderna, chega ao
Brasil com excessiva preocupagdo com a linguagem matematica e com a sim-
bologia dos conjuntos, deixando marcas ainda pouco desveladas pela histéria
da educagdo matematica. (PINTO, 2005, p. 9).

Conforme Valente (2006, p. 32), a acdo de grupos locais também contribuiu para a
interiorizacdo do MMM no Brasil. Entretanto, segundo esse autor, esses grupos se valiam de
diferentes influéncias internacionais, resultando em formas distintas de apropriacdo da Mate-

matica Moderna cujas particularidades constituem objetos de pesquisas recentes.
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4 O PAPEL DA TEORIA DOS CONJUNTOS NO MOVIMENTO DA MATEMATICA
MODERNA

Neste capitulo, buscamos entender o papel que a Teoria dos Conjuntos desempenhava
nas propostas do Movimento da Matematica Moderna. As principais defini¢des e proposi¢oes
da Teoria dos Conjuntos que sdo aqui mencionadas podem ser consultadas no Apéndice A desta
dissertagdo.

Ainda que a Teoria dos Conjuntos fosse até entdo tratada exclusivamente no Ensino
Superior, os proponentes do Movimento da Matemética Moderna defendiam a abordagem dos

conceitos mais basicos da teoria desde os primeiros anos de escolaridade. Para Papy (1966),

Todo professor de Matemadtica deve comegar reconhecendo um fato fundamen-
tal: a Matematica de hoje reencontrou sua unidade na universalidade do con-
junto. A nogdo usual de conjunto deve, portanto, ser introduzida e elaborada
tdo cedo quanto possivel (PAPY, 1966, p. 84).

Dessa forma, no Ensino Primario, o Movimento da Matematica Moderna nio se limitou
ao objetivo de introduzir métodos e praticas que garantissem que os alunos entendessem o0s
mecanismos por trds dos algoritmos ensinados tradicionalmente, embora esse fosse um dos
seus objetivos principais (PHILLIPS, 2015, p. 89 - 90). Ao contrério, segundo Alves e Silveira
(2017), o Movimento da Matematica Moderna trouxe uma abordagem totalmente nova para o
ensino de Aritmética, tendo como base as estruturas matematicas e a no¢do de conjunto.

Nas propostas do MMM, a introducdo da Teoria dos Conjuntos no Ensino Primario
representava uma forma de atingir a compreensao de conceitos de nimeros e operagdes, con-
teudos que “[...] deveriam ser trabalhados apds o desenvolvimento de exercicios com conjuntos,
os quais desenvolveriam nos alunos as estruturas de correspondéncia, seriacao e classificacdo”
(ALVES:; SILVEIRA, 2017, p. 16).

Conforme Phillips (2015, p. 82), a partir da representacao de colecdes de objetos, ani-
mais ou pessoas, a no¢ao de conjuntos era o primeiro conteido apresentado na disciplina de
Matemadtica no Ensino Primdrio. As criancas deveriam desenvolver a habilidade de distinguir
os objetos que pertenciam a um conjunto daqueles que nio pertenciam, além de reconhecer
que um elemento pode pertencer a conjuntos diferentes e que alguns conjuntos podem nao ter
elemento algum.

Apoés essa etapa, os estudantes deveriam aprender a comparar e ordenar conjuntos.
Ainda segundo Phillips (2015), para desenvolver as no¢des de maior, menor e igual, os pro-

fessores deveriam ensinar a estabelecer correspondéncias entre os elementos de dois conjuntos
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distintos e analisar se algum elemento ndo possuia par. Essas tarefas deveriam ser realizadas
sem que o aluno fizesse contagens ou representacdes numéricas. Quando dois conjuntos esti-
vessem em correspondéncia um a um (biunivoca) — ou seja, se cada elemento de um conjunto
pudesse ser associado a apenas um elemento do outro conjunto —, dizia-se que esses conjuntos
eram equivalentes (ou equipotentes). SO entdo o conceito de nimero deveria ser apresentado
aos alunos, sendo definido como a propriedade comum de conjuntos equivalentes e representado
por um simbolo chamado numeral.

As operagdes aritméticas também deveriam ser ensinadas usando nogdes de conjunto. A
adicao corresponderia a unido entre conjuntos, enquanto a subtracdo envolveria a separacao dos
elementos de um conjunto. De forma semelhante, a multiplicacdo poderia ser entendida como
um agrupamento de conjuntos equivalentes (PHILLIPS, 2015, p. 85).

De acordo com Pires (2008, p. 20), por influéncia do Movimento da Matematica Mo-
derna, o estudo sobre conjuntos passou a ser realizado no inicio de todas as séries escolares. O
ensino de alguns conceitos mais abstratos, como as relacdes entre conjuntos, era acompanhado
pelo uso de materiais como os blocos légicos, cartazes, flanelégrafos (quadro retangular reves-
tido com tecido utilizado para exposi¢c@o gravuras) e objetos diversos (PIRES, 2008; ARRUDA;
FLORES, 2010).

Conforme Arruda e Flores (2010, p. 417), os blocos 16gicos sdo um tipo de material ma-
nipulativo que, no contexto das propostas do Movimento da Matemdatica Moderna, permitiam
que o aluno se familiarizasse com as relacdes entre conjuntos, como as de pertinéncia, interse-
¢do, unido e inclusdo. Esse material é composto por pecas com diferentes formatos, tamanhos,
cores e espessuras, como se pode observar na Figura 4.1. Com os blocos l6gicos, poderia-se,
por exemplo, tomar como conjunto universo aquele formado por todas as pecas azuis, que po-
deriam ser usadas para formar subconjuntos, como o das pecas azuis e redondas (ARRUDA;

FLORES, 2010, p. 417).
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Figura 4.1 — Pecas do material conhecido como blocos 16gicos.

Fonte: Dahm (2012).

No Ensino Secundario, a Teoria dos Conjuntos foi utilizada para dar precisao a lingua-
gem e integrar as diferentes dreas da Matemadtica. As solu¢des de uma equagdo passaram a ser
tratadas como elementos de um conjunto-verdade, as figuras geométricas eram definidas usando
a linguagem da Teoria dos Conjuntos e as fun¢des eram apresentadas em termos de conjuntos

de pares ordenados e relacdes (KLINE, 1976, p. 110).

4.1 A Teoria dos Conjuntos em alguns dos livros e manuais didaticos da Matematica

Moderna

A linguagem da Teoria dos Conjuntos foi fortemente empregada nos livros didaticos e
manuais pedagdgicos editados no periodo em que o Movimento da Matemdtica Moderna exer-
cia grande influéncia na educacdo. Segundo Valente (2008, p. 603), os livros didaticos, especi-
almente os de autoria de Osvaldo Sangiorgi, desempenharam um papel crucial na popularizagcdo

da Matematica Moderna no Brasil:

Desde o primeiro estudo realizado sobre o Movimento da Matematica Mo-
derna no Brasil, fica claro o papel dos livros didaticos como veiculos privilegi-
ados da divulgacdo da nova proposta. Cabe aos manuais escolares “falar” dire-
tamente aos professores brasileiros, para além de debates e discussdes ocorri-
das em congressos e cursos. O livro didatico de matemética moderna vai, por
meio de sua circulacio e uso no cotidiano escolar, permitir a apropriacdo por
alunos e professores de uma nova matematica escolar. Aqui, novamente, estd
presente o pioneirismo de Osvaldo Sangiorgi. Seus novos livros didéticos de
matematica moderna tém um estrondoso sucesso editorial. (VALENTE, 2008,
p. 603).

Considerando a importancia dos livros didéticos para a difusdo das propostas do Movi-

mento da Matematica Moderna no Brasil e buscando compreender melhor como a Teoria dos
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Conjuntos era tratada pelo MMM, analisamos a abordagem sobre esse assunto nos seguintes

livros:

a) Curso Completo de Matemdtica Moderna para o Ensino Primdrio, Volume 1, de Tosca

Ferreira e Henriqueta de Carvalho, primeira edi¢@o, langado na década de 1960;

b) Matemdtica: Curso Moderno para os Gindsios, Volume 1, de Osvaldo Sangiorgi, edi¢do

de 1968;

¢) Matemdtica: Curso Moderno para os Gindsios, Volume 4, de Osvaldo Sangiorgi, edicdo

de 1967;

d) Matemadtica: Curso Moderno para o Segundo Ciclo, Volume 1, de Jacy Monteiro, Os-

valdo Sangiorgi e Renate Watanabe, edi¢do de 1970.

O livro da cole¢dao Curso Completo de Matemdtica Moderna para o Ensino Primdrio
foi obtido no Repositorio de Contetido Digital do GHEMAT (2021a), enquanto os demais livros
foram analisados em formato fisico. Cabe observar que as obras analisadas estdo de acordo com
as propostas do Movimento da Matematica Moderna expostas anteriormente € que os autores
Henriqueta de Carvalho, Osvaldo Sangiorgi, Jacy Monteiro e Renate Watanabe eram membros
do GEEM, o que pode ser verificado nas curtas biografias presentes no inicio desses livros. As-
sim, essas obras tendem a representar bem a forma como o Movimento da Mateméatica Moderna

apresentava e aplicava os conceitos da Teoria dos Conjuntos.

4.1.1 Curso Completo de Matematica Moderna para o Ensino Primario, Volume 1

A primeira edi¢do da colecdo Curso Completo de Matemdtica Moderna para o Ensino
Primdrio, de Tosca Ferreira e Henriqueta de Carvalho, ndo apresenta o ano de langamento, mas
infere-se que foi publicada na década de 1960 (GHEMAT, 2021a). A colecdo € destinada a
professores do Ensino Primdrio e seu primeiro livro apresenta a seguinte divisdo em capitulos:
Nocgdo de conjunto; Numero, Numeral, Algarismo; Adicdo e Subtracdo; Multiplicag¢do e Divi-
sdo; Entrosamento da Matemdtica com a Lingua Pdtria, Estudos Sociais, Ciéncias e Saiide;
Fatos Fundamentais da Multiplicacdo e Divisdo; Geometria; Recordagao.

O livro aborda o conteddo e a didética caracteristicos do Movimento da Matemaética

Moderna, como se observa a seguir:
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E nossa intengdo dotar o professor de tudo que de mais moderno h4, tanto na
diddtica como no material necessario a execucao dos planos por nés levados
a efeito nesta obra. Dentro das necessidades do trabalho, apresentamos téc-
nicas de aula, como da feitura do material a eles relacionados. (FERREIRA;
CARVALHO, 196-?a, ndo paginado).

Tratando do contetido do primeiro ano do Ensino Primdrio, o primeiro volume da co-
lecdo destaca a Teoria dos Conjuntos como o ponto de partida para evolu¢des na Matematica.
As autoras expressam a preocupacdo em atualizar a Matemdtica do Ensino Primério de modo

semelhante ao que ocorria em outros niveis de ensino:
O genial Cantor, no fim do século XIX, criou a teoria dos conjuntos. Essa
criacdo estabeleceu um ponto de partida para depois difundir concepcdes alta-
mente modernizadoras. Esse tratamento foi prontamente aplicado nas Escolas
Superiores. [...] Como nd@o poderia deixar de ser, nds, do ensino primadrio,
comegamos a nos preocupar com a diferenga de tratamento: de uma parte a do

ensino médio e da outra, a do primério. (FERREIRA; CARVALHO, 196-?a,
ndo paginado).

No primeiro capitulo do livro, denominado Nog¢des de Conjunto, as autoras caracterizam
a noc¢do de conjunto como algo presente desde cedo no cotidiano das criangas, pois “é intuitiva
e tdo elementar que a crianga, no seu viver didrio, age dentro dela, sem tomar o mais leve
conhecimento” (FERREIRA; CARVALHO, 196-7a, p. 35).

Ferreira e Carvalho (196-7a) propdem o uso de representagdes de conjuntos para de-
senvolver a capacidade de comparacdo de quantidades, que deveria ser trabalhada por meio da

correspondéncia entre os elementos de conjuntos diferentes, como pode ser visto no trecho que

consta na Figura 4.2.
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Figura 4.2 — Trecho do Volume 1 da cole¢do Curso Completo de Matemdtica Moderna para o Ensino
Primdrio mostrando o uso da nocdo de conjuntos na comparagdo de quantidades.

Fonte: Ferreira e Carvalho (196-7a, p. 36).

O livro apresenta sugestdes de atividades para desenvolver a nocdo de distancia, ta-
manho, posicdo e quantidade, recomendando uma abordagem que fosse atrativa as criangas.
Algumas das atividades sugeridas envolvem a utiliza¢do de gravuras e manipulagdo de objetos
diversos. As autoras recomendam o uso de palitos de sorvete e tampas de garrafas para repre-
sentar elementos de conjuntos, que poderiam ser delimitados por fitas coloridas ou barbantes.
Além disso, sdo dadas instrucdes para a confec¢do de flanelégrafos e quadros de pregas, que
poderiam ser utilizados para exibir figuras relacionadas aos conjuntos e outros conteidos abor-
dados no livro.

No trecho disponivel na Figura 4.3, propde-se que a nocao de conjuntos seja trabalhada

a partir de elementos do cotidiano escolar.
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Figura 4.3 — Trecho do Volume 1 da cole¢do Curso Completo de Matemdtica Moderna para o Ensino
Primdrio com sugestao de plano de aula envolvendo a no¢do de conjunto.

Fonte: Ferreira e Carvalho (196-7a, p. 51).

As atividades que envolvem correspondéncia entre conjuntos sio propostas como um
requisito para a introdu¢do da no¢ao de nimero, confirmando a importancia da Teoria dos Con-
juntos no Ensino Primério nas propostas do Movimento da Matematica Moderna, como se

observa a seguir:

E comparando conjuntos que se chega 2 ideia de quantidade. Mesmo sem
conhecimento dos nomes e simbolos dos nimeros, a crianca € capaz de desen-
volver o conceito de nimero, pois € uma nocao fundamental. Somente quando
a crianga, por meio de correspondéncia, for capaz de reconhecer prontamente
a quantidade de elementos de um conjunto e designi-lo pelo seu nome é que
podemos lhes dar o seu simbolo, isto é, o seu numeral correspondente. (FER-
REIRA; CARVALHO, 196-7a, p. 55).

Os conceitos bésicos da Teoria dos Conjuntos também sdo abordados nos demais volu-
mes da colecdo Curso Completo de Matemdtica Moderna para o Ensino Primdrio. No segundo
livro da colecao, as autoras Ferreira e Carvalho (196-7b) ressaltam a importancia da inclusdo da

Teoria dos Conjuntos no Ensino Primario:

Estudar Matematica, nos moldes da renovagao, implica a inclusdo de uma te-
oria que ocupa lugar de grande destaque: a Teoria dos Conjuntos. E ela o
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alicerce de toda a modernizacio e, como tal, ndo poderia deixar de constar,
no curso primdrio, rudimentos de conceito de tao relevante valor (FERREIRA;
CARVALHO, 196-7b, p.15).

A colec¢do também trata de topicos como conjunto vazio, conjunto unitario, unido e
intersecdo entre conjuntos, subconjuntos, igualdade de conjuntos, conjuntos finitos e infinitos.
Em alguns casos, esses conceitos sdo apresentados ao professor sem a indicagao clara de como

introduzi-los em sala de aula.

4.1.2 Matematica: Curso Moderno para os Ginasios, Volume 1

O primeiro livro da colecdo Matemdtica: Curso Moderno para os Gindsios, de Osvaldo
Sangiorgi, lancado em 1968, € destinado a primeira série do Ciclo Ginasial e aborda os seguintes

assuntos:

1. noc¢des de conjunto; operagcdes com conjuntos; relacdes;

2. nimero natural; numerais de um nimero — sistemas de numeragao —
bases;

3. operacdes (operacdes inversas) com nimeros naturais — propriedades
estruturais;

4. divisibilidade — multiplos e divisores; ntimeros primos; fatoragcdo
completa;

5. conjunto dos nimeros racionais; nimeros fraciondrios — operagdes
(operagdes inversas); propriedades estruturais;

6. estudo intuitivo das principais figuras geométricas planas e espaci-
ais — sistemas de medidas: decimal e ndo-decimais. (SANGIORGI,
1968, ndo paginado)

O autor apresenta aos estudantes as vantagens da Matematica Moderna, indicando que

o estudo das estruturas da Matematica substituiria os calculos trabalhosos:

Hoje, na Era Atdmica em que vivemos, isto [cdlculos trabalhosos] é trabalho
para as mdquinas (os fabulosos computadores eletronicos de que tanto falam
0s jornais...), razdo pela qual vocé vai aproveitar o seu precioso tempo apren-
dendo o verdadeiro significado e as belas estruturas da Matemdtica Moderna.
Entdo, vocé perceberd, por exemplo, uma certa semelhanca entre o modo de
raciocinar em Matemdtica e nas outras matérias de seus estudos, como Por-
tugués, Historia, Geografia, Ciéncias, Miusica, Educacdo Fisica etc. (SANGI-
ORGI, 1968, nao paginado, grifo do autor).

O primeiro capitulo € dividido em trés partes, intituladas Conjuntos e Relagées, Con-
junto dos Numeros Naturais e Sistemas de Numeracdo; Bases. A primeira parte se inicia con-

ceituando conjunto como “toda colec¢ao de objetos, pessoas, animais ou coisas” (SANGIORGI,

1968, p. 3), como se observa na Figura 4.4.
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Figura 4.4 — Trecho do livro Matemadtica: Curso Moderno para os Gindsios, Volume 1, apresentando a
nocao de conjuntos.

A

1. Nogdo de conjunto; relacdo de ‘‘pertinéncia’

Téda colegdo de objetos, pessoas, animais ou coisas, constitui um
conjunio.

Exemplos:

Conjunto de discos da minha Conjunto dos alunos de minha classe
colegdo. que possuem 11 anos. Vocé pertence
a ésse conjunto?

Conjunto das vogais de nosso
alfabeto. Serd que a letra
b pertence a ésse conjunto?

Fonte: Sangiorgi (1968, p. 3).

Utilizando figuras e exemplos, s@o apresentadas as formas de representacido de conjun-
tos, os conceitos de conjunto unitdrio, conjunto vazio e conjunto infinito. Como exemplos de
conjunto unitdrio e conjunto vazio sao dados, respectivamente, o conjunto dos “dias da semana
cujos nomes comecem pela letra d" (SANGIORGI, 1968, p. 7) e o conjunto dos “dias da se-
mana cujos nomes comecem por x” (SANGIORGI, 1968, p. 7). Nessa parte introdutdria, sdo
empregados o simbolo € (para indicar que um elemento pertence a determinado conjunto), as
chaves (para delimitar os elementos de um conjunto) e o simbolo & (para indicar o conjunto
vazio).

No primeiro capitulo, as atividades classificadas como exercicios exploratdrios incenti-
vam a aplicacao dos conceitos estudados em situacdes cotidianas, solicitando ao aluno “escrever

o conjunto cujos elementos sdo as letras que figuram no nome de sua escola e ndo figuram no
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nome do estado em que localiza a escola” (SANGIORGI, 1968, p. 9), por exemplo. J4 os exer-
cicios de fixacdo, exercicios de aplicagdo e teste de atengdo envolvem conceitos mais abstratos
e exigem conhecimento sobre notagdo. A Figura 4.5 traz exemplos de exercicios do tipo teste

de atengdo tratando da relagdo de pertinéncia.

Figura 4.5 — Exercicios sobre a relagdo de pertinéncia apresentados no livro Matemdtica: Curso Mo-
derno para os Gindsios, Volume 1.

TESTE DE ATENCAO — Grupo 3

1. Escrever ao lado de Fada uma das seguintes sentengas a letra V ou F, no caso de a
sentenga ser verdadeira ou falsa, respectivamente:

I51c p.2an 2524 3,2 1} 32 8 € {8}
4*) 04 {0, 1) 55 1€ {0, 1} 62 5¢ [0, 1}
7)) x € [a, e i, 0, u} 8% ed [a,¢e i, 0 u] 95 u € [, ¢ i, 0, u}

10.*) Terra € [planétas do Sistema Solar}
11.*) amarelo ¢ {cbres da Bandeira brasileira }
128 2 e)f [nGimeros pares}
2. Completar as seguintes sentengas, de modo a torné-las verdadeiras:
(Nota: No lugar do trago colocar o simbolo que achar conveniente)

193¢ 7.2 2% 5¢ [0,-, 9, 1} (cuidado!) 3.5 0 - [0}

4-“) a Et [e’ m, —, 1] 5“) D = {Ay *9 D] 6-.) et {D) A}
7.%) 4 — [nGmeros pares} 8.2) 6 — [nGmeros impares]

9.8) verde — {[cbres da Bandeira brasileira}

10.#) rosa — {[flores} 11.*) laranja — {animais}

12.%) Lua — {satélites da Terra} 13.*) 0 - I (cuidado!)

Fonte: Sangiorgi (1968, p. 9).

Ainda na primeira parte do primeiro capitulo de Matemdtica: Curso Moderno para
os Gindsios, Volume 1, sdo definidas as operacdes de unido, intersecdo, complementagdo e
produto cartesiano. A exposicao do conteddo sobre operacdes entre conjuntos ¢ acompanhado

por representagdes em diagramas de Venn, como se verifica na Figura 4.6,
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Figura 4.6 — Trecho do livro Matemdtica: Curso Moderno para os Gindsios, Volume 1, tratando da unido
entre conjuntos.

2. REUNIAO ou UNIAO (U)
Sejam, por exemplo, os conjuntos:
A= {1,2,3,4,6}
B = {2,3, 5}

Formemos um névo conjunto com todos os elementos dos conjuntos
dados, de modo que ndo figurem elementos repetidos:

# {l’ 2, 3’ 4, 5’ 6} E
Esse conjunto é chamado reunifio ou unifio dos conjuntos A e B.

No diagrama (fig. 6) a regido colorida é .
o conjunto formado pelos elementos que perten-
cem ao conjunto A, ao conjunto B ou a ambos.
Indicagdo: \U (lé-se: ‘“‘unido”)

Assim: AU B ={1,2,3,4,5, 6} ;
Se os conjuntos forem disjuntos, como por .i
exemplo: ¥
A=1(1,35 = §

B = {2,4,6 ‘ Fic. 6

. @ reunido serd o conjunto:
AUB=11,234,5,6}
assinalado, na regido colorida do diagrama
{fig. 7) como dois conjuntos separados.

; Logo: A reunido de dois conjuntos A e
‘—E B € o conjunto constituido pelos elementos que

pertencem a A ou a B.

Fonte: Sangiorgi (1968, p. 17).

Na Figura 4.7, constam alguns exercicios sobre operagdes com conjuntos.

Figura 4.7 — Exercicios sobre operacdes com conjuntos no livio Matemdtica: Curso Moderno para os
Gindsios, Volume 1.

EXERCICIOS DE FIXACAO -— Grupo 11

1. Sendo U = [1,3,5,7,9le A = {1, 5 9]}, calcular A".

2. Sendo U = {1, 2,3,4,5}, A = {2,4] e B = {1, 5], calcular:
1.0) A’ 2.°) B 39)A'" B 4°) A’ U B’
50 A’ UB 6°) AN B 7°) (A U By 8°) (AN By

Nora: Calcular, nos exercicios 7.° e 8.9, as operagdes indicadas entre parénteses
e a seguir o complementar do resultado.

3. Sendo U = {planétas do Sistema Solar} e A = [Terra}, calcular A’.

4. Sendo U = [alunos do Gindsio} e A = [alunos da 2.2, 3.* e 4.* séries ginasiasi}
calcular A’.

Fonte: Sangiorgi (1968, p. 20).
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No apéndice da primeira parte do primeiro capitulo, o autor usa exemplos para intro-
duzir o conceito de particdo, definindo que “dados vérios subconjuntos de um conjunto U, se
estes subconjuntos sdo disjuntos, dois a dois, € a sua reunido € o conjunto U, diz-se que eles
constituem uma particao do conjunto U” (SANGIORGI, 1968, p. 30). Ao fim da primeira parte
do primeiro capitulo, no trecho disponivel na Figura 4.8, o autor destaca os simbolos da Teoria
dos Conjuntos e traz uma breve biografia de Georg Cantor, matematico ao qual € atribuida a

fundagdo da Teoria dos Conjuntos.

Figura 4.8 — Trecho do livro Matemdtica: Curso Moderno para os Gindsios, Volume 1, destacando os
simbolos da Teoria dos Conjuntos.

LEMBRETE AMIGO

Simbolos usados no estudo dos conjuntos:

!
€ (pertence) ¢_ (ndo pertence) & (conjunto vazio) |
C (contido) = (igual) DO (contém) ;

(ndo estd contido) b (ndo contém) # (diferente) |
N (intersecgdo) U (reunido) (complementagdo) |

X (produto cartesiano)

CaNTOR, Georg — foi o famoso fundador da Teoria dos Conjuntos, que hoje |
participa de tdda a Matemdética. Nascido na Russia em 1845, é considerado ma- |
tematico alemdo, pois passou na Alemanha a maior parte de sua vida, onde |
veijo a falecer em 1918.

Fonte: Sangiorgi (1968, p. 30).

Na segunda parte do primeiro capitulo, denominada Nimero Naturais, o autor utiliza
diagramas para apresentar os conceitos de correspondéncia biunivoca e conjuntos equipotentes.
No livro, os conjuntos A e B sdo ditos equipotentes quando existe uma correspondéncia biuni-
voca entre eles. Nesse caso, denota-se “A eq B” (SANGIORGI, 1968, p. 32). O autor apresenta
o conjunto de alunos e o conjunto das carteiras de uma sala de aula como exemplo de conjuntos
equipotentes. Utilizando esse exemplo, Sangiorgi (1968, p. 34) explica, no trecho reproduzido

na Figura 4.9, algumas propriedades da equipoténcia entre conjuntos.
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Figura 4.9 — Trecho do livro Matemadtica: Curso Moderno para os Gindsios, Volume 1, apresentando as
propriedades da relagdo de equipoténcia entre conjuntos.

Outras propriedades dos conjuntos egiiipotentes:

Reflexiva: A eq A (todo conjunto é eqiitpotente a si mesmo).

Basta lembrar, por exemplo, que no conjunto dos alunos de sua
classe podemos fazer corresponder cada aluno consigo mesmo!

Simétrica: se A eq B entio B eq A

Se o conjunto de alunos est4 em correspondéncia biunivoca com.
o conjunto de carteiras, mudando o sentido das flechas vocé verifica
que o conjunto de carteiras estd em correspondéncia com o conjunto
dos alunos. -

. Resumindo, a egiiipoténcia entre conjuntos goza das seguintes pro-
priedades: :
reflexiva: A eq A
simétrica: se A eq B = Beq A
transitiva: se A eq Be Beq C = Aeq C

- 0 sxrp,bolo logico = & o da implicagdo, que se 1&: “implica” ou
acarreta”.

OBSERVAgXp: R.ela’gégs como a egiiipoténcia entre conjuntos, que gozam das pro- .
priedades: reflexiva, simétrica e transitiva, denominam-se relacdes de equivaléncia e sio
de muita importincia em t6da a Matemaética.

Fonte: Sangiorgi (1968, p. 34).

O autor escreve que a no¢ao de equipoténcia de conjuntos foi utilizada historicamente
pelo homem para auxiliar no processo de contagem:

O uso de conjuntos equipotentes para “contar” sempre pertenceu ao homem.
Na Antiguidade, os primitivos pastores guardavam o niimero de suas ovelhas
(sem saberem contar como nés...) estabelecendo uma correspondéncia biuni-
voca entre o conjunto de ovelhas e o conjunto de pedrinhas (ou de quaisquer
outros objetos). [...] Se, na hora de recolher as ovelhas, a tltima delas cor-
respondesse a tltima pedrinha, os dois conjuntos conservavam, naturalmente,
0 mesmo niimero de elementos. Eram, pois, equipotentes. Caso sobrasse ou
faltasse alguma pedrinha, entdo os conjuntos ja ndo eram mais equipotentes e,
portanto, ndo possuiam o mesmo niimero de elementos. (SANGIORGI, 1968,
p. 37, grifo do autor).

Desse modo, Sangiorgi (1968) utiliza o conceito de equipoténcia de conjuntos para de-
finir ndmero natural: “Que é nimero, entdo? Niimero ou niimero natural é a propriedade
comum (ideia), associada a todos os conjuntos equipotentes entre si, € que ndo depende da

natureza dos elementos nem da ordem com que eles figuram nos conjuntos.” (SANGIORGI,

1968, p. 38, grifo do autor).
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No capitulo Operacoes com Niimeros Naturais: Propriedades Estruturais, do livro Ma-
temdtica: Curso Moderno para os Gindsios, os conceitos da Teoria dos Conjuntos sdo empre-
gados para definir as operagdes com nimeros naturais. No trecho que consta na Figura 4.10, o

autor relaciona a adi¢@o entre ndmeros naturais e o nimero de elementos da unidao de conjuntos

disjuntos.

Figura 4.10 — Trecho do livro Matemdtica: Curso Moderno para os Gindsios, Volume 1, relacionando a
operacgdo de adi¢do a unido de conjuntos disjuntos.

% ‘
ADICXO A o
2. Operagdo: adicdo; resultado: soma 8 ‘A?J_T st |
3 . “ 7 )
Consideremos dois conjuntos A e B, finitos e disjuntos: :
A=1[* A onde n(A) =3
B —16,v} onde n(B) = 2

sendo ANB=g (... porque os conjuntos sdo disjuntos, isto &, ndo
possuem elementos comuns)

Formando a reunifio désses conjuntos, obtemos:
S=AUB-=1{[* A O, O,v] onden(S) =5 ou n(A\U B) =5

Considere, agora, o niimero de elementos ( é i
: : ue €& um niimero naturall
de cada um désses conjuntos: - e
(zj, B) —reii0 §
1
3227 5)

e adote a seguinte lei como operacdo adigdo:

-, a que associa ao par 3, 2), formado pelo niimero de elementos dos
conjuntos dados, o niimero de elementos do conjunto-reunido, isto &5

- Indicagio: (3, 2)

—-34+2=5

onde: 3 e 2 sdo os térmos da operagdo e se chamam parcelas
+ € o sinal conhecido da adicdo
5 € o resultado da operagdo, denominado soma

Fonte: Sangiorgi (1968, p. 86).

Por sua vez, a multiplicacdo entre dois nimeros naturais é relacionada ao nimero de

pares ordenados do produto cartesiano entre dois conjuntos, como se observa na Figura 4.11.
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Figura 4.11 — Trecho do livro Matemdtica: Curso Moderno para os Gindsios, Volume 1, relacionando a
operacdo de multiplicacdo de niimeros naturais ao nimero de pares ordenados do produto
cartesiano entre dois conjuntos.

12. Operacdo: multiplicagdo; resultado: produto

MULTIPLICACAO Q}D

Consideremos dois conjuntos finitos A e B:

A ={a,b,c] onde n(A) =3
B = {x, y} onde n(B) =2

Formando o produto cartesiano désses conjuntos, obtemos:

P =AXB = {4 x),(a,3), b ), (b ), (), »} onde n(P) =6

Considere, agora, o niimero de elementos (que é um ntimero natural)
de cada um désses conjuntos:

(A, B)
$ 1
3 2

— P

— 6 (Ndo se esqueca: os elementos do conjunto
P sdo pares)

105
Fonte: Sangiorgi (1968, p. 105).

Assim, Sangiorgi (1968) apresenta a multiplicacdo como a operacdo “que associa ao par

(2,3), formado pelos nimeros de elementos dos conjuntos dados, ao nimero de elementos do

conjunto produto cartesiano, isto €, 6” (SANGIORGI, 1968, p. 106, grifo do autor).

4.1.3 Matematica: Curso Moderno para os Ginasios, Volume 4

No quarto livro da cole¢dao Matemdtica: Curso Moderno para os Gindsios, de Sangiorgi

(1967), destinado ao quarto ano do Ciclo Ginasial, sdo abordados os seguintes assuntos:

1.

Numeros reais — pratica com os niimeros irracionais — radicais; po-
téncias com expoente racional relativo — operagdes e propriedades;

Equacgdes do segundo grau — generalidades — resolugdo — relagdes
entre os coeficientes e as raizes; equacdes biquadradas e equacdes ir-
racionais; sistemas simples do segundo grau — problemas;

Fun¢des — dominio e conjunto-imagem; fun¢do linear e sua represen-
tacdo grafica cartesiana — resolugdo grafica de sistemas de equagdes;
funcdo trindmio do segundo grau e sua representacdo gréfica cartesi-
ana; inequacdes do segundo grau;

Semelhancas — razdo e proporcionalidade de segmentos — Teorema
de Tales — semelhanca de tridngulos — semelhanga de poligonos;
razdes trigonométricas;

Relag¢des métricas num tridngulo retdngulo — Teorema de Pitdgoras;
num triangulo qualquer — lei dos senos e lei dos cossenos; relagdes
métricas num circulo;
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6. Poligonos regulares e medida da circunferéncia — poligonos regulares
inscritiveis e circunscritiveis numa circunferéncia; construcdo e rela-
cdes métricas entre os elementos de um quadrado, do tridngulo equi-
l4tero, do hexdgono e decdgono regulares; nocdes sobre a medida da
circunferéncia — célculo de 7;

Apéndice: Numeros complexos; areas de regides planas; mapas topoldgicos. (SAN-
GIORG ]I, 1967, ndo paginado).

Nesse livro, a linguagem da Teoria dos Conjuntos é empregada, entre outras finalidades,
para designar as raizes de uma equacgdo, na defini¢do de fung¢des e na representacdo da posi¢ao
relativa entre entes geométricos. Por exemplo, o autor afirma que “resolver uma equagdo €
determinar o seu conjunto-verdade” (SANGIORGI, 1967, p. 20) e, assim, as raizes da equagao
x? — 5x+ 6 = 0 sdo representadas como elementos do conjunto V = {2,3}.

Uma equagao polinomial de segundo grau na varidvel x é definida como “toda sentenga
aberta da forma ax? + bx + ¢ = 0, onde a, b e c representam numeros reais, com a condi¢ao
de que a deve ser diferente de zero” (SANGIORGI, 1967, p. 17). Ap0s apresentar exemplos,
o autor mostra como definir simbolicamente uma equacao de segundo grau: “(eq. 2° grau)
& ax’ +bx+c=0,Ya,b,c € Rea#0” (SANGIORGI, 1967, p. 17).

No segundo capitulo, o conceito de funcio é apresentado como uma relag@o entre con-
juntos e introduzido por exemplos ilustrados com diagramas de flechas. Um dos exemplos de
funcao trazidos pelo autor € a relagdo entre conjuntos de niimeros naturais que associa a cada
numero x o seu dobro 2x. Como contraexemplo, Sangiorgi (1967) cita a relacdo que associa
a um nimero natural x um nimero maior que x, que nao satisfaz a defini¢do dada pelo autor,
que conceitua funcdo como “uma relagdo especial entre dois conjuntos A e B que associa a
cada elemento do conjunto A um unico elemento do conjunto B” (SANGIORGI, 1967, p. 70).
Na Figura 4.12, a seguir, observa-se a defini¢do dada por Sangiorgi (1967) para os conjuntos

dominio, contradominio e imagem de uma func¢do.
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Figura 4.12 — Trecho do livro Matemdtica: Curso Moderno para os Gindsios, Volume 4, apresentando
conjuntos dominio, contradominio e imagem de uma fungdo.

UusSuUua.L, aominio € conIunio- wiagem dade umdad rTuncao

»

E comum representarem-se as funcdes pelas letras minGsculas:
o b

Uma fungcdo f é, pois, a relagdo que associa a cada elemento de um
conjunto A um unico elemento do conjunto B. Nestas condicdes, diz-se que:

Finello [ esth®  definida em A
a fungdo f es

g ™ com valéres em B
e escreve-se: f~A——B

O conjunto A é denominado dominio da fungdo f, e o conjunto de
todos os elementos de B, associados aos elementos de A pela fungdo f,
é denominado conjunto-imagem ou contra-dominio da funcdo f. IndicagGes:

dominio: Dom f _conjunto-imagem: Im f

A (conjunto de partida) B (conjunto de chegada)

Dom f (dominio de ) Im f (conjunto-imagem de f)

Os elementos do conjunto-imagem (Im f) sdo denominados IMAGENS
dos respectivos elementos do dominio (Dom f).

Fonte: Sangiorgi (1967, p. 77).

4.1.4 Matematica: Curso Moderno para o Segundo Ciclo, Volume 1

O primeiro volume da colecdo Matemdtica: Curso Moderno para o Segundo Ciclo, de
Monteiro, Sangiorgi e Watanabe (1970), destinado ao Ciclo Colegial, € dividido nos seguintes
capitulos: Conjuntos; Relacoes; Aplicacbes; Progressoes aritméticas e progressoes geométri-
cas; Fungoes circulares (ou trigonométricas); Resolucdo de triangulos; O sistema geométrico;
Pontos, retas e planos no espaco; Paralelismo e perpendicularismo no espago.

O primeiro capitulo traz definicdes, exemplos e algumas propriedades relacionadas aos
conceitos de igualdade entre conjuntos, subconjuntos, interse¢io, reunido, complementar, di-
ferenca e parti¢cdes. A Figura 4.13 apresenta o trecho em que os autores definem a intersecao

entre conjuntos.
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Figura 4.13 — Trecho do livro Matemadtica: Curso Moderno para o Segundo Ciclo, Volume 1, apresen-
tando a defini¢do de interse¢do entre conjuntos.

7.2. DEFINICOES. Sejam A e B duas partes do conjunto-universo U. Cha-
ma-se intersecgao de A e B ao conjunto de todos os elementos de U que per-
tencem simultaneamente a A e a B.

Notagao: A N B

Leitura: "A intersecgao B" ou, abreviadamente, "A inter B"

Simbolicamente, temos:

ANB={xelU| xeA e xe B}

Quando A e B nao tem elementos comuns, isto &, quando A N B = ¢, di-
remos que os conjuntos A e B sao disjuntos. Se AN B # @, diremos que os
conjuntos A e B se cortam ou que A e B se interceptam.

Ilustragao da intersecgao por meio dos diagramas de Venn

ANB ACB= ANB=A ANB=0(AeB
sao disjuntos)

Fig. 8
Fonte: Monteiro, Sangiorgi e Watanabe (1970, p. 21).

O livro ndo traz as demonstragdo das propriedades enunciadas. Em alguns casos, como
no trecho que consta na Figura 4.14, apenas recomenda que o leitor as verifique por meio de

diagramas de Venn.
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Figura 4.14 — Trecho do livro Matemadtica: Curso Moderno para o Segundo Ciclo, Volume 1, apresen-
tando algumas propriedades relacionadas ao complementar de um conjunto.

9.4, PROPRIEDADES. Sejam A e B dois subconjuntos quaisquer do conjun-
to-universo U e sejam A' e B' seus complementares. Demonstra-se que asse-

guintes propriedades sao verdadeiras:

AUAN =U e RAOA =40
(A')' = A

AGCB <—> B'EC-A

A =B <= A' =8B'
(ANB)' =A'U B'
{(A-U-B)' =A'n0 B’

Fazer as verificacoes destas propriedades por meio dos diagramas de

Venn.

Fonte: Monteiro, Sangiorgi e Watanabe (1970, p. 28)

Ao longo dos capitulos, os autores propdem exercicios de fixacdo do conteudo. Os

exercicios mostrados na Figura 4.15 sdo apresentados no fim da secdo que discorre sobre o

complementar de um conjunto.

Figura 4.15 — Exercicios sobre o complementar de um conjunto apresentados no livro Matemdtica:
Curso Moderno para o Segundo Ciclo, volume 1.

EXERCICIOS — GRUPO 6

P deat=11;2 3,4, 5,6,7,8,9, 10} e consideremos as seguintes

partes

A={x eU | x & multiplo de 4}
e -
e

B={x eU | x e muiltiplo de 2}

a) Determinar os complementares de A e de B.
b) Verificar que B'C A'
2. Consideremos o mesmo conjunto-universo do exercicio anterior e sejam
A=1{1, 2,3, 6,8, 1§
R 0. 7. 950, &5 1)
icar que (ANB)' = A'U B'.

;‘_;é '_L_ g 3}‘ - A' N B'.

Fonte: Monteiro, Sangiorgi e Watanabe (1970, p. 28).

Nos capitulos que tratam de Geometria, os planos e as retas s@o tratados como conjunto
de pontos e, por isso, Monteiro, Sangiorgi e Watanabe (1970) empregam os simbolos e termi-

nologia da Teoria dos Conjuntos para indicar posicdes relativas. Para representar que uma reta
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r passa pelo ponto P, escreve-se P € r ou r D {P}. Analogamente, a expressdo r C o é usada

para indicar que a reta r estd contida no plano o, como se observa na Figura 4.16.

Figura 4.16 — Trecho do livro Matemdtica: Curso Moderno para o Segundo Ciclo, Volume 1, em que a
linguagem da Teoria dos Conjuntos € utilizada em definicdes de conceitos da Geometria.

Ja sabemos que:

[ todas as retas e todos os planos sao conjuntos de pontos

E, para melhor relacionamento entre esses conjuntos, e util estabele-
cer o significado de algumas expressoes, que serao usadas com freqllencia
neste curso.

1. reta contida em um plano ou plano que passa por um reta

Se uma reta r & um subconjunto

de um plano &, entao diremos que = T = =
: % P S
r esta contida em 0. (mesma ex- T a =

Fs = e
pressao usada para dizer que um
conjunto & um subconjunto de ou- Fig. 146

tro) ou que o plano o passa pela reta r.

Indicagao: rcCa

2. reta que contém um ponto ou reta que passa por um ponto

io
Fig. 147
Sé um ponto P pertence a uma reta, isto e, Pr r, entendemos esse fa-
to, dizendo

a reta r passg pelo ponto P

ou
a=reka -r covtem o -pento P

Indicagoes: Per ou r O-{P}

NOTA. A palavra "contém" nao esta sendo usado agora com o mesmo sig-
nificado que a palavra contém da teoria dos conjuntos, pois, nesse ca
-~ . - - . e .
so deverlamos dizer: "a reta r que contém o conjunto unitario cons-

tituido pelo ponto P"

Fonte: Monteiro, Sangiorgi e Watanabe (1970, p. 195).
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5 O DECLINIO DO MOVIMENTO DA MATEMATICA MODERNA

No Brasil e no exterior, a proposta da Matematica Moderna enfraqueceu em meados da
década de 1970, quando as criticas a0 movimento se tornaram comuns no meio académico e na
imprensa em geral (PINTO, 2005, p. 8). Em 1973, foi lancado nos Estados Unidos o livro Why
Johnny Can’t Add: The Failure of the New Math, de Morris Kline, que foi publicado no Brasil
em 1976 sob o titulo O Fracasso da Matemdtica Moderna. Com grande repercussao, esse livro
trazia fortes criticas as propostas do Movimento da Matematica Moderna.

As criticas a0 Movimento da Matematica Moderna formuladas por Kline (1976) referem-
se ao uso exagerado de simbolos e do método dedutivo, além de poucas aplicacdes praticas,
rigor excessivo e a insisténcia na discussdao de pormenores, como a distingdo entre ndimero e
numeral, ou a distin¢do entre o conjunto vazio (representado por &) e o conjunto cujo Unico
elemento € o conjunto vazio (representado por {&}).

A énfase na Teoria dos Conjuntos se tornou o aspecto mais associado ao Movimento
da Matematica Moderna pelo publico em geral e, também, um dos principais alvos de criticas.
Kline (1976, p. 110) considera que, pelo menos nos primeiros anos de escolaridade, o uso da
Teoria dos Conjuntos com o intuito de unificar conceitos da Matematica leva a uma terminologia
artificial e que ndo contribui para o aprendizado. Como relata Phillips (2015, p. 106), o estudo
da correspondéncia biunivoca e da equivaléncia entre conjuntos era tratado como requisito para
entender o conceito de nimero, mesmo que boa parte das criangas ingressassem na escola ja
sabendo contar. Para Kline (1976), na Matematica elementar, a Teoria dos Conjuntos “dificulta
ideias que sdo muito mais facilmente compreendidas intuitivamente” (KLINE, 1976, p. 120).

Segundo Soares (2001, p. 49), muitas definicdes sobre a Teoria dos Conjuntos eram
apresentadas sem um propdsito claro, ndo sendo utilizadas posteriormente. A partir da andlise
de livros diddticos da Matemética Moderna, Macedo (2008, p. 96) conclui que a intencdo de
utilizar a linguagem da Teoria dos Conjuntos para unificar as diferentes dreas da Matematica
na Educacdo Bdésica nem sempre se concretizava, uma vez que algumas obras se limitavam a
abordar esse conteudo apenas em um capitulo inicial.

Lima (2007, p. 164) considera que o Movimento da Matematica Moderna levou ao
abandono do ensino de Geometria e ao uso exagerado de formalismo e da linguagem da Teoria
dos Conjuntos, enquanto os aspectos praticos da disciplina eram relegados. Para esse autor, o
ensino de Matemadtica possui trés componentes: a manipulacao, as aplicacdes e a conceituagao.

A manipulagao consiste em “atitudes mentais automaticas” (LIMA, 2007, p. 155) que possibi-
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litam o uso adequado de férmulas, equacdes e construcdes geométricas. As aplicacdes dizem
respeito ao uso da Matematica em situacdes cotidianas e em outras dreas do conhecimento. Por
fim,

A conceituagdo compreende a formulacdo correta e objetiva das defini¢des
matemadticas, o enunciado das proposicdes, a pratica do raciocinio dedutivo, a
nitida conscientizacio de que conclusdes sempre sdo provenientes de hipéteses
que se admitem, a distingdo entre uma afirmacao e sua reciproca, o estabele-
cimento de conexdes entre conceitos diversos, bem como a interpretacio e a
reformulagdo de ideias e fatos sob diferentes formas e termos. (LIMA, 2007,
p. 154).

Lima (2007) defende que o ensino da Matematica deve buscar o equilibrio entre manipu-
lagdo, aplicacdes e conceituacdo. Segundo o autor, durante o periodo da Matemética Moderna,
dava-se uma €nfase excessiva a conceituacao em detrimento da manipulacio e das aplicacoes.
Isso fazia com que o ensino de Matematica tivesse pouca objetividade, pois as no¢des abstratas

apresentadas nao tinham motivacdo nem aplicagdo. Porém, o autor considera que algumas das

praticas propostas pelo Movimento da Matemética Moderna sdo aconselhdveis, como

[...] ouso da linguagem dos conjuntos, que facilita, dd precisdo e assegura a
generalidade a expressdo das ideias matemadticas (desde que usada com mode-
racdo) e a énfase na conceituaciao adequada dos objetos matematicos. (LIMA,
2007, p. 167).

Quanto a relacdo entre professores e alunos, 0 Movimento da Matemdtica Moderna nao
trouxe mudangas significativas. Segundo Fiorentini (2009, p. 14), o ensino continuou centrado
na autoridade do professor, enquanto aos alunos cabia reproduzir passivamente a linguagem e
raciocinios apresentados pelo docente. Esse autor considera que as propostas da Matematica
Moderna, ainda que formuladas para a Educa¢do Bésica, pareciam visar a formacao de especi-
alistas na disciplina.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais, de 1997, o Movimento da Matematica
Moderna aproximou a Matemadtica escolar da Matemética pura, trazendo um conteddo que es-

tava fora do alcance dos alunos:

O ensino passou a ter preocupacdes excessivas com abstracdes internas a pro-
pria Matematica, mais voltadas a teoria do que a pratica. A linguagem da teoria
dos conjuntos, por exemplo, foi introduzida com tal énfase que a aprendizagem
de simbolos e de uma terminologia intermindvel comprometia o ensino do cal-
culo, da geometria e das medidas. (BRASIL, 1997, p. 20).

Outros fatores que contribuiram para a rejeicdo do Movimento da Matematica Moderna

foram a inadequacdo pedagodgica e filosofica da proposta (THOM, 1971), a insuficiéncia de
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testes para avaliar a qualidade do curriculo (KLINE, 1976, p. 132 - 133) e distor¢des das pro-
postas originais. Essas distor¢cdes explicariam alguns dos exageros no uso de termos e simbolos
da Teoria dos Conjuntos presentes em livros didaticos (BURIGO, 1989, p. 198).

A forma como a Matemadtica Moderna foi divulgada também pode ter contribuido para
seu declinio. A propagacdo do MMM ocorreu principalmente por meio de livros didéticos,
“[...] sem discussdo mais profunda de seus principios ou finalidades junto aos professores”
(PIRES, 2008). No Brasil, a liberdade concedida para que cada sistema de ensino elaborasse
seus curriculos escolares contribuiu para a proliferacao de livros didaticos identificados como
“modernos” que pouco tinham em comum com as propostas originais do MMM (SOARES,
2001, p. 60).

De acordo com Phillips (2015, p. 127), o argumento de que as praticas propostas pelo
Movimento da Matematica Moderna levaram a uma queda no desempenho escolar nos Estados
Unidos ndo € suficientemente fundamentado. No entanto, ainda conforme esse autor, a opinido
publica — especialmente dos pais, que muitas vezes relatavam dificuldade em compreender as
mudangas nos contetidos de Matemadtica estudados por seus filhos — e a resisténcia por parte
dos professores da Educagdo Bésica em reformular suas préticas de ensino influenciaram no
esgotamento do MMM. Assim, em pouco mais de uma década apds sua inser¢do nas escolas, a
Matemaética Moderna ficou indissociada da imagem de uma proposta de ensino mal sucedida.

Assim como sua divulgacao e adesdo, o abandono do Movimento da Matematica Mo-
derna foi um fend6meno internacional. Em todo o mundo, a partir do fim da década de 1970,
buscou-se construir curriculos de Matematica mais contextualizados e com o rigor e conceitua-
cdo mais acessiveis aos estudantes (PIRES, 2008, p. 15). Os Pardmetros Curriculares Nacionais
relatam que, nos Estados Unidos, o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM),
apresentou propostas para que o ensino da Matematica fosse integrado a aspectos sociais e cul-
turais, dando foco as habilidades de resolu¢@o de problemas. Com o declinio do Movimento da
Matematica Moderna, as propostas do NCTM influenciaram a constru¢ao de novos curriculos
em diversos paises (BRASIL, 1997, p. 20).

Pires (2008, p. 15) informa que, no Brasil, na década de 1980, as secretarias estaduais
e municipais de ensino lideraram reformas curriculares que se contrapunham as propostas do
Movimento da Matematica Moderna. Essas reformas refletiam a concepcio de que o ensino da
Matemitica deveria tanto zelar pela formacao tedrica do estudante quanto colocd-lo em contato

com aplicacdes préticas e com os aspectos sociais da disciplina. Com essas reformas, em vez
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das estruturas e da organizagdo 16gica da Matematica, os curriculos passaram a considerar prin-
cipalmente a relevancia social dos conteidos e a formacao integral do aluno (PIRES, 2008, p.
37). Também nessa época, ocorreu o fortalecimento de programas baseados na Etnomatema-
tica, que € caracterizada por associar ao ensino da disciplina aspectos socioculturais e politicos
(BRASIL, 1997, p. 20).

O esgotamento da Matemdtica Moderna resultou na reducdo do tratamento da Teoria
dos Conjuntos na Educagio Basica. Segundo Avila (2010, p. 73), na maioria dos paises, esse
conteddo foi praticamente eliminado dos curriculos escolares nos anos 1970. Entretanto, no
Brasil, a énfase em conjuntos e outras praticas da Matemdtica Moderna perduraram por mais
tempo, até mesmo no ensino de aritmética nos primeiros anos de escolaridade (AVILA, 2010,
p. 73).

A redugao na abordagem da Teoria dos Conjuntos foi recomendada no documento Ori-
entagoes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino
Médio, do ano 2000, que rejeita a ideia de que o estudo sobre conjuntos e suas operacdes ¢ um

requisito para o aprendizado de fungdes:

Tradicionalmente o ensino de fungdes estabelece como pré-requisito o estudo
dos ndmeros reais e de conjuntos e suas operagdes, para depois definir relacdes
e a partir dai identificar as fun¢des como particulares relagdes. Todo esse per-
curso é, entdo, abandonado assim que a defini¢do de fungdo € estabelecida, pois
para a andlise dos diferentes tipos de funcdes todo o estudo relativo a conjun-
tos e relacdes é desnecessdrio. Assim, o ensino pode ser iniciado diretamente
pela nogdo de funcdo para descrever situagdes de dependéncia entre duas gran-
dezas, o que permite o estudo a partir de situa¢des contextualizadas, descritas
algébrica e graficamente. Toda a linguagem excessivamente formal que cerca
esse tema deve ser relativizada e em parte deixada de lado, juntamente com os
estudos sobre funcdes injetoras, sobrejetoras, compostas e modulares. (BRA-
SIL, 2000, p. 121)

Embora as criticas prevalecam nas andlises referentes ao Movimento Matematica Mo-
derna, é importante compreender o0 movimento como uma iniciativa que buscava melhorias e
renovagdes em um contexto em que o ensino de Matemdtica era pouco estudado e debatido.
Conforme Burigo (1989, p. 40), o ensino de Matematica nos anos 1950 era caracterizado pela
quase exclusividade de aulas expositivas, prevaléncia de provas orais, escassez de livros e ma-

teriais diddticos, énfase na memorizagdo e cdlculos trabalhosos. Assim, € preciso levar em

consideragdo as consequéncias positivas do Movimento da Matemdtica Moderna, como:

[...] diminui¢cdo da énfase na memorizac¢do e pritica exaustiva de exercicios
repetitivos, uma preocupac¢do maior com 0s processos de pensamento das cri-
ancas, o surgimento de liderangas na drea da educacdo matemdtica, o contato
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entre profissionais da drea da educacdo matematica e da psicologia e mudancas
na concepg¢do dos programas de atualizacdo dos professores no sentido de uma
atencdo ao trabalho realizado em sala de aula. (D’AMBRGSIO, 1987 apud
BURIGO, 1989, p. 13).

Além disso, o Movimento da Matematica Moderna contribuiu com iniciativas para tor-
nar as aulas mais atraentes, como o uso de jogos e materiais concretos, expos a existéncia de
problemas no ensino de Matemadtica e incentivou o desenvolvimento de pesquisas sobre a dida-

tica da disciplina (PIRES, 2008, p. 20).



49

6 CONSIDERACOES FINAIS

Os séculos XIX e XX trouxeram uma nova concepg¢do para a Matemadtica, que se con-
solidou como uma ciéncia autdbnoma, fundamentada logicamente e de natureza abstrata. O
desenvolvimento da Teoria dos Conjuntos foi um dos fatores que permitiram a rapida evolucao
da Matematica ocorrida nesse periodo. A linguagem e os resultados dessa teoria propiciam a
precisdo e o rigor necessarios para lidar com a complexidade da Matematica Moderna.

A Matematica havia mudado radicalmente, mas o mesmo nio havia ocorrido com o cur-
riculo da Educacao Basica. No inicio da década de 1960, foram popularizadas as iniciativas
que buscavam mudar essa realidade, trazendo para as escolas de Ensino Primério e Secundério
a linguagem da Teoria dos Conjuntos e o estudo das estruturas, que anteriormente eram restritos
ao Ensino Superior. Apoiadas em uma associacdo entre as estruturas matemdticas e as teorias
da aprendizagem, as reformas do Movimento da Matemética Moderna prometiam tornar o en-
sino mais eficiente e acessivel. Essas propostas foram articuladas por grupos de professores e
propagadas principalmente por meio de livros didaticos.

A andlise de livros e manuais didéticos confirma o papel de destaque que a Teoria dos
Conjuntos desempenhava nas propostas do Movimento da Matematica Moderna. Os autores
das obras analisadas neste trabalho empregam o conceito de correspondéncia biunivoca para
trabalhar a capacidade de comparar quantidades e na definicio de nimero natural, enquanto
as operacdes de adicao e multiplicacio sdo relacionadas a unido de conjuntos disjuntos e pro-
duto cartesiano, respectivamente. Além disso, as funcdes sdo apresentadas como relagdes entre
conjuntos e os simbolos empregados no estudo dessa teoria sdo utilizados para expressar as po-
si¢Oes relativas entre pontos, retas e planos. Assim, a Teoria dos Conjuntos aparece nas obras
analisadas como a base para a definicdo dos principais conceitos matematicos estudados na
Educagdo Bésica. Ao mesmo tempo, percebe-se que mesmo as definicdes e os resultados da
Teoria dos Conjuntos nao utilizados posteriormente eram valorizados, aparecendo no inicio dos
livros e sempre acompanhados de diversos exemplos e ilustracdes.

Na década de 1970, as criticas as propostas do Movimento da Matemédtica Moderna
tornaram-se comuns. Alegava-se que o nivel de rigor e falta de contextualizacdo nido eram
adequados a Matematica Escolar. Assim, o formalismo e a énfase em conjuntos e estruturas
passaram a ser desincentivados. No entanto, algumas praticas ndo deixaram de estar presentes
no ensino da Matemdtica décadas apds o declinio do MMM. Em especial, a Teoria dos Con-

juntos geralmente ainda € estudada no inicio do primeiro ano do Ensino Médio, precedendo o
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ensino de funcdes. Nessa etapa de escolaridade, o estudo da Teoria dos Conjuntos pode con-
tribuir para uma compreensao mais precisa da Matemadtica, além de auxiliar na resolucao de
problemas de Logica, Andlise Combinatoria e Probabilidade.

O estudo das propostas e consequéncias do MMM suscita questdes recentes sobre o
ensino da Matematica. Como lembra Phillips (2015), o debate acerca do grau de importancia
atribuida a repeticao de procedimentos € 8 memoriza¢do no ensino da Matematica foi renovado
devido a popularizagdo das tecnologias da informac¢do. Alguns outros dilemas levantados pela
experiéncia proporcionada pelo Movimento da Matematica Moderna estdo presentes no coti-
diano de todo professor, que muitas vezes se depara com situacdes em que O rigor parece se
contrapor a um ensino mais intuitivo e significativo da Matematica. Também sdo atuais as dis-
cussoes a respeito da lacuna existente entre a Matematica do Ensino Superior e a Matematica
Escolar.

Ainda que ndo seja o objetivo deste trabalho responder as questdes mencionadas acima,
consideramos que o estudo sobre 0 MMM pode auxiliar o professor de Matemadtica na reflexdo
sobre sua pratica, levando-o a uma melhor compreensao dos propdsitos e métodos do ensino
dessa disciplina que se mostra cada vez mais presente em um cotidiano marcado pela rpida

evolugdo da tecnologia.
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APENDICE A - Conjuntos

Neste apéndice, serdo apresentados os principais topicos da Teoria dos Conjuntos que
foram incorporados a Educacao Bésica por iniciativa do Movimento da Matematica Moderna.
Tomamos como referéncia Domingues e lezzi (2003) e Pinter (2014) para a escrita das defini-
coes e demonstracao das proposi¢des. Entretanto, a selecdo dos conteidos foi feita com base
nos livros didaticos Mdtemadtica: Curso Moderno para os Gindsios, Volume 1, de Sangiorgi
(1968), e Mdtemdtica: Curso Moderno para Segundo Ciclo, Volume 1, de Monteiro, Sangiorgi
e Watanabe (1970).

Em geral, os conjuntos sdo representados por letras maiusculas e seus elementos sio
representados por letras mintsculas. Se a € um elemento do conjunto A, dizemos que a pertence
a A, denotando a € A. Caso contrario, dizemos que a nao pertence a A e indicamos a ¢ A. Um

conjunto pode ser representado das seguintes formas:

a) pela descricdo de seus elementos. Exemplos:

- conjunto dos niimeros naturais pares;

- conjunto dos paises da América do Sul;

b) por uma propriedade que identifica seus elementos, utilizando chaves e a barra vertical,

que significa “tal que”. Exemplos:

- A={x|xéumdivisor de 72};

- B={x|x é natural e x > 5};
c) pela listagem de seus elementos, colocando-os entre chaves. Exemplos:

- C={2, 15, 33, 41};

- D={a, e, i, o, u}.

Podemos nos referir ao nimero de elementos de um conjunto A como cardinalidade de

A, denotando n(A). Por exemplo, se A = {1, 3, 5}, entdo n(A) = 3.

Alguns conjuntos especiais

Na Teoria dos Conjuntos, admite-se a existéncia de conjuntos cujos elementos sdo outros

conjuntos, como € o caso dos exemplos 1 e 2.
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Exemplo 1 O conjunto A = {{0, 2} ,{a, b, c}} tem como elementos os conjuntos {0, 2} e
{a, b, c}.

Exemplo 2 Um conjunto formado por retas quaisquer é um conjunto cujos elementos sao ou-

tros conjuntos, uma vez que podemos considerar que uma reta é um conjunto de pontos.

A Defini¢do 3, a seguir, trata do conjunto vazio. Os exemplos 4 e 5 decorrem dessa

defini¢do.

Definicao 3 (Conjunto vazio) O conjunto vazio, denotado por &, é aquele ao qual nenhum

objeto pertence.

Exemplo 4 Na Geometria Euclidiana, se A é o conjunto dos tridngulos cuja soma dos dngulos

internos ndo é 180°, entdo A = <.

Exemplo 5 Se B= {x | x <0 e x € N}, entdo B= &, uma vez que nenhum niimero menor que

zero pertence ao conjunto N dos niimeros naturais.

A seguir, apresentamos exemplos de conjunto unitario (com um dnico elemento) e con-

junto infinito (com infinitos elementos).

Exemplo 6 O conjunto das capitais do Parand, representado como {Curitiba}, é um conjunto

unitdrio (SANGIORGI, 1968, p. 7).

Exemplo 7 O conjunto dos niimeros naturais maiores que 50, que podemos representar como

{51, 52, 53, 54, 55, 56, ...}, é um conjunto infinito (SANGIORGI, 1968, p. 7).

Igualdade entre conjuntos

A Defini¢cao 8 estabelece quais sdo as condi¢des para que possamos afirmar que dois

conjuntos sdo iguais.

Definicao 8 (Igualdade entre conjuntos) Dizemos que dois conjuntos A e B sdo iguais, deno-
tando A = B, se todo elemento de A for elemento de B e todo elemento de B for elemento de

A.

Se A e B forem conjuntos diferentes, denotamos A # B. Os exemplos 9 a 11, a seguir,

decorrem da defini¢do de igualdade entre conjuntos.
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Exemplo 9 Dados os conjuntos A ={x €N |2 <x<4} eB={2, 3, 4}, temos A = B.

Exemplo 10 Se C = {Espirito Santo, Minas Gerais, Rio de Janeiro, Sdo Paulo} e D é o con-

junto dos estados da Regido Sudeste do Brasil, entdo C = D.

Exemplo 11 Sendo R o conjunto do niimeros reais e Q o conjunto dos niimeros racionais, te-
mos R # Q, pois, por exemplo, \/2 € R, mas /2 ¢ Q (MONTEIRO; SANGIORGI; WATANABE,
1970, p. 10).

Diagramas de Venn

As relacdes entre conjuntos podem ser representadas graficamente por meio de um re-
curso conhecido como diagrama de Venn, em que os conjuntos sao representados por curvas
fechadas. Neste trabalho, indicaremos os conjuntos por circulos.

Em um diagrama de Venn, para indicar que um elemento pertence a um dado conjunto,
iremos situd-lo na regido interior ao circulo que representa esse conjunto. Na Figura 1, percebe-

seque l €Aed €A, mas 8 ¢ A.

Figura 1 — Representagdo de um conjunto por meio de diagrama de Venn.

A

Fonte: Da autora (2021).

Subconjuntos

A relagdo de inclusdo € definida a seguir.

Definicao 12 (Inclusao entre conjuntos) Se A e B sdo conjuntos tais que todo elemento de
A é também elemento de B, dizemos que A estd contido em B ou que A é subconjunto de B,

denotando A C B.
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Se A ndo for subconjunto de B, denotamos A ¢ B. De forma equivalente a A C B,
podemos dizer que B contém A, escrevendo B D A. Para representar que A € subconjunto de B
por meio de diagramas de Venn, desenhamos o circulo que representa o conjunto A no interior

do circulo que representa a conjunto B, como pode ser observado na Figura 2.

Figura 2 — Diagrama de Venn representando uma relag@o de inclusdo entre conjuntos.

Fonte: Da autora (2021).

Os exemplos 13 e 14, bem como a Proposi¢do 15, envolvem a relagdo de inclusao entre

conjuntos.
Exemplo 13 Se A={3,4,5, 7} e B={4, 7}, entdo B C A.

Exemplo 14 Sendo N o conjunto dos niimeros naturais e 7, o conjunto dos niimeros inteiros, é

verdadeiro que N C 7Z, pois todo niimero natural é também um niimero inteiro.
Proposicao 15 Para todo conjunto A e para o conjunto vazio &, temos que & C A.

Demonstracao: Caso quiséssemos provar que & ¢ A, deveriamos mostrar que existe
um objeto x tal que x € & e x € A. Entretanto, isso seria absurdo, uma vez que ndo pode ocorrer

xXedJ.

Dados os conjuntos A, B e C, mostraremos a seguir que a relacdo de inclusdo possui
as propriedades reflexiva, transitiva e antissimétrica. A propriedade antissimétrica € muito util

para provar que dois conjuntos sdo iguais.
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Proposicao 16 (Propriedade reflexiva da inclusao) A C A.

Demonstracao: De fato, todo elemento de A pertence a A. Portanto, pela Definicao 12,

da relagdo de inclusdo entre conjuntos, temos que A C A.

Proposicao 17 (Propriedade transitiva da inclusdo) Se A C Be B C C, entdo A C C.

Demonstracao: Suponhamos que A C B e B C C. Seja x um objeto qualquer tal que
x €A. Assim, x € B, pois A C B. Além disso, como B C C, concluimos que x € C. Isso
nos mostra que, se um objeto qualquer pertence a A, entdo esse objeto também pertence a C.

Portanto, pela defini¢do de inclusdo entre conjuntos, temos que A C C.
[ |

A Figura 3 € uma representacao na forma de diagrama de Venn para a Proposi¢ao 17.
Nota-se que o circulo que representa o conjunto A esta no interior dos circulos que representam

os conjuntos B e C.

Figura 3 — Diagrama de Venn representando a propriedade transitiva da inclusao.

Fonte: Da autora (2021).

Proposicao 18 (Propriedade antissimétrica da inclusao) Se A C Be B C A, entdo A = B.

Demonstracao: Se A C B, entdo todo elemento de A é também elemento de B. Se
B C A, entdo todo elemento de B € também elemento de A. Assim, a Definicdo 8, de igualdade

entre conjuntos, garante que A = B.
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A Defini¢ao 19, abaixo, também segue da relagdo de inclusao entre conjuntos.

Definicao 19 (Conjunto das partes) Dado um conjunto A, o conjunto das partes de A, repre-

sentado por & (A), é o conjunto cujos elementos sdo todos os subconjuntos de A.

Dessa forma, & (A) = {B | B é subcon junto de A} é uma representac@o para o conjunto
das partes de A. O Exemplo 20, o Exemplo 21 e a Proposi¢ao 22 sdo consequéncias da definicao

de conjuntos das partes.
Exemplo 20 Se A = {a, b}, entdo & (A) ={2, {a}, {b}, {a, b}}.

Exemplo 21 & (@) = {@}, pois o unico subconjunto do conjunto vazio é o préprio conjunto

vazio.
Proposicio 22 Se A é um conjunto com n elementos, o niimero de elementos de & (A) é 2.

Demonstracao: Para formar um subconjunto de A devemos decidir, para cada um dos n
elementos de A, entre duas possibilidades: pertencer, ou ndo, a esse subconjunto. Dessa forma,
pelo Principio Fundamental da Contagem, podemos formar 2" subconjuntos de A. Portanto, o

nimero de elementos de &7 (A) é 2".

Intersecao entre conjuntos
A seguir, apresentamos a defini¢do da relagc@o de intersecdo entre conjuntos.

Definicao 23 (Interseciao de conjuntos) A intersecdo dos conjuntos A e B é o conjunto deno-

tado por AN B, cujos elementos pertencem simultaneamente ao conjunto A e ao conjunto B.

Utilizando a notagdo da Teoria dos Conjuntos, escrevemos ANB = {x |x € A e x € B}.
Quando AN B = &, dizemos que A e B sdo disjuntos. A Figura 4 mostra uma representacao por
diagrama de Venn para a intersecdo dos conjuntos A e B, que corresponde a regido comum aos

circulos que representam esses conjuntos.
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Figura 4 — Representagdo da interse¢do entre conjuntos.

A B

Fonte: Da autora (2021).

Os exemplos 24 a 26, abaixo, decorrem da definicdo de intersecdo de conjuntos.
Exemplo 24 Dados os conjuntos A ={2, 3, 4, 5} e B={4, 5, 6}, temos ANB = {4, 5}.

Exemplo 25 Considerando C = {c | ¢ é um niimero par} e D = {d | d é um niimero primo},

temos CN\D = {2}, pois o niimero 2 € o tinico niimero primo par.

Exemplo 26 Se P ¢ o conjunto dos niimeros pares e Q é conjunto dos niimeros impares, entdo

PN Q= @. Assim, P e Q sdo conjuntos disjuntos.

A seguir, considerando que A, B e C sdo conjuntos quaisquer, apresentaremos algumas

propriedades decorrentes da defini¢ao da relac@o de intersec@o entre conjuntos.
Proposicdo 27 (ANB) CAe (ANB) CB.

Demonstracao: Se x € um objeto qualquer tal que x € ANB, entdox € A e x € B. Assim,
x € ANB implica em x € A. Portanto, pela definicdo de inclusdo entre conjuntos, temos que

(ANB) C A. A demonstragio de que (ANB) C B ¢ andloga.

Proposiciao 28 ANY = 2.

Demonstracao: Os elementos de AN < sdo aqueles que pertencem simultaneamente

aos conjuntos A e @. Como nenhum objeto pertence a &, concluimos que AN = @.
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Proposicao 29 (Idempoténcia da intersecio) ANA = A.

Demonstracao: Considerando a propriedade antissimétrica da relag¢ao de inclusao (Pro-
posicdo 18), para provar que ANA = A, devemos mostrar que (ANA) CAeA C (ANA).

Seja x um objeto qualquer tal que x € A. Assim, x € A e x € A sdo afirmagdes verdadeiras.
Logo, x € ANA, o que mostra que pertencer a A implica em pertencer a ANA. Assim, A C
(ANA).

De forma andloga, podemos provar que (ANA) C A. Como (ANA) CAeA C (ANA),

concluimos que ANA = A.

Proposiciao 30 (Associatividade da intersecao) AN(BNC) = (ANB)NC.

Demonstracao: Consideremos qualquer objeto x tal que x € AN (BN C). Pela definicdo
de intersecdo entre conjuntos, temos que x €t Aex € BNC. Logox €A, x € Be x € C. Assim,
x €ANBexeC. Entdo, temos que x € (ANB)NC. Portanto, (AN (BNC)) C (ANB)NC).

De forma andloga, podemos mostrar que ((ANB)NC) C (AN(BNC)). Dessa forma,
como (AN(BNC))C ((ANB)NC)e ((ANB)NC) C (A(BNC)), concluimos que AN(BNC) =
(ANB)NC.

Proposicao 31 (Comutatividade da intersecio) ANB = BNA.

Demonstracao: Consideremos um objeto x qualquer tal que x € AN B. Pela definicao
de intersecdo entre conjuntos, temos x € A e x € B, o que equivale a x € Be x € A. Logo,
x € BNA. Portanto, (ANB) C (BNA). De forma andloga, podemos mostrar também que
(BNA) C (ANB) e concluir que ANB = BNA.

Proposicao 32 Se A C B, entdo ANB = A.

Demonstracao: Suponhamos que A C B. Se x € um objeto qualquer tal que x € ANB,
entdo x € A e x € B. Em particular, temos que x € A, o que mostra que (ANB) C A.

Além disso, se x € A, entdo temos que x € B, pois A C B. Assim, comox €A e x € B,
temos que x € AN B. Portanto, A C (ANB). Como (ANB) CAe A C (ANB), concluimos que
ANB=A.
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Uniao de conjuntos

Apresentamos a seguir a defini¢do da relacdo de unido entre conjuntos. A unido entre
conjuntos disjuntos foi utilizada por Sangiorgi (1968), em seu livro Mdtemadtica: Curso Mo-
derno para os Gindsios, Volume 1, para apresentar uma defini¢do para a adi¢do de nimeros

naturais.

Definicao 33 (Unido de conjuntos) A unido dos conjuntos A e B é o conjunto denotado por

AUB, cujos elementos pertencem ao conjunto A ou ao conjunto B.

Em linguagem simbdlica, escrevemos AUB = {x | x € A ou x € B}. Na Figura 5, temos
uma representacao para a unido dos conjuntos A e B, que corresponde a regido interna aos dois

circulos.

Figura 5 — Representagdo da unido de conjuntos por meio de um diagrama de Venn.

A B

Fonte: Da autora (2021).

Os exemplos a seguir sdo aplicacdes da definicdo de unido entre conjuntos.
Exemplo 34 Se A={1,2, 3} e B={2, 3, 4, 5}, entdo AUB=1{1, 2, 3, 4, 5}.
Exemplo 35 Se A= {a, b, c} e B={d, e}, entdio AUB=1{a, b, c, d, e}

Exemplo 36 Dados C = {1, 10, 100, 1000} e D = &, temos CUD = {1, 10, 100, 1000}.

Dados os conjuntos A, B, C e D, mostraremos a validade de algumas proposi¢des que

envolvem a relac@o de unido de conjuntos.
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Proposicao 37 (Idempoténcia da unido) AUA = A.

Demonstracao: Se x é um objeto qualquer tal que x € AUA, entlo, pela definicio de
unido entre conjuntos, temos que x € A oux € A. Assim, como € verdadeiro que x € A, temos que
(AUA) C A. De forma andloga, podemos provar que A C (AUA). Portanto, pela propriedade

antissimétrica da inclusio (Proposi¢do 18), concluimos que AUA = A.

Proposicao 38 (Associatividade da uniao) AU (BUC) = (AUB)UC.

Demonstracdo: Se x é um objeto qualquer tal que x € AU (BUC), entdo x € A ou
x € BUC. Assim, x €A, x € Boux € C. Logo, x € AUB ou x € C. Portanto, x € (AUB)UC,
o que mostra que (AU (BUC)) C ((AUB)UC). De forma anédloga, podemos provar que ((AU
B)UC) C (AU(BUQ)) e, assim, concluir que AU (BUC) = (AUB)UC.

Proposicao 39 (Comutatividade da unido) AUB = BUA.

Demonstracao: Consideremos um objeto qualquer x tal que x € AU B. Pela definicao
de unido entre conjuntos, temos que x € A ou x € B, o que equivale a x € B ou x € A. Logo,
x € BUA. Assim, (AUB) C (BUA). Da mesma forma, podemos provar que (BUA) C (AUB).
Portanto, AUB = BUA.

Proposicao 40 (Distributiva da uniio com relacio a intersecio) AU(BNC) = (AUB)N
(AUC).

Demonstracdo: Para demonstrar essa proposi¢io, devemos provar que (AU (BNC)) C
((AUB)N(AUC)) e ((AUB)N(AUC)) C (AU(BNC)). Para mostrar que (AU (BNC)) C
((AUB)N(AUC)), consideremos qualquer objeto x tal que x € AU (BN C). Entdo, pela defini-
¢do de unido entre conjuntos, temos que x € A ou x € (BNC) e, assim, podemos considerar os

dois casos a seguir:

a) sexcA,entioxc AUBex € AUC, pois A € subconjunto de AUB e AUC;
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b) sexe BNC,entiloxc BexeCe,assim,xc AUBex € AUC, pois B é subconjunto
de AUB e C € subconjunto de AUC.

Assim, concluimos que, se x € AU (BNC), entdo x € (AUB) N (AUC). Portanto,
(AU(BNC)) C ((AUB)N(AUC)).

Para provar que (AUB)N(AUC)) C (AU (BNC)), consideremos x tal que x € (AUB) N
(AUC). Da defini¢do de interse¢do entre conjuntos, segue que x € AUB e x € AUC. Assim,

teremos dois casos a considerar:

a) sex €A, entdox € AU(BNC), pois A é subconjunto de AU (BNC);

b) se x € A, entdo segue de x € AUB que x € B e segue de x € AUC que x € C, logo
x€BNCe,assim,x € AU(BNC).

Dessa forma, em todo caso, x € AU (BNC), o que mostra que (AUB)N(AUC)) C
(AU (BNC)). Como provamos que (AU (BNC)) C (AUB)N(AUC))e (AUB)N(AUCQ)) C
(AU(BNC)), concluimos que AU (BNC) = (AUB)N(AUC).

A Proposic¢ao 40 estd representada na Figura 6, em que € possivel observar que a regiao

que corresponde a AU (BN C) também corresponde a (AUB) N (AUC).

Figura 6 — Representagao para a propriedade distributiva da unido com relagao a intersecao.

A B

C
Fonte: Da autora (2021).
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Proposicéo 41 (Distributiva da intersecio com relacdo a unidgo) AN(BUC) = (ANB)U
(ANC).

Demonstracao: Para provar essa proposi¢do, devemos mostrar que (AN (BUC)) C
((ANB)U(ANC)) e (ANB)U(ANC)) C (AN(BUC)). Para provar que (AN(BUC)) C
((ANB)U(ANC)), consideremos um objeto x tal que x € AN (BUC). Da defini¢do de interse-
¢do entre conjuntos, segue que x € A e x € BUC. A partir desse resultado, podemos considerar

0s seguintes casos:

a) sex € B,entaiox € Ae x € B, logo x € ANB;

b) comox € BUC, se x € B, entdo x € C e, como x € A, segue que x € ANC.

Assim, concluimos que x € ANB oux € ANC, ou seja, x € (ANB)U(ANC). Portanto,
(AN(BUCQC)) C (ANB)U(ANCQ)).

Resta provar que ((ANB)U(ANC)) C (AN(BUC)). Se x é um objeto tal que x €
(ANB)U(ANC), entdo x € ANB oux € ANC. Assim, temos duas possibilidades:

a) sexcANB,entioxcAex e B,logoxc Aex e BUC, pois B € subconjunto de BUC;

b) sexcANC,entdioxc Aex e C,logox € Aexec BUC, uma vez que C estd contido em
xe BUC.

Dessa forma, temos em todos os casos que x € A e x € BUC, ou seja, x EAN(BUC). As-
sim, (ANB)U(ANC) C (AN(BUC)). Como provamos que (AN (BUC)) C (ANB)U(ANC))
e (ANB)U(ANC) CAN(BUC), concluimos que AN (BUC) = (ANB)U(ANC).

A Figura 7 representa a Proposi¢ao 41. Observa-se que tanto AN (BUC) quanto (A NB)U

(ANC) correspondem a regido em cinza.
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Figura 7 — Representagao para a propriedade distributiva da intersecdo com rela¢io a unido.

A B

C
Fonte: Da autora (2021).

Complementar

Definicao 42 (Complementar) Dados os conjuntos U e A, tais que A C U, o complementar de

A em relacdo a U é o conjunto (A’ )y dos objetos que pertencem a U, mas ndo pertencem a A.

Na notacdo da Teoria dos Conjuntos, temos (A"), = {x€ U | x ¢ A}. O conjunto U,
utilizado na defini¢do de complementar, € denominado conjunto universo e seus elementos sao
todos os objetos que devem ser considerados em cada situagdo. Por exemplo, no Calculo, o
conjunto dos nimeros reais é tomado como conjunto universo. Quando ndo ha ddvidas sobre
qual € o conjunto universo U a ser levado em consideracdo, o complementar de um conjunto A
em relagdo a U pode ser denotado simplesmente como A’

Na Figura 8, o complementar do conjunto A corresponde a regido exterior ao circulo e o

conjunto universo € representado por toda a regido interior ao retangulo.

Figura 8 — Representacdo do complementar de um conjunto por meio de um diagrama de Venn.

U

(A)y

Fonte: Da autora (2021).
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Exemplo 43 Se X = {0, 2, 4, 6, 8} e Y = {2, 6}, entdo (Y')y = {0, 4, 8}

Exemplo 44 O complementar de Q, o conjunto dos niimeros racionais, em relagdo a R, o

conjunto dos niimeros reais, é o conjunto 1, dos niimeros irracionais.

Considerando o conjunto U e seus subconjuntos A e B, apresentaremos a seguir algumas

propriedades envolvendo a defini¢do de complementar de um conjunto.
Proposi¢ao 45 (U')y = 2.

Demonstracao: Pela definicio de complementar de um conjunto, os elementos de
(U")y s@o os objetos que pertencem a U, mas ndo pertencem a U. Como ndo pode existir

um objeto que satisfaga essas duas condi¢des a0 mesmo tempo, concluimos que (U')y = @.

Proposicio 46 (o')y =U.

Demonstracao: Pela defini¢ido de complementar, os elementos do conjunto (&')y sdo
os objetos que pertencem a U, mas nio pertencem a &. Como nenhum objeto pertence a &,

concluimos que (&')y = U.

Proposicio 47 (A') = A.

Demonstracdo: Se x é um objeto qualquer tal que x € (A’)’, entdo x € A’. Logo, x € A.
Dessa forma, (A")' C A.
Por outro lado, se x é um objeto tal que x € A, entdo x ¢ A e, portanto, x € (A")’. Assim,

A C (A’). Concluimos que (A’)’ = A, uma vez que (A') CAeA C (A').

Proposicio 48 ANA' = @.

Demonstracio: Os elementos de ANA’ sdo os objetos x tais que x €A e x € A’ ao

mesmo tempo. Como isso € uma contradi¢do, concluimos que ANA’' = @.
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Proposi¢io 49 AUA' =U.

Demonstracio: Se x é um objeto qualquer tal que x € AUA’, entdo x € A ou x € A, isto
€, x € Aoux ¢ A. Como qualquer objeto satisfaz alguma das duas condi¢des, temos que x € U.
Portanto, (AUA’) C U.

Por outro lado, se x € um objeto qualquer tal que x € U, entdo x € A ou x € A, ou seja,
x€AouxeA. Logo, x e AUA’ e assim concluimos que U C (AUA’). Portanto, como

(AUA")CUeUC (AUA'), temos que AUA" =U.

Proposicao 50 A C B se, e somente se, B C A’

Demonstrac¢ao: Suponhamos que A C B. Consideremos um objeto x tal que x € B'.
Pela defini¢do de complementar, temos que x ¢ B. Como A C B, segue que x ¢ A. Logo, x € A'.
Portanto, A C B, entio B’ C A’.

Reciprocamente, suponhamos que B’ C A’. Seja x um objeto tal que x € A. Assim,
x¢ A’. Como B’ C A’, entdo x ¢ B'. Logo, x € B, 0 que mostra que A C B. Assim, se B’ C A/,

entdao A C B.
[ |

As proposicoes 51 e 52, a seguir, que sdo conhecidas como Leis de De Morgan, asse-
guram que o complementar da intersec¢do entre dois conjuntos € igual a unido entre os comple-
mentares desses conjuntos e o que complementar da unido entre dois conjuntos € a interse¢ao

entre os complementares desses conjuntos.
Proposic¢io 51 (Primeira Lei de De Morgan) (ANB)' =A'UB'.

Demonstracao: Consideremos um objeto qualquer x tal que x € (AN B)". Entdo, pela
defini¢do de complementar, temos que x ¢ AN B. Logo, x ndo pertence a A ¢ B a0 mesmo
tempo. Dessa forma, x A ou x € B, isto é, x € A’ ou x € B'. Assim, x € A’UB' e, portanto,
(AUB) Cc (A'nB).

Por outro lado, se x é um objeto qualquer tal que x € A’ UB’, entdo x € A’ ou x € B'.
Assim, x ¢ A ou x ¢ B, logo x ndo pode pertencer a A ¢ B a0 mesmo tempo. Dessa forma,
x & ANB,logo x € (ANB)'. Portanto, (A’UB’) C (ANB)'.

Como (AUB)' C (A’'NB’) e (A’UB’) C (ANB)’, concluimos que (ANB)' =A’UB'.
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A Figura 9 é uma representagdo para a Primeira Lei de De Morgan. Nota-se que a regiao

em cinza representa simultaneamente (ANB) e A’UB’

Figura 9 — Representagdo para Primeira Lei de De Morgan em diagrama de Venn.

U A B

Fonte: Da autora (2021).

Proposi¢io 52 (Segunda Lei de De Morgan) (AUB) =A'NB.

Demonstracio: Seja x um objeto tal que x € (AU B)’. Entdo, decorre da defini¢do de
complementar que x ¢ AU B e, dessa forma, x ndo pode pertencer a A nem B. Logo x ¢ A e
x & B. Assim, segue que x € A’ e x € B'. Como x € A'NB’, concluimos que (AUB)' C (A'NB’).

Se x € um objeto tal que x € A'NB’, temos que x € A’ e x € B/, entdo x € A e x € B. Logo,
x ¢ AUB. Dessa forma, x € (AUB)’ e, portanto, (A’'NB’) C (AUB)'.

Como (AUB)' C (A’'NB’) e (A'NB’) C (AUB)’, concluimos que (AUB)' =A'NB’.

A Segunda Lei de De Morgan € representada na Figura 10, na qual pode-se observar que

a regido em cinza corresponde tanto a (AU B)’ quanto a A’ N B’
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Figura 10 — Representacao para Segunda Lei de De Morgan.

u A B

Fonte: Da autora (2021).

Diferenca entre conjuntos

A diferenca entre conjuntos € definida a seguir.

Definicao 53 (Diferenca entre conjuntos) A diferenca entre os conjuntos A e B é o conjunto

A — B, cujos elementos pertencem a A, mas ndo pertencem a B.

Usando a notagdo da Teoria dos Conjuntos, temos A—B = {x|x€Aex¢ B}. Na

Figura 11, a diferenca entre os conjuntos A e B corresponde a regido sombreada.

Figura 11 — Representacdo da diferenca entre os conjuntos A e B.

A B

Fonte: Da autora (2021).

Os exemplos 54 e 55, a seguir, decorrem da defini¢do de diferenga entre conjuntos.
Exemplo 54 Se A= {3,8,9} ¢ B={3,5}, entdo A— B = {8,9}.

Exemplo 55 Indicamos como R* o conjunto dos niimeros reais ndo nulos. Isto é, R* =R —{0}.
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Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, demonstraremos a seguir algumas proposi¢des que

envolvem a definicao de diferenca entre conjuntos.
Proposi¢cdo 56 A—B=ANB.

Demonstracao: Consideremos um objeto x qualquer tal que x € A — B. Assim, pela
defini¢do de diferenca entre conjuntos, temos que x € A e x ¢ B, ou seja, x EA e x € B, o
que mostra que x € ANB’. Logo, x € (A—B) C (ANB’). De forma semelhante, podemos
mostrar que (ANB') C (A—B). Como (A—B) C (ANB') e (ANB') C (A— B), concluimos que
A—B=ANB.

Proposi¢do 57 A—B=B'—A'.

Demonstracio: Seja x um objeto tal que x € A — B. Assim, x €A e x € B'. Assim,
segue de x € A que x ¢ A’. Como x € B’ e x ¢ A’, a defini¢do de diferenca entre conjuntos
garante que x € B'— A’ e, portanto, (A — B) C (B’ —A’). De forma semelhante, podemos provar

que (B'—A’) C (A—B) e concluirque A—B=B'—A’.

Proposicao S8 Se A C B, entdo A—B = @.

Demonstracao: Suponhamos que A C B. Assim, todo elemento que pertence a A tam-

bém pertence a B. Pela defini¢do da diferenca entre conjuntos, concluimos que A — B = &.

Produto cartesiano

Definicao 59 (Produto cartesiano) Sendo A e B conjuntos ndo vazios, o produto cartesiano
de A por B, denotado A X B, é o conjunto formado por todos os pares ordenados (x, y), em que

x€Aeych.

O conceito de par ordenado é tomado como primitivo, para o qual vale que (x,y) = (a,b)
se, € somente se, x =a € y = b. Podemos escrever em linguagem simbdlica que A X B =

{(x,y)|x€eAeyeB}.
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Exemplo 60 Dados os conjuntos A= {1, 2, 3} e B={4, 5}, o produto cartesiano entre A e B
EAxB=1{(1,4), (1,5), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 5)}.

A proposi¢ado a seguir foi utilizada por Sangiorgi (1968) para apresentar uma defini¢ao

para a operagdo de multiplicacdo entre nimeros naturais.

Proposicao 61 Se n e m designam o niimero de elementos que pertecem aos conjuntos finitos

A e B, respectivamente, entdo o conjunto A X B possui n-m elementos.

Demonstracdo: Para formar um par ordenado (x, y), com x € A e y € B, temos n
possibilidades para escolher um elemento de A e m possibilidades para escolher um elemento

de B. Logo, podemos formar m - n pares ordenados, que s@o os elementos de A x B.
[ |

Proposicio 62 Sendo A, B e C conjuntos ndo vazios, entdo A x (BNC) = (AxB)N(AxC) e
Ax(BUC)=(AxB)U(AxC).

Demonstracao: Se (x, y) ¢ um par ordenado que pertence a A x (BNC),entdox € A e
y€BNC. Logo,x €A,y BeyNnC. Assim, (x, y) €EAXBe (x, y) €A xC. Dessa forma,
(x,y) € (Ax B)N (A x C), mostrando que A X (BNC) C (A x B)N (A x C). De forma andloga,
podemos provar que (A x B)N(AxC) CAx (BNC). ComoA x (BNC) C (AxB)N(AxC)e
(AxB)N(AxC)CAx(BNC), concluimos que A x (BNC) =(AxB)N(AxC).

A demonstra¢do de A x (BUC) = (A x B) U (A x C) é andloga.

Relacoes

Definicao 63 Dados os conjuntos A e B, uma relacdo bindria R de A em B é todo subconjunto

do produto cartesiano A X B.

No termos dessa defini¢do, podemos escrever R={(a, b) | (a, b) € A x B}. Nesse caso,
A € denominado conjunto de partida e B € denominado conjunto de chegada. Dizemos que a € A
se relaciona com b € B segundo R se (a, b) € R, denotando a R b. Por outro lado, se (a, b) ¢ R,
indicamos a R b. Os exemplos a seguir decorrem da Defini¢do 63, sendo que o Exemplo 65 foi

adaptado de Monteiro, Sangiorgi e Watanabe (1970, p. 47).
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Exemplo 64 Dados os conjuntos A = {0, 1, 2} e B= {3, 4}, sdo exemplos de relagées de A

em B:
a) Ry = &;
b) Ry ={(0,3), (1, 4)};
b) Ry=1{(0, 4), (1, 4), (1, 3)}.

Exemplo 65 Consideremos os conjuntos E = {2, 3, 4,5, 11} e F ={7, 8, 9, 10}. A relagdo
R que associa um elemento x de E a um elemento y de F se, e somente se, x é divisor de y pode

ser representada por R ={(x, y) € E X F | x|y} ={(2, 8), (2, 10), (3, 9), (4, 8) (5, 10)}.

Podemos representar um relagdo entre conjuntos finitos por meio de um diagrama de
flecha, no qual cada par (x, y) € R é representado por uma flecha com inicio em x e fim em y.

A relacdo apresentada no Exemplo 65 esta representada no diagrama de flechas da Figura 12.

Figura 12 — Diagramas de flechas da relagdo do Exemplo 65.

E F
2 7
3

8
4
. 9
11 10

Fonte: Da autora (2021).

A seguir, apresentamos uma defini¢do para relacao biunivoca — que também é chamada
de correspondéncia biunivoca ou correspondéncia um a um — e equipoténcia de conjuntos. No
primeiro livro da cole¢ao Curso Completo de Matemdtica Moderna para o Ensino Primdrio, as
autoras Ferreira e Carvalho (196-7a) recomendam que a nogdo de correspondéncia biunivoca
seja explorada no Ensino Primdrio para trabalhar a capacidade de comparagdo de quantidades.
De forma semelhante, Sangiorgi (1968), em seu livro Matemdtica: Curso Moderno para os
Gindsios, Volume 1, define nimero natural como a propriedade compartilhada por conjuntos
equipotentes e utiliza a correspondéncia biunivoca para apresentar a relacio de ordem entre

nameros naturais.
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Definicao 66 (Relacao biunivoca) Uma relacdo R de A em B é dita biunivoca se todo x € A se
relacionar segundo R a exatamente um elemento y € B e se, para todo y € B, existir um x € A

tal que (x, y) € R.

Definicao 67 (Conjuntos equipotentes) Os conjuntos A e B sdo ditos equipotentes se existir

uma relacdo biunivoca entre A e B.

Exemplo 68 Considerando os conjuntos A = {a, b, c} e B={x, y, z}, temos que a relacdo
R ={(a, 2), (b, y), (c, x)} é biunivoca, pois cada elemento de A se relaciona a apenas um
elemento de B e, para todo y € B, existe um x € A tal que (x, y) € R. Portanto, podemos dizer

que A e B sdo conjuntos equipotentes.
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