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RESUMO

Este trabalho objetiva a aplicagdo, com base nos principios do Teorema de Morley, do programa
“GeoGebra”, da técnica japonesa Origami e do jogo chinés Tangram, no ensino da matematica
ao longo do regime escolar basico, sobretudo no Ensino Médio, com o intuito de evidenciar a
importancia da teoria por intermédio da utilizacdo de ferramentas ludicas em uma nova versao.
Com base nessa perspectiva, o trabalho foi desenvolvido a partir de pesquisa bibliogréfica,
posteriormente, houve a elaboracdo de uma oficina, aplicada no Centro de Ensino Professor
Jodo Teixeira Sousa Anexo I, pertencente a rede escolar pablica. Por conseguinte, constituiu-
se uma proposta de ensino diversificada, dotada de sugestfes de como o teorema pode ser
trabalhado no ambiente escolar, mediante 0 uso de métodos tradicionais e tecnoldgicos -
portanto, variados — com adaptacGes oriundas do Teorema de Morley, a saber, a criagdo do
“Tangram de Morley” e, por meio do Origami, a trissec¢do dos angulos do triangulo. A
producdo desta pesquisa visa a valorizacdo do Teorema, uma vez que, mesmo sendo
imprescindivel para os estudos ligados a Geometria, ainda sofre pela sua infima popularizacéo,

inclusive no meio académico.

Palavras-chave: Teorema de Morley; GeoGebra; Origami; Tangram de Morley.



ABSTRACT

This objective work is applied, based on the principles of Morley's Theorem, the “GeoGebra”
program, the Japanese Origami technique and the Chinese game Tangram, in the teaching of
mathematics and in the long period of the basic school regime, mainly in high school, with in
order to highlight the importance of theory through the use of musical tools in a new version.
Based on this perspective, the work was developed of bibliographic research, later on, it started
to prepare a workshop, applied at at Teaching Center Teacher Jodo Teixeira Sousa Annex I,
belonging to the public school system. For example, a proposal for diversified teaching, with
suggestions for how the student can be worked in the school environment, using the use of
traditional and technological methods - therefore, varied - with adaptations from the Morley
professor, namely, a creation of “ Morley Tangram “and, through Origami, a trisection of the
angles of the triangle. The production of this research aims at valuing the Theorem, since, even
though it is essential for studies related to geometry, it still suffers from its popularization, even

in the academic environment.

Keywords: Morley's theorem; GeoGebra; Origami; Morley Tangram.
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1. INTRODUCAO

A matematica vem, ao longo dos anos, se desenvolvendo como ciéncia e, tornando-se,
indubitavelmente, uma ferramenta imprescindivel para a sociedade moderna. Dessa forma, 0s
seus conceitos vém sendo apresentados, discutidos e ressignificados, a fim de atender as
necessidades cotidianas e as exigéncias sociais de cada época.

E exatamente aqui que a nossa pesquisa se situa, pois, considerando que a Geometria é
uma teoria que se estrutura a partir de axiomas, defini¢cdes, termos primitivos e teoremas
inerentes aos estudos matematicos e que, diariamente, nos deparamos com as mais diversas
situaces nas quais precisamos, para a sua resolucdo, dispor de elementos da matematica, seja
para contar, medir ou fazer inferéncias consideramos pertinente aprofundarmos os estudos
sobre o Teorema de Morley e suas propriedades, bem como as suas possibilidades de aplicacédo
na Educacdo Basica.

A constatacdo de que as ideias e os conceitos da Geometria, que mantém relagdo com
as retas e com os angulos fazem parte do imagético do ser humano pode ser facilmente
percebida pela mera observacdo do mundo real, seja por meio de objetos, de esculturas, de
design de mdveis ou, até mesmo, de pec¢as do vestuario, da arquitetura, dentre outros.

Diante disso, a presente pesquisa justifica-se em razdo da necessidade de defini¢cdo de
linhas de trabalho docente voltadas ao ensino da matematica, especificamente, da Geometria
Euclidiana que, por meio de recursos diversificados, como o Software Geogebra, a técnica
japonesa Origami e o jogo chinés Tangram, ensinem o processo de construcdo do triangulo de
Morley, a fim de facilitar a apropriacdo de conceitos e procedimentos matematicos, que sdo
importantes para a formacéo integral do educando, ja que englobam diversos saberes.

De modo geral, este trabalho teve como objetivo principal evidenciar, por meio de uma
proposta de ensino diversificada, a importancia do Teorema de Morley na Educacédo Basica.

Nessa perspectiva, estabelecemos 0s seguintes objetivos especificos: a) identificar as
possibilidades de aplicacdo do Teorema de Morley em diferentes séries do Ensino Bésico; b)
desenvolver uma proposta diversificada para o ensino da Geometria; c) relacionar o Teorema
de Morley a recursos didaticos com origens e caracteristicas diferentes.

A presente pesquisa desenvolve-se em topicos dispostos a apresentar uma sequéncia
I6gica e didatica. No topico 1, apresenta-se a Introducdo. No topico 2, apresentamos 0S
pressupostos tedricos da Geometria Euclidiana, que servirdo de base para a demonstragdo do
teorema que encontram-se organizados a partir das proposi¢cdes primitivas (aceitas sem
demonstracdes), em seguida, trazemos algumas defini¢Ges e teoremas. A seguir, no tépico 3,

12



discorremos sobre os trés problemas classicos da geometria: a duplicacdo do cubo; a quadratura
do circulo e a trisseccdo de um angulo qualquer. Na sequéncia, apresentamos, no topico 4, a
demonstracdo construtiva do Teorema de Morley, na qual utilizamos alguns instrumentos de
construcdes geométricas. No tdpico 5, apresenta-se o programa Geogebra. Apresentamos, no
topico 6, um quebra-cabeca, um material inédito construido a partir da ideia do Tangram
Tradicional intitulado Tangram de Morley. No topico 7 apresentamos a metodologia, 0s passos
da construcéo, registros e os resultados da Oficina de Origami desenvolvida na Escola Professor
Jodo Teixeira Sousa Anexo I, locus da pesquisa, localizada no municipio de Maracagumé, Ma.

No topico 8, apresenta-se as ConsideracGes Finais.
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2. ALGUMAS DEFINICOES
2.1  NOCOES PRIMITIVAS

As nogoes (conceitos, termos, entes) geométricas sao estabelecidas por meio de
defini¢do. As nogdes primitivas sao adotadas sem defini¢dao. Adotaremos sem definir as nogdes
de ponto, reta e plano.

De cada um desses entes temos conhecimento intuitivo, decorrente da experiéncia e da

observacao.
2.2 NOTACAO DE PONTO, RETA E PLANO

O Ponto — Sao representadas por letras maitsculas latinas: A, B, C, ...
A Reta — Sao representadas por letras minusculas latinas: a, b, c, ...

O Plano — Sao representadas por letras gregas minusculas: a, 3, v, ...

Figura 1 - O ponto P (esg.), areta r ou AB (centro) e o plano a (dir.)

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

2.3 SEGMENTO DE RETA

Dados dois pontos distintos a reunido do conjunto desses dois pontos com o conjunto
dos pontos que estdo entre eles € um segmento de reta.

Assim, dados A e B, A # B, o segmento AB (indicado por AB) ¢ o segmento que segue:

Figura 2 - Segmento AB

A B
¢ L

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Os pontos A e B sio as extremidades de AB e os pontos que estio entre A e B sdo pontos

internos de AB. Se os pontos A e B coincidem (A = B) dizemos que AB é um segmento nulo.

14



2.3.1 Medida de um segmento

A medida de AB ser4 indicada por m(AB).

A medida de um segmento (ndo nulo) ¢ um niimero real positivo associado ao segmento
de tal forma que:
1°) Segmento congruentes t€ém medidas iguais e, reciprocamente, segmentos que t€ém medidas
iguais sao congruentes.

AB = CD <> m(AB) = m(CD).
2°) Se um segmento ¢ maior que outro, sua medida ¢ maior que a deste outro.
AB > CD <> m(AB) > m(CD)
3°) A um segmento soma esta associada uma medida que ¢ a soma das medidas dos segmentos
parcelas.
RS = AB + CD <> m(RS) = m(AB) + m(CD)

A medida de um segmento da-se o nome de comprimento do segmento.

24 SEMIRRETA

Dados dois pontos distintos A e B, a reunido do segmento de reta AB com o conjunto

dos pontos X tais que B estd entre A e X ¢ a semirreta AB (indicada por ﬁ).

AB=ABU {X /B estd entre A e X}

Figura 3 - Semirreta AB de origem A

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Se A estd entre B e C, as semirretas AB e AC sdo ditas semirretas opostas.
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25 ANGULOS

Chamamos de angulo a figura formada por duas semirretas com a mesma origem.

Figura 4 - Regido angular no plano

L 2
B c

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

As semirretas sdo chamadas de lados do angulo e a origem comum, de vértice do angulo.
Um angulo formado por duas retas distintas de uma mesma reta ¢ chamado de angulo raso e

mede 180°.
Figura 5 - Angulo Raso

A B C

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

2.5.1 Bissetriz de um angulo

Uma semirreta OC interna a um angulo AOB ¢ bissetriz do angulo AOB se, e somente
se, AOC = BOC.
A bissetriz de um angulo ¢ uma semirreta interna ao angulo, com origem no vértice do

angulo e que o divide em dois angulos congruentes.

Figura 6 - OC é a bissetriz de AOB
A

0 B
Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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26 TRIANGULOS

Dados trés pontos A, B e C ndo colineares a reunido de -AB, AC e BC chama-se tridngulo
ABC.
Indicacdo: Tridngulo ABC = AABC = AB U AC U BC

Figura 7 - Triangulo ABC
C

A B

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

2.6.1 Elementos

Vértices: os pontos A, B e C sdo os vértices do AABC.

Lados: AB, AC e BC sio os lados do tridngulo.

Angulos: BAC ou A, ABC ou B ¢ ACB ou C sio os angulos do AABC (ou 4ngulos
internos do AABC).

2.6.2 Classificacao

Quanto aos lados, os tridngulos se classificam em:
e Equilateros se, e somente se, t€ém os trés lados congruentes;
e Isésceles se, e somente se, t€ém dois lados congruentes;

e [Escaleno se, e somente se, dois quaisquer lados ndo sdo congruentes.

Conforme se observa na figura a seguir:
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Figura 8 - Triangulo equilatero (esq.), isosceles (centro), escaleno (dir.)
R
M

B Cc s T

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Na figura 8, o lado ST do triangulo is6sceles ¢ chamado de base e o angulo oposto a

base ¢ o angulo do vértice.
Notemos que todo triangulo equilatero ¢ também isdsceles.

2.7 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Um triangulo é congruente (simbolo =) a outro tridngulo se, ¢ somente se, ¢ possivel

estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que:

e Seus lados sdo ordenadamente congruentes aos lados do outro e

e Seus angulos sdo ordenadamente congruentes aos angulos do outro.

Figura 9 - Dois tridngulos congruentes
M

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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E importante frisar que a congruéncia entre triangulos ¢ reflexiva, simétrica e transitiva.

18



2.7.1 Casos de congruéncias

A definicao de congruéncia de tridngulos dé todas as condi¢des que devem ser satisfeitas
para que dois tridngulos sejam congruentes. Essas condi¢des (seis congruéncias: trés lados e
trés angulos) sdo totais. Existem condi¢des minimas para que dois tridngulos sejam
congruentes. Sao os chamados casos ou critérios de congruéncia.

1° caso: LAL — Se dois tridngulos t€ém ordenadamente congruentes dois lados e o angulo
compreendido, entdo eles sdo congruentes.

Esta proposicao ¢ um postulado e indica que, se dois triangulos tém ordenadamente
congruentes dois lados ¢ o angulo compreendido, entdo o lado restante e os dois angulos

restantes também sdo ordenadamente congruentes.

AB=MN C=P
B=N — AABC = AMNP — AC=MP
BC=NP A=M

2.7.2 Teorema do tridngulo iséscele

Se um tridngulo tem dois lados congruentes, entdo os angulos opostos a esses lados s@o

congruentes.

Figura 10 - Triangulo is6sceles ABC, AB = AC, B=C.

A

B C
Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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2° caso: ALA — Se dois tridngulos tem ordenadamente congruentes um lado e os dois angulo a

ele adjacentes, entdo esses tridngulos sao congruentes.

B=N B=MN
BC=NP — AABC = AMNP N A=M
C=P AC = MP

Observagdo: Com base no 2° caso (ALA), pode-se provar a reciproca do teorema do triangulo
isosceles, ou seja, se um triangulo possui dois angulos congruentes, entdo esse tridngulo ¢

isosceles.

3° caso: LLL — Se dois tridngulos tém ordenadamente congruentes os trés lados, entdo esses

triangulos sdo congruentes.

AB=PM A=P
BC=MN — AABC=APMN ., B=M
AC=PN C=N

4° caso: LAA, — Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado, um angulo

adjacente e o dngulo oposto a esse lado, entdo esses triangulos sdo congruentes.

C
B

N B=PM
— AABC=APMN C=N

")

M
M

=)
Il
g
>
o
Il
o
Z

2.7.3 Caso especial de congruéncia de triangulos retangulos

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um cateto e a hipotenusa, entdo esses

triangulos sdo congruentes.
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Figura 11 - Triangulos retangulos congruentes

A P

B C M N

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

AB=PM
BC=MN A=P
A_CEW AABC = APMN CEN

B e M sao retos

2.8  BISSETRIZ INTERNA DE UM TRIANGULO

Bissetriz interna de um triangulo € o segmento, com extremidades num vértice e no lado

oposto, que divide o angulo desse vértice em dois angulos congruentes.

Figura 12 - A bissetriz AP relativa ao vértice A e ao lado BC, P ¢ BC, PAB = PAC

B P C

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

21



2.8.1 Incentro

As trés bissetrizes internas de um tridngulo interceptam-se num mesmo ponto,
denominado Incentro.

Figura 13 - S € o incentro do triangulo ABC, AP N BQ N CR = {S}.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

2.8.2 Trissetriz interna de um triangulo

Definimos como trissetrizes, dois segmentos de retas que partem de um vértice, e vao

até o lado oposto do vértice em que partiu, dividindo o seu angulo em trés angulos congruentes.

Figura 14 - BD e BE relativas ao lado AC e ao vértice B, ABD=DBE =EBC.
A

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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2.9 CIRCUNFERENCIA

Circunferéncia ¢ um conjunto dos pontos de um plano cuja distdncia a um ponto dado
desse plano ¢ igual a uma distancia (nao nula) dada. O ponto dado € o centro e a distancia dada
¢ o raio da circunferéncia.

Dados: um plano a, um ponto O de o e uma distancia r, M(O ,r) = {P € a./ dpo =1}, onde

MO ,r) representa a circunferéncia de centro O e raior.

2.9.1 Circunferéncias congruentes

Duas circunferéncias sdo congruentes quando t€m raios iguais.

2.9.2  Angulo central

Angulo central relativo a circunferéncia A ¢ o dngulo que tem o vértice no centro da
circunferéncia.
Se numa circunferéncia de centro O um angulo central determina um arco AB, dizemos

que o arco AB é o arco correspondente ao angulo central AOB.

Figura 15 - Angulo central AOB, AB arco correspondente.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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2.9.3 Arcos congruentes

Dois arcos AB e CD de uma circunferéncia de centro O sdo congruentes se, € somente

se, os angulos AOB e COD.

Figura 16 - A circunferéncia de centro O e raio r = OA.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

2.9.4 Media do angulo central e do arco correspondente

Tomando-se para unidade de arco (arco unitario) o arco definido na circunferéncia A por
um angulo central unitério (unidade de angulo), temos:
A medida do arco de uma circunferéncia A ¢ igual a medida do angulo central

correspondente.
Assim, Se m(AOB) = 60°, entdo m(AB) = 60°, reciprocamente, se AOB = 60° entdo AB
= 60°. Analogamente, m(COD) = 150°, entio m(CD) = 150°.

2.9.5 Angulo inscrito

Angulo inscrito relativo a uma circunferéncia A ¢ um angulo que tem o vértice na

circunferéncia e os lados sdo secantes a ela.
Na figura 17, ACB ¢ angulo inscrito, AB ¢ o arco correspondente ao angulo

subentendido, AOB ¢ o angulo central correspondente ao angulo inscrito ACB.
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Figura 17 - Angulo inscrito ACB a circunferéncia de centro O

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

2.9.6 Medida do angulo inscrito

Um angulo inscrito ¢ metade do angulo central correspondente ou a unidade de um

inscrito ¢ metade da medida do arco correspondente.
DEMONSTRACAO:

Sejam A, B e C pontos distintos de uma circunferéncia A de centro O. Consideremos

trés casos,

I - O centro O esta sobre um lado do angulo inscrito ACB (Figura 18).
Note que OB e OC sao raios da circunferéncia A, logo o triangulo OBC ¢ is6sceles de base BC,
com isso m(OBC) = m(OCB) = m(BCA). Como a soma dos angulos internos de um triangulo
¢ 180°, entdo a m(BOC) =180° - 2.m(BCA). Por outro lado, os pontos C, O, A sdo colineares,
logo m(BOC) + m(AOB) = 180°, ou seja,

m(BOC) = 180° - m(AOB). Isso implica que, 180° - 2.m(BCA) = 180° - m(AOB). Portanto,

m(BCA) = m(‘;OB).
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Figura 18 - Circunferéncia A de centro O sobre um dos lados

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

IT - O centro O estd no interior do angulo inscrito AVB (Figura 19). Observe que o angulo
inscrito AVC e o respectivo angulo central AOC também estdo nas condi¢des do caso anterior
e, de maneira andloga, o angulo inscrito BVC e seu respectivo angulo central BOC. Entao,
m(AOC) =2.m(AVC) e m(BOC) =2.m(BVC). Somando, m(AOC) e m(BOC) temos, m(AOB)

AOB
= 2.m(AVB). Portanto, m(AVB) = M

Figura 19 - Circunferéncia A de centro O no interior do angulo inscrito AVB

B

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

III - O centro O estd no exterior do angulo inscrito AVB (Figura 20). Da mesma maneira que o

caso anterior, utilizamos o Caso 1 para essa demonstragao.
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Temos, m(AOC) = 2.m(AVC) e m(BOC) = 2.m(BVC).
Note que m(AOB) = m(AOC) - m(BOC) = 2.m(AVC) - 2.m(BVC) = 2[m(AVC) - m(BVC)] =

AOB
— 2 m(AVB). Portanto, m(AVB) = - )

Figura 20 - Circunferéncia A de centro O no exterior do angulo inscrito AVB.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

2.10 CONSTRUCAO COM REGUA E COMPASSO

O uso de régua e compasso nas construcdes geométricas seguem algumas restricdes
tendo como base a obra “Os Elementos” de Euclides®. A régua (ndo graduada) ¢ utilizada apenas
para tragar uma reta que passa por dois pontos dados e 0 compasso para tragar circunferéncia
cujo raio é dado por uma distancia e o centro por um determinado ponto.

Os trés primeiros postulados de Euclides nos Elementos enunciam trés construcdes
possiveis em geometria. Sao elas:

1. Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto; 2. Tambem
prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta; 3. E, com todo centro e distancia,

descrever um circulo. [1]

1 Euclides de Alexandria, matematico grego do século IV e Il a. C., autor de uma das obras mais importante e
mais influente na hist6ria da matematica - Os elementos.
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Figura 21 - Régua ndo graduada (esq.) e Compasso (dir.)

Fonte: https://es.123rf.com/visual/search/86632867

Como exemplo de uma construcdo possivel com régua e compasso, a seguir a
construcdo da mediatriz CD a um segmento AB.
Passos:
1. Tragcamos duas circunferéncias de raios AB e centros A e B, conforme a figura 22;
2. Traca-se a reta (Mediatriz) determinada pelos pontos C e D, pontos de interseccdo das

duas circunferéncias.

Figura 22 - Mediatriz CD

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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2.11 CONSTRUCAO POR NEUSIS

Outro método de construcdo além do com régua e compasso, descrito anteriormente, é
a construcdo por Neusis. Uma técnica que difere das normas estabelecidas nos Elementos de
Euclides podendo realizar ajustes (arrastos) de um dado segmento entre duas curvas dadas de
modo que 0 segmento passe por um ponto P dado.

Como exemplo, utilizaremos a seguir o0 método Neusis para trisseccionar um angulo. A
construcdo é uma das solucOes propostas por Arquimedes para trissec¢ao de um angulo.

Seja 0 angulo AOB a ser trisseccionado,

Passos:
1. Tragamos a reta r passando pelo segmento AO, e a circunferéncia A de centro O e raio
OA,

Figura 23 - Reta r e circunferéncia A.

B
A
(@) r

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

2. Construimos uma reta s passando: pelo ponto B, por um ponto D (pertencente a

circunferéncia) e pela reta r num ponto C, de modo que o segmento CD tenha 0 mesmo
comprimento do segmento AO (que € igual ao raio da circunferéncia). Note que para isso, talvez

seja preciso fazer alguns ajustes na reta s para obtermos o desejado;
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Figura 24 - Reta s.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

3. Tragcamos uma reta t passando por O e paralela a reta s. Marca-se o ponto E, intersec¢do
do arco AB com a reta t (conforme a figura 25). Com isso, obtemos:
m(AOE) = m(ACB) e m(EOB) = m(OBD).
Observe que:
Os triangulos BOD e CDO séo isosceles de bases BD e OC, respectivamente. Entdo,
m(ODB) = m(OBD) = m(EOB) e como o angulo ODB ¢ angulo externo do tridngulo CDO,
temos m(ODB) = m(OCD) + m(COD) = 2.m(OCD).

Ao tracarmos a bissetriz do &ngulo EOB, obtemos: m(EOF) = m(FOB) = m(AOE)

Figura 25 - Angulo AOB trisseccionado por OF e OF.

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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3. PROBLEMAS CLASSICOS DA GEOMETRIA

Nesse tdpico abordaremos os trés problemas classicos da geometria (a duplicacdo do
cubo, a quadratura do circulo e a trisseccdo de um angulo qualquer). Devido a certas restri¢cdes
com 0 uso da régua e compasso, COmo Vimos no primeiro topico, 0s gregos, que obedeciam as
regras das construcdes euclidianas, conviveram por muito tempo com esses trés problemas.
Somente cerca de 2000 anos depois é que foi demonstrado algebricamente que essas
construcdes eram impossiveis.

E importante ressaltar que a abordagem desses problemas seré de forma superficial, pois
a demonstracdo requer um estudo algébrico mais aprofundado sobre nimeros algébricos, dentre
outros, que fogem do tema central desse trabalho. A seguir, dois teoremas que justificam a

construtibilidade de um ndmero.

Teorema 1: Todo nimero construtivel é raiz de uma equacao polinomial da forma a,x"

+ a1 X* '+ ...+ aix + ap = 0, de coeficientes inteiros.

Teorema 2: Um namero algébrico e irracional sera construtivel somente se ele for raiz

de um polindmio irredutivel cujo grau é uma poténcia de 2.

Tomando um segmento AB como a unidade, conforme a figura 26, entdo um segmento

AP sera construtivel a partir de AB se, e somente se, 0 ponto P for construtivel.

Figura 26 - Reta AB

o e >
— e @
=& O

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

As figuras 27 e 28 sdo autoexplicativas. Elas mostram que se 0s nimeros a e b forem
. « , N 1 ,
construtiveis, entdo também serdo: -a, -b, a+b, ab, - (a#0). Com isso, -1, -2, -3, etc. e 1+1, 1+2,

etc. sdo construtiveis, isto €, todos os inteiros. Portanto, todos os quocientes de inteiros

(racionais) tambeém s&o construtiveis.
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Figura 27 - Nameros construtiveis - a, a, b e a+b

-a 0 b a a+b

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

. , o1
Figura 28 -Numero construtiveis p eab

0 1/a 1 a b ab

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

31 ADUPLICACAO DO CUBO

N&o se sabe exatamente em que momento da histéria e por quem este problema foi
formulado. Contudo, existe a narrativa de que uma praga se espalhou fazendo vérias vitimas
em Atenas e ao procurar o Oraculo, em busca de combater a praga, a populacédo foi orientada a
dobrar o altar de Apolo que tinha a forma cubica. Porém, ap0s varias tentativas, os gebmetras
falharam.

O problema da duplicacdo do cubo consiste em construir o lado de um cubo, cujo
volume é o dobro do volume de um cubo dado.

Dado um cubo de aresta medindo a, seu volume (V1) é dado por a®. Queremos construir

outro cubo de aresta b com volume (V2) duas vezes mais o volume do cubo dado, isto é,
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V2 = 2V1. Entéo, b® = 2a°. Isso implica que b = 3/2a®, portanto b = a3/2 , um nimero irracional
algébrico ndo construtivel.
Justificativa: 3/2 é solucdo do polindmio x® — 2 = 0, e, pelo teorema 2, 0 nimero 3

(grau do polindmio x3 — 2) ndo pode ser escrito como uma poténcia de 2.

Figura 29 - Cubo de aresta a (a esq.) e Cubo de aresta b (a dir.)

2 b
Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

3.2 QUADRATURA DO CIRCULO

O problema da quadratura do circulo consiste em construir um quadrado cuja area seja

igual a area de um circulo dado.

Figura 30 - Circulo de centro O e raio r (esq.) e quadrado de lado | (dir.)

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

A éarea do circulo dada por mr? € igual & area do quadrado 12. Queremos obter 12 = mr?.
Isso implica que | = v/mr?. Logo, | = rv/mt. Portando, como v/ ndo é construtivel, ndo podemos

obter o quadrilatero desejado.
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Justificativa: Os numeros denominados Algébricos sdo nimeros reais ou complexos
raizes de um polinémio de coeficientes inteiros. Os Transcendentes s&o 0s numeros que ndo séo

algébricos, como por exemplo, o T que nado ¢ raiz de nenhum polindomio de coeficientes inteiros.

3.3  TRISSECCAO DE UM ANGULO QUALQUER

Dentre os trés problemas classicos, talvez o que desperte mais atencédo é o da trissec¢éo
de angulos, pois apesar da impossibilidade da trisseccdo de certos angulos (por construcao
euclidiana), alguns angulos séo possiveis dividi-los em trés partes iguais, como por exemplo, 0
de 90°, que a demonstracdo encontra-se em [2].

Ha varias versGes em relacdo ao surgimento desse problema, uma delas é que houve a
necessidade de trisseccionar o angulo de 60° para construir um enedgono regular. Apos varias
tentativas (por construgdo euclidiana), sem sucesso, Gauss?® no século XIX provou a
impossibilidade dessa construcao.

Ao longo do tempo vérias solucdes foram apresentadas para esse problema, como por
exemplo, a de Arquimedes, vista no topico anterior, a de Hipocrates e Nicomedes. Vale ressaltar
que todas essas solugdes fugiam das regras estabelecidas nas constru¢cbes com régua e
compasso.

Os exemplos a seguir mostram que um angulo qualquer é construtivel se, e somente se,

seu cosseno for um namero construtivel.
Exemplo 1: Construcéo do angulo de 60° a partir de uma semirreta OA

Passos:
1. Tragcamos duas circunferéncias de raios OA e centros O e A, conforme a figura 31;
2. Marcamos o ponto B, pontos de intersec¢édo das duas circunferéncias.

Como o tridngulo formado pelos vértices AOB € equilatero, o angulo AOB mede 60°, e

1 , . .
cos 60° = 3 (um namero racional), portanto construtivel.

2 Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), matematico, astronomo e fisico alemédo que contribuiu muito em
diversas areas da ciéncia, dentre elas a teoria dos nimeros, estatistica, analise matematica, geometria diferencial,
geodésia, geofisica, eletroestatica, astronomia e dptica.
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Figura 31 - Construcdo do angulo de 60°

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Exemplo 2: Observe que a construcdo do angulo de 20° é impossivel.
Sabendo que cos (30)) = 4 cos’(a)) — 3 cos(a)
cos (3.20°) = 4 cos® 20° — 3 cos 20°
cos 60° = 4 cos® 20° — 3 cos 20°

1
5= 4 cos® 20° — 3 cos 20°

1 =8 cos® 20° - 6 cos 20°
Considerando cos 20° = x
8x3-6x=1
8x3-6x-1=0

Pelo teorema 2, cos 20° ndo € um namero construtivel. Com isso, concluimos que o

angulo de 60° ndo pode ser trisseccionado, pois ndo podemos obter um angulo de 20°.
Exemplo 3: Trissec¢do do angulo de 90°.

Por construcdo euclidiana, basta construir sobre o &ngulo de 90°, um éngulo de 60°. Note
que a diferenca (30°) € um terco de 90°. Restando apenas encontrar a bissetriz do angulo de 60°.

Segundo a histéria da matematica, essa constru¢cdo j& era conhecida pelos gregos.

. V3 . ]
Algebricamente temos que cos 30° = ~» um numero construtivel.

No tdpico seguinte, discorremos sobre o teorema de Morley.
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4. TEOREMA DE MORLEY

O Teorema de Morley, descoberto no ano de 1904 pelo americano Frank Morley (1860
— 1937), mostra que ao trisseccionarmos 0s angulos internos de um triangulo qualquer, as
semirretas adjacentes que partem de cada vértice definem trés pontos que séo os vértices de um
triangulo que sempre sera equilatero.

O referido teorema, explanado de forma ndo formal por Morley a seus amigos de
Cambridge, s6 foi divulgado 20 anos mais tarde ap0s sua descoberta em uma revista Japonesa
de educagdo secunddria “Jornal of the Mathematical Association of Japon for the Secondary
Education”.

Morley nasceu na Inglaterra, em suffolk e foi um respeitavel matematico, sendo este
muito notdrio pelos seus ensinos, assim como pelas suas pesquisas nas areas da algebra e
geometria, viveu os ultimos 50 anos de sua vida nos Estados Unidos, na maioria do tempo na
universidade de Johns Hopkins, entretanto nunca rejeitou a sua nacionalidade britanica.

O teorema foi exposto como um problema na revista “Mathematical Questions and
Their Solutions from the Educational Times”. Com o passar do tempo outras demonstracdes
foram apresentadas, como por exemplo, a demonstracdo de M.T. Naraniengar em 1909, J.M.
Child, Math Gaz em 1922, e outra trigonométrica de M. Satyanarayana.

4.1  ENUNCIADO

Os trés pontos de interseccao das trissetrizes adjacentes dos angulos internos de um

triangulo qualquer sdo vértices de um triangulo equilatero.

Na figura 32, as retas AG e AF dividem o angulo BAC em trés partes iguais. Da mesma
maneira, as retas BD e BF trissectam o angulo ABC e as retas CD e CG trissectam o angulo
ACB. O teorema de Morley estabelece que o triangulo DFG é equilatero. O triangulo equilatero

obtido é conhecido como Triangulo de Morley.
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Figura 32 - Angulos internos do tridngulo ABC trisseccionados.
A

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

4.2  DEMONSTRACAO

Podemos provar o teorema de Morley da seguinte maneira. Primeiramente, a partir de
um tridangulo ABC, construiremos o triangulo equilatero e em seguida, verificaremos que este
¢, de fato, obtido pela unido dos pontos de intersec¢ao das trissetrizes adjacentes do tridngulo

ABC.

Seja um triangulo qualquer ABC

Figura 33 - Triangulo ABC

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Arquitetamos o ponto D, a partir do ponto de intersecdo entre as trissetrizes adjacentes

dos vértices B e C.
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Figura 34 - Ponto D do tridngulo ABC

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Posteriormente construimos o ponto E, ponto de intersec¢do entre as outras trissetrizes

dos vértices B e C.
Figura 35 - Ponto E do triangulo ABC

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Ressalta-se que D € o incentro do triangulo BCE, cujas bissetrizes sdo os segmentos BD,
CD e ED.

Sobre o segmento BE tragcamos o ponto F e construimos o segmento DF, de modo que
m(EDF) = 30°. Analogamente marcamos o ponto G sobre CE, e construimos DG, tal que
m(EDG) = 30°. Construimos o segmento FG.
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Figura 36 - Segmento FG do tridngulo ABC

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Analisa-se que o AEDF = AEDG, pois DEF = DEG, ED (lado comum) e EDF = EDG
(caso ALA). Segue que DF = DG. Dai o AFDG é isosceles, sendo DFG = DGF, angulos da base,
e como o angulo FDG mede 60° (por construcdo), entdo 2.m(DFG) = 180° - 60°, ou seja,
2.m(DFG)=120°, logo m(DFG) = 60°. Portanto, o AFDG também ¢ equilatero.

Resta agora provar que as semirretas AF ¢ AG sio, de fato, as trissetrizes do angulo BAC.

Sobre o segmento AB, construimos o ponto H, de modo que BH = BD. E o ponto |
sobre o segmento AC, tal que CI = CD. Em seguida construimos os segmentos HF e GI.
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Figura 37 - Pontos H e | do triangulo ABC

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Observa-se que o AHBF = AFBD, pois BH = BD, m(HBF) = m(FBD) = m(ABC)/3 e
BF lado comum (caso LAL), segue que HF = FD. Analogamente, podemos provar a congruéncia
entre os tridngulos DCG e GCI, e teremos como consequéncia a congruéncia entre os segmentos
DG e GIL

Como AFDG é equilatero, FD = FG = DG. Temos entdo que HF = FG = GI.

Construimos o ponto J, a partir da intersegdo entre as bissetrizes dos angulos HFG e

Figura 38 - Ponto J do tridngulo ABC

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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Observe que tal fato ¢ possivel, devidos os angulos HFG e FGI, ndo serem rasos e suas

bissetrizes situarem ambas no semi-plano delimitado pela reta FG que contém o ponto A.

De fato, temos:
m(HFE) = 180°- m(HFB) = 180° - m(DFB) = m(DFE) = 60° + m(EFG).
m(GEF) = m(CEB) = 180° - [m(EBC) + m(ECB)] = 180° - m(EBC) - m(ECB) =

2 —~ 2 ~ 2 — ~
= 180°- Zm(ABC) - < m(ACB) = 180° - £ [m(ABC) + m(ACB)] =
2 S
= 180° -~ (180° - m(BAC)).

m(HFG) = m(HFE) + m(EFG) = m(EFD) + m(EFG) = (60° + m(EFG)) + m(EFG) =
= 60° + [m(EFG) + m(EGF)] = 60° + (180° - m(GEF)).™

Temos que,
m(GEF)" = 180° - g (180° - m(BAC)) = 180° - 120° + % m(BAC) = 60° + g m(BAC).
Portanto,
m(HFG)™ = 60° + (180 — m(GEF)) = 60° + [180° - (60° + % m(BAC))] =

2 —~ 2 —~
= 60°+180° - 60° - = m(BAC) = 180° - - m(BAC) < 180°.

~ 2 —~
Analogamente, m(FGI) = 180° - 3 m(BAC) < 180°.

Temos que o AHFJ = AGFJ, pois HF = FG, HFJ = GFJ e JF lado comum (caso LAL).
Segue que HJ = GJ. De modo analogo, podemos provar a congruéncia entre os tridngulos GFJ e
GIJ. No que resulta F] = 1J.
N 1 -~ 1 ~ ~ n i
Como m(JFG) = 3 m(HFG) = 3 m(FGI) = m(JGF), o triangulo FJG é isdsceles, com

] = GJ. Portanto, H] = F] = G] =], ou seja, o ponto J é equidistante dos pontos H, F, G e I.
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Figura 39 - Segmento FJ congruente ao segmento 1J

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Construimos a circunferéncia de centro J e raio FJ, que passa pelos pontos H, F, G e I.
Como os tridangulos HFJ, GFJ e GIJ sdo congruentes, temos que HJF = FJG = G]Jl.

Assim, temos:

m(FJG) = 180° - m(JFG) - m(JGF) = 180° - 2.m(JFG) = 180° - m(HFG)™ =
= 180° - (180° - % m(BAC)) = g m(BAC).
m(Hjl) = m(HJF) + m(FJG) + m(Gjl) = 3.m(FjG) = 3.(% m(BAC) = 2.m(BAC) =
= 2.m(HAl).

Portanto HAI =

N |-

Hjl

Dessa forma, pode-se concluir que a circunferéncia passa também pelo ponto A e, uma

vez que as cordas HF, FG e GI sdo congruentes, temos que 0s respectivos arcos também so
congruentes, pelo que HAF = FAG = GAl, ou seja, as semirretas AF e AG sdo, de fato, as

trissetrizes do angulo BAC.
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Figura 40 - Circunferéncia de centro J e raio F]

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

A seguir, como uma das propostas didaticas desse trabalho, mostraremos as etapas da

construcdo do Tridangulo de Morley com uso do programa Geogebra.
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5. GEOGEBRA

O Geogebra é um programa que reline conceitos de Geometria, Algebra, Gréficos,
Probabilidade, Estatistica, etc. E de distribuicdo livre podendo ser instalado e utilizado em
computador e celular e acessado online. O aplicativo é uma excelente ferramenta a ser utilizada
na escola (ou em casa) perpassando por todos os niveis de ensino.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) recomenda a utilizacdo de softwares de
geometria dindmica, a exemplo do Geogebra, como recurso didatico para o ensino e
aprendizagem de conceitos geométricos, pois o aplicativo permite que o aluno manipule os

objetos e figuras geométricas construidas, dessa forma facilitando a compreensao e resolucao

de problemas matematicos.

5.1  CONSTRUCAO DO TRIANGULO DE MORLEY

Passo 1: Construa um triangulo ABC.

Com a ferramenta Poligono, selecione os veértices A, B, C e, entdo, o vértice A

novamente.

= S

Ferramentas Basicas

% -A /
Mowver Paonto Segme
Poligono  Circulo dados
Centro e Um
Editar
-
H 3 AR L)
Selecionar Exibir / Exibir ¢
Chbjetos Esconder Esconder
Construcdes
- 4
. A <
Ponto Médio Reta Mediatriz

ou Centro  Perpendicular

Figura 41 - Triangulo ABC

< S
Reta
A
[ ]
Apagar
B
—l-""'_'
-

Reta Paralela

Fonte: Elaborada via software (2020)
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Passo 2: Indicar os angulos internos do triangulo ABC.

Com a ferramenta Angulo, selecione os pontos na seguinte ordem:

10 B,A C Angulo BAC
20 C,B A Angulo CBA
3° A C,B Angulo ACB

Ao seguir a ordem de construgdo acima, o programa reconhece automaticamente 0s
angulos BAC, CBA e ACB, respectivamente, como a, B e v, independentemente da medida de

cada angulo.

Figura 42 - Triangulo ABC com angulos indicados

= H & < )
P m
Ferramentas Basicas
L% .A / ,/
Maver Ponto Segmeanto Reta
M@ o
Paligono  Circulo dados
Centro e Um °
76.5
Editar
s —_
L AA o .
Selecionar Exibir/ Exibir/ Apagar 726°
QObjetos Esconder Esconder H 30.8°
k
Construges B c
. y e
. e iy
Panta Médio Reta Mediatriz  Reta Paralzla
ou Centro  Perpendicular
Bissetriz  Reta Tangents
Medictes
- e emd
<, <, pd B4
Angulo Angulocom  Distincia, Area

Amplitude Comprimento

Fonte: Elaborada via software (2020)
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Passo 3: Trisseccionar os angulos internos do triangulo abc.

Utiliza-se a ferramenta Angulo com Amplitude para trisseccionar o angulo BAC de
medida a da seguinte forma: Clique no ponto B, depois em A. Em seguida abrird uma tela,
digite a/3. Da mesma forma, selecione o ponto B’, depois A e digite a/3 novamente.

Obs.: deixar a opgao “Sentido anti-horario” marcada.

As semirretas AB’ e AB’’ sdo as trissetrizes do angulo BAC. Para construi-las, clique
na ferramenta Semirreta, selecione primeiro a origem (ponto A) e, depois, o ponto B’. Em

seguida A e, depois, o ponto B”’.

Figura 43 - Trissetrizes AB’ ¢ AB”’

= g & -

Ferramentas Basicas

L% o -~ /
Mover Ponta Segmento Reta
Poligono  Circulo dados
Centro e Um
Editar
- —_
LK AA o .
Selecionar Exibir/ Exibir/ Apagar
Chbjetos Esconder Esconder
Construgbes
" 5 -
. i o
Ponta Médio Reta Mediatriz  Reta Paralela
ou Centro  Perpendicular

& p

Bissatriz  Rata Tangente

Mediches
* e amd
4, @, e =1
Angulo Angulocom  Distancia, Area

Amplitude Comprimzanto

Fonte: Elaborada via software (2020)

Repita 0 mesmo procedimento acima para determinar as trissetrizes dos angulos CBA e

ACB de medidas f ¢ vy, respectivamente.
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Figura 44 - Trissetrizes do tridngulo ABC

= H & < o)

Ferramentas Basicas

t% .A d/ /
Mowver Panta Segmento Reta
Paligone  Circulo dados
Centro e Um
Editar
B -
H AA =] .
Selecionar Exibir/ Exibir/ Apagar
Chjetos Escondear Escander
|
Construgbes
. A X -~
. — —
Panto Médio Reta Mediatriz  Reta Paralela
ou Centro  Perpendicular

<~ b

Bissetriz  Reta Tangente

Medigbes
. em i
<, <, P =2
Angula Angulocom  Distincia, Area

Amplitude Comprimento

Fonte: Elaborada via software (2020)

Sugestdo: Para a figura ndo ficar “poluida”, podemos omitir alguns itens da construcdo,
como por exemplo, valor do angulo, pontos, etc. Podemos ainda fazer alteracdo na cor, na

denominacdo, entre outras, com o intuito de tornar a imagem mais atrativa do ponto de vista

. n x . ] < ]
didatico. Essas alteracdes poderdo ser feitas no icone Algebra .
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Passo 4: Indicar os pontos de intersecdo das trissetrizes adjacentes

Note gue 0s pontos de intersecao das trissetrizes adjacentes sao os vertices do triangulo
de Morley. Para indica-los selecione a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos e clique nas

semirretas adjacentes.

Figura 45 - E, F, D, pontos de interseccao das trissetrizes adjacentes

B & <
X

eta Mediatriz
ndicular

j‘_.,

Ponto Média
ouCentro  Perp

= & p

Reta Paralela  Bissetriz Reta Tangents

ol

Lugar
Geométrico

o 1

Medigbes
- em
< @ el
Angulo Angulo com  Distancia
Amplitude  Comprimeanto
emd a=2
o £ A
Area Controle Inclinagdo
Deslizante
Pontos
A
. >
Ponto Intersegiode Pontoem
Dois Objetos Chjeto
Vincular/ Ctimizacdo Raizes

Desvincular

Retas °
« el -

Fonte: Elaborada via software (2020)
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Passo 5: Construir o triangulo DEF

Selecione a ferramenta poligono e em seguida clique nos pontos D, E, F e D.

Pronto, esta construido o triangulo de Morley!

Figura 46 - Triangulo de Morley

= B & < o

Ferramentas Bésicas

k - e e

hover Ponto Segmento Reta
Poligono  Circulo dados
Centro e Um
Editar
L] —
H AA o .
Selecionar Exibir ! Exibir/ Apagar
Cbjetos Esconder Esconder

Maver.Janela Copiar Estilo
Visual

Construgdes
; ——
X x =
Panto Médio Reta Mediatriz ~ Reta Paralela
ouCentro  Perpendicular

Fonte: Elaborada via software (2020)

Para verificar se o triangulo DEF é de fato equilatero, podemos usar a ferramenta para medir

angulos ou a ferramenta Disténcia, comprimento para medir os lados.

Figura 47 - Triangulo de Morley com a indicacdo das medidas dos lados e dos angulos internos

Fonte: Elaborada via software (2020)
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Conforme j& foi mencionado anteriormente, podemos utilizar outras ferramentas a fim

de tornar a figura mais atraente.

Figura 48 - Triangulo ABC colorido

f; = Segmento A, C
t6 = Poligono E, B, D
b, = Segmento D, E
d, = Segmento E, B
e; = Segmento B, D
t7 = Poligono D, F, C :
¢, = Segmento D, F

d, = Segmento F, C

f, = Segmento C, D

O
O
O
O
O
0 :
O
O
O
)

t8 = Poligono D, B, C $ ‘ ‘

Fonte: Elaborada via software (2020)

Ap0s construir o Triangulo de Morley, podemos utilizar a ferramenta Mover para
arrastar os vertices A, B e C, com isso, obtemos diversos triangulos ABC, porém o tridngulo
DEF sempre sera equilatero.

Na sequéncia apresentamos o Tangram de Morley, uma proposta de material didatico a

ser trabalhado em sala de aula, a fim de facilitar a aprendizagem acerca do tema.
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6. TANGRAM DE MORLEY

O Tangram (ou Tangram Chinés), figura 49, ¢ um quebra-cabega que possui sete pecas
chamadas de Tans. O jogo tem como objetivo formar uma figura (geométricas ou nao-

geométricas) usando todas as sete pecas.

Figura 49 - Tangram

Fonte: https://www.roboduca.com.br/blog/geometria-plana-e-o-tangram/

Uma das lendas de origem do jogo conta que um chinés deixou quebrar em sete partes
um azulejo de formato quadrado. Ao juntar as pecas e tentar montar novamente o quadrilatero,

o chinés acabou dando origem a novas formas.

Figura 50 - Formas geométricas

Fonte: http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=15416
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Figura 51 - Formas ndo-geométricas

Fonte: https://luizagosuen.blogspot.com/2016/03/

O jogo a seguir, denominado Tangram de Morley, € um Quebra-Cabeca inspirado no
Tangram Tradicional, a ideia de criar 0 jogo surgiu durante uma aula da disciplina TCC, na
qual a Professora Maria Augusta R. de B. Brito percebeu que os recortes do tridngulo PQR,
conforme a figura 52, poderiam ser pecas de uma espécie de quebra-cabeca. A partir disso,
desenvolvemos a ideia, até chegar em uma nova versdao de Tagram. O Tangram de Morley,
figura 53, é formado por nove pecas triangulares resultantes da decomposicdo de um quadrado.
Esse material, além de evidenciar o Teorema de Morley, possibilita trabalhar diversos conceitos
matematicos, assim como ajuda a estimular o raciocinio I6gico, a criatividade, a percepcao e as
habilidades.

Ao final do trabalho, nos apéndices, trazemos algumas sugestdes a serem trabalhadas
em sala de aula a fim de auxiliar na aprendizagem do teorema. Em algumas dessas atividades
constam o codigo alfanumérico indicando a etapa, o0 ano (série), 0 componente curricular e o

ndmero da habilidade de acordo com a BNCC.
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Figura 52 — Triangulo PQR

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Figura 53 - Tangram de Morley

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Observe que o triangulo BCD da figura 53 € Isdsceles e Retangulo em C, portanto o
teorema de Morley foi aplicado em um caso particular. Com isso, encontramos nas pecgas do
jogo tridngulos especiais classificados de acordo com as medidas dos lados e dos angulos.
Temos:

Quatro triangulos Isosceles, sendo dois deles Retangulos e congruentes; Um triangulo
Equilatero (Triangulo de Morley); Duas duplas de triangulos Escalenos congruentes.

A seguir, apresentamos como proposta de material didatico, a Oficina de Origami, sua
metodologia e os resultados.
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7. OFICINA ORIGAMI

7.1  PROPOSTA DA OFICINA

Como vimos em 3.3, alguns angulos ndo podem ser trisseccionados pela construcao
euclidiana (com régua e compasso). Contudo, com a ajuda de origami esse problema pode ser
resolvido. A demonstracdo encontra-se em [3].

Esta oficina tem o objetivo de apresentar aos professores e alunos a possibilidade de
trisseccionar os angulos de um triangulo por meio de dobraduras e, consequentemente, chegar

ao Triangulo de Morley.

7.2  METODOLOGIA DA OFICINA

Inicialmente, apresentamos o Origami® e alguns objetos construidos por meio de
dobraduras, a fim de despertar o interesse dos alunos participes. Em seguida, demonstramos a
relacdo existente entre a Matematica e o Origami. Para isso, utilizamos, como exemplo de
conceito matematico, o Triangulo de Morley. Apos explicar aos alunos sobre o Triangulo de
Morley, sua utilidade e especificidades, iniciamos 0 seu processo de construcdo, de acordo com
0S seguintes passos:

Material utilizado: Uma folha de papel A4, lapis e régua.

Passos:
1°) Obter um quadrado na folha A4
Pegue uma das arestas (pontas) e leve-a em dire¢do ao seu lado oposto, alinhando os

lados perpendiculares do retdngulo. Observe a figura 53.

% podemos dizer que o origami € a arte de dobrar papel. Por meio de dobraduras em uma folha podemos obter
varias figuras, como por exemplo, um passaro, um barco, uma piramide, um dado (cubo), etc.
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Figura 54 - Construcéo do quadrado

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Outra forma de obter um quadrado é usar duas folhas A4 (retangulos iguais) e coloca-

las uma na vertical, outra na horizontal.

2°) Indicar o triangulo BCD.

Na atividade utilizamos o triangulo BCD.

Figura 55 - Triangulo BCD

A D

B C
Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

3°) Trisseccao dos angulos do triangulo BCD.

e Atrisseccdo dos angulos agudos (45°)

l. Para obter EF, dobre a folha ao meio, na horizontal, isto é, sobrepondo BC a AD.

Em seguida, dobre BC sobre EF, determinando GH.
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Figura 56 - Retas EF e GH ambas paralelas a BC

A - D
'
7
7
el 7 ]F
4

G 4 H

L o e e e ]

e
rd

| 7

B C

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Il. Dobre o papel de forma que o ponto B fique sobre o segmento GH e o ponto E sobre

o segmento BD. Marque os pontos B’, G’ ¢ E’, conforme a figura 56.

Figura 57 - Trissec¢do do angulo agudo CBD

] A (M

C

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

M. Para trisseccionar o outro angulo de 45°, repita o processo na direcdo oposta.
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Figura 58 - Trissec¢do do angulo agudo BDC

B A
N
N
N
\L
([ SN \—————
AN
S I N L
N
Y
[ D

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

e Trissecgdo do angulo de 90°

l. Determinamos o ponto L e a reta CL levando o vértice B até 1J.

Figura 59 - Trissec¢do do angulo reto BCD

— e ——————

C
Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Note que ao levar B até 1J, estamos sobrepondo BC em CL, com isso, encontramos a

bissetriz CM do angulo BCL. Logo, o0 angulo de 90° esté trisseccionado.
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49) Identificar X, Y e Z, pontos de interseccéo das trissetrizes adjacentes.

Figura 60 - Triangulo (XYZ) de Morley

A D

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Apds a explanacdo sobre o Teorema de Morley, e a descri¢do detalhada das suas etapas

de construgdo, demos inicio a oficina, conforme os registros a seguir:

7.3  REGISTROS DA OFICINA

A oficina foi desenvolvida no dia 04 de dezembro de 2019, nos dois primeiros horarios
de aula (13:15 as 14:45), em uma turma com 40 alunos do segundo ano (2° E) do Ensino Médio
da instituicdo Centro de Ensino Professor Jodo Teixeira Sousa Anexo I, situada no municipio
de Maracacumé-Ma. Para a consecucao do trabalho, utilizamos os seguintes recursos didaticos:
Datashow, quadro, pincel, papel A4, lapis e régua.

Posteriormente a distribuicdo das folhas de papel A4 aos alunos, iniciamos a oficina. No
advento, explicamos o proposito do Origami e expusemos as figuras e objetos construidos a
partir de dobraduras em folhas de papel. Subsequentemente, explicitamos o vinculo entre a
Matematica e o Origami, em seguida, foi salientado o Triangulo de Morley, no entanto, sem
muito protocolo matematico, e posteriormente, procedemos, paulatinamente, a edificacdo do
Triangulo de Morley por intermédio de dobraduras.

Em determinados momentos da oficina, aconteceu a conveniéncia do esclarecimento do

passo a passo na folha de papel A4. Sendo assim, ocorreram algumas construcées coletivas,

58



isto é, que foram empreendidas simultaneamente com os alunos, a fim de facilitar a interag&o,
a socializacdo e a troca de experiéncias entre os participantes, além de promover a reflexdo

sobre a dindmica e sobre 0 objeto estudado.

7.4  RESULTADOS DA OFICINA:

Apos as apreciagOes dos conceitos e dos principios da matematica abordados em sala,
bem como da aplicabilidade da matematica nos mais diversos contextos cotidianos, suscitamos
alguns questionamentos acerca da classificacdo do triangulo, como por exemplo, a indicacédo
do triangulo BCD, explanada no passo 2 da metodologia. Alguns alunos conseguiram de
imediato deduzir que o triangulo BCD alcancado na metade do quadrado é Isdsceles adiante
compreenderam também que trata-se de um triangulo retangulo.

Dos quarenta alunos participantes, vinte e dois obtiveram o resultado do Triangulo de
Morley sem interferéncia de outrem. Dez alunos relataram ter solicitado ajuda aos colegas e,
até mesmo ao professor para solucionar o problema. Ja os oito alunos restantes abdicaram
durante o processo de construgcdo e, ao serem questionados sobre o porqué da desisténcia,
alegaram dificuldades de compreensdo de alguns passos, motivo pelo qual ndo conseguiram
acompanhar no entanto, admitiram que ndo requereram ajuda, quica poderia ter sanado as
davidas.

Ademais, existe a possibilidade de a dificuldade dos alunos que abandonaram as
atividades no decorrer do processo ter ocorrido em virtude de falhas no material, tais como
imagens escuras, outras sem consisténcia nos dados (indicacdo de pontos, de retas etc.) que, ao
serem identificadas, foram ajustadas, a fim de dar um melhor prosseguimento ao processo de
construcao do teorema.

As fotos da oficina, realizada no centro de ensino professor Jodo Teixeira Sousa anexo

I, encontram-se no Apéndice B.
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8. CONSIDERACOES FINAIS

A presente dissertacdo tem como pilar fundamental transladar aos discentes da
Educacao Basica, os principios basilares do Teorema de Morley, que apresenta em seu alicerce
o Triangulo de Morley, nome dado ao triangulo equilatero formado pelos pontos de intersecédo
das trissetrizes adjacentes dos angulos internos de um triangulo qualquer.

E mister enfatizar que a descoberta do tridngulo supracitado é de extrema relevancia
para 0 campo da Geometria, tendo em vista que o teorema tem como conjectura multiplos
conhecimentos da matematica, tais como os trés problemas classicos da geometria (a duplicagéo
do cubo, a quadratura do circulo e a trissecgdo de um angulo qualquer).

A priori, 0 escopo do trabalho era, estritamente, a elaboragédo de um estudo sobre o
teorema, suas propriedades e comprovagdes, bem como um breve histdrico sobre a vida de
Frank Morley, criador do teorema, objeto estudado. No entanto, no decorrer do
desenvolvimento da pesquisa, da implicagdo com o contexto, e da finalidade do trabalho de
conclusdo do PROFMAT, houve a necessidade de produzir um material didatico que, justaposto
a Educacdo Matematica, pudesse fomentar outras pesquisas e producdes relacionadas ao tema
em voga.

Nessa perspectiva, podemos afirmar que os objetivos previamente estabelecidos foram
alcancados, se considerarmos que, ao final do processo, os educandos demonstraram um bom
entendimento sobre os principios basilares do Teorema de Morley, e certa facilidade na
identificacdo de defini¢des e conceitos matematicos, presentes no teorema. De modo geral, 0s
resultados foram satisfatdrios, pois, dos quarenta alunos participes, vinte e dois conseguiram
obter o resultado do Tridngulo de Morley individualmente, sem a interferéncia de outrem.

Por outro lado, dez alunos relataram a necessidade de solicitar ajuda aos colegas de
classe ou, até mesmo, ao professor, em virtude da dificuldade na resolucdo das atividades
propostas. Ademais, dez alunos abdicaram durante o processo de construcdo do teorema,
alegando dificuldade de compreensdo em algumas etapas, 0 que inviabilizou o andamento da
atividade e, por conseguinte, a sua resolucéo.

Percebemos com isso que, ao dificultar o entendimento das instrugOes, a falta de
limpidez do material utilizado pode ter prejudicado o processo de construcdo do teorema, e por
tal motivo, assim que possivel, fizemos os ajustes necessarios para 0 bom andamento do
processo. Contudo, oito alunos admitiram que ndo requereram a ajuda de terceiros, quica

poderiam ter sanado as insegurancas.
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Ao final da pesquisa, constatamos que, por tratar-se de uma temética pouco explorada,
a maior dificuldade encontrada na consecugdo da pesquisa reside no fato de haver pouca
literatura relativa a esse objeto, e por tal motivo, os exercicios formulados, com o foco na
Educacao Baésica sdo escassos. E as questdes encontradas, por serem de treinamento olimpico,
estdo acima do nivel habitual e, portanto, inadequadas para o nosso publico-alvo.

Em suma, esperamos que esse trabalho promova uma reflexdo mais amadurecida sobre
0 Teorema de Morley e sobre as suas possibilidades de aplicacdo no ensino da matematica na
Educacdo Béasica. Do mesmo modo, esperamos que inspire a criagdo de novas propostas de
trabalho, para que possam enriquecer a literatura, e sirvam como novos recursos para o estudo

dessa tematica que ainda tem tanto para ser explorada.
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APENDICE A - LISTA DE ATIVIDADES

1. Identificar os tridangulos congruentes nas pecas que compdem o Tangram de Morley.

(EFO3MA16) Reconhecer figuras congruentes, usando sobreposicdo e desenhos em malhas
quadriculadas ou triangulares, incluindo o uso de tecnologias digitais.

Nesta habilidade, as pecas do quebra-cabeca que tem as mesmas formas e medidas ajudam o0s
alunos a compreender, de forma intuitiva, o conceito de congruéncia.

2. Classificar os triangulos do Tangram de Morley quanto aos seus lados e quanto aos
seus angulos.

(EFO6MAL9) Identificar caracteristicas dos triangulos e classifica-los em relagéo as
medidas dos lados e dos angulos.

3. Reconstruir o quadrado original.

Figura 61 — Reconstrucdo do quadrado

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

4. Construir figuras geométricas e ndo geométricas usando pecas do tangram de morley.

Possiveis respostas

Figura 62 — Figuras ndo geomeétricas formadas com pegas do Tangram de Morley

—

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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Figura 63 — Trapézio formado com pecas do Tangram de Morley

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Figura 64 — Quadrado formado com pecas do Tangram de Morley

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Figura 65 — Paralelogramo formado com pecas do Tangram de Morley

TS

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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5. Construir o Tangram de Morley.

Para a construcdo, podera ser utilizado o processo apresentado com o programa Geogebra ou
a técnica da Oficina de Origami.

Figura 66 — Tangram de Morley construido no Geogebra

A

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Figura 67 — Tangram de Morley construido por origami

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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APENDICE B — FOTOS DA OFICINA

Figura 68 - Construcéo do quadrado por dobraduras em folha de papel A4

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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Figura 69 - Recorte da folha para obter o quadrado

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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Figura 70 - Indicacdo do tridngulo BCD na folha de papel A4

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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Figura 71 - Passos da trissec¢do do &ngulo agudo

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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Figura 72 - Colaboragéo entre alunos

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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Figura 73 - Construcdo do Tridngulo de Morley por dobraduras em folha de papel A4

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)
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