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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo determinar uma parametrizacéo para curvas
importantes no estudo da Geometria Diferencial, do Calculo Vetorial e da Geometria
Analitica. A busca dessas equacdes paramétricas € uma dificuldade recorrente entre
alunos iniciantes nessas disciplinas. Baseamos este trabalho em obras conceituais
de Geometria Diferencial e Calculo e procuramos contribuicbes em monografias que
utilizam a representacao parameétrica de curvas no seu desenvolvimento. Para tanto,
fizemos uma ampla pesquisa bibliografica sobre o assunto e destacamos as curvas
mais frequentes nessas obras, sejam elas citadas em exemplos ou nos exercicios

propostos e buscamos determinar uma parametrizacéo para elas.

Palavras-chave: Curvas Planas. Parametrizacdo de Curvas. Parametrizagdo das
Conicas; Parametrizacdo de Curvas Classicas.



ABSTRACT

The present work aims to determine a parameterization for important curves in the
study of Differential Geometry, Vector Calculus and Analytical Geometry. The search
for these parametric equations is a recurrent difficulty among beginning students in
these disciplines. We based this work on conceptual works of Differential Geometry
and Calculus and we look for contributions in monographs that use the parametric
representation of curves in their development. To this do so, we did a broad
bibliographic research on the subject and highlight the most frequent curves in these
works, whether mentioned in examples or in the proposed exercises and we seek to

determine a parameterization for them.

Keywords: Flat Curves. Curve’s Parameterization. Parameterization of Conics;
Parameterization of Classical Curves.
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1 INTRODUCAO

A parametrizacdo de curvas, sejam elas planas ou espaciais, € um tema
recorrente em diversas obras, sejam livros ou monografias, que abordam Geometria
Analitica, Célculo, Equacbes Diferenciais, Geometria Diferencial entre outras, visto
gue algumas curvas sdo mais bem manipuladas quando as coordenadas de seus
pontos sdo expressas em funcao de um parametro.

No ensino médio, percebemos a possibilidade de se introduzir o estudo
de curvas parametrizadas aplicando essa abordagem nos contetdos de Cinematica,
em Fisica, e em Matemética, no estudo das conicas no 3° ano, levando os discentes
a familiaridade no tratamento de curvas.

Do ponto de vista didatico, podemos notar também que representando
curvas como o0 movimento de uma particula e assim, por equacbes paramétricas,
evita-se de incluir pontos que néo precisam ser considerados no estudo. Fato que
pode ocorrer quando se opta pela representacdo por meio de uma representacao

cartesiana ou por uma igualdade do tipo y=f(x). Trabalhando com

parametrizacdes podemos inclusive restringir o estudo da curva em torno de um
Unico ponto.

Vale ressaltar ainda que para algumas curvas, a exemplo da Cisséide de
algumas parabolas, é impossivel obtermos uma representacdo por meio de uma
funcdo y = f(x) , fato que n&o ocorre em representagcbes por equacoes
paramétricas, pois a ideia central € descrever a curva como movimento de uma
particula, logo admite-se a ndo injetividade em alguns casos.

Vemos ainda um numero consideravel de dissertacdes do PROFMAT que
trabalham sob o conceito de curvas parametrizadas para desenvolver seus
respectivos temas. Dada também a essa recorréncia do tema, buscaremos uma
complementacao para os trabalhos existentes.

Diante dessa realidade, apontamos como necessaria a abordagem da
busca de parametrizagBes para curvas importantes, como conicas e algumas curvas
classicas e instigar o leitor a buscar complementacdo para esse trabalho,
investigando parametrizagdes para curvas que nao abordamos aqui e estendendo o

estudo para curvas nao planas e para superficies.
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1.1 Problematica e Justificativa

O presente trabalho é fruto das dificuldades encontradas no inicio do
estudo nas disciplinas de Geometria Diferencial nos cursos de graduacdo e
mestrado por parte de alguns alunos. As dificuldades em questdo consistem em
entender, visualizar, determinar e manipular equacdes paramétricas para curvas
planas. Tal estudo € imprescindivel para avancar no estudo de curvas e superficies
no espaco euclidiano.

No contexto do ensino médio, mais especificamente na Geometria
Analitica, cujo foco é dar um carater algébrico para as curvas representando-as por
meio de equacgOes cartesianas e néo necessariamente funcdes, percebe-se a
impossibilidade de se representar algumas curvas com uma expressao que utilize
apenas uma variavel dependente e uma variavel independente. Existem também
muitas curvas que ndo podemos nem escrever como uma Unica equagdo em termos
de apenasxey.

Tomemos, por exemplo, um circulo centrado na origem. E facil
demonstrar que a equacéo cartesiana dessa curva é x? + y? = r2. No entanto, ndo é
possivel escrever a equacdo desse circulo como uma Unica equacdo seja da forma

y = f(x) ou da forma y = g(x). Podemos escrever, resolvendo para x ou para y, as

expressbes y = +VrZ —xZ ou x = +,/r2 —y2. Mas, na verdade, existem duas
funcdes em cada uma delas. Cada funcdo fornece uma parte do circulo.

Na Geometria Diferencial, no entanto, faz-se necessario expressar as
curvas por meio de funcdes coordenadas, para que assim suas propriedades locais
e globais tais como determinacdo de vetores tangentes, de vetores normais, de
continuidade sejam estudadas.

Na Fisica, no estudo da Cinematica, surge ainda a necessidade de
expressar essas curvas como o movimento de uma particula. Tal fenbmeno gera
uma caracterizagdo geométrica para determinadas curvas, possibilitando expressa-
las por equacdes paramétricas.

Para lidar com alguns desses problemas, introduziremos nesse trabalho
as equacgodes paramétricas. Em vez de definir y em termos de x (y = f(x)) ou x em
termos de y (x = g(y)) definiremos ambas x e y em termos de uma terceira variavel

chamada de parametro, isto €, x = f(t) e y = g(t) e tentaremos determinar uma
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parametrizacdo para curvas planas importantes no estudo da Geometria Diferencial

e da Geometria Analitica.

1.2 Objetivos

O objetivo geral do presente trabalho é determinar uma parametrizacao
para curvas importantes no estudo de Geometria Diferencial e de Calculo Vetorial,
tais como as Cicldides, a Tractriz, a Cissoide de Diocles, entre outras.

Para tanto vamos revisar 0s conceitos de curva parametrizadas e
equacdes paramétricas, determinar inicialmente as equacdes paramétricas gerais
das conicas buscando apresentar aplicacbes de sua utilizagdo. Em seguida,
estabeleceremos para cada curva citada nesse trabalho, a partir da sua definicdo ou
construcdo, um raciocinio que conclua na determinacdo de uma parametrizacao.

Direcionamos esse trabalho para estudantes de cursos de graduacao em
Matematica e outras areas que pretendem iniciar um estudo em Geometria
Diferencial de Curvas, bem como para estudantes de ensino meédio interessados em

aprofundar estudos em Geometria Analitica.

1.3 As Fungdes Estudadas no Ensino Médio

Os conteudos de Ensino médio contemplam amplamente o estudo de
funcdes. Com o Novo Ensino Médio, esses conteludos passaram a serem mais
abordados devido a sua aplicabilidade e relevancia para os préximos conteudos.

No presente trabalho, as fun¢des adquirem um papel relevante. Ao
determinar uma parametrizacdo para uma curva usamos funcdes reais para
determinar as coordenadas, num certo instante t, da trajetoria de um ponto que se
desloca no plano. A trajetoria desse ponto dara origem a curva

As funcdes polinomiais, em especial, a afim e a quadratica, amplamente
estudadas no Ensino Médio, tém sua relevancia por darem origem a graficos
representados por retas; muito utilizadas aqui tais como assintotas, diretrizes,
suportes, proje¢des; e parabolas, que tem sua importancia por ser uma coénica e tera

uma secédo dedicada a sua parametrizacao.
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As func6es modulares, nesse trabalho terdo sua relevancia devido serem
utilizadas geometricamente para representar distancias entre pontos de retas
horizontais e verticais.

As funcBes exponencias e logaritmicas, devido a seu padrédo grafico de
crescimento ou decrescimento surgem nas parametrizacdes de algumas curvas
muito importantes para a Geometria Diferencial, como no caso de algumas espirais
e da tractriz, cuja revolucdo d4 origem uma pseudoesfera, uma superficie muito
estudada nesse curso.

As funcbes trigonométricas por sua aplicabilidade em situacbes de
rotacao, revolugéo e situacdes que envolvem angulos adquirem protagonismo nesse
trabalho tendo em vista que surgem em muitas parametrizacdes. Ressalta-se aqui a
importancia das propriedades ciclicas e periddicas dessas fun¢gdes em alguns casos
e o fato de algumas dessas funcdes terem a capacidade de associar bijetivamente
um intervalo limitado a todo o conjunto dos nimeros reais.

Em muitos dos casos, as parametrizacbes sdo dadas por produtos,
guocientes, composicdo ou inversdo dessas funcbes. Recomenda-se ao leitor

revisar brevemente 0s conceitos para uma leitura mais proveitosa.

1.4 Transformagéo de Coordenadas em R?

Muitos dos casos que envolvem curvas ou pontos no plano podem ter seu
estudo simplificado se forem consideradas transformacgcdes de coordenadas. Uma
vez conhecidas as coordenadas de um ponto ou a equacdo de uma curva em
relacdo a um certo sistema de referéncia, tentaremos exibir as novas coordenadas
do ponto ou a nova equagéo da curva em relacdo a um novo sistema de referéncia.
Assim, a curva cuja equacdo €é f(x,y) =0 quando referida ao sistema de
coordenadas cartesianas xOy, transformar-se-4 numa equacao do tipo f(x',y') =0
quando referida a um novo sistema de coordenadas x'0'y’".

Esse novo sistema é obtido através movimentos rigidos no plano, ou seja,
por meio de translacdes ou rotacdes, podendo inclusive ocorrer uma combinacgao
das dessas duas transformacoes.

No plano cartesiano x0Oy considere um ponto 0’ = (x,,y,). Introduza um

novo sistema x'0’y’ tal que 0’ seja a nova origem e o eixo 0'x’ tenha mesma
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direcéo e sentido de Ox e 0'y’ tenha a mesma direcdo e sentido de Oy. Dizemos que
0 novo sistema x'0'y’ foi obtido por uma translacdo do antigo sistema xOy. Em

ambos os sistemas se conservam as unidades de medida.

Figura 1 - Coordenadas de um ponto P

yA N
jl)

L SEETEEH SEFTREES +P

Yo Oh—(_)i

=Y

=Y

o Xo JE

Fonte: (Adaptada) Venturi, 2003

Um ponto P do plano que tem coordenadas (x,y) em relacdo ao sistema
x0y, tera coordenadas (x’,y") em relacdo ao sistema x'0’y’. Obtemos facilmente as
X =xy+x
y=Yot+y"

Considere a circunferéncia de equacdo x%+y?—6x—8y+21=0 em

férmulas de translacéo {

relacdo ao sistema xOy. Como exemplo, faremos uma translacéo de eixos de modo
que a nova origem seja 0' = (3,4) e obtermos a equacdo da circunferéncia em
relacdo ao novo sistema x'0'y’.

x=x"+3

Fazendo {y — ) 44 e substituindo x e y na equacgéo da circunferéncia,

obteremos (x' +3)2 + (y' + 4)? —6(x' +3) — 8(y’ + 4) + 21 = 0. Desenvolvendo-se,

entdo, obtemos x'? + y'%2 = 4.

Figura 2 - Circulo centrado na origem do sistema x'0'y"

W’

I ﬁ\
4 \C)’J =xr
%) 3 "

Fonte: Venturi (2003) com adaptacdes
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A equacdo da circunferéncia x? + y? —6x —8y +21 =0 transforma-se
na equacdo x'?2 +y'?2 =4 mediante uma translacdo de eixos, sendo a 0’, nova
origem do sistema, 0 seu centro e raio igual a 2.

Considere agora xOy um sistema de eixos ortogonais e seja x'0'y’ o

sistema de eixos obtido girando o0s eixos Ox e Oy de um angulo 6, 0 <6 < g no

sentido positivo.

Figura 3 - Sistema x'O'y' por uma rotacéo.

Fonte: Préprio Autor

Sejam (x,y) e (x',y") as coordenadas de um ponto P nos sistemas x0y e
x'0'y’, respectivamente, ¢ 0 angulo que o0 segmento OP faz com o semieixo positivo

I = = 2]
Ox' e r = OP. Temos entéo {x, reosy o {x reos(e + ).
y' =rsengp ~ (y =rsen(¢ + 0)

x = x'cosf — y'senf
y = x'senf + y'cos6’

X = rcosfcosg — rsenfseng

y = rsenfcosg + rcosfseng & PO, {

Logo,{

Da mesma forma que na translagdo, um ponto P do plano que tem
coordenadas (x,y) em relacdo ao sistema xOy, ter4 coordenadas (x',y’) em
relagdo ao sistema x'0’y’ pelas féormulas de rotacao obtidas acima.

A equacgdo 5x? + 6xy + 5y% —8 =0 representa uma elipse no sistema
x0y. Dado o modelo de equacao, o eixo principal dessa elipse ndo € paralelo algum
dos eixos do sistema de coordenadas referido. Vamos obter a equagdo da mesma

elipse uma vez efetuada a rotagéo de eixos de amplitude 6 = 45°.



18

Usando as férmulas para rotacdo de eixos determinadas acima, obtemos
x = x'cos45° — y'sen45° = g x' =y e y =x'sen45° + y'cos45° = g (x"+ .

Substituindo X e Y na equacao da elipse dada, obteremos
VZ oo a2 ot — o V2 oy v V2o on]
5[7(x —y)] +6[7(x —y)] [T(x +y)]+5[7(x +y)] =0
Desenvolvendo e simplificando, a equacdo acima reduz-se a 4x'%? + y'? =

4 mediante a uma rotacdo de 45°. Escrevendo essa equacao na forma reduzida da

12 12
elipse, obtemos T+?:1' Essa equacdo, considerando o novo sistema de

coordenadas, é bem mais facil de representar graficamente, como € mostrado na

ilustracéo abaixo.

Figura 4 - Elipse obtida por uma rota¢éo de 45°

Hv

Fonte: Ventura (2003)
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2 CURVAS PARAMETRIZADAS

Intuitivamente, gostariamos de pensar em uma curva no plano como um
subconjunto que tenha “dimenséo igual a 1”. De forma um pouco mais precisa, uma
curva € uma deformacdo continua de um intervalo ou, ainda, a trajetoria de um
deslocamento de uma particula no plano, sendo essa abordagem que associaremos
ao conceito de curva. Nesse sentido, podemos citar como exemplo de curva o
grafico de uma funcéo real f:I ¢ R — R. Entretanto, & conveniente notar que nem
sempre uma curva seré o grafico de uma funcéo.

Abaixo citaremos alguns exemplos de curvas planas que néo sdo graficos

de funcdes.

Figura 5 - Exemplos de curvas que néo sao gréafico de funcéo

yn YA YA

Fonte: Alencar (2020)

Pelos exemplos acima, podemos constatar que uma curva plana nao
necessariamente € o grafico de uma funcdo y = f(x) ou x = f(y). De fato, existem
retas verticais que intersectam essas curvas em mais de um ponto. Logo, é
impossivel descrever essas curvas por meio de uma equacdo do tipo y = f(x).
Também podemos observar que, para essas curvas, existem retas horizontais que
as intersectam em mais de um ponto. Logo, também €& impossivel descrevé-las por
meio de uma equacéo do tipo x = f(y).

Porém, se pensarmos na construcdo dessas curvas como O
deslocamento de um ponto, podemos tentar expressar as coordenadas x e y em
funcdo do tempo de deslocamento. Assim, 0 ponto pode ter sua posicao
determinada em cada instante de tempo t por duas fungcbes da forma x = f(t) ey =
g(t), chamadas fungbes coordenadas. Cada valor de t determina um ponto (x,y)
que podemos marcar em um plano coordenado. A medida em que t varia, 0 ponto

(x,y) = (f(t), g(t)) também varia e traga a curva.
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Tracemos, como exemplo, a curva determinada pelo deslocamento do

ponto (x,y) = (f(t),g(t)) com f(t) =t?—4teg(t)=t—1,t €R.

Tabela 1 - Tabela com os pontos gerados pelas equacdes paramétrica f(t) e g(t)

t -1 0 1 2 3 4

X 5 0 -3 4 -3 0

v 2 -1 0 1 2 3
(x,y) | A(5.-2) | B(0,-1) | €(-3,0) | D(-4,1) | E(-3,2) | F(0,3)

Fonte: Préprio autor

Figura 6 - Curva gerada pelas equagfes paramétricas f(t) e g(t)
y

[
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Fonte: Préprio autor usando Geogebra

As equacdes x = f(t) e y = g(t), que determinam, em cada instante de
tempo t, a posicdo do ponto P ao se deslocar sobre a curva sdo chamadas
equacles paramétricas e determinam uma parametrizacdo da curva. A variavel t é
chamada parametro.

N&o necessariamente o parametro t indicara tempo. Isso dependera das
restricbes que sdo definidas para a construcdo da curva. Em geral, t percorrera todo
0 conjunto R dos numeros reais ou simplesmente um intervalo I ¢ R. O subconjunto

de R? dos pontos (x,y) = (f(t),g(t)) , t € I € chamado o traco da curva.
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E importante salientar que cada curva tem infinitas parametrizacdes.
Portanto, quando definimos as equacfes paramétricas que geram uma curva, temos
apenas uma parametrizacao para aquela curva.

Uma curva parametrizada em R™ € uma funcdo a:1 — R" definida num
intervalo I c R. Escrevendo a(t) = (a,(t), a,(t), as(t), ..., a,(t)), com I c R, cada
uma das funcdes «;(t):1 — R sao chamadas funcbes coordenadas de a(t). Nesse
texto abordaremos apenas o0 caso em que n = 2, OU Seja, curvas parametrizadas
planas.

Uma curva continua no plano R? é uma aplicacdo continua a:1 — R?,
definida num intervalo I c R. A aplicacdo «, dada por a(t) = (x(t),y(t)), é continua,
se cada funcao coordenada x,y: I — R € uma funcédo continua.

Seja f:1 — R uma funcao continua. O gréfico da funcdo f é o conjunto
dado por G ={(x,y) eI XxR;y = f(x)}. Note que G pode ser, naturalmente,
parametrizado pela curva continua a(t):1 — R?, dada por a(t) = (t, f(t)). Assim,
podemos dizer que graficos de fungdes sdo casos particulares de curvas planas.

Uma curva plana parametrizada a: R — R? é dita periddica se existe um
namero real £ > 0 tal que a(t + ¢) = a(t), para todo t € R. O menor valor ¢, para o
qual temos a(t + £,) = a(t) para todo t € R é chamado de periodo de a(t). E claro
que a curva periddica a(t) fica completamente determinada se restringirmos o
dominio a um intervalo da forma [t, + £, t,].

Se a curva parametrizada a(t) = (x(t),y(t)) estd definida em um
intervalo fechado I = [a, b], 0s pontos a(a) e a(b) sdo chamados de ponto inicial de
e ponto final de a(t), respectivamente. Se a aplicacdo a(t) esté definida no intervalo
I = [a, b], tal que a(a) = a(b), dizemos que a(t) é uma curva fechada.

Uma curva parametrizada I = [a,b] — R ¢é dita simples se a aplicacéo
a(t) restrita ao intervalo aberto I = [a, b], for injetiva. Dessa forma, a curva nédo tem
auto-intercessbes. Uma curva a(t) fechada e simples € denominada Curva de
Jordan.

Quando temos que a(t;) = a(ty), com ty,t, €I e t; #t,, dizemos que
a(t) possui um ponto duplo (ou multiplo) em t; e t,.

No restante do capitulo trataremos de propriedades locais de uma curva
a(t):1 — R? no plano, isto é, fixado t, € I, estudaremos como a curva a(t) se

comporta para valores de t proximos de t,.
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2.1 Tangente e Curvas Regulares

Uma curva plana parametrizada diferenciavel é uma aplicacdo
diferenciavel a(t):I — R? de um intervalo aberto I = (a,b) da reta real R em R2. A
palavra diferenciavel nessa defini¢cdo significa que a(t) é uma correspondéncia que
leva cada t € I em um ponto a(t) = (x(t),y(t)), de tal modo que as fungdes reais
x(t) e y(t) séo diferenciaveis. Denotaremos nessa secao por x'(t) a derivada de
primeira ordem de x(t) em um ponto t, e utilizamos notagbes analogas para a
funcéo y(t).

Vejamos como exemplo a aplicagdo a(t) = (x, + at,y, + bt), com t € R
onde a? + b? # 0, € uma curva plana parametrizada diferenciavel, pois as funcées
coordenadas sdo afins e, portanto, diferenciaveis. O traco dessa aplicacdo é uma

linha reta que passa pelo ponto (x,, y,), paralela ao vetor de coordenada (a, b).

Figura 7 - Reta que passa por (Xo, Yo) € é paralela ao vetor (a,b)
y AN

I X
i
[

Fonte: Préprio autor

A aplicacdo a(t) = (cost,sent), com t € R, também € uma curva plana
parametrizada diferenciavel, pois suas fun¢bes coordenadas sao diferenciaveis. No
capitulo seguinte relacionaremos o traco dessa aplicagcdo a uma circunferéncia de
centro na origem e raio igual a 1.

Vale ressaltar que duas curvas parametrizadas podem ter o mesmo traco.
Por exemplo, o traco da aplicacdo dada por S(t) = (cos3t,sen3t), com t € R, como
veremos no capitulo seguinte, também é uma circunferéncia centrada na origem e
raio igual a 1. O que diferencia é a velocidade em que o ponto P = f(t) percorre ao

traco a medida que t percorre um intervalo I c R.
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Seja a: 1 — R? uma curva parametrizada diferenciavel, que a cada t € R
associa a(t) = (x(t),y(t)). O vetor a'(t) = (x'(t),y'(t)) € chamado vetor tangente
(ou vetor velocidade) a @ em t.

As duas curvas parametrizadas distintas citadas a(t) = (cost,sent), e
B(t) = (cos3t,sen3t), onde t € (0—¢0+¢), €¢>0 possuem 0 mesmo traco, O
circulo de raio 1 e centrado na origem. Porém, o vetor tangente da segunda curva é
o triplo da primeira. Isso indica que, considerando o traco da curva como a trajetoria
de um ponto, com a parametrizacao S(t), esse ponto percorre a curva com o triplo

da velocidade que com a parametrizacao a(t).

Figura 8 - Tangente da curva percorrida com triplo da velocidade

Fonte: Préprio autor

Uma curva parametrizada diferenciavel a: 1 — R? ¢é dita regular se Vt € I,
a'(t) # 0. Essas curvas tém uma particularidade importante: é possivel definir para
todo t € I uma reta passando por a(t) e com vetor diretor a'(t). Essa reta sera
tangente a curva a(t) para cada valor do parametro t. Intuitivamente o traco de uma
curva regular é suave, sem bicos, exceto por possiveis pontos de auto-intersecao.
Localmente, porém, a ndo tem auto-intersecoes.

No estudo de curvas diferenciaveis, € comum restringir-se a curvas
regulares, ou seja, a:I — R? tais que a'(t) # 0 Vt € I. Porém € possivel termos
curvas planas a:1 — R? tais que a'(t) = 0 para algum t € ] e mesmo assim essa
curva ndo apresentar bicos ou auto-intersecées. Tomemos como exemplo a curva

plana parametrizada dada por a(t) = (cos(tz), sen(tz)), t € R. E facil ver que o traco
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de «a(t)sdo circunferéncias centradas na origem, logo ndo possui bicos. Mas
a'(t) = (—2t.sen(t?), 2t. cos (t?)) e, portanto, a’'(0) = (0,0). Assim, temos uma curva
com traco regular (sem bicos ou auto-intercessdes) com o vetor tangente sendo nulo

em algum ponto.
2.2 Comprimento de Arco

Um dos primeiros problemas que se colocam no estudo de uma curva
regular a:I — R? é como definir o seu comprimento. Para encontrar tal férmula,
notemos que se At é muito pequeno, a parte do traco de a entre t e t + At é
praticamente um segmento de reta, assim, 0 seu comprimento nesse trecho € dado

aproximadamente por |[a(t + At) — a(t) ||. Novamente porque At € pequeno, temos

a(t+At)—a(t) .

que " é aproximadamente igual a «'(t), e assim esse comprimento é

aproximadamente ||a’(t)||. Notemos que do ponto de vista vetorial, observando a(t)

como um vetor de R?, ||a’(t)|| = /{a'(t), ' (t)) pelo produto interno usual de RZ.

Se queremos calcular o comprimento de uma parte do traco de a (nédo
necessariamente pequena), podemos dividi-la em segmentos, cada um dos quais
correspondendo a um pequeno incremento At em t, calcular o comprimento de cada
segmento usando a expressao ||a’(t)||dt e adicionar tudo. Considerando At a tender
para zero, deveremos entdo obter o valor exato do comprimento. Dizemos entdo que

a funcdo comprimento de arco de uma curva a a partir do ponto a(t,) é a funcéo s
definida por s(t) = fttolla’(t)lldt.

Dizemos que uma curva a:I — R? esta parametrizada pelo comprimento
de arco se ||a'(t)|| = 1 para qualquer t € I. Vejamos um exemplo.

Retomemos a aplicacdo a:I — R? dada por a(t) = (cost,sent) citada

anteriormente como parametrizacao do circulo de raio 1 centrado na origem. Assim,

a'(t) = (—sent, cost) e ||a'(t)|| = /(—sent)? + (cost)? = 1. Portanto, essa curva esta
parametrizada pelo comprimento de arco. Se tomarmos um circulo de raio a, essa

curva serd parametrizada pela aplicacdo dada por a(t) = (acost,asent). Dessa

forma, ||a'(D)]| = \/(—asent)z + (acost)? = ||la'(®)|| = \/az(senzt + cos?t) = a.
Se considerarmos essa mesma curva parametrizada pela aplicagdo dada

por B(t) = (acosi, asen é), teremos entao:
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2 2
1B (O] = \/((i) (—asené)) + ((i) (acos é)) = \/senz (2) + cos? (2) = 1.
Assim, teremos essa curva parametrizada pelo comprimento de arco.

Muitas férmulas e resultados sobre curvas tomam uma forma mais
simples quando a curva esta parametrizada por comprimento de arco. Para curvas
com essa propriedade por definicdo temos ||a’(t)]|? = 1 e pelo produto interno usual
do R? temos que (a'(t),a’(t)) = 1. Derivando essa igualdade e pela derivada do
produto, mostramos que (a'(t),a’’(t)) =0, ou seja, a'(t) e a’'(t) sdo vetores
perpendiculares em R? para qualquer t € I.

Chama-se mudanca de parametro a uma bijecdo A:] — I entre intervalos
de R, que é diferencidvel bem como a sua inversa A~! . Seja a:I — R? uma curva.
Chamamos de reparametrizacdo de o« a composi¢cdo a e 4 de « com uma mudanca
de parametro A.

E natural esperar que mesmo aplicando uma mudanca de parametro, o
comprimento de arco seja mantido. De fato, isso ocorre. Vejamos.

Seja 1 a mudanca de parametro tal que f =a A . O comprimento de
arco, c¢(B) , de B nointervalo [c,d] € igual a c(B) = fcdllﬁ’(t)ll dt. Dessa forma, temos
que c(B) = [“[|a'(A©)A' ©|de = [’ (A®)||- 1A' (©)] dt . Se X'(t) > 0 para qualquer
t, teremos c(8) = [||a'(A(D))||- A'(¢) dt. Fazendo uma mudanca de variaveis u =
A(t), mostramos finalmente que c(B) = f;lla’(u)ll du = c(a). No caso de termos
A'(t) < 0 para todo t, teremos c(B) = — fcd||a’(/1(t))||/1’(t)dt = [lla’ @l du = c(a).
Ou seja, o comprimento de arco é invariante por reparametrizagdes.

O estudo de uma curva simplifica-se quando ela é parametrizada por
comprimento de arco. Sera, portanto, importante conhecer quais curvas admitem
reparametrizagdes por comprimento de arco. Uma curva pode ser reparametrizada

pelo comprimento de arco se, e somente se, for uma curva regular. (do Carmo,
2010).

2.3 Curvatura, Torgcéo e as Equacdes de Frenet

Dado um ponto a(t) = (x(t),y(t)) sobre uma curva plana diferenciavel

a:1 — R?, vimos que o vetor T(t) = a'(t) = (x'(t),y'(t)) é o vetor tangente a curva
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em t. Se a curva a for parametrizada pelo comprimento de arco, o vetor T(t) sera
unitario e assim, temos que o vetor T'(t) = a''(t) é perpendicular a T(t). Para o
restante dessa secdo, consideraremos apenas curvas parametrizadas pelo
comprimento de arco.

Considere agora o vetor dado por N(t) = (—y'(t),x'(t) ). Note que dessa
forma, teremos também que N(t) é wunitario e (T(t),N(t))=0, ou seja é
perpendicular a T(t). Logo, é paralelo a T'(t). Isso significa que existe uma funcao
k:I — R, tal que T'(t) = k(t)N(t), t € I. A funcdo k & chamada a curvatura de ¢ em
t € 1. Observe que (T'(t),N(t)) = (k(t)N(t), N(t)) = k(t)(N(t),N(t)) e assim, como
N(t) é unitario, a curvatura é dada por k(t) =(T'(t),N(t)). Observe ainda que
derivando a relacdo (T(t),N(t)) =0, obtemos (T'(t),N(t))+(T(t),N'(t))=0.
Substituindo a relacdo obtida acima, temos que k(t) = —(N'(t), T(t)).

Geometricamente, visto que |[T(®)]l=1 e |k(@®)|=|IT'(®)|l, a funcio
curvatura € uma medida da variacdo da direcdo de T e, portanto, da mudanca de
direcdo da reta tangente a @« em a(t). A curvatura entdo € uma medida de quanto
uma curva deixa de ser uma reta. De fato, a curvatura de uma curva regular a &
identicamente nula se, somente se, estiver contida numa reta. Vejamos a
demonstracao a seguir.

Suponha que k(t) = 0. Assim, ||T'(t)|]| = |k(t)| = 0. Logo T'(t) = (0,0).
Como T esta definida em um intervalo I, concluimos que T(t) € um vetor constante

Vy. Isso implica que a(t) = a(ty) + ftto T(s)ds = a(ty) + Vy(t — ty). Portanto o traco

de a esta contido na reta que passa por a(t,) e € paralelo ao vetor V.

Reciprocamente, se o traco de a estd contido em uma reta e a esta
parametrizada pelo comprimento de arco, temos que a(t) = P, + tV,, ||Vyll = 1. Logo,
T(t) =V,, e, portanto, T'(t) = (0,0). Assim concluimos que k(t) = 0.

Como o vetor tangente «a(t) é unitario, o modulo [la"(t)|| da derivada
segunda mede a taxa de variacdo do angulo que as tangentes vizinhas fazem com a
tangente em t. Visto a fungao |k(t)| = ||T'(t)|| = |lla”'(¢t)||, indicam a velocidade com
gue as retas tangentes mudam de direcdo. De fato, fixemos t, € I e consideremos
os vetores tangentes a'(t,) e a'(t, + h), onde t, + h € I. Seja ¢ (h) o angulo formado
por a'(ty) e a'(ty + h), isto é, 0 < p(h) < mtal que cos p(h) = (a'(ty), @' (ty + h)).
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. h) . . .
Dessa forma, }lm(l)% indica a velocidade com que as retas tangentes

mudam de direcdo. Como para todo h e 0s vetores tangentes sdo unitarios, temos

Q)
2

que a'(to +h) — a'(to)] = 2sen (Z2) e concluimos que  lk(to)l = lla"(to)ll =

limM
hs0 h

O conjunto de vetores T(t) e N(t) é chamado referencial de Frenet da
curva a em t. Vimos entdo que se a:I — R? é uma curva regular, parametrizada
pelo comprimento de arco, entdo o referencial de Frenet {T(t),N(t)} satisfaz as
equacoes

{T’(t) = k(t)N(t)
N'(t) = =k(®)T(t)

Essas sdo as férmulas de Frenet de uma curva plana. O plano gerado
pelos vetores T(t) e N(t) € denominado plano osculador da curva « em t.

Para curvas a:I — R3® parametrizadas pelo comprimento de arco
definidas em R3 tais que k(t) > 0, o produto vetorial entre vetores T(t) e N(t) é
definido como o vetor binormal de uma curva a em t. Seja B(t) =T(t) X N(t). O
referencial ortonormal T(t), N(t), B(t) € o triedro de Frenet da curva a emt.

Observe que derivando a expressdao B(t) =T(t) x N(t), teremos que
B'(t) =T'(t) x N(t) + T(t) X N'(t) = T(t) x N'(t). Portanto, B'(t) é ortogonal a T(t).
Como ||B(t)|| = 1, temos que B’(t) é ortogonal a B(t). Logo, concluimos que B'(t) é
paralelo a N(t), isto é, B'(t) é igual ao produto de N(t) por um namero real. Esse
namero real 7(t) definido por B'(t) = t(t)N(t) € denominado tor¢do da curva a em t.

A torcdo mede o quanto a curva de afasta do plano osculador com a
variacdo do parametro t. Porém, para curvas planas, ha duas interpretacdes
possiveis. Se temos uma curva plana em R3, essa curva esta contida no plano
osculador, portanto ndo de afasta dele para nenhum valor de t, portanto sua tor¢ao é
nula. Porém se considerarmos curvas contidas no espaco R2, ndo temos a
possibilidade dessas curvas se afastarem do plano osculador da curva, portanto, a

torcéo nao esta definida nesse caso.
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3 PARAMETRIZACAO DAS CONICAS

As conicas sao curvas obtidas da interseccao entre um cone circular reto
e um plano.

O cone circular pode ser obtido rotacionando uma reta (geratriz) em torno
de outra reta (eixo de rotacdo), sendo que a geratriz e 0 eixo devem se

interseccionar num ponto (vértice do cone).

Figura 9 - Cones gerados pelarotacdo de umareta em torno de uma reta

\ _eratriz

Fonte: http://www.clicmates.com.br/arquivosparadonwloads/quadricas_conicas.pdf

Consideremos um cone circular de vértice V e eixo r, cujas geratrizes
formam um angulo 8 com o eixo do cone.
Seja n 0 plano que secciona o cone circular. Temos 0s seguintes casos

para a interseccédo do cone com o plano «:
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1. Se o plano = é perpendicular ao eixo do cone, mas ndo passa pelo

vértice I/, entdo a sec¢do é uma circunferéncia.

Figura 10 - Obtengao da circunferéncia seccionando um cone por um plano

Fonte: http://www.clicmates.com.br/arquivosparadonwloads/quadricas_conicas.pdf

2. Se © € um plano paralelo a uma geratriz do cone e ndo contém o

vértice I, entdo a curva de intersecgdo € uma parabola.

Figura 11 - Obtenc¢ao da parabola seccionando um cone por um plano

Fonte: http://www.clicmates.com.br/arquivosparadonwloads/quadricas_conicas.pdf

3. Se o0 angulo entre o eixo r e 0 plano n é maior que o angulo 8 entre o
eixo e a geratriz e n© ndo passa pelo vértice, a interseccdo € uma elipse.

Excepcionalmente, quando o angulo € reto, a elipse torna-se uma circunferéncia.

Figura 12 - Obtencéo da elipse seccionando um cone por um plano

Fonte: http://www.clicmates.com.br/arquivosparadonwloads/quadricas_conicas.pdf
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4. Se o0 angulo entre o eixo r e o plano = € menor que o angulo 6 entre o
eixo e a geratriz, e T ndo passa pelo vértice, entdo a intersec¢cdo contém pontos dos
dois lados do cone em relagdo ao vértice e a curva resultante é conhecida como

hipérbole.

Figura 13 - Obtencéo da hipérbole seccionando um cone por um plano

| |
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Fonte: http://www.clicmates.com.br/arquivosparadonwloads/quadricas_conicas.pdf

5. Quando o plano & passa pelo vértice V, e o angulo entre o plano © e 0
eixo r é igual a g, a intersecgdo resulta em uma reta, que é a geratriz.

6. Quando o plano & passa pelo vértice V, e o angulo entre o plano © e 0
eixo r € menor que ¢, a intersecgdo resulta em um par de retas concorrentes.

7. Quando o plano © passa pelo vértice V, e o angulo entre o planote r é
maior que ¢, a intersec¢ao resulta em um ponto, mais precisamente, o ponto V.

As codnicas obtidas como interseccdo do cone por planos passando pelo
vértice V sdo exemplos de conicas tidas como degeneradas.

Mesmo sendo obtidas no espaco pelas intercessdes de um plano com um
duplo cone, podemos afirmar que essas curvas estdo contidas num plano,
justamente aquele intersecta o duplo cone. Logo, sdo exemplos de curvas planas.
Nas proximas sec¢Oes, buscaremos parametrizacdes para estas curvas tomando

esse plano como sendo o espaco R?.
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3.1 Circunferéncia

E o lugar geométrico formado pelos pontos equidistantes a um ponto fixo.
A esse ponto fixo chamaremos de centro da circunferéncia e a distancia de qualquer
ponto dela ao seu centro, chamaremos de raio.

Seja C(x,,y,) 0 centro de uma circunferéncia de raio r. Considere P(x,y)
um ponto qualquer dessa circunferéncia. Representando essa situagdo no plano

cartesiano, temos a seguinte representagao.

Figura 14 - Circunferéncia de raio I centrada em (Xo, Yo)

£l

Yo

Fonte: Préprio autor usando Geogebra.

Do Teorema de Pitdgoras, temos que (x—x9)%+ (v —y,)? =12
Obtemos assim a equacdo cartesiana reduzida dessa circunferéncia.

Considere agora como 6 o0 angulo entre a reta que contém o segmento
CP(raio)eoaretay =y, .

X—Xg Y—Yo

Dessa forma, teremos que cosf = = X = X + rcosf e senf = =

=y =Y +rsend.

Portanto, as coordenadas de um ponto P(x,y) de uma circunferéncia
podem ser expressas usando 6 como parametro. Assim, temos, com as equacdes
paramétricas acima, que a(6) = (x(6),y(8)) = (x, + rcosf,y, + rsenf) é uma
parametrizacdo da circunferéncia.

Note que para obtermos uma parametrizagdo a partir da equacgéo

cartesiana, basta obtermos as coordenadas do centro e o raio da circunferéncia.
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Como exemplo, vamos obter uma parametrizacdo da circunferéncia cuja
equacao cuja equacdo cartesiana é x? — 4x + y2 — 12y — 9 = 0.

Completando quadrados obtemos x2? —4x + 4+ y? — 12y + 36 = 49.
Fatorando e escrevendo na forma reduzida, teremos (x —2)?+ (y —6)? = 72
Assim, vemos que essa circunferéncia esta centrada em (2,6) e tem raio 7.

Logo, temos que as equacdes paramétricas dessa circunferéncia séo
dadas por x(6) = 2 + 7cos6 e y(0) = 6 + 7send.

3.2 Elipse

E o conjunto dos pontos cuja soma das distancias a dois pontos fixos,
chamados focos, € constante e maior que a distancia entre os focos. O ponto médio
entre os focos é o centro da elipse. A reta que contém os focos chamamos reta focal
e a reta perpendicular a reta focal que passa pelo centro da elipse, chamamos de
reta secundaria.

Consideremos uma elipse com centro em C(x,,y,), tendo como reta focal
uma reta horizontal y = y,, sendo F; e F, seus focos e tendo reta secundaria x = x,,

como representada na figura abaixo.

Figura 15 - Elipse centrada em (xo, Yo) com focos nos pontos F1 e F2

v

L ]
B

Fonte: Elaborada pelo préprio autor usando Geogebra.

Seja P(xp,yp) um ponto da elipse e seja PF; + PF, = 2a. Dessa forma, o

eixo maior, isto €, distancia entre 0os pontos A; = (xo —a,y,) € A, = (xo +a,y,) €
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igual a 2a. Consideremos a distancia entre os pontos B; = (xg,y0 +b) € B, =
(x0,Y0 — b), OU seja, 0 eixo menor da elipse, igual a 2b.

E importante perceber a distancia entre os pontos F, e B; € igual a
metade do eixo horizontal, ou seja, F;B; = a. Sendo F,C = F,C = ¢ a distancia de
cada foco ao centro da elipse, € possivel perceber uma importante relagéo pitagérica
ao analisar o triangulo A;CB;. Note que ele € um triangulo retangulo. Sendo assim,
podemos aplicar o teorema de Pitagoras e obter a relacdo a? = b? + 2.

Existe outra possibilidade para a elipse, que é quando o maior eixo € 0
eixo vertical. Nesse caso, 0s elementos continuam 0s mesmos, porém a relacao
pitagérica obtida é b? = a? + ¢

Determinaremos agora as coordenadas do ponto P(xp,yp) da elipse em

funcdo de um parametro.

Figura 16 — Elipse com as intercessfes com eixos principais e secundarios
v

Yo-b®

Fonte: Elaborada pelo proprio autor usando Geogebra.

Consideremos agora duas circunferéncias também centradas em C(x,, y,)
e com raios a, que denominaremos C;, € b que denominaremos C,. Assim, essas
circunferéncias tangenciam a elipse C;, nos pontos (x, — a,y,) € (xo + a,y,), € C5,

nos pontos (x,, yo — b) € (xq,yo + b).
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Figura 17 - Circunferéncias tangenciando a elipse interna e externamente

v

Yo+ b8

Yp

Yo

Yo-b 8

Fonte: Elaborada pelo préprio autor usando Geogebra.

Tracemos uma reta vertical passando por P. Sejam A e B as intercessoes
dessa reta coma reta y =y, e a circunferéncia C; de modo que P pertenca ao
segmento AB. Tracemos agora 0 segmento BC e sejam D o ponto de intercesséo
entre BC e a circunferéncia C,. Como C; e C, tém o0 mesmo centro, da
parametrizacéo da circunferéncia vem que 6 = BCA = BDP e assim o segmento DP
esta contido na reta y = y,. Determinaremos as coordenadas do ponto P da elipse

em funcdo desse parametro 6.

Figura 18 — Segmento BC rotacionando e deslocando o ponto D sobre a elipse

Fonte: Elaborada pelo préprio autor usando Geogebra.
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Do triangulo retangulo ABC, temos que cosf = g = *==2. Portanto, temos

que xp = xo +acos6.
Agora, seja E a projecédo do ponto D sobre a reta y = y,. Podemos ver
que DE = AP = yp — y, € que o angulo CED é reto, pois DE esta contido em uma

reta vertical. Além disso, CD = b.

Figura 19 - Projecao do ponto D sobre aretay =Yo

v

y0+bll

yg-be

“a
o X %2 xy+a

Fonte: Elaborada pelo préprio autor usando Geogebra.

— Yrp—Yo

DE
Dessa forma, temos que sen = — .

e assim, yp = y, + bsenf.

Assim, temos as coordenadas do ponto P em fungcé&o do parametro 6 e,
portanto, uma parametrizacdo para a elipse com centro em C(x,,y,) € €eixo maior
horizontal medindo 2a e eixo menor vertical medindo 2b dada pelas equacfes
paramétricas obtidas acima.

Assim, teremos que a(8) = (x(6),y(8)) = (x, + acosb, y, + bsend ) € uma
parametrizacao para essa elipse.

Analogamente, podemos obter uma parametrizacdo para a elipse cujo
eixo maior esteja contido em uma reta vertical. Seguindo passos analogos,
obteremos uma parametrizacdo para a elipse com essas caracteristicas dada por
a(f) = (x(H),y(Q)) = (xo + bcos0,y, + asenf ), 6 € R.

A partir das equacdes paramétricas da elipse podemos obter a equacao
cartesiana reduzida da elipse centrada em C(x,,y,) com eixo maior horizontal a e

yp—Yo

eixo menor b pode ser escrita. Para isso, Fazemos cosf = % e senf = nas

equacdes paramétricas e aplicando a relacdo fundamental da trigonometria, temos
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- 2 - 2 - - ~
que (xa?) + b’;") = 1. Assim, para obtermos uma parametrizacdo para essa

elipse, basta utilizar os valores fornecidos na equacéao reduzida da elipse.

Como exemplo, vamos determinar as equacdes paramétricas da elipse
cuja equacao cartesiana é 4x? + 9y% — 24x + 18y + 9 = 0.

Podemos completar os quadrados da equacdo acima para obtermos que

4x? — 24x + 36 + 9y% + 18y + 9 = 36. Fatorando e simplificando temos a equacéo

. . (x=3)2  (y+1)? ~ . .
reduzida da elipse dada por ——t—= 1. Vemos entédo que a elipse dada é

centrada em (C(3,—1) e tem semieixos dados por a =3 e b = 2. Portanto, uma

parametrizacdo para essa elipse é dada por a(6) = (3 + 3cosf,—1 + 2senf ), 8 € R.
3.3 Hipérbole

Uma hipérbole é o conjunto dos pontos P(x,y) do plano tais que o
modulo da diferenca entre as distancias de P a dois pontos fixos F, e F,, chamados
focos, é constante. Assim, se F;F, = 2¢, entdo |PF, — PF,| = 2a, em que a<c, €
{a,c} c R. Os pontos de intercessao da hipérbole com a reta que passa pelos focos
sdo chamados vértices da hipérbole.

Consideremos uma hipérbole com focos F;, e F, tais que F,F, =2c e

vértices A; e A, tais que 4,4, = 2a. Seja C(x,,y,) 0 ponto médio entre os focos.

Figura 20 - Hipérbole centrada no ponto C com focos Fi1e

Vv

Fonte: Elaborada pelo préprio autor usando Geogebra.
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(x=x0)*> _ (y=y0)?
a? b?

A equacao cartesiana dessa hipérbole é dada por =1 com

a > b =+c? — a2 (Paiva, 2010).

Dividindo essa hipérbole em dois ramos, vamos, inicialmente, determinar
uma parametrizacdo para um desses ramos. Especificamente o ramo que esta
contido na intercessao dos semiplanos x > x, e y > y,. OS passos para conseguir
uma parametrizacao para o restante da hipérbole sdo analogos.

Consideremos uma reta vertical r, passando por A,. Pode-se ver que
essa reta tem equacdo x = x, + a. Considere também a reta também vertical de
equacao x = x, + b.

Seja entdo P(xp,yp) um ponto qualquer do ramo de hipérbole citado e

consideremos uma circunferéncia €, centrada em C(x,,yo) COM raio xp — xq.

Figura 21 - Representac¢éo do circulo centrado em C com raio Xp— Xo

v

Fonte: Elaborada pelo préprio autor usando Geogebra.

Seja D o0 ponto de intercessao entre asretas y = yp e r: x = x, + b. Trace
0 segmento CD, prolongando até interceptar a reta r;:x = x, + a no ponto E. Note
gue o ponto E também pertence a C,, logo, CE mede xp — x,, que € o raio de C;.

Seja agora 6 o angulo entre CE e a reta x = x,. Vamos expressar as

coordenadas do ponto P em fungéo desse parametro 6.



38

Figura 22 - Segmento CE rotacionando a medida que o ponto E percorre o circulo

y

Fonte: Elaborada pelo proprio autor usando Geogebra.

Note que tgf = @. Dessa forma, temos que yp = y, + btgf.

4 CA . —
Também temos que cosf = —* = ——. Assim, temos que secf = =" e,
P—A0

portanto, xp = x, + asec6.

Dessa forma, temos uma parametrizacdo para o ramo de hipérbole que
x(0) = x, + asecd
y(0) =y, + btgt ’
De modo analogo, conseguimos as mesmas equacdes paramétricas para

estamos considerando dada pelas equacdes { 0 € [Og[

o restante da hipérbole. Ao final teremos uma parametrizacdo para toda a hipérbole

dada por a(6) = (x(6),y(6)) = (xo + asech, y, + btgh), 6 € R— {2, %}

2’ 2
Analogamente, também conseguimos uma parametrizacdo para a
hipérbole cuja reta focal € vertical. Nesse caso, obtemos uma parametrizacao dada

por a(0) = (x(6),y(0)) = (x, + btgh,y, + asech) 6 € R — {E 3—”}

2’ 2
3.4 Parabola

Dados uma reta d e um ponto F de um plano a, com F & d, chama-se
parabola, de diretriz d e foco F, o conjunto dos pontos desse plano equidistantes de

dedefF.
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Figura 23 - Paradbola

Fonte: Elaborada pelo proprio autor no Geogebra.

A parabola é uma curva céncavo-convexa, isto €, de um lado é céncava e
do outro é convexa. Se observada a partir do foco, a parabola é vista como uma
curva cbncava; e, se observada a partir de um ponto da diretriz, é vista como uma
curva convexa.

A reta que passa pelo foco F e é perpendicular a diretriz d € chamada de
eixo de simetria da pardbola. A parabola € composta de dois ramos simétricos em
relacdo a esse eixo e a intersec¢do da parabola com seu eixo de simetria é o ponto
chamado de vértice da parabola.

Determinaremos, a partir de agora, uma parametrizacdo para uma
parabola com eixo de simetria vertical, sem perda de generalidade, pois 0s outros

casos seguem procedimentos analogos, com os devidos ajustes.

Figura 24 - Pardbola com foco em F e diretriz d

1

i
\eixo de simetria
i

Fonte: Préprio Autor usando Geogebra
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Seja entdo p a medida do segmento FV. Note que, por definicdo, a
distancia do ponto V' a reta diretriz d também é dada por p.

Seja P um ponto qualquer dessa parabola e seja o ponto A a projecao
desse ponto sobre a reta d. Dessa forma, sendo V = (x,,y,) € P(xp,yp) temos que

A= (xp,yp — D).
Da definicdo de parabola temos que PF = PA, logo

(xp —x0)* + p — Yo — P)* = (¥p — Yo + p)?
“(p—x0)* = p = Yo + )2 — (p — ¥o — P)?

o (xp — xo)z =4p(yp — ¥o)

1 2
“Yp—Yo = E(XP — Xo)

Figura 25 - Indicacdo dos pontos A, F,PeV

v

Fonte: Préprio Autor usando Geogebra

A expressdo acima é chamada equacdo reduzida da parabola. Para

determinar uma parametrizacdo, basta fixarmos xp, =t + x,, com t € R. Assim,
2 2
teremos yp = i—p+ Yo € a(t) = (x(t),y(t)) = (t + xo,:—p + yo) com t€eR, é uma

parametrizacdo para a parabola dada.
Uma outra parametrizacdo para a parabola dada pode ser obtida tomando
como parametro o angulo 6 que o segmento PV forma com a reta y = y, que passa

pelo vértice da parabola.
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Figura 26 - Indicac&o do &ngulo © = BVP para paramertrizar a parabola

n

Fonte: Préprio Autor usando Geogebra

Note que o ponto B (projecdo do ponto P sobre a reta y =y, tem
coordenadas B(xp,y,). Assim, temos que

(xp — x9)?
_PB_}’P—YO: 4p _Xp— %o

tgd = — =
& PV xp—xg Xp — Xg 4p

s xp = 4ptgh + x,

E assim, yp -y = ﬁ(xp —x0)? = % ~ yp = 4ptg?0 + yq.

Como a parabola esta contida no semiplano y > y,, logo, devemos ter
que 6 € [0, ] — {g} e assim temos uma parametrizacdo em termos do parametro 6
para a parabola dada por a(8) = (x(8),y(0)) = (x, + 4ptgb, y, + 4ptg?6), com 0 €

0.1~ (3
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4 PARAMETRIZACAO DE ALGUMAS CURVAS CLASSICAS EM R?

Apresentaremos nesse capitulo a demonstracdo dos passos para
obtermos uma parametrizagdo de algumas famosas curvas em R?. Algumas dessa
curvas, pela forma que estédo definidas ou por suas propriedades geométricas, estao
relacionadas ao trabalho de alguns matematicos famosos e sdo citadas em diversas
obras de Geometria Diferencial.

4.1 Cissoide de Diocles

Sejam C; e C, duas curvas no plano R?e seja 0 € R> um ponto fixo.
Sejam P; e P, as intersec¢Bes de uma reta variavel r passando por O com as curvas
C, e C,, respectivamente. Uma cissoOide geral de C; e C, em relacédo ao pdélo 0 é o

lugar geométrico dos pontos P € r, tais que OP = OP, — OP; = P, P,.

Figura 27 - Cissdide de C; e C; em relagdo ao ponto O

Fonte: Préprio Autor usando Geogebra

A Cissoide de Diocles é uma cissoide de uma circunferéncia C; e de uma
reta C, tangente a circunferéncia C,, com respeito ao polo O pertencente a

circunferéncia e diametralmente oposto ao ponto de tangéncia.
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Figurg 28 - A Cissoide de Diocles

LY
Fonte: Préprio Autor usando Geogebra

Diocles (c. 180 a.C.) inventou a cissoide a fim de resolver o problema da
duplicacdo do cubo. (Eves, 2011). O nome cissoéide (forma de hera’) € mencionado
pela primeira vez por Geminus no séc. | a.C., cerca de um século depois da morte
do inventor Diocles. E em comentarios & obra de Arquimedes “Sobre a esfera e o
cilindro” que a cissodide aparece e € atribuida a Diocles. (Lockwood, 1961).

Abordaremos a partir de agora a cissoéide de uma circunferéncia de raio a

tangente ao eixo y e centro (a,0) com relacdo a reta x =2a. Também

consideraremos o ponto fixo tratado na definicdo acima como sendo a origem.

Figura 29 - Reta x=2a e circunferéncia centrada em (a,0) que gerardo a Cissoéide

y <

0 x
\ |
\ /
\ /

Fonte: Préprio Autor usando Geogebra
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Seja entdo r a reta de equacdo x = 2a uma reta vertical tangente a
circunferéncia no ponto C(2a,0). Tragcando uma reta passando pela origem
interceptando a circunferéncia em A e a reta r em B. Marque nessa reta o ponto P
de modo que OP = AB.

Girando essa reta em torno de 0, o ponto P descreve uma curva, que € a

Cissoide de Diocles.

Figura 30 - Ciss6ide de Diocles gerada pelo deslocamento do ponto P

, c

Fonte: Préprio Autor usando Geogebra

Usaremos entdo essa construcdo geométrica para determinarmos uma
parametrizacao para essa curva.

Ligando os pontos A e C e pela propriedade do triangulo retangulo inscrito
numa semicircunferéncia, temos que o angulo 0AC é reto.

Seja 6 o angulo entre a semirreta OP e o eixo Ox, ou seja POC = 8. Entdo
no triangulo OAC, teremos OA = OC.cosf = 0A = 2a.cosf e no tridngulo OBC,
teremos OB = OC.secf = OB = 2a.sech.

Como AB = OB — 0A, temos que:

AB = 2a.secf — 2a.cos6

1
~ AB = 2a(secf — cosb) = 2a (C— — cosH)

os6
1 — cos?6 sen?6
~AB =2a| ———— | = 2a
cosf cos6
send
~ AB = 2a.sené. 5= 2a.senf. tgh

Cos
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Logo, OP = 2a.senftgfh pois, como definimos, OP = AB.
Consideremos agora o0 ponto D como sendo a intercessao de uma reta

vertical com o eixo das abcissas passando por P.

Figura 31 - Indicacdo do angulo 8 da parametrizacéo da Cissoéide

: 4

Fonte: Préprio Autor usando Geogebra

No triangulo OPD, temos:
OD = OP.cosf = 2a.senf.tgh. cosO

sen@

. 0D = 2a.senf - 7 cosf = 2a.sen?6

cos
Também temos que PD = OP.senf = 2a.send.tgh.senf = 2a.sen?6.tgh.

Logo, as coordenadas de um ponto P, pertencente a cissoide, sdo dadas
por P = (2a.sen?6, 2a.sen?0.tgh ).

Temos entdo uma parametrizacdo para a Cissoéide de Diocles dada por
a(0) = (x(0),y(0)) = (2a.sen?8, 2a.sen?6.tgh ), onde 8 = POC € R.

Uma outra parametrizacéo para a Cisso6ide de Diocles pode ser obtida a

partir dessa. Considerando o parametro t = tg6.

. cos?6 1 tg?0 t?
Assim, sen?6 = sen?6 - = to20 - = - _
' cos20 g sec?d  1+tg2f  1+t2

Dessa forma,

teremos a parametrizacdo para a cissoide de Diocles dada por

0 = 2at? 2atd
A =\172' 1+ 2

comt = tgh € R.
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4.2 Cicloide

A Cicléide é a curva descrita pela trajetoria de um ponto pertencente a

uma circunferéncia a medida que esta gira sem escorregar ao longo de uma reta.

Figura 32 - Deslocamento de um ponto gerando a Cicléide

Fonte: Préprio Autor usando Geogebra

Antes da curva ser conhecida propriamente como cicloide, ela comecou a
ser estudada por Nicholas Cusa (1471 — 1464) e pelo te6logo matematico francés,
Charles Bouvalles (1471 — 1553). O estudo de ambos néo tratava da Cicloide em si,
mas de algo muito similar a ela: a quadratura da circunferéncia. Em 1564, nasce o
italiano Galileu Galilei, cientista, artista, com uma genialidade eminente. Como a
histéria diz, Galileu um dia estava na janela, apenas observando o ambiente, quando
comecou a reparar no movimento da roda de uma charrete que passava.
Interessado em descobrir que curva gerada por esse movimento, Galileu utilizou,
primeiramente, chapas metélicas para demonstra-la. Sem muito sucesso, Galileu
sugeriu que a curva poderia formar um belo arco de uma ponte. Ele também
concluiu que a area do arco da cicloide é exatamente trés vezes a area do circulo
gue a gera. De fato, ele estava correto, o que foi demonstrado, posteriormente, por
Roberval. Portanto, cabe a Galileu o batismo da curva.

Para obtermos uma parametrizacdo para essa curva, consideremos uma
circunferéncia de raio r inicialmente tangente ao eixo das abcissas na origem 0(0,0)
e centrada no ponto (0, 7).

Fazendo essa circunferéncia girar ao longo do eixo das abcissas sem
escorregar e, considerando a cicléide determinada pela trajetéria do ponto que se

encontrava na origem.
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Figura 33 - Ciss6ide de uma reta tangente ao eixo x girando ao logo do mesmo

Fonte: Préprio Autor usando Geogebra

Seja C o centro da circunferéncia que estamos rotacionando e T a
intercessdo de uma reta vertical passando por € com o eixo das abcissas.
Consideremos o ponto P um ponto qualquer pertencente ao cicléide. Finalmente,

seja§ = PCT.

Figura 34 - Movimento do ponto P em fun¢ao do angulo 6

y

Ye

Fonte: Préprio Autor usando Geogebra

Note que OT tem comprimento igual ao do arco TP no sentido horario,
logo temos que OT — r6.

Considerando o triangulo PCQ, com hipotenusa PC e Q € CT, obteremos
PQ = rsenf e QC = rcos6.

Denominando P = (xp,yp), devemos ter xp = OT — PQ =10 —rsenf e
assim, xp = r(0 —senf). Também, yp, = TC — QC = r —rcosf = r(1 — cosh).

Assim, sendo 6 € R, obtemos uma parametrizacdo para a Cicléide dada
por a(0) = (x(6),y(0)) = (r(6 —senb), r(1 — cosh)).
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4.3 Braquistocrona e Tautécrona

Considere a seguinte questédo: que forma deve ser dada a uma calha de
metal bem polido conectando dois pontos A e B de modo que uma bola de metal

polido rola ao longo desta calha de ponto A ao ponto B ho menor tempo possivel?

Figura 35 - Curvas de descida do ponto A ao B

\\\\ \:\\ L)
N "'-s.:‘::___.\ %%
:\ =~ — "'--‘_"" g
\Q —— T e — — J B

— —— —— "

Fonte: Markushevich, 1980.

A principio parece que se deve escolher uma calha reta, pois fornece o
caminho mais curto de A a B. Mas estamos tentando encontrar o menor tempo e nao
0 caminho mais curto, e o tempo depende ndo s6 do caminho em si, mas também
da velocidade da bola também. Se dobrarmos a calha para baixo, a parte dela
comecando no ponto A serd mais ingreme do que o caminho reto, e a bola rolando
por tal calha terd uma velocidade maior do que no segmento equidistante da calha
reta. Mas se fizermos a parte inicial muito ingreme e comparativamente longa, entao
a parte proxima o ponto B tera uma inclinacdo acentuada e serd mais longa. Dessa
forma, a primeira parte do caminho sera percorrido pela bola muito rapidamente,
mas a segunda parte sera percorrida muito lentamente, o que pode atrasar a
chegada da bola no ponto B. Assim, parece que a calha deve ser dobrada para
baixo, mas ndo muito abruptamente.

Esse é o problema da braquistécrona. Foi um dos primeiros problemas
colocados no calculo das variagoes. Newton foi desafiado a resolver o problema em
1696, e o fez no dia seguinte. O astrébnomo e fisico italiano Galileo Galilei (1564-
1642) pensou que o caminho de descida mais rapida deveria ser na forma de um
arco de uma circunferéncia. Na verdade, a solucdo, que € um arco de um cicloide,

foi encontrada por Leibniz, L'Hospital, Newton, e os dois irm&os Johann e Jakob
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Bernoulli. Na verdade, Johann Bernoulli tinha originalmente encontrado uma prova
incorreta de que a curva € um cicloide, e desafiou seu irmao Jakob a encontrar a
curva necessaria. Quando Jakob fez isso corretamente, Johann tentou substituir a
prova para a sua proépria.

Desde entéo, o cicléide também foi chamado de braquistocrona, e a prova
de Bernoulli a fundacédo de um novo ramo da matematica, o calculo das variacoes.

Considere a curva parametrizada a(t) = (x(t),y(t)) que atenda a
propriedade descrita acima.

Sendo S o comprimento dessa curva de A até B, o tempo necessario para
o deslocamento de um ponto ao outro é dado por

LV
onde v € a velocidade desse deslocamento. Pela Lei da Conservacdo da Energia
Mecanica, ou seja,
mv?

2
temos que v = ,/2gy. Substituindo, temos

jB,/dx2+dy J 1+ y"2
w/ Zgy

Portanto, a funcdo que devemos minimizar é

=mgy,

1+y"
29y

f:

Como f nao depende de x, temos que Z—Z = 0. Nesse caso, a Igualdade de Beltrami

nos garante que f — y’:—;, = C, onde C é uma constante. Calculando, temos

of y'
9y [2gy\J1 + "

Substituindo para subtrair, obtemos que

fo af 14 y'? 3 y’2 B 1 _c
Yoy T 20 V2gy1+y?%  J2gy1+y"?

Assim, teremos que

1
Vy(1 2y = —— £ y(1 '2) =
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1

297 € uma constante positiva.

2
Portanto, y. (1 + (Z—z) ) = k? onde k? =
Essa igualdade é satisfeita pelas equagcBes paramétricas da cicléide dada

por x(0) = %2(9 —senf) e y(0) = kz—z(l — cosf). Pois, para essas equacoes, temos

2 2
que dx = %(1 — cosf)db e dy = %sen@. Assim, & .4 49 _ senb

dx df dx 1-cosf’

Logo, temos que

V. <1 + (Z—z)z> = %2(1 — cosf) <1 + (%)3

k? ((1 —cosf)? + sen20>

- 2 1 — cos@
B k? (1 — 2cosB + cos?8 + sen?6
2 1 — cosf

kK (2 - ZCOSH) _k? 2(1—cosf) 2
2 2 1-cos®
Portanto, temos que a braquistdécrona € uma cicloide invertida.

1 — cos@

No caso da tautocrona, buscamos uma curva em que o tempo que um
corpo leva para atingir seu ponto minimo ndo depende da altura que foi langado,

mas apenas do seu raio.

Figura 36 — Deslocamento sobre uma tautécrona no mesmo tempo

'
——me_

AT |

Fonte: https://demonstrations.wolfram.com/SlidingAlongATautochronePath/

Assim como a braquistécrona, essa curva € um cicloide invertido, fato
descoberto pela primeira vez e publicado por Huygens em Horologium oscillatorium
(1673). Huygens também construiu o primeiro relégio péndulo com um dispositivo
para garantir que o péndulo fosse isocrono forcando o péndulo a balangcar em um
arco de um cicloide (Wells 1991). Um péndulo comum oscila para frente e para tras
em um arco circular. As oscilacbes ndo sao isocronas. Em outras palavras, o tempo

gue leva para o péndulo (circular) ir de seu ponto inicial ao ponto mais baixo sera
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guase, mas néo totalmente independente, da altura de onde o péndulo é solto. Em
1680, Huygens observou dois fatos importantes: que um péndulo que oscila para
frente e para trds em um arco de cicloide invertido € isécrono, e que a involuta de
um cicléide € um cicléide. Combinados, esses fatos mostram que o involuto de um
arco de cicloide invertido pode ser usado para restringir um péndulo de modo que
ele se mova em um arco de cicloide. (Grey 1997). Infelizmente, o atrito ao longo dos
arcos causa um erro maior do que o corrigido pelo caminho cicloidal.

Uma vez que a tautdcrona € uma curva cicléide invertida, as equacgdes
paramétricas sao as mesmas vistas anteriormente: x =r(6 —senf) e y =
r(1 — cos@).

Para ver que a cicloide satisfaz a propriedade de ser uma tautdcrona,
vamos usar as derivadas dx = r(1 — cosf)df e dy = rsenfdf. Dessa forma, temos
que dx? + dy? = r?(1 — 2cosf + cos?8 + sen?8) = 2r?(1 — cosh)dé.

Aplicando a lei de conservagédo da energia mecanica entre o ponto mais

2
baixo e uma altura inicial y, ou seja, % = mgy, podemos obter a velocidade em

funcdo da altura dada por v = g =,/2gy. Logo, o tempo de queda sera entdo dado

ds

29y
Pelo comprimento de arco, temos ds = \/dx2 + dy? = 1/2r2(1 + cos8)d6.

por dt =

2r2(1-cos0)d6

\2rg(1—cos8) -

Logo, o tempo necessario para o deslocamento da particula do topo da

Substituindo, temos que dt = gde.
curva até sua parte inferior sera dado por t = fon dt = n\/g.

No entanto, a partir de um ponto intermediario, ou seja, para um certo

valor y =y(6,), temos que a velocidade de descida sera dada por v=2%=

dt
V29(y — vo). Logo, temos
T 2r2(1 — cosB) r (T 1—cosO
T = j do = —J —df
o | 2rg(cosBy — cos@) gJ, cosby — cosf

Usando férmulas do arco-metade, ou seja cosf = 2cos? (g)—l e

sen (g) = ’1—(:2—059 e substituindo, temos que
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sen(g)dt

7] B0\
cos( 0) 2cos 70)

0
Assim, temos T=—2\/E_[ du ==2 L[arcsen(u)];=n\/z, ou seja, o tempo de
g1 u g g

~

1-—
descida é mesmo independente do ponto de inicio do deslocamento.
Assim, mostramos que a curva tautécrona € um arco de uma cicléide
invertida e, como m e g sdo constantes, o tempo de descida depende apenas do seu

raio.

4.4 Folium de Descartes

O Folium de Descartes € uma curva algébrica plana definida pela
equacao cartesiana C: x® + y3 — 3axy = 0, onde a > 0 e a curva tem assintota dada
pela reta x + y + a = 0. Pode-se mostrar que essa curva é simétrica em relacdo a

reta y = x e esta contida no semipleno x + y + a > 0.

Figura 37 - Folium de Descartes

(_('5: U)

(0, —a)

Fonte: Préprio autor usando Geogebra

O Folium foi proposto pela primeira vez por Descartes em 1638. A curva
tornou-se famosa através de um incidente ocorrido durante o desenvolvimento
do Calculo Diferencial e Integral. Descartes desafiou Fermat a encontrar a reta

tangente a referida curva em um ponto arbitrario, uma vez que Fermat acabara de
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descobrir um método para encontrar retas tangentes. Fermat resolveu o problema
facilmente, algo que Descartes foi incapaz de fazer. Desde que o célculo foi
inventado, a inclinacdo de uma reta tangente pode ser facilmente encontrada
através da derivacao implicita.

Para determinar uma parametrizacdo para a curva, consideraremos como
parametro t = % Comisso, se (x,y)eC,temosque x=0<y=0eset=-1, ou
seja, y = —x, entdo x3 + (—x)® — 3ax(—x) = 0 = 3ax? = 0 = x = y = 0. Portanto,
devemostert € R — {—1}.

Supondo (x,y) # (0,0) e substituindo y = tx na equagdo cartesiana do
Folium de Descartes, teremos

x3 + (tx)® = 3ax(tx) © (1 + t3)x3 = 3atx®

t
X =—7.
1+¢3
Como y = tx, teremos entdo que
3at?
Y=1+ o

Assim, temos uma parametrizacdo para o Folium de Descartes dada por

® 3at 3at? LER- (-1}
=|——,——],com —{-
“ 1+¢t3"1+4¢3

Pode-se notar que o parametro t esta relacionado com o vetor posicédo da
curva. Quando t < —1, a(t) percorre o "braco" inferior direito e a medida que t —
—oo, a(t) — (0,0) pela parte da curva contida no 4° quadrante. Quando t — —1, a
curva a(t) — (x,—x —a), ou seja, a curva se aproxima cada vez mais da sua
assintota. Quando —1 <t < 0, a(t) percorre o0 "braco" superior esquerdo. Quando
t — 0, a(t) — (0,0), sendo continua nesse ponto. Quando t > 0, a(t) percorre o

laco da curva de modo que se t — +oo, a(t) — (0,0).

Figura 38 - P descrevendo o Folium de Descartes de acordo com a vari¢do de t

¥

Nz 2a
\o \ \

(< -] << >0

"

Fonte: Préprio autor usando Geogebra
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4.5 Lemniscata de Bernoulli

A Lemniscata de Bernoulli € a curva plana algébrica do 4° grau de
equacdo cartesiana (x? + y?)? = a(x? — y?) tendo como focos os pontos F;(a,0) e
F,(—a,0).

A lemniscata de Bernoulli foi descrita inicialmente em 1694 como uma
elipse modificada. Posteriormente mostrou-se que é um dos casos das Ovais de

Cassini onde a curva atravessa o ponto médio entre os focos.

Figura 39 - Ovais de Cassini

Fonte: Préprio autor usando Geogebra

Uma Oval de Cassini € o lugar geométrico dos pontos P do plano tais que
0 produto das distancias a dois pontos fixos F; e F, é uma constante. As ovais de
Cassini também podem ser vistas como a intersec¢do de um Toro com um plano
paralelo ao seu eixo de revolugao.

Fixando no plano os focos F;(a,0) e F,(—a,0). Considere os pontos P do
plano tais que PF; - PF, = b?, sendo a e b nimeros reais positivos. Usando a formula
da distancia entre dois pontos, temos que a equacgédo cartesiana da Oval de Cassini

é dada por (x?+y?+a?) —4ax? =b*. A Lemniscata de Bernoulli é a oval de

Cassini para 0 caso em que a = b.
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Figura 40 - Lemniscata de Bernoulli
)}

Fonte: Préprio autor usando Geogebra

Para determinar uma parametrizacdo para essa curva, consideremos a
reta y = x contendo os focos. Para isso, faremos uma rotagao de eixos 6 = 45° de,

fazendo a curva ficar contida nos quadrantes impares.
Fazendo x = g(XQ —yg) € y = g(xg + yg) e substituindo na equacao

(x2 +v92)? = a(xg? — yg?), obtemos (x?+y?)? =2a%xy, que € a equacgdo
cartesiana da curva na posicao desejada.

Consideremos como parametro t2 =% e substituindo na equagao acima,

temos (x? + x%t?)? = 2ax?t? = x*(1+tH) = axtV2 = x = ﬁﬁ
— 42 _at3V2
Como y = xt*, temos y = ——=-.

Assim, temos uma parametrizacdo para a Lemniscata de Bernoulli da

dada por
tV2 t3
() = (a V2 a

—,——|,comt € R.
1+t* 1+t4>

4.6 Epicicléide E Cardioide
Sejam C; e C, dois circulos de raios r e R respectivamente e tangentes

exteriormente num ponto P. Denominamos epicicloide o lugar geomeétrico descrito

pelo P quando C; rola sobre C, sem deslizar.
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Figura 41 - Ponto P descrevendo a Epicicléide
y

[e]
=

Fonte: Préprio autor usando Geogebra

Para obtermos uma parametrizacdo para a epicicléide, admitamos C;
centrado na origem, C, com centro no ponto 0,(R + r,0) e que a posi¢ao inicial de P
seja P;(R,0). Consideramos, nessa demonstracao que C; rola sobre C, no sentido
anti-horario. Para o outro caso, a demonstragéo é analoga.

Sejam P = (xp,yp) € considere os pontos A = (xp,y,) € B = (xg, yp) Onde
(x0,¥0) = 04. Pela figura, vemos que as posi¢cdes de xp e x, variam de acordo com
0, e P, portanto de acordo com a medida do angulo @« = 00,P. Com essa variac¢ao,
em determinados momentos, a coordenada xp do ponto P, encontra-se entre a
origem e a coordenada x, do ponto 0, e, em outros momentos, x, encontra-se entre
a origem e xp.

Quando xp esta entre a origem e x,, podemos afirmar que xp = x, — |A0,|

e yp =Yyo — |01B].

Figura 42 — xp entre a origem e xo na construgéo da Epicicléide
A

L -=

17 TRV e e LT B

|
|
:
Y ]
O P] % = x

Fonte: https://lwww.professores.uff.br (Adaptado)
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Note que, enquanto C; rola sobre C,, seu centro 0, descreve um circulo
centrado na origem e raio R+r. Considerando 6 = 0,0P,, obtemos x,=
(R +r)cosf e y, = (R + r)send.

Também, sendo g = PO,B, temos a + 8 = g— 6 e assim, g = g — (6 +a).

Dessa forma, temos xp — x, = rcos(6 + @) e y, — yp = rsen(6 + a).

Fazendo as substituicbes de x, e y, nas igualdades acima, obteremos
entdo xp = (R + r)cosf —rcos(0 + @) e yp = (R + r)senf — rsen(6 + a).

Porém essa parametrizacdo depende de duas variaveis. Precisamos que
essas equacdes dependam de um sO parametro.

Sendo T o ponto de tangéncia entre C; e C,, que varia a medida que C,
rola sobre C,, observamos que a medida do arco compreendido entre T e P ao longo

de C; é igual ao comprimento do arco de P, a T sobre C,. Assim, temos que ra em

C; é igual a RO em C,. Assim, temos que a = Rr—e.

Substituindo nas equivaléncias de x, e acima, temos

RO R+r
xp=(R+r)cos€—rcos(6+7)=(R+r)cos@—rcos ( " )9.

Para yp, temos

RO R+r
vp = (R + r)senf — rsen (6 + 7) = (R + r)senf — rsen ( " )9
No caso em que x, esta entre a origem e xp, temos, no triangulo

retangulo BP0,, sendo 8 = BO,P que xp — x, = rsenf € Yy, — Yp = rcosp.

Figura 43 — xo entre a origem e xp na construgéo da Epicicléide

L

I

-
P7 Xo Xp X

Fonte: https://www.professores.uff.br (Adaptado)
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Comof =a-— (g—e) = a+0 -, temos que xp — xo = rsen(a+0 —g)
logo, xp —xy = —rcos(a + 0) e assim, xp = (R + r)cosf — rcos ((?) 0). Por sua

VEeZ, yp = —TCOS (9 +a— g) + (R +1r)senf = (R +r)send — rsen ((@) 9)'

Dessa forma obtemos para este caso as mesmas equacoes paramétricas

para o primeiro caso. Temos, portanto, uma parametrizacao para a epicicléide dada
por a(8) = (x(6),y(6)) em que

(x(@) = (R + r)cosf — rcos ((R :_ r) 9)

y(6) = (R + r)senf — rsen <(¥) 9)

,com0O eR

Observe que quando C; percorre um arco de C,, igual a 2nr, P volta a
tocar C,. Portanto, se %: n, com n € N, entdo o ponto P toca C, n vezes e na n-
ésima vez coincide com sua posicédo inicial, pois 2nR = 2n(nr) = n(2nr). Assim, o
comprimento de C, contém n vezes o comprimento de C,.

Um caso de epicicléide muito relevante € aquele em que R =r, e,

portanto,f = a. Essa curva plana chama-se Cardidide.

Figura 44 - Cardi6ide
v

-
g ;

Fonte: Préprio autor usando Geogebra

Fazendo os ajustes nas equacdes paramétricas obtidas para a
epicicléide, temos uma parametrizacdo para o cardidide dada por

{x(@) = 2rcosf — rcos(20)

y(6) = 2rsenf — rsen(26)’ comBO e R
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4.7 Hipocicloide E Astréide

Sejam C; e C, dois circulos de raios R e r, com R >r, tangentes
interiormente num ponto P. Denominamos hipococléide o lugar geométrico descrito
pelo ponto P quando C, rola sobre C; sem deslizar mantendo todos os seus pontos

na regiao limitada por C;.

Figura 45 - C; rolando sobre C; e 0 deslocamento de P gerando a Hipocicléide

1? 1* vh

= G Ci

Fonte: https://www.professores.uff.br (Adaptado)

Determinaremos as equacdes paramétricas da hipocicloide admitindo C;
centrada na origem e C, iniciando o movimento no ponto (R —r,0) e P com posi¢ao
inicial P, = (R.0). Consideraremos que C, rola sobre C; no sentido anti-horéario. Para
o0 outro caso, a demonstracdo é analoga. Em qualquer instante, C; e C, séo
tangentes interiormente. Seja T 0 ponto de tangéncia entre C; e C,, COm sua posSi¢ao
variando no movimento.

Sejam P(xp,yp) 0 ponto que descreve a hipocicléide. A medida que C,
rola sobre C,, seja (x,,y,) @ posicdo de 0, e considere os pontos A(xp,y,) €
B(x,yp). Com essa variagdo, em determinados momentos, a coordenada xp, do
ponto P encontra-se entre a origem e a coordenada x, do ponto 0, e em outros
momentos, x, encontra-se entre a origem € xp.

Quando x, esta entre x, e a origem, podemos afirmar que xp = x, + |A0,|

eyp =Y+ |0:B|.
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Figura 46 - xo entre a origem e xp ha constru¢do da Hipocicldide

y

Fonte: https://www.professores.uff.br (Adaptado)

Como 0, descreve um circulo de raio R —r, e sendo 6 a medida do
angulo entre o segmento 00, e o0 eixo das abcissas no sentido anti-horério, temos
entdo que x, = (R —r)cosf e y, = (R — r)sené.

Denotando por @ a medida do angulo entre 0,T e 0,P e no sentido anti-

horério, teremos que 00,P =t —a e 00,P — BO,P = g— 6 e portanto teremos que
Bélpzn—a—g+9 = (0—a)+§.
No triangulo retangulo PBO, temos que

~ T
|BP| = rsen(BOlP) = rsen (9 —a+ E) = rcos(6 — a) = rcos(a — )

e |0,B| = rcos(BO;P) = rcos (0 —a+ g) = —rsen( — a) = rsen(a — ).

Note que |BP| = xp — x5 € |0.B| = yy — yp.

Assim, xp = rcos(a — 0) + (R —r)cosf e yp = rsen(a — 0) + (R — r)send.

Sendo T o ponto de tangéncia, entre C; e C, que varia a medida que C,
rola sobre C;, observamos que a medida do arco compreendido entre T e P, ao

longo de C; é igual ao comprimento do arco de P a T em C,. Assim, temos que RO

;- . RO R—-
em C; éigual a ra em C,. Assim, temos que a = —ea- 0 = (—r) 6.

r
Substituindo esses valores nas equivaléncias acima de xp e y, obteremos

R-7r

xp = (R —r)cosf + rcos ((T) 9) e yp = (R —r)senf + rsen ((?) 9).

No caso em que xp, estd entre x, e a origem, temos, no triangulo

retangulo BPO,, sendo 8 = BO,P, que x, — xp = rsenf € y, — yp = rcosf.
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Figura 47 - xp entre a origem e Xp ha constru¢éo da Hipocicldide

Fonte: https://www.professores.uff.br (Adaptado)

Comoﬁ=a—(9+§)=a—9—g, temos que xo—xpzrsen(a—e—g),

logo, xy —xp = —rcos(a — @) e assim, xp = (R — r)cos6 + rcos ((g) 0). De modo

analogo, devemos ter yp, = (R —r)senf + rsen ((%) 0). Ou seja, equacdes

paramétricas idénticas ao primeiro caso.
Obtemos, portanto, uma parametrizacdo para a hipocicléide dada por
a(@) = (x(8),y(6)) em que

r

R—r
x(60) = (R —r)cosb + rcos <( ) 9)

,comfO eR

R—r
y(0) = (R —r)senf + rsen <( " )9)

N SRVT R ~ .
Analogamente a epicicléide, se ~=mn, comne€ N essa razdo determina
guantas vezes C, toca C;. Além disso, na n-ésima vez, volta a sua posi¢ao original.

. i , R g
Um caso relevante de hipocicléide é o caso em que - = 4. Como foi dito

acima, C, toca C; 4 vezes. Essa curva é denominada astréide ou tetracuspide.
Substituindo R = 4r nas equagbes da hipocicléide e fazendo as adaptacdes,
obtemos que as equacdes paramétricas da astroide séo dadas por

{x(@) = 3rcosf + rcos(36)

y(6) = 3rsenf + rsen(360)’ comf eR



Figura 48 - Astrbide

Fonte: https://www.professores.uff.br
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Como objetivo principal do trabalho, apresentamos uma parametrizacao
para algumas curvas planas. Abordamos curvas que julgamos mais importantes
para a introdugéo do estudo de curvas planas.

Nota-se que elas diferem na forma de obtencdo dessa parametrizacao.
Para algumas delas, precisamos observa-las como deslocamento de um ponto no
plano. Outras, precisamos aplicar suas propriedades algébricas e geométricas
decorrentes de sua definicdo. Em outras ainda precisamos associar o deslocamento
de um ponto a variacao de um certo angulo.

Alguns caminhos apresentam-se como continuacdo natural desse
trabalho. Um deles seria a abordagem de parametrizagbes de curvas planas em
outros sistemas de coordenadas, como as polares. Nesse sentido, pode-se adaptar
a parametrizacdo para a orientacdo do novo sistema considerado, o que pode
simplificar as equacdes paramétricas de algumas curvas.

Pode-se ainda, como complementacéo, apresentar parametrizagdes de
curvas que nao abordamos aqui ou até mesmo estender esse trabalho para curvas

nao planas ou ainda iniciar a abordagem de superficies.
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