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Resumo

Nesta dissertacdo de mestrado, serdo apresentadas e aplicadas algumas técnicas volta-
das para resolucao de problemas de Geometria no contexto de competicoes olimpicas de
Matematica, a saber: técnica do elemento mais nobre, técnica do problema resolvido, ge-
neralizacao, especializacao e analogia. Tais técnicas, discutidas por G. Polya em seu livro “A
Arte de resolver problemas”, podem auxiliar professores e estudantes do Ensino Basico na
eleboracdo de roteiros de estudo voltados para a resolucao de problemas de Geometria de
considerados complexos. Esta dissertacao caracteriza-se, portanto, como um conjunto de
unidades didéticas, as quais podem ser utilizadas por professores das redes publica e pri-
vada atuantes em paises lus6fonos para treinamento de estudantes via estudo dirigido indi-
vidual ou coletivo. Cada capitulo desta dissertacao, a sua maneira, lanca luz sobre uma ou
mais dessas técnicas, ilustrando-as por meio da resolucao detalhada de problemas extraidos

de competicoes nacionais e internacionais.



ABSTRACT

In this dissertation, we present and apply some techniques aimed at solving Geome-
try problems in the context of Olympic Mathematics competitions, namely: the technique
of the noblest element, the technique of the solved problem, generalization, specialization,
and analogy. Such techniques, exposed by G. Polya in his book “The Art of Solving Problems”,
can help teachers and students of Basic Education in the elaboration of study guides aimed
at solving difficult Geometry problems. Specifically, this dissertation is characterized as a set
of didactic units, which can be used by public and private teachers of Portuguese-speaking
countries to train students via individual or collective approaches to Olympic competitions.
Each chapter of this dissertation sheds light on one or more of these techniques, illustrating
them through the detailed resolution of problems extracted from national and international

competitions.
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Introducao

A habilidade de resolver problemas é considerada uma das mais importantes na formacao
escolar dos alunos, uma vez que ela ajuda a desenvolver o raciocinio logico dedutivo e ca-
pacidade de abstracao, generalizacao, criatividade, persisténcia e resiliéncia, conforme diz
PEREIRA (2018) [25]. A importancia desta habilidade extrapola os limites da sala de aula no
sentido de contribuir para a formacao de cidadaos mais criticos e mais bem preparados para
o mundo do trabalho, seja pela via tradicional ou empreendedora, conforme se encontra no

portal do MEC (Ministério da Educacao), em [26].

Dado que alunos e professores, em geral, apresentam dificuldades de raciocinio légico e
dedutivo no contexto da resolucdo de problemas olimpicos, conforme diz Silva(2017), no
artigo (mencionado em [27]), é que foi concebida a proposta desta dissertacao. Com ela,
estudantes e professores do Ensino Basico poderao elaborar planos de estudos voltados para

aresolucao de problemas matemaéticos olimpicos.

Atualmente, no Brasil, existem diversas competicoes olimpicas de Matemadtica. Dentre
elas, destacamos Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM) e a Olimpiada Brasileira de Ma-
temadtica das Escolas Publicas (OBMEP). Do ponto de vista histérico, a primeira olimpiada
de Matemadtica, nos moldes atuais, ocorreu em 1894 na Hungria, como destacado pelo site
da OBMH Com o passar do tempo, competicoes similares foram sendo criadas e difundidas
pelo leste europeu, culminando na primeira Olimpiada Internacional de Matemaética (IMO)
em 1959.

Ainda de acordo com a OBM, em seu site El,Segundo a OBM, a primeira Olimpiada Bra-
sileira de Matematica se deu no ano de 1979 e foi organizada pela Sociedade Brasileira de
Matemadtica (SBM). Com o passar dos anos, houve varias mudancas no seu formato, porém

foi mantido os seus objetivos centrais, que sdo:

lyide [22]
2vide [22]
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e Interferir decisivamente em prol da melhoria do ensino da matematica no Brasil, esti-
mulando alunos e professores a um aprimoramento propiciado pela participacdo em

olimpiadas;

* Descobrir jovens com talento matematico excepcional e coloca-los em contato com

matemadticos profissionais e instituicoes de pesquisa de alto nivel.

Em sua primeira configuracdo, a OBM era disputada apenas por alunos do Ensino Médio,

porém hoje a OBM é aplicada para quatro niveis distintos, a saber:
e Nivel 1: composto por alunos do sexto e sétimo ano do ensino fundamental;
* Nivel 2: formado por alunos do oitavo e nono ano do ensino fundamental;
* Nivel 3: formado por alunos do ensino médio;

e Nivel 4: composto por alunos universitarios.

A OBMERP, por sua vez, € uma competicao promovida pelo Instituto de Matemética Pura e
Aplicada (IMPA), com o apoio da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), a qual ocorre
anualmente desde 2005. A principio, tal competicao foi voltada exclusivamente para alunos
das escolas publicas, porém, desde o ano de 2017 foi aberta também para estudantes de

escolas privadas. Essa olimpiada é aplicada para trés niveis:
e Nivel 1: composto por alunos do sexto e sétimo ano do ensino fundamental;
* Nivel 2: formado por alunos do oitavo e nono ano do ensino fundamental;

* Nivel 3: formado por alunos do ensino médio.

As dreas da matemadtica que mais sao cobradas em olimpiadas sdo basicamente quatro,
a saber: Aritmética, Algebra, Geometria e Combinatéria. Em todas essas éreas, principal-
mente na drea de Combinatoéria, as olimpiadas apresentam uma série de problemas diversi-
ficados, que necessitam de um raciocinio l6gico amplo, exigindo que o aluno pense de forma
diferenciada. Isso estimula o aluno a almejar desenvolver mais o raciocinio légico e querer

aprender mais os conceitos matematicos.
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Como ainda existem poucos materiais disponiveis para o uso de professores e alunos em
treinamento para olimpiadas, desenvolvemos este conjunto de unidades didaticas com te-
matica “Geometria’, o qual apresenta algumas estratégias de resolucdo de problemas esta-
belecidas por POLYA (1995), em [1]. Essas estratégias envolvem resolucdo de problemas de
constru¢des geométricas, bem como demonstragdes de lemas e teoremas que sdao funda-

mentais na Geometria.

A maioria das técnicas e estratégias que serdo apresentadas no decorrer deste texto, de-
vem ser utilizadas para resolver problemas geométricos. FOMIM (2017), em [23], p. 167,
afirma que “a Geometria escolar é uma oportunidade maravilhosa para o desenvolvimento
do pensamento légico e consistente”. Pare ele, essa disciplina pode ser considerada um jogo
com regras axiomaticas criadas na Grécia antiga. Além disso, pelo fato da Geometria ser uma
parte inaliendvel da Matemética e ter fortes elos com outras dreas do conhecimento mate-
matico, um bom professor encontrara nesta drea do conhecimento 6timas oportunidades
para demonstrar a integridade da Matematica. Sem contar o fato de que as figuras, planas e
espaciais, dao aos alunos uma melhor compreensao melhor dos objetos que estdao presentes

em vdrias situacoes “corriqueiras”.

Segundo LOBATO (2019), em [24], a Geometria é uma disciplina indispensavel ao desen-
volvimento humano. Muitos estudantes ndo conseguem perceber a importancia desta dis-
ciplina na formacdo dos cidaddos e ndo conseguem enxergar que ela estd se manifest a de

diferentes formas na realidade em que eles vivem.

LOBATO (2019), em [24], lanca luz sobre um obstdculo muito agravante no Ensino e na
Aprendizagem da Geometria nas escolas: o fato de muitos professores se limitarem ao uso
do livro didético. Na maioria dos livros, a Geometria se resume a um conjunto de defini-
coes, propriedades e férmulas, esquecendo-se dos seus conceitos e aplicacoes de natureza

historica e logica, isto é, axiomdtica, conforme diz LOPES (2013), mencionada em [28].

No processo de Ensino e Aprendizagem, é necessario exercitar alguns contetidos e concei-
tos que ja foram previamente trabalhados e assimilados pelos estudantes. Nesse sentido, a

resolucdo de problemas € algo de suma importancia. As técnicas de resolucdo de problemas
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que serdo apresentadas, podem se tornam um facilitador na compreensao de alguns concei-
tos geométricos por parte dos estudantes, uma vez que elas auxiliam a resolver os problemas

de forma mais simples e pratica.

POLYA(1995), em [1]], defende que sdao necessdrios quatro passos para a resolucao de um
problema matematico. O primeiro passo é compreender bem o enunciado do problema.
Para isso é necessdrio compreender quais sao os dados fornecidos pelo enunciado e qual é
a incoégnita que se deseja calcular. O segundo passo é elaborar um plano para a resolucdo
do problema. O terceiro passo é executar este plano, e por ultimo é necessdrio fazer uma

retrospectiva, isto é, verificar se a incognita encontrada satisfaz as condi¢des do enunciado.

POLYA afirma ainda que na Matemadtica existem basicamente dois tipos de problemas, a
saber, os de determinacao e os de demonstracao. Para que o enunciado de um problema
de determinacao seja bem compreendido, quase sempre é necessario serem feitas algumas
indagacdes, como, por exemplo: “Quais sdo os dados do problemas?”, “Qual é a incognita?”,
“Qual é a condicionante?”, “Essa condicionante é suficiente para determinar a incégnita?”.
Estas e outras indaga¢des ajudam a compreender o problema melhor e na maioria das vezes,
as mesmas sao feitas naturalmente. O autor enfaqtiza que nos problemas de demonstragao
é necessario saber os dados do problema, que sdo as hipéteses, e a conclusao na qual se de-

seja chegar, que € a tese.

“Ao procurar ajudar o aluno, com discri¢cdo e naturalidade, o profes-
sor é repetidamente levado a fazer as mesmas perguntas e indagar os
mesmos passos. assim em indimeros problemas temos que indagar:
Qual é a incégnita? Podemos variar as palavras e indagar a mesma
coisa de muitas maneiras diferentes: Do que é que se precisa?, o que
é que se quer? O que é que voceé deve procurar? A finalidade destas é

focalizar a atencdo do aluno na incégnita.”( POLYA,1995, em [I],p.2)

POLYA também destaca que antes de ser elaborado um plano ou uma estratégia para
resolver o problema, é necessdrio que o enunciado seja claramente compreendido. Dessa
forma, as inter-relacdes entre os dados e a incégnita poderdo serdo percebidas claramente.
Isto auxiliara a elaboracdo de um plano de resolucdo. Para estabelecer este plano ou estra-
tégia, as vezes é necessdrio se lembrar de algum problema parecido, que possua a mesma
incognita, e até mesmo de alguns fatos e resultados matemaéticos que foram anteriormente
demonstrados. Esses resultados constituem, muitas vezes, uma ferramenta para para so-
lucao do problema. Depois de o problema ser resolvido, é interessante que seja feito um
retrospecto e discussdo de cada etapa da resolucgdo, pois a partir dai pode-se gerar novas

solu¢des ainda melhores.
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POLYA afirma que assim como uma boa casa ndo podera ser construida sem 6timos ali-
cerces, uma boa estratégia de resolu¢ao também ndo poderd ser concebida sem uma 6tima
bagagem de conceitos e fatos matemadticos. Isto implica que uma revisdao de conceitos e

resultados demonstrados se faz necessaria.

Por fim, o autor conclui que a presenca de 6timas ferramentas na construgao ndo significa
que a casa ficard boa, assim como o fato de se ter um 6timo conhecimento de fatos mate-
maticos prévios, nao significa possuir uma 6tima estratégia para solucionar um problema.

E necessario conhecer quais fatos ou resultados irdo ajudar na resolugao, e como usa-los.

“Sabemos, naturalmente, que é dificil ter uma boa idéia se pouco
conhecermos do assunto, que é impossivel té-la se dele nada sou-
bemos. As boas idéias sdo baseadas na experiéncia passada e em
conhecimentos previamentes adquiridos. Para uma boa idéia, ndo
basta a simples recorda¢do, mas ndo podemos ter nenhuma idéia
boa sem lembrar de alguns fatos pertinentes. Nao bastam os mate-
riais para a construcdo de uma casa, mas ndo podemos construi-la
sem lancar mao dos matériais necessarios. Os matériais indispensa-
veis a resolucdo de um problema matemaético sdo certos itens rele-
vantes do conhecimento matematico ja adquirido, tais como proble-
mas anteriormentes resolvidos e teoremas anteriormentes demosn-
trados.”(POLYA,1995, em [1],p 6)

O nivel de dificuldade dos problemas olimpicos as vezes acaba desmotivando muitos alu-
nos, por serem problemas que exigem conhecimento matemadtico e raciocinio légico apura-
dos. Nesse sentido, esta dissertacao apresenta algumas técnicas que podem auxiliar a ela-
borar estratégias de resolucao para estes problemas. Serdo apresentadas basicamente seis
técnicas, a saber: a técnica do elemento mais nobre, a técnica do problema resolvido, gene-

ralizacdo, especializacdo, analogia e o elemento auxiliar.

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte maneira. No primeiro capitulo, que trata
da técnica do elemento mais nobre e do elemento auxiliar, serdo apresentados e resolvidos
vinte e quatro problemas. No segundo capitulo, serdo abordadas as técnicas de generaliza-
cdo, especializacdo e analogia, onde serdao discutidos o total de oito problemas. O ultimo
capitulo tratara a técnica do problema resolvido, com foco em problemas de construcoes
geométricas utilizando régua e compasso. Serdo apresentados onze exemplos de aplicacdo
desta técnica. A dissertacao finaliza com algumas consideracdes e possibilidades de traba-

lhos futuros.



1 Resolucado de problemas de geometria

1.1 A técnica do elemento mais nobre

Aidéia dessa técnica € eleger um elemento do problema, que a principio possui uma pro-
priedade mais nobre, do que o elemento proposto no enunciado. E depois deve ser mos-
trado que o elemento que foi eleito é exatamente o elemento do enunciado. Isto é, a técnica
se resume em substituir a proposicdao do elemento do enunciado, por uma mais nobre. E a
partir disto, deve ser resolvido o problema com a proposicao mais nobre e, apds isso, deve-se

mostrar que este problema coincide com o problema proposto no enunciado.

Necessita-se o nomear de propriedade mais nobre, aquela propriedade na qual se estar
mais familiarizado. O elemento que possui essa propriedade deve ser chamado de elemento

mais nobre.
Para compreender melhor esta técnica, considere os exemplos abaixo.

Definicao: O segmento DE é a base média de um triangulo ABC se as suas extremidades,

que sdo os pontos D e E, sdo pontos médios de dois dos lados do triangulo ABC.

Exemplo 1: O Teorema da base média. Em um tridangulo ABC e seja M e N os pontos
médios dos lados AB e AC respectivamente. Entao a base média M N € paralela ao lado BC
e além disso MN = %BC.

Demonstracao: Observe que neste exemplo foi dada a reta M N, em que M e N sdo os
pontos médios dos lados AB e AC, porém ndo se conhece muitas propriedades de retas
que ligam dois pontos médios, mas é bem conhecido as propriedades de retas paralelas.
Portanto ao invés de ser considerada a reta M N, que liga dois pontos médios, deve-se ter
em conta uma reta r paralela a BC passando pelo ponto M, e serd mostrado que essa reta r
passa pelo médio N, demonstrando assim que a reta r é coincidente com a reta M N. Nesse
caso areta r é o elemento mais nobre do que a reta M N, uma vez que sao bem conhecidas

as propriedades de paralelismo entre retas.
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Sendo assim considere a figura:

Nessa figura, seja N} o ponto de intercessdo entre AC e a reta r. Agora serd tracada uma
reta s paralela a AB passando por N, que ird intersectar o lado BC em D, obtendo assim o
paralelogramo BMN; D. Logo NyD = MB = MA e como N, D é paralela a AB entdo DN,C =
BAC e CDN; = CBA. Mas como MNj é paralela a BC por constru¢ao entao CDN, =CBA=
Ny MA. Assim os triangulos AMN; e N;DC sdo congruentes pelo caso (ALA), e portanto
AN; = N;C e BD = MN; = DC . Consequentemente, N; é o ponto médio de ACe Ny = N .

Logo areta M N € coincidente com r, que por sua vez é paralela a reta BC.

Além disso:
BC=BD+DC=MN;+MN; =2MN;

1
MN = MN; = BC

Com isso a demonstracao foi concluida
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Observe que neste exemplo o uso da paralela ao lado BC se faz mais eficiente do que a base
média, pois gracgas ao paralelismo existente entre as retas BC e r, podemos usar a igualdade

entre os segmentos MB e MD.

Exemplo 2: A reciproca do Teorema de Pitdgoras: Dado um tridangulo ABC, onde BC? =
AB? + AC? entdo mostre que BAC = 90°.

Solucdo: Neste exemplo é dado um tridangulo ABC em que BC? = AB? + AC?. Mas esta
propriedade ndo boa de se trabalhar, uma vez que ndo sdo bem conhecidas as suas con-
sequéncias. Por outro lado, ao considerar um triangulo retangulo DEF de forma que os
catetos DE e DF tenham as mesmas medidas que os lados AC e AB, respectivamente, e
com angulo reto em D, é vdlida uma propriedade bem conhecida que é o famoso teorema
de Pitdgoras, que por sua vez é um teorema com o qual todos estao muito bem familiariza-
dos. Logo neste exemplo o triangulo retangulo DEF é mais nobre do que o triangulo ABC.
Por fim necessita-se mostrar que o triangulo retangulo DEF é congruente ao triangulo ABC.
Para mostra essa congruéncia deve-se ter em mente que EDF =90°, DE = AB e DF = AC,

como mostra a figura abaixo:

Pelo teorema de Pitdgoras pode-se concluir que:

EF? = DE*+ DF? = AB?> + AC> = BC? &
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EF =BC

Logo pelo caso de congruéncia (LLL), pode ser entendido que os triangulos DEF e ABC
sdo congruentes, visto que DE = AB, DF = AC e EF = BC. Portanto A=D=90° Assim a

demonstracao esta finalizada

Observe novamente que o angulo reto em no vértice D é mais nobre que a condicdo dada

no enunciado, uma vez que EDF sendo reto pode-se usar o teorema de Pitdgoras.

No préximo exemplo serd usado um resultado que estd demonstrado na pagina 34} refe-

rente a bissetriz interna de um triangulo.

Exemplo 3: A Reciproca do Teorema da bissetriz interna: Em um tridngulo ABC seja T
um ponto sobre o lado AB tal que % = %. Entdao mostre que CT € a bissetriz do angulo
ACB.

Demonstracao: Neste exemplo foi dado um ponto 7T sobre o lado AB com a propriedade
de que % = %. E um pouco dificil de se trabalhar com esta propriedade, uma vez que
nossos alunos nao estdo bem familiarizados com proporcdes. Ao invés disso, pode-se con-
siderar um ponto M sobre o lado AB de forma que CM seja bissetriz ACB. Observe que ao
ter em mente a bissetriz CM, é vélido um resultado muito conhecido no qual os alunos ja
estdo mais familiarizados. Este resultado é chamado de teorema da bissetriz interna. Logo o
ponto M é mais nobre que o T, uma vez que CM é uma bissetriz do triangulo ABC e sabe-
mos que o teorema da bissetriz interna € valido. Agora necessita-se mostrar que o ponto M
e o ponto T sdo coincidentes, e isso faz com que CT seja uma bissetriz do angulo ACB. Para

isso observe a figura abaixo:
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Como CM é a bissetriz do angulo C, entio pelo teorema da bissetriz interna pode-se con-
cluir que:
AM AC AT
MB BC TB

Aplicando a propriedade das propor¢oes deve-se entender que:

AM+MB AT+TB

MB TB
Mas como:
AM+MB=AT+TB=AB
Logo:
AB AB
—=—MB=TB
MB TB

Como os pontos M e T pertencem ao lado AB e ambos estdo a mesma distancia do ponto

B segue entdo que B e M sao pontos coincidentes. Assim a demonstracao esta finalizada.

O préximo exemplo foi proposto por COXETER, 1967, mencionado em [3]
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Exemplo 4: Considere um quadrado ABCD e E um ponto dentro do quadrado tal que:

AE = BE e EAB = 15°. Demonstre que o triangulo CEB é equilatero

Solucdo: Segundo o POLYA(1995), em [1],p 4, antes de se elaborar qualquer plano de re-

solucdo, necessita-se identificar os dados do problema e a tese.

Hipoteses:
e ABCD é um quadrado;
e E é um ponto no seu interior do quadrado tal que AE=BEe E AB =15°
Tese:

e . Mostrar que o tridngulo EDC é equildtero.

O préximo passo para resolver este problema é desenhar uma boa figura com o intuito de

compreender melhor o problema. Para isso considere a figura abaixo:
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Agora para ser elaborado um plano de resolugdo, serd tomado um ponto F na figura, de
modo que o triangulo DCF seja equilétero. Deve ser feito isso uma vez que o triangulo equi-
latero DCF possui mais propriedades elementares do que o tridngulo iséceles ABE, isto se
deve ao fato dos seus trés lados serem iguais. O tridngulo DCF torna, a principio, o ponto
F mais nobre do que o ponto E . Todavia, no final, serd mostrado que os pontos E e F sdo

coincidentes.

Observe que se DCF é equilatero entdo FDC = FCD = 60°, logo:

ADF = ADC - FDC =90° — 60° = 30°

Agora como AD = DC = DF entao o triangulo ADF é is6sceles e portanto:

(180°-30°)

DAF = AFD = 75°

Neste caso pode ser concluido:

FAB=90°- DAF =90° — 75° = 15°
Logo FAB = EAB = 15°.

Agora por um raciocinio analogo a este, deve-se concluir também que FBA = 15° = EBA.
Por fim, pelo caso de congruéncia (ALA) serd entendido que os triangulos ABE e ABF sdo
congruentes, visto que o lado AB é comum aos dois tridngulos e além disso FAB = EAB e
FBA=EBA. Assim o ponto F coincide com o ponto E, visto que ambos estao no mesmo se-
miplano definido pela reta AB. E neste caso o tridngulo DEC é equilétero e a demonstragao

esta finalizada.

Novamente observe que neste exemplo o uso do tridngulo equildtero DCF foi muito mais
eficiente do que o uso do tridngulo is6sceles ABE. Entdo o tridngulo equilatero DEC foi mais

nobre que o triangulo isésceles AEB.

Exemplo 5: O0BM 2008 Nivel 3: em [11] Considere um quadrilatero ABCD, onde AB = BC,
BAC =20°,CAD = 25° e ACD = 45°. Mostre que DBC = 50°.

Demosntracdo: Neste exemplo serd usada a seguinte notacio: BAC = @, CAD =0 e

ACD = Y como mostra a figura:
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Nesta questao serd construido um quadrildtero EFGH de forma que o triangulo ABC e
EFG seja congruentes com EF = FG = BC = AB, EG = AC e FEG = BAC. O ponto H deve
ser definido de forma HFG =50° e HGF = BCD = 20° + 45° = 65°

A partir de agora serd mostrado que esses dois quadrilateros devem ser congruentes. Ob-

serve que ao somar os angulos internos do triangulo F HG deduz-se que:
FHG =180° -50° - 65° =65° = HGF

Logo o tridngulo FHG é is6sceles com FH = FG = EF e assim entende-se que o tridngulo
EFH também é isosceles. Portanto FHE = FEH =20+ 6; onde 0, = GEH.

Agora vale a pena observar que neste exemplo o quadrilatero EFGH é mais nobre do que
o quadrilatero ABCD, uma vez que a diagonal FH divide o quadrildtero EFGH em dois tri-
angulos isGsceles, a saber os tridngulos EFH e FGH. Esses triangulos por sua vez possuem
propriedades mais nobres que os triangulos ABD e BCD, pelo fato destes dois tltimos tri-

angulos nao possuirem, a principio, dois lados com a mesma medida.

Por outro lado ao somar os angulos internos do tridngulo EFG pode-se chegar a conclusao
de que EFG = 140°. Logo:

EFH=EFG- HFG=140°-50° = 90°
Assim o tridngulo EF H é um triangulo retangulo isosceles e portanto:

FEH =FHE =20° + 60, =45°
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GEH=6,=25°=CAD

Logo os triangulos ADC e EHG sao congruentes pelo caso de congruéncia (ALA) , visto
que AC = EG, CAD = GEH e ACD = HGE = 45°. Todavia, é garantido também que ABC e
EFG sao congruentes por construcao. Logo os quadrildteros ABCD e EFGH sdo congruen-
tes e portanto:

CBD = GFH=50°

Assim a demonstracao esta acabada.

Exemplo 6: Olimpiadas Iraniana de Geometria - 2017, em [13]:. Duas circunferéncias w,
e wy se intersectam nos pontos A e B. Uma reta qualquer passando por B corta w; e wy em
C e D, respectivamente. Os pontos E e F sdo escolhidos sobre w; e w- , respectivamente, de
modo que CE = CB e BD = DF. Suponha que BF intersecta w; em P e que BE intersecta

w» em Q. Prove que A, P e Q sdo colineares.

Solucdo: Considere a figura abaixo:
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Nesta questdo pode-se trocar o ponto Q pelo ponto Q., que sera a intercessdo da reta EB
com a reta AP. Isto, por que a intercessdo de duas retas possui propriedades bem conheci-
das e mais simples de serem utilizadas, ja as propriedades da intercessdao de uma reta com
circulo sdo um pouco mais complexas para este exemplo. Isto faz com que o ponto Q- seja

mais nobre do que o ponto Q. No final serd mostrado que o ponto Q, coincide com o ponto

Q.

A principio observe que Q; # B, pois se B e Q, fosse coincidentes entdo a reta BP seria
coincidente com a reta AP, e isto garantiria que o ponto A iria coincidir com o ponto F. Mas
o ponto F é diferente do ponto B e do ponto P. Por outro lado como F = A, entdo F € w;.
Assim os trés pontos colineares, F, B e P, estariam sobre o mesmo circulo o que seria um
absurdo. Portanto Q. # B.

Como o triangulo ECB ¢é isésceles com BC = CE , entdo CEB = CBE = f. Todavia os

pontos A, B, P,C e E sao pontos sobre o circulo w;. Consequentemente PBC=PEC=ace:
PAB=PEB=CEB-PEC=B-a
Observe ainda que PBC = FBD = a, pois esses angulos sdo opostos pelo vértice B. E

como o triangulo BDF é is6sceles com BD = DF, entao BFD=FBD = a. Maso quadrilétero

ABDF esta inscrito no circulo w-, e com isso:
DAF=FBD=BFD=BAD=«

Assim:
PAF=PAB+BAD+DAF=a+f=PBC+CBE=PBE=PBQ,

Aqui deve ser observado que a tiltima igualdade s6 foi possivel uma vez que Q- esta sobre

o segmento BE.

Agora observe que os triangulos PBQ, e PAF sao semelhantes pelo caso (AA), visto que
PAF =PBQ, e APF = BPQ,.

Novamente esta ultima igualdade s6 pdde ser verificada, uma vez que o ponto B estd no
segmento PF e Q, estd no segmento AP. Observe o qudo fundamental foi o fato de Q- ser a

intercessdo de AP com BE .

Entdo pode ser concluido que PEA = PQ,B. Com isso:

BFA+BQ,A=PFA+BQ;A=PQ,B+BQ,A=180°
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Isto implica que o quadrildtero AFBQ, € inscritivel, logo Q, € w,. Mas como Q, € BE,
entdo Q, pertence a intercessdo de BE com w,. Logo ou Q2 = B ou Q, = Q. Mas como
estamos partindo do principio de que Q» # B entdo Q; = Q. E assim Q € AP, logo os pontos

A, Q e P estdo alinhados.

Exemplo 7: Considere um tridangulo equildtero ABC e seja os pontos K e M sobre BC de
modo que K e M dividem o segmento BC em trés segmentos iguais. Construimos entdo,
exteriormente ao triangulo, um semicirculo de diametro BC. Mostre que as retas AK e AM

dividem este semicirculo em trés arcos iguais.

Solucao: Primeiro devem ser destacadas quais sao as hipoteses do problema, que é aquilo

que nos foi dado e a tese, que é aquilo que queremos demonstrar:

Hipoteses:

A, B e C sdo os vértices de um triangulo equilétero;

K e M sao pontos pertencente ao segmento BC ,tais que:

BK=KM=MC =x;

BC é o didmetro de um semicirculo I’

Tese:

As retas AK e AM vao cortar o semicirculo nos pontos D e E tais que os arcos BD, DE

e EC possui a mesma medida

Agora pode ser desenhada a seguinte figura:
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A

Naresolucdo deste problema deve-se tomar dois pontos M; e K; sobre olado BC de forma

que AM, e AK; dividem o semicirculo BC em trés arcos iguais.

Seja D e E os pontos onde as retas AM; e AK; e O é ponto médio de BC, que também
é o centro do semicirculo. Como os arcos BD, DE e CE sdo iguais, entdo os triangulos
BOD,DOE e COE sao equilateros sendo BD = BO = OC = x. Esses triangulos equiléteros
fazem com que os pontos M; e K; sejam mais nobres do que os pontos M e K. Assim pode-

se entendido que:
AB=AC=BC=BO+0C=2x.

Por outro lado os tridngulos BM; D e AM, C sdao semelhantes pelo caso (AA), visto que M BD =
M,CA=60°e BM, D = CM, A (opostos pelo vértice) e portanto:

CM; AC 2x _
BM; BD x

2>

CM; =2BM,
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BC:BMl +CM1 :3BM1

1
BM, = _BC=BM

Por um raciocinio interamente anédlogo deve-se constatar que CK; = %BC = CK. Como
M, M, K e K; sdao pontos do segmento BC com BM; = BM e CK; = CK entdo os pontos
M = M, e K = K;. Portanto AM coincide com AMj, que por sua vez divide o semicirculo em
trés arcos iguais. E AK coincide com AK; que também divide o semicirculo em trés arcos

iguais.

Observe que neste problema o fato de que as retas AM; e AK; dividerem o semicirculo em
trés arcos iguais é mais nobre do que o fato de que os pontos M e K dividirem o lado BC em

trés parte iguais.

Exemplo 8: Tournament of the towns, em [17]: Em um paralelogramo ABCD, F é o
ponto de intercessdo das diagonais. Sendo E um ponto sobre a semirreta AB com origem em

A, tal que DAB = FEA = a, entdo mostre que DE = CE.

Solucao: Neste problema deve-se deixar de considerar o ponto E inicialmente, e serd con-
siderado apenas um ponto H sobre AB tal que H é equisdistante de C e D. Isto por que o
ponto H seria mais nobre que o ponto E. No final serd demonstrado que estes pontos devem

ser iguais. Para isso basta mostrar que AH = AE.

Observe que existem dois casos, onde no primeiro caso o ponto H estd dentro do seg-
mento AB e no segundo caso H estd no prolongamento do segmento AB, no sentido de A

para B.

Caso 1: Observe a seguinte figura abaixo.
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Observe que na figura, G é o ponto de intercessao entre HF e DC. Sendo assim GEC =
AFH ( sdo angulos opostos pelo vértice), GCF = FAH ( sdo angulos alternos internos) e
AF = FC, pois F é o ponto médio das diagonais. Assim pelo caso de congruéncia (ALA),
observa-se que os tridngulos GFC e HF A sdo congruentes e consequentemente, AH = GC.

Além disso, como AB = CD conclui-se que:

DG=CD-GC=AB-AH=HB

Como DH = HC (por hipétese do elemento mais nobre) entende-se que COH=DCH =6
e DCH = BHC = 0, pois sdo angulos alternos internos. Por transitividade da igualdade

conclui-se que:
GDH=CDH=BHC=0

Todavia, DH = HC, DG = HB e GDH = BHC = 6. Com isso consegue-se observar, pelo
caso de congruéncia (LAL), que os tridngulos DHG e HCB sdo congruentes. Assim serd
valido o seguinte resultado:

DGH = HBC=180°-DAB

Contudo DG || AH e portanto:

GHA=CGH=180°-DGH =180° - (180° — DAB) = DAB
Logo FHA=GHA= DAB, isto implica que H = E.

Caso 2: Observe a figura abaixo:
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Como AH || CG, entdo FAH = FCGe FHA = FGC, pois sdo angulos alternos internos e
além disso AF = FC, pois F é a intercessdo das diagonais do paralelogramo, isto é, F é o
ponto médio de AC. Assim pelo caso de congruéncia (LAA,), os tridngulos AFH e CFD sao

congruentes e e disto depreende-se que AH = CG. Contudo como AB = CD, entdo:

GD=CG-CD=AH-AB=BH

Além disso, sendo P um ponto sobre o prolongamento do segmento AH, deve-se con-
cuir que H CD=CHP ( pois sdo angulos alternos internos). Contudo, o tridngulo DHC é

is6sceles, com DH = CH, entao:
HDC=HCD=CHP
Sendo assim, infere-se que:

BHC=180°-CHP =180°- HDC = HDG

Logo pelo caso de congruéncia (LAL) os tridngulos DHG e HCB sao congruentes, visto
que DH = HC,GD = BH e BHC = HDG. Assim DGH = HBC. Contudo como ABCD é um

paralelogramo entdo DGH = GHA e PBC = DAB, pois sdo angulos alternos internos. Logo:
FHA=GHA=DGH=HBC=PBC=DAB

Consequentemente, H e E sdao pontos coincidentes e a demonstracao estd finalizada.
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Exemplo 9: Em um segmento AB é marcado o ponto C e tracam-se os semicirculos de
diametros AB, AC e BC, todos contidos em um mesmo semiplano determinado por AB. Seja
D o ponto do semicirculo AB tal que CD é perpendicular a AB em C. Sejam E e Fos pontos
sobre os semicirculos AC e BC, respectivamente, tais que EF é uma tangente comum a estes

dois semicirculos. Mostre que ECFD é um retangulo.

Solucao: Neste exemplo serdo considerados os pontos E; como sendo a intersecdo entre
AD e o semicirculo AC e F; como sendo intersecdo entre BD e o semicirculo BC. Serd mos-
trado que E;, = E e F; = F. Aqui os pontos E; e F; sdo mais nobres do que os pontos E e F,
respectivamente, uma vez que o fato dos pontos A, E; e D serem colineares faz com que os
angulos AFE,C e CE, D sejam suplementares. O mesmo vale para os pontos colineares B, F,

e D que também garante que os angulos CF; B e DF| C sejam suplementares.

Considere também os pontos O e O; como sendo o centro do semicirculo AC e o centro

do semicirculo BC, respectivamente, como mostra a figura abaixo:

Observe que E; e F; estdo em semiplanos opostos em relacao a reta CD. Portanto existe

uma intersecao entre os segmentos E1F; e CD. Tome G; como sendo essa intersecao.

E conhecido que os pontos D, E; e F; pertencem aos semicirculos AB, AC e BC respecti-
vamente. Portanto:
AE,C=CF,B= ADB =90°

Logo os angulos do quadrilatero E; DF, C satisfazem:

CE,D =E,DF, = DF,C =90°
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O quadrilétero E1 DF, C possui trés angulos retos e, portanto, ele é um retangulo. Como
consequéncia disso G; é o ponto médio do segmento E;F; e também do segmento CD.
Além disso, o triangulo E,CF; é retangulo em C, portanto E;G; = CGy = G1F;. Por ou-
tro lado percebe-se que OE; = OC, pois os dois segmentos sdo raios do semicirculo AC.
Também constata-se que o segmento OG; é comum aos triangulos OCG; e OFE;G;, entao
esses dois tridngulos sdo congruentes pelo caso (LLL). Assim chega-se a conclusdo que
OF,G; = 0CG; =90°.

De maneira anéloga se pode concluir que os tridngulos O, CG; e O; F; G; sao congruentes
pelo caso (LLL), visto que CG; = G1F;, O1C = O1F; e O;G; é um segmento comum aos dois

triangulos. Portanto 0,F,G, = 0,CG; =90°.

Consequentemente, a reta £ F; é uma tangente comum aos semicirculos AC e BC, pois
OE, G, e 0,E, G, sdo retos. Como o segmento tangente exterior comum a dois semicirculos
€ unico, entdo segmento EF deve coincidir com o segmento E; F;. Portanto devemos ter
E) = E e F; = F. Assim, o quadrilatero E;CF; D é coincidente com o quadrilatero ECFD.

Portanto ECFD é um retangulo.

Solucao 2: Observe que neste exemplo foram dadas as poligonais AED e BFD, onde o
segmento EF é a tangente comum aos semicirculos AC e BC. Ao invés destas poligonais,
serao consideradas, incialmente, as retas AE e BF, que se encontram no ponto D;. Essas
duas retas, por sua vez sao mais nobres do que as poligonais AED e BFD, uma vez que 0S
angulos AEC e CED; sao angulos suplementares, assim como os angulos CEB e CED;. O
préximo passo é mostrar que as retas AE e BF coincidem com as poligonais AED e BFD,

para isto deverd ser mostrado que Dy = D.

Para isso considere G como sendo o ponto do segmento EF, tal que GC é perpendicular a

AB no ponto C, como mostra a figura abaixo:
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Como GC é perpendicular aos didmetros AC e BC, segue que GC é um segmento tangente

aos semicirculos AC e BC.

Além disso, EF é uma tangente comum aos dois semicirculos, logo GE = GC = GF. Por-

tanto o circulo de diametro EF passa em C. Assim, o angulo E CF é90°.

Os angulos AEC e CFB estio inscritos nos semicirculos de didmetros respectivamente
iguais a AC e CB, portanto estes angulos sao retos. Consequentemente, os suplementares
dos angulos AEC e CFB, que sdo os angulos CEDl e CﬁDl, respectivamente, também sao
angulos retos. Como consequéncia disto, o quadrilatero ECFD; tem 3 angulos retos, logo
ele é um retangulo. Assim o angulo AD1B = 90° estd inscrito no semicirculo AB. Disso

concluimos que o ponto D; pertence ao semicirculo AB.

Além disso, pode-se perceber que a diagonal CD; do retangulo CED, F, deve passar no

ponto médio G da outra diagonal EF.

Logo D, pertence a reta CG. Desta forma, D; pertence a interse¢do da reta CG com o

semicirculo AB. Todavia, a intersecdo de CG e o semicirculo AB é D. Logo D, = D.

Exemplo 10: OBM 2019- Fase Unica-Nivel 2-Questio 3, em [15]) Seja ABC um triangulo
acutangulo inscrito em um circulo I' de centro O. Seja D o pé da altura relativa ao vértice
A. Sejam E e F pontos sobre I tais que AE = AD = AF, sendo que E pertence ao arco AC
que ndo contém o ponto B e F pertence ao arco AB que nao contém o ponto C. Seja P e Q
os pontos de intersecdo entre a reta EF com a reta AB e AC, respectivamente. Mostre que o

circuncirculo do triangulo APQ tem didmetro AD
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Solucdo: Neste exemplo serd considerado que o circulo de diametro AD toca as semirretas

AB e AC, ambas com origens em A, nos pontos P; e Q;, como mostra a figura:

C

A técnica neste exemplo consiste em mostrar que P; = P e Q; = Q, pois assim o circun-
circulo de APQ serd o mesmo que o circuncirculo de AP;Q; que tera didmetro AD. Neste
caso, os pontos P; e Q; sdo mais nobre do que os pontos P e Q, uma vez que os angulos
AP\D = AQ,D = 90°, pois estes angulos estdo inscritos no circulo de didmetro AD. O fato

destes angulos serem retos, geram triangulos retangulos com propriedades bem conhecidas.

Considere Ej e F; como sendo os pontos de intersecdo da reta P;Q; com o circulo I'. De

modo que E; pertence ao arco menor AC e F; pertence ao arco menor AB.

Como foi dito antes, AQ,D = AP, D = 90°, pois ambos os dngulos estio opostos ao dia-
metro AD do cincurcirculo de AP F;. Agora pelas relagdes métricas no triangulo retangulo
ADC entende-se que:

AD? = AQ;.AC
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Por outro lado, os triAngulos ADP; e ABD sao semelhantes, uma vez que AP;D = ADB =

90° e 0 angulo DAB é comum aos dois tridngulos. Portanto ADP; = ABD = 6.
Como o quadrilatero AP, DQ; é inscritivel entdo AQ, P, = ADP; = 6. Assim:
AQ E; =180° - AQ; P; =180° -0
Por outro lado o quadrilatero ABCE; também é inscritivel. Consequentemente:
AE,C=180°- ABD =180° -0 = AQ, E;

Além disso, é sabido que E1AC = QIAEl. Com isto, os triangulos ACE; e AE;Q; sdo seme-

lhantes pelo caso (AA). Assim AE;Q; = ACE;, e vale a proporcao:

AE;  AQ
AC  AE;

AE? = AQ,.AC = AD?

AE1 =AD

Assim E; pertence ao circulo de centro em A e raio AD. Logo E; pertence a intersecao
deste circulo com o arco menor AC. Contudo, E é um ponto do arco AC tal que AE = AD,
entdo E também pertence a intersecio do arco AC com o circulo de centro em A. E como

essa intersecao € unica teremos que E; = E.

De modo interamente analogo também se pode concluir que F; = F. Portanto as retas EF

e E F) sdo coincidentes e assim teremos que P; = P e Q; = Q. Como se quer demonstrar.

Exemplo 11: OBM 2010- Adptada, em [16] Seja ABCD um paralelogramo e 7 a circunfe-
réncia circunscrita ao tridngulo ABD. Se E e F sao as intersecdes de T com as retas BC e CD
respectivamente, entdo faca o que se pede.

a) Mostre que A pertence a reta mediatriz do segmento EF.

b) Prove que o circuncentro do triangulo CEF esté sobre 7.
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Solucao: a) A principio serd colocado alguns elementos que sao importantes nesta figura,

como por exemplo o angulo D AB que serd denotado por a, como mostra a figura abaixo:

Repare que para mostrar que o ponto A pertence a mediatriz de EF, basta mostrar
que A é equidistante de E e de F, isto é, AE = AF.

Para isto observe que o quadrildtero AEBF ¢ inscritivel, entio AFE = ABE. Todavia,
ABCD é um paralelogramo, logo:

ABE=DCB=DAB=a

Portanto:

AFE=ABE=a

Repare também que o quadrildtero ABFD é também inscritivel e assim DEB = 180° — a.
Consequentemente:

BFC=180°-DFB=180°-(180°—a) =«

Mas como FC é paralela a AB, entdao BEC = FBA = a, pois sdo angulos alternos internos.
Finalmente, como o quadrildtero AEBF é inscritivel entdo FBA = FEA = a e assim AFE =

a = FEA. Logo o triangulo AFE é is6sceles com AF = AE. Portanto A pertence a mediatriz
de FE.
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b) Neste exemplo ao invés de ser considerado o circuncentro do tridngulo EFC, sera to-
mado um ponto especifico do circulo 7 e serd mostrado que ele deve ser o circuncentro do
triangulo EFC. Repare que para um ponto ser o circuncentro do triangulo EFC é necessario
que este ponto pertenca as trés mediatrizes de EFC, assim o ponto do circulo que é o melhor
candidato a ser o circuncentro é o segundo ponto de intercessao da mediatriz do segmento
EF com o circulo 7, que serd denotado por G. Agora serd provado que este ponto G é o cir-
cuncentro e para isso serd mostrado que FG = CG = GE. Neste caso o ponto G serd mais
nobre do que o circuncentro do triangulo EFC, uma vez que o quadrilatero AFBG é ciclico,
e possui propriedades que preservam alguns angulos que sao de suma importancia para a

resolucao do problema.

Tracando os segmentos CG e FG pode ser esbog¢ada a seguinte figura:

Sendo M o ponto de intercessdo da mediatriz AG com a reta EF temos que AMF = 90°.
Assim:
FAG=180°- AMF - AFE=90°-a

Mas como o quadrildtero AFBG é inscritivel, pode-se constatar que:
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FBG=180°-FAG=90°+a

Além disso como BFC = DCB = a, entdo FBC = 180° — 2a. Assim observa-se que:

GBC =360°—- FBC—-FBG =360°—(180° —2a) — (90° + @) =90° + a = FBG

Finalmente, deve -se concluir que os tridngulos FBG e CBG sao congruentes pelo caso
(LAL), pois FB = BC, BG é um lado comum aos dois tridangulos e GBC = FBG. Assim
FG = CG mas como G pertence a mediatriz de EF entdo EG = FG = CG. Logo G é o cir-

cuncentro como deseja—se demonstrar.

Exemplo 12: Considere um retangulo ABCD e duas retas r e s perpendiculares entre -si
que passam pelo ponto B. Sabemos que s intercepta o lado AD em K, enquanto r intercepta
a semirreta DC, com origem D, no ponto L. Sendo F a intercessdao do segmentos AC e KL,
mostre que BFL = 90°.

Solucdo: Neste exemplo serd considerado o ponto F; como sendo o pé da perpendicular
baixada de B para KL e serd mostrado que F; = F. Para isso sera concluido que os pontos
A, Fy e C estdo alinhados, e isto é equivalente a mostrar que K FiA = CF,L. Neste caso o
ponto F) serd mais nobre do que o ponto F, uma vez que os quadrilateros BFiCL e ABF, K
sdo ciclicos, e isto faz com que alguns angulos de suma importancia para a nossa resolucao,

tenham a mesma medida.

Com o intuito de mostrar que F; = F, considere a figura abaixo:
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Nesta figura deve ser reparado que o quadrilatero AKF) B é inscritivel, pois:

KF,B+KAB =90°+90° = 180°

Logo vai ter um circulo passando pelos vértices A, K, F; e B. Como mostra a figura abaixo:
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Percebe-se que KF; A = ABK, pois ambos os angulos estdo inscritos no arco AK. Deve ser
notado também que:
BF,L=BCL=90°

Isso garante, pelo segundo critério de inscri¢do, que o quadrildtero BF,CL € inscritivel,
uma vez que os angulos BF,L e BCL sdo iguais e ambos estdo opostos ao segmento BL.
Assim existe um circulo passando pelos vértices B, F1,C e L, e com isso pode se garantir que

CﬁlL = C]§L, pois ambos os angulos estdo inscritos no arco CL .

Finalmente, observa-se que ABC = KBL = 90°. Além disso, também é conhecido que:

ABC = ABK + KBC

KBL=KBC+CBL

Portanto:
ABK + KBC=KBC +CBL

ABK = CBL
Assim pode se concluido que:

KE A= ABK=CBL=CF,L

Logo os pontos A, F; e C sdo colineares, uma vez que os angulos KF,Ae CF,Lsao opostos
pelo vértice F; e sdo iguais. Em outras palavras, o ponto F) pertence a diagonal AC e como
ele também pertence a reta KL, entdo o ponto F; pertence a intercessao de AC com KL.
Logo F1 =F.

1.2 O elemento auxiliar

As vezes na resolucdo de um determinado problema é necessério acrescentar um ele-
mento novo que auxilie na conclusao de um resultado desejado. O elemento auxiliar ndo é
uma técnica de resolver problemas, mas segundo POLYA (1995), em [1], a maioria das vezes
pode ndo ser o suficiente o conhecimento de quais sao as hipéteses e quais sdo as incégnitas
do problema. E necessério a elaboracdo de um plano de resolucdo que contém elementos

que a principio nao estdo entre as hip6teses e condicionantes do problema que se deseja
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solucionar. O que torna necessario o esboco novos elementos na figura. Estes elementos
poderdo ser uma reta, um poligono ou até um circulo como poder4 ser visto nos exemplos a

seguir.

Exemplo 1: Tournament Of The Towns, em [18]: Considere um tridngulo BOD, um ponto

A sobre o lado OB e um ponto C sobre o lado OD. Uma reta ligando os pontos médios dos

OM _ AB
ON ~ CD-

segmentos AD e BC toca os lados OB e OD nos pontos M e N. Mostre que:
Solucao: Primeiro devem ser vistas quais sao as hipoteses e a tese do problema.
Hipoteses:
e OBD é um triangulo;

e AcOB,e Ce OD;

e r é uma reta que passa pelos pontos F e E, que sdo os pontos médios de AD e BC

respectivamente;
* M e N sdo os pontos de intercessdo entre OB e OD com r respectivamente.

Tese:

o« OM _ AB

ON ~ CD

Com base nestes dados, serd construida a seguinte figura:
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Para esse problema ser resolvido primeiro serd destacado o ponto médio de BD, que cha-
maremos de P, e depois serdo acrescentadas, a figura, as retas que suportam os segmentos

EP e FP que iremos denotar por £ e s respectivamente. Assim a nova figura sera:

Observe que P e F sao pontos médios dos lados BD e AD do triangulo ADB, logo que FP
é a base média de ABD e pelo teorema da base média entende-se que a reta s é paralela a
ABeFP=3AB.

De modo andlogo, nota-se que EP é base média do triangulo BCD. Assim a reta ¢ é pa-
ralela a reta DC e EP = %DC. Porém como s é paralela a AB e MN é uma reta transversal
as duas, segue que a = OMN = PFE, pois sdo angulos alternos internos. De modo seme-
lhante, a reta ¢ é paralela ao segmento CD, por isso f = ONM = PEF, pois estes angulos
também sdo alternos internos. Como consequéncia disso, os tridngulos EFP e OMN sao

semelhantes pelo caso de semelhanca (AA) e vale a seguinte proporcao:

ON OM
EP FP
ON OM

0,5DC _ 0,5AB

OM _AB
ON DC



CAPITULO 1. RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE GEOMETRIA 33

Como deseja-se demonstrar.
O préximo exemplo foi retirado de um site que se encontra em [6]

Exemplo 2: Considere um triangulo ABC tais que AB = BC e o 4angulo ABC = 100°. Seja
D um ponto sobre o prolongamento de AB no sentido de B para A tal que BD = AC. Calcule
o angulo DCA.

Solucdo: Neste problema deve ser acrescentado um triangulo equildtero sobre o lado BC

do tridangulo ABC, como mostra a figura:

Como o tridngulo ABC é is6sceles cujo angulo do vértice mede ABC = 100°, entao ACB =
A — 180-100 _
BAC = 5= = 40°.

Por outro lado, é notério que AB = BC = BE. Logo o triangulo AEB é isOsceles com:
ABE =100° +60° = 160°

Logo:

, . 180°-160°
AEB=BAE=————=10

Disto pode-se chegar a conclusao de que:

AEC =BEC - AEB =60° —10° = 50°
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Observe também que os triangulos BDC e CAE sao congruentes pelo caso (LAL), pois
BD = CA, por hip6tese, CE=BC e

ECA=ECB+ ACB=60°+40°=100° = DBC
e disto pode-se deduzir que BCD = AEC = 50°. Portanto:

ACD=BCD-BCA=50°-40°=10°

Exemplo 3: O teorema da bissetriz interna: : Seja ABC um triangulo e T um ponto sobre
olado AB, tal que CT é a bissetriz interna do angulo ACB. Entdo mostre que:
AT AC
TB BC
Solucdo: Partindo do principio de CT é uma bissetriz de ACB, trace uma reta r paralela

ao lado AC passando por B. Essareta r ird interceptar areta CT no ponto D, como mostra a

figura abaixo:

Observe que ATC = BT D, pois sdo angulos opostos pelo vértice. Além disso, ACT = BDT,

pois sdo angulos alternos internos. Logo pelo caso de semelhanga (AA) entende-se que 0s



CAPITULO 1. RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE GEOMETRIA 35

triangulos ATC e BDT sao semelhantes e vale a seguinte propor¢ao:
AT _AC
TB BD
Mas como CT é bissetriz de ACB e, além do mais, ACT e BDT sao angulos alternos inter-

nos, entao:
BCT=ACT=BDT

Assim o tridngulo BCD é isosceles com BC = BD, e por isso:
AT AC AC
TB BD BC
Exemplo 4: O Teorema da bissetriz externa: Dado um tridngulo ABC e um ponto D per-

tencente ao prologamento do segmento BA de B para A. Se CD € uma bissetriz do angulo

externo correspondente ao angulo ACB, entao:

BD BC
AD AC

Solucao: Trace uma reta paralela ao segmento AC passando por D. Essa reta ird intercep-

tar a areta BC no ponto E, como mostra a ﬁgura abaixo:

Observe que os angulos EDC e DCA sdo alternos internos e assim EDC = DCA = DCE,
pois CD é bissetriz de ECA. Logo o triangulo EDC é is6sceles com EC = ED.

Além disso, é pode ser notado que os tridangulos EDB e CAB sao semelhantes, uma vez
que AC || DE. Isto faz com que EDB = CAB e DEB = DCB. Assim pode-se concluir que:
AB_BC_AC_AC@
BD BE ED EC
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BD-AB _BE-BC -
BD  BE

AD _EC
BD BE
Por outro lado, é valido que % = g—g e assim deve-se chegar a seguinte conclusao:
EC AC AD
BE BC BD
Logo:
BD BC
AD ~ AC

E a demonstracao estd finalizada.

Exemplo 5: Considere um quadrado ABCD, um ponto F sobre o lado BC de forma que
CFD =70° e um ponto E sobre o lado AB de forma que EDF = 45°. Calcule o angulo DEF.

Solucao: Neste exemplo sera tracada uma reta auxiliar s, perpendicular ao segmento ED

passando por D. Essa reta ird interceptar a reta BC no ponto G, como mostra a figura:
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Somando os angulos no tridangulos DCF serd concluido que:

CFD+ DCF+CDF =180°

70° +90° + CDF = 180°

CDF =180° —90° — 70° = 20°

E sabido ainda que:
ADE+EDF +CDF = ADC =90°

ADE =90° —45° — 20° = 25°

Mas como AED e ADE sio complementares entdo AED = 65°. Por outro lado, também ¢é
conhecido que:
EDG=EDF+CDF+CDG

90° =45°+20° + CDG

CDG =90° —45° —20° =25° = ADE

Agora deve ser observado que os triangulos ADE e CDG sao congruentes pelo caso (ALA),
uma vez que AD = CD (pois ABCD é um quadrado), ADE = CDG e DCG =90° = DAE. Atra-
vés disso dar para ser concluido que DE = DG, e portanto o tridngulo DEG € um triangulo

retangulo is6sceles com DEG = DGE = 45°. Além de tudo, como AD = CD, entio:

AED =CGD =65°

Em contrapartida o segmento DF é uma bissetriz interna do triangulo DEG relativa a base

EG, uma vez que:
A o 90° EDG
EDF =45 = —=——
2 2
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Como no tridngulo is6sceles a bissetriz do dngulo vértice, coincide com a mediatriz da
base, entdo DF é a mediatriz do segmento EG. Portanto FG = EF, levando a conclusdo de

que o triangulo EFG também é isésceles com FEG = EGF. Logo:

DEF =DEG+ FEG=DGE + EGF = DGF = CGD = 65°

Exemplo 6: Tournament of the towns 1997 , mencionado em [19]:Seja E um ponto sobre
o lado AB de um quadrado ABCD. Sabendo que a bissetriz interna do angulo EDC inter-
secta o lado BC em F, mostre que DE = AE + CF.

Solucdo: Do enunciado pode ser construida a seguinte figura:

D C
]
0
0
Yy
F\
260
A T E B

O elemento auxiliar que deve ser considerado aqui é um ponto G que pertence ao pro-
longamento da semirreta BA, com origem em B, tal que AG = CF. Como estd ilustrado na

figura abaixo:
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D c
0
90° o \ 0
Yy
N
2
90° — 6

) [ \
G A T E B

Deste modo os tridngulos DAG e DCF sio congruentes pelo caso (LAL) visto que: DAG =
DCF=90° AD =CD e AG = CF. Assim:

. . EDC DEA
ADG=CDF="—="129¢
2 2
e
DEA

DGA:DﬁC:QOO—CDF:9O°—T:900—9

Além disso:
EDA=90°-DEA=90°-20

Consequentemente:
EDG=EDA+ADG=90°-20+60=90°—0=DGA
Logo o triangulo DGE é isosceles com EG = DE. Disto pode-se concluir que:

DE=EG=AE+AG=AE+CF

Exemplo 7: OBM, 2010, em [20]: As bissetrizes internas dos angulos A e C do triangulo
ABC cortam-se no ponto I. Sabe-se que AI = BC e que ICA = 2] AC. Determine a medida
do angulo ABC.
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Solucao: Do encunciado deve-se construir a seguinte figura:

Neste exemplo, o elemento auxiliar seria o circuncirculo do tridngulo ABC. Considere o
ponto D como sendo a intersecao entre este circuncirculo e a reta CI, como estd ilustrado

na seguinte figura:

Nesta figura, foi usada a seguinte notacio: IAC =6 e Al = BC = x. Logo pelo enunciado:

ICA=2IAC=26
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E como AJ e CI sdo bissetrizes segue que BAI =6 e ICB = 20. Além disso, o quadrilatero

ABCD é inscritivel entao:

DBA=DCA=DCB=DAB=26

Assim o tridngulo ADB é is6sceles com AD = DB. Além de tudo, é conhecido também
que:
BDC=BAC=BAI+IAC=0+60=20=I1ICB=DCB

Assim o tridngulo BDC é is6sceles com DB = BC = x. Disto resulta que:

AD=DB=BC=Al=x

Assim o triangulo ADI tem no minimo dois lados iguais e ADI = AID. Por outro lado,

nota-se que AID é um angulo externo do triangulo I AC logo:
ADI=AID=T1AC+ICA=0+20=30=DAI
Assim o triangulo D AT é equilatero com:

DIA=30=60°

0 =20°

Assim

ABC =180°- ACB—- BAC =180° — 460 —260 = 180° — 660 = 180° — 120° = 60°

Exemplo 8) Olimpiada Ibero Americana de Matematica 2018, em [21]: Seja ABC um
triangulo tal que BAC = 90° e BA = CA. Seja M o ponto médio de BC. Escolhe-se um ponto
D # A na semicircunferéncia de diametro BC que contém A. A circunferéncia circunscrita
ao triangulo DAM interseta as retas DB e DC nos pontos E e F, respetivamente, onde E
pertence ao prolongamento do segmento BD, no sentido de B para D. Demonstre que BE =
CF=AF=EA

Solucao: Do enunciado pode ser construida a seguinte figura:
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Observe que o quadrilatero ACBD esté inscristo na semicircunferéncia de diametroBC.

Logo deve ser concluido que:

FCA=DCA=DBA=EBA=a

BAC = BDC =90°

Consequentemente:
FDE =180° - 90° = 90°

Agora como DEAF é um quadrilatero também inscritivel em um circulo, segue que :

EAF + FDE =180°

EAF =180°-90° =90° = BAC

Porém, como EAF = EAB + BAF e BAC = BAF + FAC, entio pode ser concluido que:

EAB+ BAF = BAF + FAC

EAB=FAC=p
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E como FCA = EBA e AC = AB entio, pelo caso de congruéncia (ALA), segue que 0s tri-
angulos AFC e AEB sao congruentes e disto deve-se concluido que BE = CF e AF = EA.

Além disso, EBA = DBA que é um angulo inscristo no arco AD , da circunferéncia de

diametro BC, cujo o angulo central é DM A. Como consequéncia disto:

DMA=2EBA=2FCA

Mas como o quadrildtero DM F A € inscritivel, conclui-se que:

DMA=DFA=2FCA

Além de tudo, DE' A é um angulo externo ao triangulo AFC entio:

DEA=FCA+FAC

2FCA=FCA+FAC

FAC=FCA

Logo o triangulo FAC é is6sceles com AF = CF e disto entende-se que BE = CF = AF =

AE como se deseja demosntrar.



2 Generalizacao, Especializacdo e Analo-

gia

2.1 Generalizacao

Segundo POLYA (1954), em [2],p 12, esta técnica ocorre quando é conhecido que uma de-
terminada propriedade é valida um conjunto de objetos P e deseja-se mostrar que essa pro-
priedade também é vdlida para um conjunto maior que contenha P. Por exemplo, quando
é sabido que uma determinada propriedade vale para todos os nimeros primos e anseia-
se mostrar que ela é valida para todos os naturais entao deve ser aplicada esta técnica de

generalizac3o.

Segundo POLYA (1954), em [2],p 12, a técnica de generalizacdo também é ultilizada quando,
por exemplo, deixa-se de olhar para um triangulo equilatero e passa-se a olhar para um tri-
angulo qualquer, ou quando deixa-se de olhar para um tridngulo e passa-se a olhar para
um poligono arbitrario. Esta técnica também € ultilizada quando se para de considerar as
funcoes trigonométricas apenas para angulos agudos e passa-se a estudar as propriedades

destas funcodes para um angulo qualquer.

"Generalization is passing from the consideration of a given set of ob-
jects to that of a larger set, containing the given one. For example, we
generalize when we pass from the consideration of triangles to that of
polygons with an arbitrary number of sides. We generalize also when
we pass from the study of the trigonometric functions of an acute an-
gle to the trigonometric functions of an unrestricted angle"(POLYA
(1954), em [2],p 12)

2.2 Particularizacao

Segundo POLYA (1954), em [2],p 13, esta técnica consiste em deixar de considerar
um conjunto P para atentar apenas para um subconjunto especial de P, por isso a técnica

também pode ser chamada de especializacao. Esta técnica é muito usada para demonstrar
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que um conjunto genérico satisfaz determinada propriedade Q. As vezes, por ser dificil de
verificar esta propriedade num conjunto genérico T. Talvez seja mais facil pegarmos um
subconjunto A de T, no qual seja mais fécil de verificar esta propriedade e, ap06s isto, usare-
mos este subconjunto para generalizar esta propriedade para qualquer outro subconjunto

de T e assim a propriedade estard provada para todo o conjunto 7.

Segundo POLYA (1954), em [2], p 13, a técnica de especializacdo estard sendo ultilizada
quando, por exemplo, para-se de considerar poligono regular qualquer e muda-se o foco

para um triangulo regular, isto €, um tridngulo equilétero.

"Specialization is passing from the consideration of a given set of ob-
jects to that of a smaller set, contained in the given one. For example,
we specialize when we pass from the consideration of polygons to that
of regular polygons, and we specialize still further when we pass from
regular polygons with n sides to the regular, that is, equilateral, trian-
gle"(POLYA, 1954, em [2], p 13)

Esta técnica também é poderosa para mostrar que uma propriedade ndo é vdlida para
todos os elementos de P. Por exemplo, para mostrar que nem todo natural maior que 2 por
ser escrito como a diferenca entre dois quadrados perfeitos, basta considerar o subconjunto
dos ntimeros naturais constituidos de nimeros que dao resto 2 na divisdo por 4, isto é, sdo
os nameros da forma 4k + 2. Se por acaso estes nimeros pudessem ser escrito como uma
diferenca de dois quadrados entdo, certamente, existiria dois nimeros naturais r e s tais que:

r? — s> = 4k + 2 e assim da para ser deduzido que > — s> =2 mod 4.

Contudo, é conhecido que todo numeros natural ao quadrado é congruente a 0 ou a 1

2 2_ 2=

modulo 4, assim: 72— s2=0 mod4, r’—s>=1 mod4ouri—s —1 mod4. Logo nado

existem r e s tais que 7> — s =2 mod 4.

Assim pode ser concluido que os numeros da forma 4k + 2 ndo podem ser escrito como
diferenca de quadrado. Portanto esta propriedade nao é valida para os todos naturais. Assim
deve ser lembrar que um contraexemplo € um subconjunto particular onde a propriedade P

nao é valida.

Agora se uma determinada propriedade for vélida para um subconjunto de P e deseja-se
mostrar que ela é valida para todo o conjunto P, deve-se fazer algumas dedugdes logicas
a fim de generaliza-la para qualquer subconjunto de P. Feito isso, esta propriedade ficard

provada para todo o conjunto P.

Considere os seguintes exemplos de generalizacao e especializacdo:
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Exemplo 1: Mostre que o quadrado de todo nimero natural maior que 2, pode ser escrito

como a diferenca de dois quadrados de ntimeros inteiros positivos.

Deve ser mostrado que, para todo z > 2 com z € N, existem 7, s € N tais que r? — s> = z°.

Observe que:

(r+s).(r-s)=z>>

(r+s)|z2

E além disso:

(r—s)lz2

Observe que se z for um natural qualquer ele poderd ter muitos divisores ou poucos. Neste
caso ficaria dificil de se exibir, com clareza, os valores de r e s que fazem comque r+ser—s
sejam divisores de z?. Além disso, deve-se lembrar que r + s e r — s tem que ter a mesma

paridade.

Mas, ao considerar o caso particular de z ser um nimero primo maior que 2 esta tarefa
poderd ser mais fécil, tendo em vista que existem apenas trés divisores positivos possiveis
para z? que sdo: 1,z e z2. Além de tudo, como s > 0 entdo r +s > r —s. Assim pode-se
concluir que:

r+s==2z

r—-s=1

Somando estas duas equagoes, chega-se a seguinte conclusao:

2r=z+1

Z?+1
r =
2
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Assim:

z°=]
2 2

E como z é um primo maior que 2 entdo z é impar e assim z* + 1 e z> — 1 sdo pares. Logo
suas metades correspondem a niimeros naturais. Assim o teorema fica demonstrado para o

€aso z primo maior que 2.

Por outro lado, se z ¢ um nimero impar qualquer entao:

(224-1)2 (22—1)2 2422241 Z4-2722+1 472,
— = — =—=2
2 2 4 4 4
2 2— ~ z . .
E como z? + 1 e 2% — 1 sdo pares, entdo <5 e -1 sdo nimeros naturais. Assim fica de-

monstrado que o quadrado de todo ntimero impar maior do que 1 pode ser escrito como

diferenca dos quadrados de dois numeros naturais.

Antes de demonstrar esta propriedade para os nimeros pares deve ser levada em conta
duas coisas importantes. A primeira é que é conhecido que todo quadrado de ntmero
primo, com excec¢do do 2, pode ser escrito de forma tinica como diferenca de dois quadrados
de ntmeros inteiros como esta escrito acima. Em segundo lugar sabe-se que, no caso z = 2
isto ndo é possivel uma vez que z> + 1 e z> — 1 sdo impares. Estas observacdes devem ser

levadas em consideracdo na hora de generalizar esta propriedade.

Para mostrar esta propriedade para os nimeros pares, deve ser observado que todo nu-
mero par maior que 2 é uma poténcia de 2 mutliplicada por algum ntmero natural impar,

istoé,z=2rcomt>1lecomr impar.

Agora se r =1, segue que z =2"" com z > 2 e assim:

=2
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Z2 — 221’ :41‘ :4(13—2)'42 o

72 =412 (52 - 3%) = (5.27%)? - (3.27%)?

Assim z? pode ser escrito como uma diferenca de quadrados quando z for uma potencia
de 2.

Agorase r > 1 com r impar, ja é conhecido que existem m e n naturais tais que 12 = m?-n?

e assim pode ser concluido que:
Z=(2H%r*=2H%m* - n) = 2'.m)* - (2'n)®
Assim a demosntracdo est4 finalizada.

Antes de ver mais algum caso de especializacdo, deve ser observado que algumas propri-

edades nao valem para casos gerais e sim para casos particulares

Segundo POLYA(1954), em [2],um caso particular é representativo se este possuir uma
propriedade P que pode ser generalizada para um caso mais geral. Este foi o caso do exem-
plo acima onde se tinha um nimero primo impar com a propriedade de que o seu quadrado
pode ser escrito como uma diferenca de quadrados de nlimeros naturais. A partir deste caso

particular, esta propriedade pode ser estendida para todos os naturais maiores que 2.
O exemplo a seguir é um caso particular ndo representativo.

Exemplo 2: Considere a propriedade:"Dois tridngulos ABC e EFG sao taisque AB=EF e

AC = EG e ABC = EFG. Entio estes triangulos sdo congruentes".

Pode ser verificado que esta propriedade é falsa quando se trata de um triangulo acutan-
gulo, pois pode ser dado, como exemplo, dois tridngulos em que: AB=EF=10e AC=EG =
V84 e ABC = EFG = 60° cuja a figura est4 representada abaixo:



CAPITULO 2. GENERALIZACAO, ESPECIALIZACAO E ANALOGIA 49

60

10

Fazendo com que o segmento AB, coincida com o segemento EF, pode ser observado
que o ponto C estd sobre o circulo, com centro em A e raio AC = V84, e também estd sobre
uma reta r que passa por B formando um angulo de 60°. Porém a dependendo do tamanho
de AB, pode haver dois pontos de intercessdo entre a reta r e o circulo. Estes pontos serdo

denotados por C e G. Determinando assim dois triangulos diferentes.

Uma outra forma de verificar que esta propriedade € falsa, seria calcular os valores de BC

e de FG aplicando a lei dos cossenos em cada triangulo. Assim:

AC? = AB? + BC?> —2AB.BC cos(60°)
1
(vV84)? =10% + BC? —.2.10.130.5
84 =100+ BC?>-10BC

BC?-10BC+16=0

Podemos observar que BC e FG sdo as raizes dessa equacdo. No entanto resolvendo essa
equacao, serdo encontrados os 2 e 8 como raizes. Logo pode se ter que BC =8 e FG = 2.

Determinando assim dois tridngulos nao congruentes.
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Logo a propriedade é falsa em geral. Mas, ao ser considerado o caso especial em que

ABC = EFG = 90° esta propriedade serd verdadeira e sera demonstrada a partir de agora.

Primeiro serd considerado o caso em que ABC = EFG = 90°. Sendo assim, considere a
seguinte proposicao:
Caso de congruéncia cateto Hipotenusa: Dois triangulos ABC e A; B; C retangulos em B e

B; comAB = A;B;, AC= A,C; e ABC = A;B,C; =90° entio os triangulos sdo congruentes.

De fato: Observe a seguinte figura :
A F

Sobre o prolongamento do segmento BC de C para B, tome um ponto D tal que DB =
B;C;. Como AB = A;B; e ABD = ABC = A; B;C; = 90° por hipétese, entao pelo caso LAL,
os triangulos ABD e A;B;Cjsdo congruentes. Assim conclui-se que A;C; = AD = AC e

A1C1B; = ADB. Logo o triangulo ADC é isésceles e os angulos da base sdo iguais. Portanto:

A,CB; = ADB = ACB

Além disso, como ABC = A;B;C; = 90°, pode ser concluido que B; A;C; = BAC. Agora
pelo caso de congruéncia (ALA ), observa-se que os tridngulos ABC e A; B, C; sdo congru-

entes. Assim a demonstracdo chegou ao seu fim.

Agora com base nisto, serd mostrado que este resultado também € valido se ABC = A1B,C; >
90°.

Exemplo 3: Segundo caso especial de congruéncia: Seja ABC e EDF dois triangulos, tais
que AB = DE, AC = EF e ABC = EDF >90°. Entao ABC e DEF s3o triangulos congruentes.
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Demonstracao: Do enunciado pode ser construida a seguinte figura:

180° \‘\
8 7(1\ o

B c D F

Observe que na figura os pontos G e H sdo as projecoes ortogonais de A sobre areta BC e

de E sobre areta FD, respectivamente. Além disso, observe também que:
EDH =180°- EDF =180° — ABC = ABG

Além do mais:
AGB =EHD =90°

ED=AB

Logo pelo caso de congruéncia (LAA,), os tridngulos AGB e EHD sao congruentes. Por-
tanto EH = AGe BG= HD.

Porém, como AGC = EHF = 90°% AC = EF segue entdo do resultado anterior que os tri-

angulos AGC e EHF sdao congruentes. Assim pode ser concluido que:

CG=HF &

BG+BC=HD+DF

com:
BG=HD

BC=DF

Assim, pelo caso (LLL) ou (LAL), os tridangulos ABC e EDF sao congruentes.
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Observe que este caso especial, onde o tridngulo é retangulo ou obtusangulo, o caso de
congruéncia (LAL,) é valido. Para os tridngulos em geral ele é falso. Logo o fato deste caso
de congruéncia valer somente para tridangulos retangulos e obtusangulos constitui um caso

especial ndo representativo.
O préximo exemplo foi proposto pelo POLYA (1954), em [2], p 24

Exemplo 4) Construa uma reta tangente exterior a dois circulos dados de raios r; e 12, €
nos pontos A e B, respectivamente. Pode ser considerarado que um circulo ndo seja interno

ao outro. Existe um caso especial para estes dois circulos?

Solucdo: Antes de ser apresentada uma solugdo este problema, é importante refletir sobre

um problema auxiliar que € o seguinte:

Problema 1: Considere um circulo de raio r e um ponto P fora do circulo. Construa uma

reta s que passe por P e seja tangente ao circulo. Para isso considere o problema resolvido

na figura abaixo:

Repare que se D é o ponto onde a reta s tangencia o circulo, entdao o angulo formado por
seoraio BD éreto, isto é, PDB =90°. Entao D pertence ao circulo de didmetro BP. Logo D
deve ser a intercessao do circulo de raio r e do semicirculo de didzmetro BP. Assim essa reta

pode ser construida da seguinte forma:

Primeiro construa, com régua e compasso, o ponto médio do segmento BP que pode ser
chamado de C.
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Ap6s isso, colocando a ponta seca do compasso em C e abrindo o raio até P, construa um

circulo de raio CP de centro em C.

Por fim, considere as intercessoes deste tltimo circulo com o circulo de raio r, que serdo
dois pontos que podem ser chamados de D e E. As retas PD e PE sdo duas retas que passam

por P e sdo tangentes ao circulo dado no enunciado.

Agora serd resolvido o problema considerando o caso particular em que r; = r,. Neste
caso basta tomar a reta determinada pelos centros desses dois circulos, que serao denotados
pelos pontos A e B, e construir uma reta paralela a reta AB que esteja a uma distancia ry

desta reta. A partir disto, pode ser esbocada figura abaixo:

~

Para fazer a construcao desta reta paralela, basta tracar uma reta ¢ prependicular areta AB
passando por A. Apos isto, considere um ponto D em ¢ que esteja a uma distancia r; de A.
Finalmente, trace uma reta prependicular a reta ¢ passando por D. Esta reta serd a paralela
a AB que é tangente aos dois circulos dados no enunciado. Pois sendo C o ponto desta reta
que estd a uma distancia igual a medida de AB do ponto D e no mesmo semiplano, definido
pela reta t, em que se encontra o ponto B, segue que o quadrildtero ABCD é um retangulo,
visto que BAD = ADC = 90°. Além disso CD = AB. Logo C pertence ao circulo centrado
em B, e areta DC é prependicular aos raios AD e BC, portanto essa reta é tengente aos dois

circulos.

Agora o caso geral, em que r; # 1o, podera ser resolvido. Sem perda de generalidade, pode
ser feita a suposicdo de que r, > r;. Primeiro construa um circulo I" de raio r» — r; e com o

centro em B, como estd ilustrado no esboco abaixo:
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Para tracar a reta EF tangente aos dois circulos, primeiro deve ser construida a reta AG
que é tangente ao circulo I' passando por A, onde G € o ponto tangencia entre a reta e o

circulo. Isso recai no problema 1 presente na pagina/52|

Ap6s isso, deve ser tracada uma reta p prependicular a reta AG passando por A. Marcar-
se entdo um ponto E como sendo a intercessdo da reta p com o circulo de raio r; centrado
em A. Por fim, deve ser construida uma reta paralela a reta AG passando por E . Essa reta

tangencia o circulo de raio r; em E, e o circulo de raio r, em F.

Agora, para justificar este fato, basta lembrar que a reta AG é tangente ao circulo de raio
r,—r em G. Entdao AGB = 90°. Além disso, como EF é paralela a reta AG entdo EFG =
AGB = 90°. Logo pode ser dito que EF tangencia o circulo de raio r, em F. Além disso,

como AEF = EAG =90°, entdo EF tangencia o circulo deraio r; em E .
O préximo exmplo foi proposto por POLYA (1954), em [2], p 24
0 Angulo Central e o Angulo Inscrito

Exemplo 5: Mostre que o angulo central é o dobro do dngulo inscrito em um circulo.
Observe que uma vez que o angulo central é determinado, existe varias posi¢oes para o an-
gulo inscrito no circulo. Mas na prova de Euclides, qual é a posi¢do especial do angulo ins-
crito no circulo ?

Solugdo: Considere um angulo BAC e M o centro do circulo. E bem conhecido o fato de

que o angulo BAC é inscrito no circulo se e somente-se BC é uma corda deste circulo e A
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pertence ao circulo. Agora para se chegar até a solucao deste problema, se deve dividi-lo em

trés casos.

Caso 1: Se M pertece aum dos lados do tridangulo ABC, entdo, sem perda de generalidade,
pode-se supor que ele pertence ao lado BC. Neste caso M é o ponto médio de BC, visto que

MB e MC sao raios como mostra a figura:

Como M A= MB, entao o triangulo ABM é isGsceles e CBA= MAB. Além do mais, como
MC = MA entio o trisngulo ACM é isésceles com BCA = MAC. Assim pode ser concluido

que:
BAC=MAB+MAC=CBA+BCA

Por outro lado, também € verdade que:

BAC+CBA+BCA=180°

Logo:
2BAC =180°

BAC =90°

Neste caso o tridngulo é retangulo em A. E como BC é diametro entdo BMC = 180° que é

exatamente o dobro de BAC.
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Caso 2: Neste caso, M estd dentro do tridngulo ABC, como mostra a figura:
A

w

Como que MA = MB, conclui-se que o trisngulo AMB é isésceles com MAB = ABM =
a. E dado que AM = MC, entdo o triangulo AMC também ¢ isésceles e ACM = MAC =
B. Finalmente, também deve ser observado também que o triangulo BMC é is6sceles com
MB = MC, logo:

MBC=MCB=vy

Assim BAC = a + 8 e olhando para o triangulo BMC conclui-se que:

BMC =180° -2y

Por fim, somando os angulos no tridngulo ABC, entende-se que:

2a+26+2y=180° <

a+pf+y=90°<

a+pf=90°—-y

Assim conclui-se que:

BMC =180° -2y =2.(90° —y) =2.(a + B) = 2BAC
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Logo o angulo central BMC é o dobro do angulo inscrito BAC. E como BMC < 180° entdo
BAC < 90° . Aplicando o mesmo raciocinio para os demais angulos teremos um triangulo

acutangulo.

Caso 3: Neste caso, o ponto M se encontra fora do tridngulo ABC. Sem perda de gene-
ralidade, pode-se supor que M se encontra no semiplano, definido pela reta BC, oposto ao
que se encontra o ponto A. Sendo assim, toma-se um ponto D, no arco nio convexo BC, de

modo que M esteja no interior do tridngulo BCD. Conforme mostra figura:

Pode-se perceber que AMB é o angulo central do arco AB, enquanto o angulo ACB é o
angulo inscrito. Pelo caso caso 2, temos que AMB = 2ACB. De forma anédloga também se
concluir que AMC = 2ABC, uma vez que AMC é o angulo central do arco AC e ABC é o

angulo inscrito. Agora somando os angulos no tridngulo ABC se conclui que:

BAC+ ABC+ ACB =180°

BAC =180° - ABC - ACB

Denotando o angulo no convexo BMC por ¥, pode se chegar a seguinte expressao:

¥ =360° — BMC =360° — (AMC + AMB)

¥ =360°-2ABC-2ACB =2(180° - ABC - ACB) =2BAC
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Logo em qualquer um desses trés casos o angulo central é o dobro do angulo inscrito.

2.3 Analogia

A palavra analogia deriva do andlogo, que significa “parecido ou semelhante”. Se-
gundo POLYA(1954), em [2], p 13, analogia é uma técnica de resolucdo de problemas que
lida com objetos matemaéticos que possuem propriedades parecidas, por exemplo, um ob-

jeto andlogo a esfera € o circulo, ja o andlogo do cubo é o quadrado e assim sucessivamente.

De acordo com POLYA(1954), [2] analogia é uma semelhan¢a em um nivel mais intelec-
tual, e ela se distingui das demais semelhancas por conta dos conceitos claros que dois ob-

jetos andlogos possuem em comum.

"Analogy is a sort of similarity. It is, we could say, similarity on a more
definite and more conceptual level. Yet we can express ourselves a
little more accurately. The essential difference between analogy and
other kinds of similarity lies, it seems to me, in the intentions of the
thinker. Similar objects agree with each other in some aspect. If you
intend to reduce the aspect in which they agree to definite concepts,
you regard those similar objects as analogotts. Ifyou succeed in get-
ting down to clear concepts, you have clarified the analogy" (George
POLYA (1954), em [2], p 13.)

Vejamos alguns exemplos de problemas que podem ser resolvidos por analogia.

Exemplo 1 : Considere a seguinte teorema: Em um paralelogramo as diagonais se cortam

ao meio. Encontre um resultado andlogo para a geometria sélida.

E conhecido que o objeto anédlogo da reta no Rs é o plano, assim pode-se argumentar que
se 0 paralelogramo é formado por pares de retas paralelas, entdo o andlogo deste no R3 é
um s6lido formado por 3 pares de planos paralelos, onde um par de planos é concorrente ao

outro par dois a dois. Este poliedro é chamado de paralelepipedo.

As faces do paralelepipedo sdo paralelogramos. Pois fixando o plano 7; como sendo um
dos seis planos, conclui-se que existem entre os demais planos, dois pares de planos para-
lelos que irao interceptar 7}, formado com este quatro retas paralelas duas a duas, obtendo

assim um paralelogramo.
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Agora pode-se definir a diagonal de um paralelepipedo como sendo um segmento cujas
a extremidades sao vértices do paralelepipedo, nos quais nao existe nenhuma face deste

poliedro que os contém.

Assim com essas definicoes em mente pode-se dizer que o andlogo de um resultado refe-
rente as diagonais de um paralelogramo serd um resultado referente as diagonais do para-
lelepipedo. Logo pode-se intuir que o resultado anédlogo ao descrito acima seria: As quatro

diagonais de um paralelepipedo se cortam ao meio.

Observe que aqui foi feita uma conjectura, a partir uma analogia existente entre parale-
logramo e paralelepipedo. Mas a partir de agora, serd demonstrado este resultado usando
a logica. Para isto considere o paralelepipedo ABCDEFGH e as diagonais, AF e BE, deste

paralelepipedo como mostra a figura abaixo:
E

H

L

Observe que cada face do paralelepipedo é um paralelogramo entdo AB | HGe HG | EF e

pela transitividade se conclui que EF || AB.

Logo existe um plano que contém as retas AB e EF e a intercessao deste plano com o
paralelepipedo determina o quadrilditero AEFB. Como a reta AB é paralela a reta EF e
AB = HG = EF se conclui que ABEF é um paralelogramo. Agora como AF e BE sdo as
diagonais deste paralelogramo entdo elas se cortam ao meio. Assim pode-se concluir que

este resultado é valido para quaisquer duas diagonais do paralelepipedo.

Exemplo 2: "Considere a seguinte propriedade na geometria plana: Duas retas cortam
trés retas paralelas determinando quatro segmentos proporcionais. Enuncie e prove um te-

orema anélogo a este na geometria s6lida" (POLYA (1954),em [2],p 25).
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Solucao: Observe que o andlogo da reta no Rs, pode ser reta ou plano. Sendo assim um
teorema que é verdadeiro que andlogo ao teorema anterior é: Duas retas cortam 3 planos

paralelos determinando quatro segmentos proporcionais.

Demonstracao: Sejam I1;, I1, e 13 planos paralelos e r e s sdo retas que interceptam os
planos I1;,I1, e [13 nos pontos Q,S,U e R, T e V, respectivemente . Agora considere Z e A;
pontos escolhidos no planos I, e I13 respectivemente de forma que A,V = TZ = QR e além
disso, areta A;V é paralelaareta Z T, que por sua vez é paralela a reta QR. Conforme mostra

a figura:

Observe que o quadrilatero QRT Z é um paralelogramo, visto que o segmento T Z é para-
lelo ao segmento QR e QR =TZ, e assim QZ = RT. Da mesma forma o quadrildtero ZTV A,
também é um paralelogramo, assim A;Z = TV. Mas olhando para o plano que contém os
pontos Q,U e A; entende-se que os pontos Q, S, U, A; e Z sdo todos coplanares sendo que
as retas QS e QZ sdo tranversais as retas paralelas UA; e SZ. Logo por Talles temos que:

Qs_ oz _RT
SU ZA, TV

Assim a demonstra¢do chegou ao seu fim.

Exemplo 3: "Considere a seguinte propriedade na geometria plana: Em um triangulo is6s-

celes a altura relativa ao vértice corta a base no seu ponto médio. Enuncie e demonstre uma
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propriedade andloga para a geometria sélida" (POLYA (1954), em [2],p 26).

Solucdo: O andlogo ao tridngulo isGsceles no R3 é uma tetraedro cuja a distancia do vértice
a cada um dos vértices da base é a mesma. Assim pode ser feita a seguinte conjectura: "Em
um tetraedro em que todas as arestas laterais tem o mesmo comprimento, a sua altura passa

pelo centro da base."

Demonstracao: Seja ABCD um tetraedro de vértice D e base ABC e seja H a projecao

ortorgonal de D no plano ABC, como mostra a figura abaixo:

Como DH é perpendicular ao plano ABC, entao D H é perpendicular a qualquer reta con-
tida neste plano. Logo:
DHA=DHB=DHC =90°

Agora observe que as hipotenusas AD,BD e CD dos triangulos ADH, BDH e CDH sao
iguais e o cateto DH é comum aos trés tridngulos, logo pelo caso especial de congruéncia,
cateto hipotenusa, entende-se que estes trés triangulos sao congruentes. Logo HA = HB =

HC. Assim H é o circuncentro.

Exemplo 4: Considere a seguinte propriedade na geometria plana:"Um circulo possui
uma drea igual a drea de um triangulo cuja a base tem a mesma medida do perimetro do
circulo e cuja a altura igual ao raio deste circulo. Enuncie e verifique uma propriedade ana-
loga para a geometria sélida." (POLYA (1954), em [2], p 25 e 26)
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Solucdo: E conhecido o fato de que o objeto analogo do circulo no Rs é a esfera e o objeto
andlogo do triangulo é a piramide. Assim pode ser dito que o comprimento da base de um
triangulo é o andlogo a drea da base da pirdmide no R3. Assim pode ser enunciado o guinte

teorema:

Teorema: Uma esfera possui um volume igual ao volume de uma pirdmide cuja a altura
é igual ao raio da esfera e a drea da base da piramide tem a mesma medida da 4rea total da

esfera.
Demonstragdo: E sabido que a drea da esfera é dada por:
Aesfera =4nR®

E o volume da piramide é:

Apase-h _ 4Am.R*.R

V.. J—
piramide 3 3
4m.R3
Vpiramide = T = Vesferu

Assim a demonstracao estd finalizada.



3 Técnicas de construcoes geométricas

Neste capitulo serd abordada uma técnica importante para a resolugao de problemas
geométricos que envolve construcao com régua e compasso. Antes de se fazer uma abor-
dagem desta técnica famosa, serd falado um pouco sobre um lema fundamental, que serd

usado para resolver os exemplos deste capitulo.

Lema 01: Dado um triangulo ABC e sendo M e N os pontos médios dos lados AB e AC,

respectivamente. E G é o ponto de intercessao dos segmentos BN e CM, logo:

BG _CG _
GN GM

Em outras palavras, este lema afirma que uma das medianas de um tridngulo divide cada

uma das outras medianas em dois segmentos na proporcao 2 por 1.

Demonstracao: Observe a figura abaixo:
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Nesta figura pode-se peceber que como M e N os pontos médios dos lados AB e AC,
entdo M N é uma base média do tridngulo ABC. Pelo teorema da base média entende-se que
o segmento M N é paralelo ao segmento BC e %\, = 2. Assim BNM = CBN, pois sdo angulos
alternos internos, e BGC = NGM pois sdo opostos pelo vértice G. Assim os triangulos BGC
e NGM sao semelhantes, pelo caso de semelhanca (AA). E vale a seguinte proporcao:

BG CG BC
GN GM MN

3.1 ATécnica do problema resolvido

Segundo POLYA(1995), em [1], p 104, o grande precursor desta técnica foi Papus, um
grande matematico grego que viveu nos 300 de nossa era. A técnica do problema resolvido
consiste em dois processos que nomeados de andlise e de sintese. Na andlise deve ser ad-
mitido que aquilo que se precisa demonstrar ou construir, € algo verdadeiro ou que ja tenha
sido feito e, a partir disso, deve ser extraidas as consequéncias e as consequéncias das con-
sequéncias até se chegar em um ponto que pode ser usado como ponto de partida. Papus

também chama essa técnica de andlise ou raciocinio regressivo.

"Na anélise, comecamos por aquilo de que se precisa e que admiti-
mos como certo e extrairmos consequéncias disso e consequéncia das
consequéncias até chegarmos a um ponto que podemos usar como
partida da sintese. Por que na andlise admitimos que o que precisa
ser feito ja o foi ( 0 que se procura ja foi encontrado, o que se tém a
demostrar é verdadeiro). Indagamos de qual antecedente podera ser
deduzido o resultado desejado: em seguida, indagamos de novo qual
poderé ser o antecedente desse antecedente e assim por diante, até
chegarmos finalmente a algo que ja conhecemos ou que ja admitimos
como verdadeiro. A este procedimento chamamos anélise, ou regres-

sdo ou raciocinio regressivo" (POLYA,1995, em [1],p 104)

Segundo POLYA(1995), em [1], p 104, apds esse procedimento deve-se inverter o processo.
A partir do ultimo ponto a que foi chegado na andlise, deve deduzir o que o precedeu, e
continuando a fazer deducodes até que, percorrendo o mesmo caminho no outro sentido,

consegue-se chegar aonde se quer. A este tltimo procedimento, dar-se o nome de sintese.

"Mas na sintese, invertemos o processo, partimos do dltimo ponto
a que chegamos na andlise, daquilo que ja sabemos ou admitimos
como verdadeiro. Disso deduzimos o que o precedeu na andlise e con-
tinuamos a fazer deducdes até que, percorrendo o mesmo caminho
no outro sentido, conseguimos finalmente chegar no aonde queria-
mos. A este procedimento damos chamamos sintese, ou resolucdo

construtiva ou raciocinio regressivo. "(POLYA,1995, em [1],p 104)
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O exemplo a seguir foi proposto por Wagner (2007), em [4], p 21.

Exemplo 1: Dado um tridngulo ABC, determine um ponto M sobre olado AB e um ponto
N sobre o lado AC tais que M N é paralelaa BCe BM = AN.

Solucgdo: Suponha o problema resolvido, que neste caso é o processo de anélise, como

mostra a figura.

vy
O
@)

Pode ser tragcada uma reta r paralela ao segmento AB passando por N, de forma que esta
reta intercepte o lado BC em D. Como o segmento M N é paralelo ao segmento BC, por
hip6tese do problema resolvido, depreende-se que o quadrildtero MNDB é um paralelo-
gramo. Portanto DN = BM = AN. Assim o triangulo AND ¢ is6sceles com NAD = NDA.
Mas como a reta ND é paralela ao segmento AB, entende-se que os angulos NDA e BAD

sdo alternos internos e por isso:
BAD=NDA=NAD

Assim AD é a bissetriz de BAC, que por sua vez tem uma construcao elementar. Assim
para determinar as posi¢oes dos pontos N e M, deve-se construir primeiro a bissetriz do
angulo BAC. Em outras palavras, essa bissetriz serve como o ponto de partida para a cons-

trucao dos pontos M e N.
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Agora deve-se descrever a construgdo passo a passo, e este processo é chamado de sin-
tese. Primeiro se construi a bissetriz do BAC de forma que a sua intercessdo com o lado BC
determina o ponto D. Apoés isso, deve ser tracada uma reta r paralela ao lado AB passando
por D, de forma que r intercepta o lado AC em N. Por fim, desenha-se uma paralela ao lado
BC passando por N, que ira interceptar o lado AB em M. Esses pontos M e N satisfazem
as condicoes do enunciado, pois como AD é bissetriz de BAC entdao BAD = NAD. Todavia,
o segmento ND é paralelo ao AB, entio NDA = BAD = NAD e portanto o trisngulo AND
é is6celes com AN = DN. Agora como o quadrilditero BDMN é um paralelogramo entdo

BM =DN = AN e MN é paralelo a BD. Isto termina a construcao.

Observe que neste exemplo o ponto de chegada do problema é a posicao dos pontos M e
N. Para obté-los foi necessdrio partir do principio que estes pontos ja tenham sido encontra-
dos, e construir, a partir disso, o paralelogramo BDM N. Este paralelogramo funciona como
uma espécie de antecedente para a construcao. A partir do paralelogramo BDM N pode-se
concluir que AD é a bissetriz de BAC. Essa bissetriz foi tomada como ponto de partida para

a construcao, uma vez que a construcdo da bissetriz é elementar.

Exemplo 2: Construa um tridngulo ABC, retangulo em A, conhecendo o tamanho da hi-

potenusa BC e o tamanho m da mediana relativaa AC .

Solucdo: Seja D o ponto médio dolado AC, neste caso é conhecido o tamanho da mediana
BD = m, a hipotenusa BC e o angulo BAC = 90°. Usando a técnica do problema resolvido

pode ser construida a seguinte figura:
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Como o angulo BAC é reto, entdo o vértice A esta sobre o circulo de diametro BC. Logo se
E é o ponto médio de BC entdao AE = BE = CE. Por outro lado, BD e AE sdao duas medianas
do tridangulo ABC, e como cada mediana do tridngulo divide qualquer outra mediana em
dois segmentos na proporg¢do de 2 estd para 1 e sendo G o ponto de encontro dessas duas

medianas entao:

AG=2GE

AE BE BC
GE:—:—:—

3 3 6

Além disso:
2 2
BGZZGD@BG:§3D=§m

Como é conhecido os tamanho de BC e de BD, entdo também sido conhecidos os tama-
nhos de BE, GE e BG. Com isso pode ser determinada a posi¢cao do ponto G, pois os lados
do triangulo BGE sao todos conhecidos. A partir disso, pode ser realizada a construgao do

triangulo ABC, que é na verdade o processo de sintese, da seguinte maneira:

Primeiro deve-se construir o triangulo BEG, de modo que BE = %BC, GE = BTC eBG = %m

O ponto C é definido como o simétrico de B com relacdo a E. Assim E é o ponto médio do
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segmento BC. Apds isso, deve ser construido um circulo 7 de didametro BC. Finalmente,
pode ser tracada a semirreta EG com origem E . A intercessdo desta semirreta com o circulo

7 serd o ponto A. Assim esté construido o triangulo ABC que o enunciado pede.

Agora serd provado que este triangulo ABC de fato satisfaz as condi¢des do enunciado.
Para isto o primeiro fato que deve ser notado é que BAC = 90°, uma vez que A pertence ao
circulo 7 de diametro BC. Logo AE é mediana e tem a mesma medida do raio BE do circulo

7,isto é, AE = BE = B—ZC. Portanto:

BC
AG+GE:AE:7

BC BC
6 2

BC BC 3BC BC
AG=s———=— ——
2 6 6 6

2BC BC
AG= —=—
6 3
Portanto: BC
AG 3
GE BC°
6

Agora como AE é uma mediana e G divide este segmento na proporc¢ao de 2 para 1, segue
que G é o baricentro do triangulo. Isso significa que a reta BG corta AC no ponto médio D, e

G divide o segmento BD também na proporc¢do de 2 para 1. Logo:

BG

_:2

GD

BG BD
(;_D:—:—:E

2 3 3



CAPITULO 3. TECNICAS DE CONSTRUCOES GEOMETRICAS 69

Portanto:
2 m
BD:BG+GD:§m+§:m

Assim foi concluido que a mediana BD, tem a mesma medida que foi proposta no enunci-

ado. Logo o tridangulo ABC, assim construido, realmente satisfaz as condi¢des do enunciado.

Neste exemplo o ponto G, que é o baricentro do tridngulo ABC, e o tridngulo BEG sao dois
antecendentes cruciais para a nossa construcao, uma vez que o ponto G dividi as medianas
BD e AE na proporcao de 1 esta para 2, fazendo com que os lados do triangulo BEG tenham
comprimentos conhecidos, de modo que BEG seja um triangulo facil de construir. Assim

este triangulo foi tomado como ponto de partida para a construgao.
O exemplo a seguir foi dado Wagner(2007), em [4], p 19.

Exemplo 3: Dado um circulo C, uma reta r exterior a C e um ponto A sobre r. Construa

um circulo tangente a C exteriormente e tangente a reta r em A. [3]

Solucao: Novamente supondo o problema resolvido, que é o processo de andlise, pode ser

feita a seguinte figura:

Sendo C; o centro do circulo C, G o centro do circulo a ser construido que serd chamado

de 7 e F é o ponto de tangéncia entre os dois circulos. Como o circulo 7 é tangente a r
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em A entdo GA é perpendicular a reta r. A partir disso, pode-se tracar uma reta auxiliar ¢
paralela a reta GA passando por C;, de forma que esta reta intercepta o circulo C no ponto E
pertencente ao semiplano definido pela reta C; G que nao contém o ponto A. Esta reta ¢ ird

intercepta a reta r no ponto H.

Observe que AHE = 90°, visto que a reta EH é paralela a reta GA e HAG = 90°. E conhe-
cido também que quando dois circulos sdo tangentes os seus centros e o ponto de tangéncia
estdo alinhados. Logo pode ser percebido que os angulos EC, F e FG A sdo iguais, pois sdo
alternos internos definido pelas retas paralelas GA e HE e pela tranversal C;G. Logo como

os triangulos C; EF e GFA sdo is6sceles com C, E = C; F e GF = GA. Portanto:

. 1 A 1 A .
CFE= 5(1800 -ECF) = 5(1800 - FGA)=GFA

Isto mostra que os angulos opostos pelo vértice F sdo iguais e logo os pontos E, F e A estdo

alinhados. A partir disso pode ser feita a construgado, que € o processo de sintese.

Primeiro deve ser tracada uma reta perpendicular a r passando por C;. Esta perpendicular
ird interceptar o circulo C no ponto E, que é o ponto do circulo que estd mais distante da reta
r. ApGs isso, serd determinado o ponto F que serd a intercessao do circulo C com o segmento
EA. Finalmente pode-se desenhar uma reta s perpendicular a reta r passando por A. Com
isso serd determinado o ponto G que € a intercessdo desta reta s com a reta C; F. E assim
pode ser obtido o circulo de centro em G que passa por F, que se chamaT’, e o problema esta

resolvido.

Agora serd provado que I' realmente satisfaz as condicdes do enunciado. Primeiro deve
ser observado que o ponto F faz parte da intercessao dos circulos C eI, e e o centro de I,
que € o ponto G, esta alinhado com o ponto F e o ponto C; que é o centro de C. Isto faz com

que I' seja tangente a C em F.

Além disso, deve ser notado que as retas EC; e s sdo paralelas, uma vez que ambas sdo
perpendiculares a reta r. Como elas estdo sendo cortadas pela transversal E A, segue que os
angulos C; EF e FAG sdo alternos internos, portanto F AG = C,EF. Mas o triangulo C, EF é
is6sceles com C, E = C, F, isso faz com que C,EF = C,FE. Por fim, os angulos C1FEe GFA
sdo opostos pelo vértice F, logo C, FE = GF A. Portanto:

GFA=C FE=CEF=FAG

Com isso, temos que o triangulo AFG € is6sceles com AG = FG, isto faz com que I passe

pelo ponto A. Além disso G, que é o centro de I', estd sobre areta s que é perpendicular a reta
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rem A, isto é, areta r é perpendicular ao raio GA. Logo I é tangente a reta r em A. Portanto

este circulo realmente satisfaz as condi¢des do enunciado.

Observe que para o caso em que o ponto A for pé da perpendicular ECy, istoé, A= Ho
ponto F serd igual ao ponto S, onde S é o ponto diamentralmente oposto E através de C, e o

ponto G serd o ponto médio do segmento SA.

Neste exemplo, os antecentes cruciais que serviram como ponto de partida para a cons-
trucdo foram os triangulos is6sceles C; FE e GF A, e também o fato de que os pontos A, Fe E
estdo alinhados. Este alinhamento permitiu determinar a posicao do ponto F, e consequen-

temente a posicao do ponto G.
O exemplo a seguir foi um exercicio proposto por Wagner (2007), em [4], p 23.

Exemplo 4: Construir um tridngulo ABC conhecendo os lados AB = c e BC = a e a medi-

ana m relativa ao lado AC.

Solucao: Novamente usando a técnica do problema resolvido, que o POLYA(1995), men-

cionado em[l1], chama de processo de andlise, pode ser construida a seguinte figura:

Na figura foi tracada uma reta auxiliar ¢ paralela ao segmento AB passando por C. ApGs
isto, foi determinado um ponto E sobre esta reta de forma que CE = AB e os pontos E e A se
encontram no mesmo semiplano definido pela reta BC. Observe que o quadrilatero ABCE

é um paralelogramo e portanto suas diagonais se encontram no ponto médio. Logo sendo
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D o ponto de intercessao de suas diagonais AC e BE, entdo BD é mediana do tridngulo ABC
relativa ao lado AC com BD = m. Além disso, D é o ponto médio de BE, logo BE = 2BD =
2m. Como sao conhecidos o tamanho do lado BC = a, o tamanho do lado AB = ¢, que é o
mesmo tamanho do lado CE, e o tamanho de BD = m, entdo o tridngulo ACE tem o0s seus
trés lados com medidas conhecidas, uma vez que BE = 2m. Diante disso a construcdo é bem

simples.

Sobre o segmento BC dado, pode ser construido o triangulo BCE, com BC=a, CE=ce
BE =2m. ApO0s isso, é tracada uma reta r paralela ao segmento EC passando por B e uma
reta s paralela ao segmento BC passando por E. A intercessdo das retas r e s determina o

ponto A.

Agora serd mostrado que o tridngulo ABC, assim construido, realmente satisfaz as con-
di¢oes propostas no enunciado. Para isso basta observar que o quadrilditero ABCE é um
paralelogramo, uma vez que s é paralela ao segmento BC e r ao segmento CE. Isto nos ga-
rante que AB = CE = c e que as diagonais AC e BE se cortam no ponto médio, que sera
nomeado de D. Logo BD é mediana relativa ao lado AC e:

BE 2m
===

BD m

Com isso, o tridngulo ABC realmente satisfaz as condi¢des do enunciado.

Neste exemplo os antencedentes cruciais que auxiliaram a constru¢do foram o paralelo-
gramo ABCE e o triangulo BCE, que serviu como ponto de partida para a construcao uma

vez que os seus trés lados tinham medidas conhecidas.

O exemplo a seguir foi proposto por Wagner(2007), em [4], p 14.

Exemplo 5: Construa um tridngulo ABC conhecendo os tamanhos 3x,3y e 3z que sdo 0s

tamanhos das medianas relativas aos lados BC, AB e AC, respectivamente.

Considerando a técnica do problema resolvido e sendo D, E e F os pontos médios dos

lados AB, BC e AC, respectivamente, pode ser esbocada a seguinte figura:
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2z

Observe que sdo conhecidas as medidas dos segmentos BF =3z, CD =3y e AE =3x, e
como cada mediana divide cada uma das demais em dois segmentos em que um é o dobro
do outro entao GE = %AE =x, CG= %CD =2yeBG= %BF = 2z. Tomando um ponto H
sobre a reta AE de modo que GE = EH = x, com H # G, entende-se E é o ponto médio GH.
Como as diagonais BC e GH, do quadrildtero BGCH, se encontram no ponto médio, entdo

este quadrilatero é um paralelogramo.

Logo GH =2GE =2x, CH =BG =2z e BH = CG = 2y. Assim sdo conhecidas as medidas
dos trés lados dos tridngulos CGH e BGH. A partir disso, pode ser realizada a construcao do

triangulo ABC da seguinte maneira:

Primeiro devem ser construidos os tridngulos BGH e CGH, de modo que CH = BG =
2z, BH = CG =2y e GH = 2x, obtendo assim o paralelogramo BGCH. Apds isso, sobre a
semirreta HG, com origem em H, tome o ponto A # H tal que GA = 2x. Assim a construgao

do triangulo ABC foi terminada.

Agora serd mostrado que este triangulo ABC satisfaz as condi¢oes do enunciado. Sendo E
o ponto de intercessdo das diagonais BC e GH do paralelogramo BGCH, entende-se que E
é o ponto médio dos semgentos BC e GH. Sendo assim, AE é a mediana relativa ao lado BC

eGE:%I:x.

Além disso, é concluido também que GA = 2x. Portanto G divide a mediana AE em dois

segmentos, AG e GE, cuja a proporc¢do é de 2 para 1. Logo G é o baricentro do triangulo
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ABC. Consequentemente:

CG
—— =2
GD

2GD =CG=2y
GD=y

Portanto:
CD=CG+GD=2y+y=3y

E valido também que:
BG

—_— =2
GF

2GF=BG=2z
GF=z

Entao:
BF=BG+GF=2z+z=3z

Logo o triangulo ABC possui medianas AE=3x,CD=3ye BF=3z.

74

Neste exemplo os antecedentes esséncias para a construcao foram o paralelogramo BGCH

e os tridangulos BGH e CGH, que foram ultilizados como ponto de partida, uma vez que estes

triangulos possuem os seus trés lados com medidas conhecidas.

Os trés exemplos a seguir sdo exercicios propostos por Wagner (2007), em [4], p 23 e 24.

Exemplo 6: Construa um triangulo ABC conhecendo o A =6, o lado BC = r e a mediana

m relativa a base AC.

Solucao:
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Considere D o ponto médio de AC. Sdo conhecidas as medidas do lado BC, do angulo
BAC e damediana BD. Usando a técnica do problema resolvido, isto é, supondo conhecido

o triangulo ABC, pode ser desenhada a seguinte figura:

Seja E o ponto da semirreta BD de forma que D é o ponto médio de BE. Observe que o
quadrilatero ABCE é um paralelogramo, pois as suas diagonais AC e BE se encontram no
ponto médio D. Logo EC é paralelo a AB e BAC = DCE = 6. Portanto C pertence ao arco
capaz I do angulo 0 construido sobre o segmento DE. Por outro lado, como a distdncia de
B até C é r, entdo C também pertence ao circulo de centro em B e raio r. Logo C pertence a
intersecdo de I' com o circulo de centro em B. Com base nisso podemos construir o triangulo

da seguinte maneira.

Dado o segmento BD, usando o compasso com centro em D, pode ser marcado o ponto
E sobre a semirreta BD de forma que DE = DB. Em seguida, deve ser construido o arco
capaz I' do angulo 0 sobre o segmento DE. A intercessdao de I' com o circulo de centro B
e raio r, determina o ponto C. Finalmente, pode ser desenhado um circulo com centro D
passando por C. A intercessao deste circulo com a reta CD determina o ponto A. Assim o
triangulo ABC esta construido. Como os segmentos BE e AC se cortam ao meio temos que
quadrildtero ABCE é um paralelogramo, portanto BAC = DCE = 0. O tridngulo ABC assim
obtido tem BD = m como mediana e BC = r como base e assim ele satisfaz as condi¢oes do

enunciado.
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Neste exemplo os antencedentes crucias na resolu¢do deste problema de construcgio fo-
ram o o simétrico do ponto B com relacdo ao ponto D, que foi denominado por E, o arco
capaz do angulo 6 construido sobre o segmento DE e o paralelogramo ABCE. Todavia foi

tomado como ponto de partida, o ponto E.

Exemplo 7: Construa um tridangulo ABC conhecendo o angulo C =26, olado AB e a soma
s=AC+BC.

Solucao: Usando a técnica do problema resolvido, isto é, conhecido um tridangulo ABC

sujeito as condi¢oes do enunciado, pode ser esbocada a seguinte figura:

D

Neste exemplo deve-se transformar a soma de AC com BC em um tnico segmento. Para
isso serd considerado um ponto D sobre o prolongamento do segmento AC, no sentido de

A para C, de modo que CD = BC. Desta forma:
AD=AC+CD=AC+BC=s

e o triangulo DCB é is6sceles. Como é conhecido o angulo ACB = 26, que é um angulo

externo ao tridngulo DCB, entdo pelo teorema do angulo externo temos que:

A - 1 .
BDC=CBD = EACB =0
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Logo D pertence ao arco capaz A do angulo 0 construido sobre o segmento AB. Além
disso, sabe-se que AD = s. Consequentemente, o ponto D pertence também ao circulo de
centro em A e raio s. Sendo assim D pertence a intercessao deste circulo com o arco capaz
A, e isto torna possivel a construcdo do tridngulo ADB. Observe ainda que C pertence a
mediatriz do segmento BD, visto que CD = BC. A partir disso, a construcao do triangulo

ABC, pode ser feita da seguinte forma:

Construa o arco capaz A do angulo 6 sobre o segmento AB. Apos isso, trace o circulo de
centro em A e raio s e considere D como a intersecdo deste circulo com A. Finalmente, trace
a mediatriz m do segmento BD e considere o ponto C definido pela intersecdao de m com o

segmento AD. O triangulo ABC ,assim construido, satisfaz as condi¢cdes do enunciado.

Para verificar isso basta observar que o tridngulo BCD ¢é is6sceles com BC = CD, pois C

pertence a mediatriz de BD. Portanto:

CBD=CDB=6

Agora usando o teorema do angulo externo pode ser inferido que:

ACB=CBD+CDB =20

AC+CB=AC+CD=AD=s
Assim o tridngulo ABC realmente satisfaz as condi¢oes do enunciado.

Neste exemplo, os antencedentes que ajudaram na construc¢do do tridangulo ABC foram o
arco capaz do angulo 0 construido sobre o lado AB, o ponto D determinado pela intercessao
deste arco com a reta AC e o triangulo is6sceles BCD. Todavia o ponto de partida para a

construcdo foi o arco capaz do angulo 6 sobre o lado AB.

Exemplo 8: Construa um tridngulo ABC, conhecendo o lado BC = a, 0 angulo A=2a ea
diferenca d = AB— AC com AB > AC.

Solucao: Usando a técnica do problema resolvido pode-se construir a figura abaixo:
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Nesta figura foi escolhido o ponto M sobre o lado AB de tal modo que AM = AC. Observe
que:
MB=AB-AM=AB-AC=d

Além disso, temos que o triangulo ACM é isOsceles, logo:

ACM = AMC =90°—qa

Assim CMB =90° + a, pois 0s angulos CMB e AMC sdo suplementares. Isso faz com que
o ponto M esteja sobre o arco capaz do angulo 90° + 6 construido sobre o segmento BC. Por
outro lado, como BM = d, segue que M também pertence ao circulo com centro em B e com
raio igual a d. Este fato ajudard a construir o triangulo ABC de forma mais detalhada a partir

de agora.

Primeiro deve ser obtido o angulo « a partir da constru¢do da bissetriz do angulo 2a. Em
seguida obtenha o angulo de 90° + a através do angulo a, fazendo uma rotacao de 90°. Ap6s
isto, pode-se construir o arco capaz do angulo 90° + a sobre o segmento BC. A intersecao
deste arco capaz com o circulo de centro em B e raio d determina o ponto M. Portanto
BM =d.
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Agora tome o ponto A como sendo a intercessao da reta BM com a mediatriz da reta MC.

Com isto o tridngulo ABC estd construido.

Agora sera provado que este triangulo obtido na construcao de fato satisfaz as condigdes
do enunciado. Para isto deve ser notado que A esta sobre a mediatrizde AM. Logo AC = AM
e:

AB=AM+BM=AC+d

d=AB-AC

Além disso, como M esta sobre o arco capaz do angulo 90° + 8 construido sobre o seg-
mento BC entdo CMB = 90° +6. Consequentemente AMC =90° -0, pois CMB e AMC sao

angulos suplementares. Agora como o tridngulo ACM é is6sceles com AC = AM entdo:

ACM = AMC =90° -6

Somando os angulos no triangulo ACM segue que:

ACM+BAC+ AMC =180°

90° -6 + BAC +90° —0 =180°

BAC =20

Por fim, deve ser observado que o lado BC = a por construcdo. Assim o tridngulo BAC

obtido nesta construcao realmente satisfaz as condi¢coes do enunciado.

Neste exemplo, os antecedentes foram o arco capaz do angulo 90° + 6 construido sobre o
lado BC, o ponto M e o tridangulo is6sceles ACM. Contudo, o ponto de partida para constru-

cao foi o arco capaz.

Os dois exemplos a seguir sdo adptacoes dos exercicios propostos por WAGNER (2007),
em [4], p 25
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Exemplo 9: Considere duas retas r e s que se encontram em um ponto inacessivel C, e um

ponto P naregido delimitada por essas duas retas. Trace uma reta passando por P e por C.

Solucdo: Considere o problema o problema resolvido e observe a figura abaixo:

Nesta figura F e G sdo as projecoes ortogonais de P sobre r e s, respectivamente. Logo
entende-se que:
PGC + PEC =90° +90° = 180°

Portanto o quadrildtero CFPG é inscritivel num circulo X e assim pode-se inferir que
FPC = FGC = 6 < 90°, pois 8 é um angulo do triangulo retangulo FPC. Mas observe que
o angulo FGC é o menor angulo formado pelas retas r e FG. Mas como os pontos F e G sdo
pontos conhecidos entdo a reta FG est4 determinada e o angulo FGC também. Com isso,

pode ser feita a construcao.

Partindo do ponto P, trace as retas perpendiculares as retas r e s, respectivamente, deter-
minando o ponto F sobre s e o ponto G sobre r. Seja 0 o angulo agudo formado pelas retas
r e FG. Passando por P trace uma reta ¢ que forma um angulo 6 com o segmento FP, de

modo que o angulo @ esteja contido no interior do angulo FPG.

Serd provado agora que esta reta ¢ satisfaz as condicdes do enunciado, isto é, a reta ¢ vai

passar pelo ponto C. Para isso, considere que a reta t intercepte a reta r no ponto C; # G.
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Observe que FPC; =0 < 90°, e este angulo estd contido dentro do angulo FPG, isto significa
que o ponto C e o ponto C; estdo no mesmo semiplano definido pela reta FG, logo FGC; =
FGC = 6. Portanto FPC; = FGC; e com isso G pertence ao circuncirculo X do triangulo
FPG. Agora como CFP = CGP = 90°, entdo CFP + CGP = 180°, com isso 0 quadrilatero
FCGP é inscritivel e C pertence a X. Todavia C e C; sdo pontos da reta r, portanto C e C;
pertencem a intercessao de r com X. Mas como C e C; sao diferentes de G, entdao C = C;.

Logo areta ¢ passa por C.

Exemplo 10: Construa um trapézio conhecendo a soma das bases AB + CD = s, as diago-

nais AC=peBD=gqgeolado AD = a.

Solucao: Considere o problema resolvido e observe a figura abaixo.

Primeiro deve ser tracada uma reta paralela a diagonal BD passando por C, de modo que
esta reta encontre a reta AB no ponto E. Como o segmento DC é paralelo a reta AB e a reta
CE é paralela ao segmento BD, entdo o quadrilatero BDCE é um paralelogramo e assim
BD=CE=qeBE=DC. Logo:

AE=AB+BE=AB+DC=s

Observe que o triangulo ACE é facil de construir, pois conhecemos as medidas dos seus
trés lados. Este triangulo e o paralelogramo BDCE funcionam como antecendentes para a

construcao que sera feita a partir de agora.

Primeiro construa o triangulo ACE, com AC = p, CE = q e AE = s. A seguir, trace uma

reta r, paralela a reta AE, passando por C. A intersecdo da reta r com um circulo de centro
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em A e raio a determina o ponto D em duas posi¢coes, que serdo denominadas por D e D;.

Conforme mostra a figura abaixo:

Ap6s isto, desenhe duas retas, s e t, ambas paralelas ao segmento CE, que passam pelos
pontos D; e D, respectivamente. Agora considere os pontos B; e B como sendo a intercessao
da reta AE com as retas s e ¢, respectivamente. Os trapézios ABCD e AB1CD; sao duas

solucoes possiveis para o problema.

Agora serd provado que estes dois trapézios realmente satisfazem as condicdes do enun-
ciado. Para isso, observe que os quadrildteros BECD e B; ECD; sao paralelogramos uma vez

que CD; é paralelo EB); e By D, é paralela a CE que é paralela a BD. Logo:

D1Bi=DB=CE=gq

D,C=B,E

CD=BE

Com isso, se pode chegar a seguinte conclusao:

D,C+AB; = AB; +BE= AE= AB+BE=AB+CD=5s

Por fim como AD = AD; = a e AC = p é uma diagonal comum dos trapézios ABCD e

AB,CD,, estes quadrilateros realmente satisfazem as condi¢cdes do enunciado.



4 Consideracoes Finais

Tendo em vista a escassez de materiais voltados para resolucdo de problemas olimpicos
de Matematica é que surge esta dissertacao de mestrado. Ela foi elaborada, como um con-
junto de unidades didéticas, para servir de material de apoio ao professor e ao estudante
do Ensino Bésico. Apresentamos e aplicamos algumas técnicas voltadas para a resolucdo de
problemas de Geometria, a saber: técnica do elemento mais nobre, a técnica do problema
resolvido, generalizacao, especializacdo e analogia e o elemento auxiliar. Estas técnicas fo-

ram ilustradas ao longo de trés capitulos.

No capitulo 1, tratamos da técnica do elemento mais nobre e da do o elemento auxiliar. No
capitulo 2, foram abordados os temas: generalizacao, especializacao e analogia. No terceiro
capitulo tratamos da técnica do problema resolvido, também chamada processo de andlise
e sintese, trabalho pioneiro de Papus de Alexandria. Todos capitulos exploram os contetidos

por meio da resolugdo detalhada de problemas.

Esperamos que esta dissertacao possa contruibuir para o processo de Ensino e de Apren-
dizagem voltados para o treinamento olimpico de estudantes, em diferentes niveis, de ma-

neira que possa motivar a realizacao de diferentes tipos de trabalho nesta linha de trabalho.

Como trabalhos futuros, pretendemos estudar e aplicar essas e outras técnicas de resolu-
¢do de problemas nas outras dreas comumente exigidas em competicoes olimpicas: Algebra,
Aritmética e Combinatodria. Nesse sentido, esperamos ampliar o rol temético de abragéncia
dessa abordagem com intuito de favorecer e motivar o estudo da Matematica por parte dos

estudantes e professores.
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