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Resumo: De 2010 a 2019, segundo dados divulgados pelo INEP, houve uma redu-
¢ao no nimero de estudantes que constituem as turmas do Ensino Médio publico do Brasil
e a0 mesmo tempo ocorreu um leve aumento nas horas aulas diarias estudadas. Também
pode-se notar que a taxa de aprovacao, nesse mesmo periodo, passou de 76% para 85%.
Diante dessas informagoes surgem as seguintes questoes: a quantidade de alunos em sala
influencia na aprendizagem? Ou, aumentando a carga horaria em sala ira resultar em uma
melhor aprendizagem? Ou, ainda de uma forma mais enfatica, diminuindo a quantidade
de alunos em sala e aumentando a carga horaria o resultado sera satisfatério ao ponto
de elevar a taxa de aprovacao? Tais indagacoes foram analisadas e respondidas por meio
de modelos de analise de regressao utilizando o software R. Os resultados obtidos por
tais modelos afirmam que reduzindo o niimero de estudantes em sala e/ou aumentando a
carga horaria de estudo tera como resposta um aumento na taxa de aprovac¢ao, mostrando
que as variaveis relacionadas aos questionamentos iniciais influenciam na aprendizagem
dos estudantes do Ensino Médio publico do Brasil.

Palavras-chave: Indicadores Educacionais, Analise de Regressao, Software R.



Abstract: From 2010 to 2019, according to data released by INEP, there was a
reduction in the number of students that make up public High School classes in Brazil and,
at the same time, there was a slight increase in the number of daily classes studied. It can
also be noted that the pass rate, in the same period, went from 76% to 85%. Given this
information, the following questions arise: does the number of students in the classroom
influence learning? Or, will increasing classroom hours result in better learning? Or, even
more emphatic, will reducing the number of students in the classroom and increasing the
study hours will the result be satisfactory to the point of raising the pass rate? Such
questions were analyzed and answered through regression analysis models using the R
statistical software. The results obtained by such models state that reducing the number
of students in the classroom and/or increasing the study hours will have as an answer
an increase in the pass rate, showing that the variables related to the initial questions
influence the learning of public High School students in Brazil.

Key words: Educational Indicators, Regression Analysis, R Software
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1 Introducao

O numero de estudantes em sala de aula, a proporcao de professores por grupos
de alunos, o tamanho dos espacos fisicos disponiveis sao questoes que afetam o desempe-
nho e a aprendizagem, e estao ligadas ao aproveitamento do ensino. Caso a sala esteja
superlotada, serd muito mais dificil para os professores darem uma devida atencao a cada
aluno individualmente. Apesar da socializagdo ser um fator importante para incentivar
e aumentar o interesse pelo aprendizado, ha um limite para que o ntimero de estudantes
por turma nao passe a prejudicar o ensino. Mais do que a quantidade, é necessério prezar
pela qualidade.

Segundo o artigo 6° da Constituigao Federal de 1988, a Educacao é estabelecida
como um direito social e que o Ensino deve possuir um padrao de qualidade (BRASIL,
1988). Tais direitos também estdo presentes na Lei de Diretrizes ¢ Bases da Educacao
Nacional de 1996, em seu artigo 25 diz que as autoridades responséveis devem estabelecer
uma relacao adequada entre o nimero de alunos, professor e carga horaria (BRASIL,
1996).

Em 2012 a comissao de Educacao, Cultura e Esporte do Senado aprovou o projeto
de lei n. 504, de 2011 alterando o paragrafo tnico do art. 25 da Lei n. 9.394, de 20 de
dezembro de 1996, para estabelecer o nimero méximo de alunos por turma na pré-escola
e nos ensinos fundamental e médio (BRASIL, 2012).

Figura 1: Média de alunos por turma no Ensino Médio do Brasil
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira
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Mas a realidade nas escolas publicas é outra. De acordo com Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira — INEP de 2010 a 2019, como mostra
a Figura 1, apesar de ter ocorrido uma redugao, o ensino médio publico do pais neste
periodo sempre teve mais alunos por turma do que o ensino particular (INEP, 2010 -
2019).

Também com base nos dados do INEP sobre o Indice de Desenvolvimento da
Educacao Basica — IDEB, utilizado para medir a qualidade do aprendizado nacional e
deles estabelecer metas para a melhoria do ensino, pela Figura 2 pode-se observar que
nesse mesmo periodo o ensino particular obteve um melhor desempenho em relacao ao

publico.

Figura 2: IDEB do Ensino Médio
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Fonte: Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira

A avaliacao do rendimento escolar possui dois objetivos principais: identificar as
dificuldades de aprendizagem dos alunos para ajuda-los a supera-las; e avaliar a eficicia
do Ensino, sendo considerado um parametro de analise para o trabalho desenvolvido em
sala de aula e na escola, refletindo assim a qualidade do Ensino (HAYDT, 1997).

Assim, com base nas Figuras 1 e 2 é possivel destacar que o ensino publico em
relacao ao ensino privado tende a desejar, pois em turmas reduzidas, para o professor, é
mais facil acompanhar o ritmo de aprendizagem de cada estudante, ja turmas acima do
limite tendem a dispersao. Assim os professores acabam perdendo tempo desnecessario em
tentar manter o controle e a organizagao quando na verdade deveriam estar se dedicando

a0 ensino.

14



Por isso essa pesquisa pretende verificar se a quantidade de alunos por turma do
Ensino Médio publico do Brasil se reflete na taxa de aprovagao, ou seja, quer-se responder
a seguinte pergunta: Caso a quantidade de estudantes por turma do ensino médio publico
diminua, isso pode refletir em um aumento no desenvolvimento de seus conhecimentos,
resultando em um aumento do nimero médio da taxa de aprovacao nacional? Uma vez
que com menos estudantes em sala o professor passa a ter mais tempo ao atendimento
individual ao educando podendo assim, sanar melhor as possiveis dividas.

Nesse mesmo sentido, se aumentar a quantidade de horas estudadas em sala isso
também resultara em um aumento na taxa de aprovagao nacional do Ensino Médio Ptiblico
do Brasil? Ou ainda, com este mesmo publico, se aumentar a quantidade de horas diarias
estudadas e ao mesmo tempo diminuir a quantidade de alunos por turma isso resultara

em um aumento na taxa de aprovagao nacional?

15



2 Referencial teoérico

O desenvolvimento desse trabalho se dara utilizando calculos estatisticos com o

software R, tais detalhes se darao nas proximas segoes.

2.1 O software R

Em 1996 os professores do departamento de estatistica da Universidade de Auc-
kland, Nova Zelandia, Ross Thaka e Robert Gentleman desenvolveram o software R. O R
é um software livre e colaborativo com uma linguagem de programacao, por isso esta em
constante atualizacdo (R CORE TEAM, 2020).

A utilizagao deste software se concentra na area de estatistica por conta de sua
capacidade grafica e analise de dados, mas também é utilizado por desenvolvedores de
software de estatistica. Por ter inimeros pesquisadores utilizando o software R, este esta
em constante atualizacao. Em sua versao padrao possui um nimero limitado de pacotes
que sao bibliotecas para fungoes especificas, mas também ¢é possivel adicionar pacotes

desenvolvidos por outros pesquisadores.

Em geral, as licengas para softwares estatisticos comerciais apresentam
um custo elevado, o que gera grande dificuldade de manipulagao e
aprendizagem aos alunos que necessitam desta ferramenta para produzir
suas analises. Outro aspecto importante de se ressaltar é que os softwares
comerciais possuem seu codigo fechado, nao permitindo ao usuario
qualquer intervencgao, ficando o mesmo sujeito & tarefa de operacionalizar

os menus (ALCOFORADO; LEVY, 2017).

O R esta disponivel para download em seu site https://r-project.org/ sendo com-
pativel com diferentes sistemas operacionais (Windows, MAC ou Linux) e sua instalagao

¢ bem simples.

2.2 Modelo de regressao

A teoria de Regressao teve origem no século XIX com Francis Galton. Em um
de seus trabalhos ele estudou a relagao entre a altura dos pais e dos filhos, procurando
saber como a altura do pai influenciava a altura do filho. Galton notou que pais com baixa
estatura tendem a ter filhos também com baixa estatura, porém os filhos tém altura média
maior do que a altura média de seus pais. O mesmo acontecendo em sentido contrario,
com pais de estatura alta. Essa observacao Galton chamou de regressao, ou seja, existe
uma tendéncia de os dados regredirem a média (DEMETRIO; ZOCCHI, 2006).
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Quando sao analisados dados que sugerem a existéncia de uma relagao funcional
entre duas variaveis, surge entao o problema de se determinar uma fun¢ao matematica que
exprima esse relacionamento. A anéalise de regressao linear é uma relacao entre a variavel
dependente (Y) e uma ou vérias variaveis independentes (Xp, Xs, ..., X,). A regressao
linear é responsavel por determinar a equagao que melhor representa a dispersao grafica
entre a variavel dependente e a(s) variavel(is) independente(s).

Segundo Bussab e Morettin (2010), o modelo de regressao linear pode ser escrito
como:

yi=a+pr;+e, i=1,2,..n (1)

Ainda segundo os autores esses modelos podem ser classificados em trés diferentes

formas que sao: Modelos lineares, modelos linearizaveis e modelos nao lineares.

i. Modelos lineares: sao aqueles que se referem ao modo como os parametros entram

no modelo de forma linear. Seja (2) uma equagao que representa o modelo linear.

y=a+pe 2)

ii. Modelos linearizaveis: sao aqueles que nao sao lineares em sua forma inicial, mas

podem ser transformados em lineares, por meio de transformagcoes das variaveis.

y=ap* (3)

Assim, aplicando logaritmo em ambos os lados de (3), tem-se:

log(y) = log(a.B")
log(y) = log(a) + log(B")
log(y) = log(a) + x.log(B) (4)

Fazendo y; = log(y), a; = log(a) e B = log(3) em (4) resulta em:
Y=o+ x5 (5)

Que é um modelo linear.

iii. Modelos nao lineares: sao aqueles nao lineares em relagao aos parametros e nao

possuem transformacao conhecida capaz de torna-los lineares. Como exemplo o

17



Modelo de Gompertz (THOMAS, 2016):
y = ea—i-ﬁ.p.z +e (6)

Em que o, 3€R e 0 < p < 1eafuncio de Gompertz e*#% & monotonicamente

crescente.

2.3 Regressao Linear Simples

Uma regressao linear simples é definida como uma relagao entre a varidvel depen-

dente (Y') e uma variavel independente (X) e é representada pela equagao:
yi:Oé—i-ﬁ..I'i—i-Ei, i:1,2,...,7’b (7)
Onde:

e y,; representa o valor da varidvel dependente, Y, na observacao i = 1,2, ..., n;
e 1; representa o valor da variavel independente, X, na observagao i = 1,2, ..., n;

e « ¢ o intercepto e representa o ponto onde a reta corta o eixo das ordenadas;

£ é o coeficiente angular que representa o quanto varia a média de Y para um

aumento de uma unidade da variavel X

e ¢;,i=1,2,...,n sao variaveis aleatérias que correspondem ao erro.

A Figura 3 representa a interpretacao geométrica dos parametros o e 5.

Figura 3: Interpretacao geométrica dos parametros « e 3

y

Fonte: Adaptado de Bussab e Morettin (2010, p.450).
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2.4 Pressupostos de uma Regressao Linear Simples

Segundo Lewis-Beck (1980), os seguintes pressupostos precisam ser satisfeitos para

que uma regressao linear seja adequada:

i. a relacao entre as varidveis dependente e independente deve ser linear;

ii. as variaveis foram medidas adequadamente, ou seja, assume-se que nao ha erro

sistematico de mensuracao;

iii. a expectativa da média do termo de erro é igual a zero;
Em (7) foi definido o modelo de regressao linear simples, pressupondo entao que

E(e;)) =0 parai=1,..,n, tem-se:

E(y;) = Ela+ Bz +¢)
E(y)) = a+ B+ E(e)
E(y;)) = a+ Bz (8)

iv. homocedasticidade, ou seja, a variancia do termo de erro é constante para os dife-
rentes valores da variavel independente. Lembrando que E(¢;) =0, parai=1,...,n

e também que E(e?) = o2 Assim:

var(e;) = E(e}) — [E(e)?
var(e) = o —0?

var(e;) = o (9)
E consequentemente,

var(y;)) = wvar(a+ fz; +€)

var(y;) = wvar(a+ px;) + var(e;)
Mas a+ fz; é um termo constante, logo var(a+ Bz;) = 0, como var(¢;) = o entao:
2

var(y;)) = o

v. auséncia de autocorrelagao, ou seja, os termos de erros sao independentes entre si,
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vi.

vil.

Viil.

1X.

2.5

o que significa:

cov(ej, €5) = E(eie;) — E(ei)E(e;)
cov(e;,€;) = E(€e;)
cov(e;e5) = 0
Para i # j, parai,j =1,2,....n.
a variavel independente nao deve ser correlacionada com o termo de erro;

nenhuma varidvel teoricamente relevante para explicar Y foi deixada de fora do

modelo e nenhuma variavel irrelevante para explicar Y foi incluida no modelo;

assume-se que o termo de erro tem uma distribuicao normal;
De iii. e v. tem-se:
€~ N(0,0%),i=1,2,...n (10)

e, portanto,
yi ~ N(a+ Br;,0%),i=1,2,...n (11)

ha uma adequada proporgao entre o ntimero de casos e o nimero de parametros

estimados.

Estimacgao dos parametros do modelo (Método dos Minimos
Quadrados)

Supondo existir uma relacao linear entre as variaveis X e Y, entao resta determinar

os parametros « e 5. Uma maneira de determinar esses parametros foi proposta por Gauss
(1795) chamada de Método dos Minimos Quadrados.

O objetivo desse método é minimizar a distancia de cada ponto (z;,y;) do grafico

a cada ponto (z;, @ + ;) da reta. A distancia entre esses dois pontos é |y; — a — Bz;| e

a soma dos quadrados dessas distancias é:

n

¢= (y;—a—pz)’ (12)

i=1
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Figura 4: Distancia de um ponto (z;,y;) a reta y = a + fx
y

(x0¥0)

L]
yi—a—ﬁxi{ y=a+px

— o+ Bx;

Fonte: Souza (2003, p.1)

Os candidatos a ponto de minimo da fungao (12) sdo aqueles para os quais s@o

nulas as derivadas parciais de ¢ em relacao a cada um de seus parametros, isto é:

dq &

L S (19
@ — _Qimi(yi—a—ﬁxi) =0 (14)
o i=1

Tendo em vista que:

n

Sli—a—Bu)=) - a=> Br;=> yi—na—BY
i—1 i=1 i=1 i=1 i—1

i=1
E que:
n n n n
> - i) = Yoo o 3on ) -5 3o47)
=1 i=1 i=1 i=1
Resulta no seguinte sistema de equacoes, denominadas “equacoes normais” do pro-

blema, cujas incognitas sao os parametros « e [ da equacao y = o + fux:
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RN (15)
a( ) (Zf%) ZZ:Zl%%

Sabendo que T = Z riey =1+ Z y;, representam as médias de X e Y, respec-

tivamente. Assim, isolando a na prlmelra equagao do sistema (15), obtém-se:

n

;yi é%

Agora substituindo (16) na segunda equagao de (15).

(z) +6<Zx?) SN e = G 8 =Y

i—1 i1 i—1 i—1 i—1 i—1

521’522%%—@—5@2% = 5Z$?:Z$¢yi—yzxi+ﬁfzxi:>
i—1 i1 i—1 i1 i—1 i1 i—1

ﬂixf = ixzyz —ynT + fInT = Bixf = i@yz —ynT + BnT® =
i=1 i=1 i=1 i=1

Bix? — pnz* = ix,yz —ynT = B(ixf — nf2> = ixiyi —ynT =
i=1 i=1 i=1 i=1

> TilYi — YnT
B = =5 17
S a? — nx? "

i=1

Portanto, os valores de v e 8 de (15) sdo:

n

> Tiyi—ynT
- — i=1
n
> 22 —nz?
=1

.
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2.6 Regressao Linear Miltipla

A diferenca entre a regressao linear miiltipla e a regressao linear simples é que na

miultipla sao consideradas duas ou mais variaveis independentes enquanto que na regressao

linear simples é considerada apenas uma. Assim, tem-se o seguinte modelo teorico:

(18)

Wn

a+ By + YT + o TXp F g, =1,

Yi =

Onde:

=1,2,...,n;

80 i,

e y; representa o valor da variavel dependente na observag

ésima observacao das p variaveis

lores da i

., Sa0 0S va

G Lip, 1 = 1,2, ..

® Ti1, T2, --

independentes;

ao;

tros ou coeficientes de regress

A

., T Sa0 0S parame

b aaﬁ?’%“

.,n correspondem aos erros aleatorios.

2.

Y

L4 €¢,’i:1

dimensional referente as variaveis expli-

A equagao (18) descreve um hiperplano p

cativas como mostra a Figura 5.

Figura 5: Hiperplano p-dimensional referente as variaveis independentes

CUTTING

125.00

15.00

ANGLE

Fonte: Rodrigués (2012, p.24)
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Pressupostos de uma Regressao Linear Multipla

Os pressupostos de uma regressao linear multipla sao:
a relacao entre as varidveis dependente e independentes deve ser linear;

as variaveis foram medidas adequadamente, ou seja, assume-se que nao hé erro

sistemético de mensuragao;
a expectativa da média do termo de erro é igual a zero;

homoscedasticidade, ou seja, a variancia do termo de erro é constante para os dife-

rentes valores da varidvel independente;
auséncia de autocorrelacao, ou seja, os termos de erros sao independentes entre si;
a variavel independente nao deve ser correlacionada com o termo de erro;

nenhuma variavel teoricamente relevante para explicar Y foi deixada de fora do

modelo e nenhuma variavel irrelevante para explicar Y foi incluida no modelo;

assume-se que o termo de erro tem uma distribui¢ao normal.

Logo ¢; ~ N(0,0?),i = 1,...,n assim y tem uma distribuicao normal com variancia

o2 e para o caso da equagao (18) tem-se:

EY)=a+8X1 +7Xo+ ...+ 71X,
h& uma adequada proporgao entre o niimero de casos e o nimero de parametros
estimados;
as variaveis independentes nao apresentam alta correlagao, o chamado pressuposto

de nao multicolinearidade.

Transformacao de dados

Segundo Allaman (2019), a transformagao de dados ¢ uma forma possivel de con-

tornar o problema de pelo menos um dos pressupostos da regressao linear nao ser atendido,

assim uma transformagao com os dados originais se faz necessario. E importante ressaltar

que a transformacao nao garante que todos os pressupostos sejam atendidos e, portanto,

deve-se fazer uma nova anélise dos residuos para checagem. A transformacao so serve

para realizar os testes de hipoteses, desse modo, a apresentacao dos resultados deve ser

feita com a variavel original.
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Caso o modelo de regressao testado falhe em algum dos pressupostos é possivel
aplicar uma transformacao nas variaveis do modelo. Dentre as diversas transformacoes
existentes, aqui serd apresentada a transformacao logaritmica e a de Box-Cox, ambas

exemplificadas por Allaman (2019).

2.8.1 Transformacgao logaritmica

Geralmente quando os dados sao continuos e mesmo assim os residuos nao apre-
sentam uma distribuicao normal, entao a transformacgao logaritmica pode ser ttil para
contornar tal violagao dos pressupostos, nao importando neste caso, se a base ¢ 10 ou e
(logaritmo neperiano). Portanto, seja X uma variavel aleatéria mensurada na unidade de

observagao, tem-se a seguinte transformacao:
Y; = log(X;) ou Y; = In(X;)

Caso alguns dos elementos for igual a zero, a transformacgao pode ser realizada da

seguinte forma:
Y, =log(X; +k)ouY;, =In(X;+ k)

Onde:

e X, sao os elementos da variavel original do modelo, com ¢+ = 1,2, ..., n;
e Y, sao os elementos da variavel transformada, com i = 1,2, ..., n;

e k uma constante maior que zero.

2.8.2 Transformagao de Box-Cox

Esse método de transformagao das varidveis foi proposto em 1964 pelos estatisticos
britanicos George Edward Pelham Box e Sir David Roxbee Cox, ficando esse processo
conhecido como transformacao Box-Cox (BOX; COX, 1964).

Tomando Xy, Xs, ..., X,, como os dados originais do modelo, sobre eles é aplicada

a transformacao Box-Cox que permite estabelecer o parametro A tal que:

XA —1
Yi(\) = N se A#0
log(X;), se A=0

(19)

Estabelecido o valor de A é encontrado os valores dos dados transformados Y7, Ya, ...,
Y.
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2.8.3 Transformacgao utilizada neste trabalho

Nas segoes 4.2 e 4.3 podera ser observado que os modelos iniciais a serem testados
falham em alguns de seus pressupostos, assim sera realizada a transformagao sobre uma
das varidveis do modelo, no caso a varidavel em questao é “alunos por turma”. Chegou-se
a confirmagcao dessa variavel pois essa se correlaciona com o termo de erro do modelo em
4.2 e possui alta correlagao com a variavel “horas estudadas” em 4.3.

Inicialmente, formam realizadas as transformacoes elencadas no item 2.8, mas os
novos modelos de regressao que continham a variavel transformada continuavam falhando

no mesmo pressuposto. Até que foi testada a seguinte transformacao:

VX,

eXi

Y, =

Onde:
e X, a variavel original, e

e Y, ¢é a varidvel transformada.

Neste caso, todos os pressupostos do modelo de regressao linear utilizando a va-
ridvel Y; foram atendidos. Mas, foi pensado em simplificar essa transformacao. Assim foi

realizada uma nova transformacao:

X;
eXi

Y, =

Que novamente verificou-se que todos os pressupostos sao atendidos, e por fim
chegou-se a transformagao:

Y, =~ (20)

eXi
Esta, mais simples que as anteriores e contemplando todos os pressupostos de
modelo de regressao linear utilizando a variavel transformada.
Onde, X; e Y; sao respectivamente, os elementos das variaveis “alunos por turma”
e “AlunosT”. Esta ultima sendo a variavel transformada, ficando seus elementos, como

mostra a Tabela 1
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Tabela 1: Variaveis “Média de alunos por turma” e “AlunosT”

Média de
Ano alunos por AlunosT
turma

2010 32,87 5,305610x 1071
2011 32,23 1,300621x 10714
2012 31,70 1,709480x 10~
2013 31,33 2,748800x 10714
2014 31,07 3,209740x 1014
2015 30,57 5,291970x 10~
2016 30,93 3,692080x 10714
2017 30,90 3,804530x 10714
2018 30,73 4,509520x 10~
2019 30,03 9,081060x 10714
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3 Material e Métodos

A seguir, sera apresentada a metodologia proposta nessa dissertacao. Primeira-
mente serao apresentados os dados utilizados na pesquisa, apos, os métodos empregados

para desenvolver o modelo de regressao linear.

3.1 Material

Os dados utilizados nessa dissertacao foram obtidos no site do (INEP, 2010 - 2019).
Os indicadores analisados sao: média de alunos por turma, média de horas-aula diaria e
taxa de rendimento. Vale ressaltar que os indicadores de média de alunos por turma e
taxa de rendimento sao divulgados desde 2007, mas o indicador média de horas-aula diaria
comegou a ser divulgado apenas em 2010. Assim, para manter o mesmo parametro, as
analises realizadas se compreendem de 2010 a 2019. Uma outra observacao é que alguns
desses indicadores ja possuem informagoes sobre o ano de 2020, mas como este foi um ano
atipico por conta da pandemia de Covid-19, entao decidiu-se permanecer com o primeiro
recorte temporal.

Todos os indicadores educacionais utilizados possuem informacgoes referentes ao
Brasil, das cinco regioes brasileiras, dos estados da federagao, municipios e também os
dados individuais de cada escola. Esses indicadores sao divulgados em planilhas disponi-
veis para download no site do INEP, sendo possivel verificar a dependéncia administrativa
da escola (privada, municipal, estadual ou federal) e também se sua localizagdo ¢ urbana
ou rural. As informagoes estao distribuidas entre Ensino Fundamental (inicial e final) e
Ensino Médio.

Os dados utilizados nessa dissertagao sao referentes aos indicadores citados acima
de 2010 a 2019 do Ensino Médio. Assim, foi necessaria uma organizacao das informagoes

as quais serao apresentadas em forma de tabela na se¢ao 4 deste trabalho.

3.2 Meétodos

Nesta secao estao apresentados os pressupostos para desenvolver uma regressao

linear. Lembrando que neste trabalho é utilizado o Software R versao 4.0.3.

3.2.1 Normalidade dos residuos

A normalidade dos residuos pode ser analisada através de gréaficos ou por testes

de hipéteses. Aqui sera analisado o grafico QQ mais conhecido como Q@ plot, que é

28



um grafico de dispersao utilizado para avaliar se um conjunto de dados possui alguma

distribuicao teodrica, como normal, polinomial, exponencial, logaritmica dentre outras.

Figura 6: QQ plot

(a) Residuos apresentam distribui¢do normal (b) Residuos nédo apresentam distribuigdo normal

Normal Q-Q Normal Q-Q

AN SDO O W Oéﬁ)

Standardized residuals
2 -1
|
Standardized residuals
1
|

-3

Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

Fonte: https://data.library.virginia.edu/diagnostic-plots/

Para que os residuos sejam considerados normais, eles tém de estar linearmente
distribuidos sobre a linha tracejada da Figura 6. Os pontos na Figura 6a nao estao perfei-
tamente distribuidos, mas estao aproximados da linha tracejada, entao pode-se considerar
que os dados da Figura 6a seguem uma distribuicao normal. Ja na Figura 6b os pontos
estao distribuidos em formato exponencial, logo os residuos de graficos com esse formato
nao sao considerados com distribui¢cao normal.

Outra forma de avaliar a normalidade dos residuos quando sua amostra é menor
que 30 elementos foi proposto por Shapiro e Wilk (1965). Essa técnica é conhecida hoje

como teste de Shapiro-Wilk, representado pela letra WW. As hipdteses testadas sao:

Hy : os residuos seguem uma distribui¢ao normal

H, : os residuos nao seguem uma distribuicao normal

A estatistica do teste Shapiro-Wilk é:

Onde z; sao os valores das amostras ordenadas, ou seja, r1 < To < ... < T,,T € a

média dos valores da amostra e b é determinada da seguinte forma:
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(5
> i1 (Tp_ip1 — T;), se n é par
i=1

n+1
2

\ > it (Tp—ip1 — ;), se n é impar
i=1

Em que a,_;11 sao constantes geradas pelas médias, variancias e covariancias de
uma amostra de tamanho n.

Para realizar esse mesmo teste utilizando o software R basta inserir o comando
shapiro.test. Esse teste ja esta disponivel na biblioteca do software em sua versao

padrao, nao sendo necessario instalar pacote adicional. As informacgoes obtidas sao:
Figura 7: Qutput teste Shapiro-Wilk

Shapiro-wilk normality test

data: mod$residuals
W = 0.94724, p-value = 0.6359

Neste caso, sao obtidos W, que representa o valor calculado do teste de Shapiro-

Wilk e p-value ou em portugués p-valor, mede o quanto os dados do modelo sao compa-

tiveis com a hipotese nula.

3.2.2 OQutliers dos residuos

A anélise grafica para verificar a existéncia de outliers em um modelo, consiste em
observar pontos afastados da maioria dos demais. A existéncia desses pontos faz surgirem
dividas se esses pontos afastados estao interferindo de algum modo no modelo testado.

O grafico Residuals vs Leverage (em tradugao livre residuos vs pontos de alavanca-
gem) é considerado o mais indicado para essa andlise grafica. Nele os outliers ou pontos
de alavancagem estao além da linha tracejada, como mostra a Figura 8b. Neste caso, o
R ja indica com um rétulo o elemento do modelo que esta mais afastado.

A Figura 8a nao possui nenhum ponto além da linha tracejada, entao pode-se
considerar que os dados da Figura 8a nao apresenta nenhum ponto de alavancagem. Ou

seja, o modelo testado nao possui outliers.
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Figura 8: Residuos em relacao aos pontos de alavancagem

(a) Residuos nao possuem outliers (b) Residuos possuem outliers
Residuals vs Leverage Residuals vs Leverage
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Fonte: https://data.library.virginia.edu/diagnostic-plots/

Para realizar a analise da existéncia de outliers no R através de testes é utilizada
a fungao summary (rstandard(modelo)) do pacote stats. Essa funcao ja esta disponivel

na biblioteca do software em sua versao padrao. As informagoes obtidas sao:
Figura 9: Output da fun¢ao summary

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.46050 -0.69928 -0.08365 0.03896 0.89794 1.53472

Em sequéncia da esquerda para a direita na Figura 9 sao apresentados o valor
minimo, primeiro quartil, mediana (ou segundo quartil), média, terceiro quartil e valor
méaximo. Aqui todos os valores estao padronizados, e caso haja algum ponto de alavanca-
gem este terd um valor padronizado superior a 3, ou inferior a —3 e além disso a mediana

tem de ficar proxima a zero.

3.2.3 Independéncia dos residuos

A analise grafica para a independéncia dos residuos pode ser realizada em dois
diferentes graficos.

Para que haja independéncia dos residuos a distribuicao dos pontos deve acontecer
com a mesma amplitude em torno do zero, ou seja, para que os residuos sejam considerados
independentes eles tém de estar igualmente espalhados em torno de uma linha horizontal,

de preferéncia se essa linha for sobre o ponto zero do eixo dos residuos.
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Figura 10: Residuos em relacao aos valores ajustados

(a) Residuos sao independentes (b) Residuos nao sao independentes
Residuals vs Fitted Residuals vs Fitted
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Fonte: https://data.library.virginia.edu/diagnostic-plots/

Assim, pode-se afirmar que os residuos da Figura 10a sao independentes, enquanto

que os residuos da Figura 10b nao sao independentes.

Figura 11: Raiz quadrada dos residuos padronizados em relacao aos valores ajustados

(a) Residuos sao independentes (b) Residuos nao sao independentes
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Fonte: https://data.library.virginia.edu/diagnostic-plots/

Na Figura 11 tem-se a raiz quadrada dos residuos padronizados em relagao aos
valores ajustados, e neste caso a analise a ser feita é praticamente a mesma que realizada
nos graficos da Figura 10. A Figura 11a apresenta uma linha proxima da horizontal com os

residuos distribuidos aleatoriamente. Ja a Figura 11b possui uma linha quase que linear,
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porém com uma inclinagao e com os pontos apresentando uma maior dispersao depois de

0. Assim, a melhor figura que representa a independéncia dos residuos é a Figura 11a.
Outra forma de analisar a independéncia dos residuos foi proposta por Durbin e

Watson (1950). Hoje essa técnica é conhecida como teste Durbin-Watson, representada

por DW e as hipoteses testadas sao:

{ Hy : nao existe autocorrelagao entre os residuos

H, : existe autocorrelagao entre os residuos

A estatistica do teste é:

n

Z(Ei - 61‘—1)2
DW = =2

n
2
> €
i=1
Onde ¢; é o termo do erro do modelo na i-ésima observacao. Para tomar a decisao
de aceitar ou rejeitar Hy é necessario verificar o valor de DW e compara-lo aos valores
criticos de dy, e dy do Quadro 1 de Durbin-Watson. O Quadro 1 informa as decisoes a

serem tomadas em func¢ao dos valores criticos.

Quadro 1: Quadro de decisao em funcao de dj, e dy

Zona de rejeicao ou aceitagao de H
DW 0,dL) [dr; dy) [dy; 4 — dy) [4 —dy;4 —dp) [4 — dp; 4]
Rejeitar H Nada se | Nao rejeitar Hy Nada se Rejeitar H
Decisao | Autocorrelagao | pode | Os residuos sao pode Autocorrelagao
positiva concluir | independentes concluir negativa

No R ¢ possivel realizar o teste de Durbin-Watson através do pacote “car” em sua
versao atual, 3.0.11 (FOX; WEISBERG, 2019). Para utilizar o pacote “car” primeiro é
necessario instala-lo e apos carrega-lo executando, respectivamente, as seguintes linhas de

comando:

> install.packages("car"

> library("car"

Com o pacote “car” instalado e carregado agora é possivel realizar a estatistica de

Durbin-Watson no R seguindo o comando:

> durbinWatsonTest (model, ...)
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As informacoes obtidas desse teste sao:

Figura 12: Output do teste de Durbin-Watson

Tag Autocorrelation D-W Statistic p-value
1 -0.5453145 3.016875 0.116
Alternative hypothesis: rho != 0

Onde, D-W Statistic é a estatistica de Durbin-Watson, ou seja, o valor calculado

da estatistica. P-value é o p-valor da hipotese a ser testada.

3.2.4 Homocedasticidade dos residuos

Pode-se analisar a homocedasticidade dos residuos através de graficos ou por testes
de hipoteses. Para esse pressuposto é necessario analisar o grafico da raiz quadrada dos
residuos padronizados pelos valores previstos dos residuos que é o gréafico Scale-Location.
Este é um grafico de dispersao utilizado para verificar a suposicao da igualdade da varian-
cia entre os residuos, caso essa igualdade exista, havera uma linha no sentido horizontal.

A linha da Figura 13a nao esta perfeitamente horizontal, mas esta aproximada. Ja
na Figura 13b a linha est4 com uma inclinagao ferindo a condicao inicial de homocedasti-
cidade dos elementos. Assim, a Figura 13a é a que melhor representa a homocedasticidade

entre os residuos.

Figura 13: Raiz quadrada dos residuos padronizados em relacao aos valores ajustados
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Fonte: https://data.library.virginia.edu/diagnostic-plots/

Dentre os testes existentes para avaliar a homocedasticidade dos residuos o teste

34



utilizado neste trabalho foi desenvolvido por Breusch e Pagan (1979). As hipoteses tes-

tadas sdo:

.2 2_ _ 2
Hy:0f=05=..=0}
H, : pelo menos um dos o? é diferente, i = 1,2, ...,n

Para realizar o teste Breusch-Pagan utilizando o R é necessario o pacote “lmtest”
desenvolvido por Zeileis e Hothorn (2002). Primeiro é necessario instalar o pacote e apos

carregar, executando respectivamente as seguintes linhas de comando:

> install.packages("lmtest")
> library("lmtest")

Com o pacote “lmtest” instalado e carregado agora ¢é possivel realizar a estatistica

de Breusch-Pagan no R seguindo o comando:
> bptest(formula, varformula = NULL, data = list())

Onde:

e formula: o modelo a ser testado;

e varformula: uma equacao que descreve apenas as varidveis explicativas potenciais

para a variancia;

e data: sao os dados do modelo.

As informagoes obtidas desse teste sao:

Figura 14: Output do teste Breusch-Pagan

studentized Breusch-Pagan test

data: mod
BP = 0.34589, df = 1, p-value = 0.5565

Onde:
e BP ¢ a estatistica de Breusch-Pagan, ou seja, o valor calculado da estatistica;
e df os graus de liberdade, pois esse teste segue a distribuicao qui-quadrado;

e P-value é o p-valor da hipotese a ser testada.
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4 Resultados e discussoes

Os dados analisados aqui foram obtidos no site do INEP e organizados na Tabela
2. Vale ressaltar que todas as informacoes da Tabela 2 sao referentes ao Ensino Médio

publico do Brasil.

Tabela 2: Ensino Médio piblico do Brasil

Taxa de Taxa de Taxa de o
Horas N - Média de alunos
Ano aprovacao reprovacao abandono
estudadas por turma
em (%) em (%) em (%)
2010 4,5 76,17 12,6 11,23 32,87
2011 4,5 76,17 13,33 10,5 32,23
2012 4,53 77,47 12,43 10,1 31,7
2013 4,67 79,07 12,03 8,9 31,33
2014 4,77 79,2 12,37 8,43 31,07
2015 4.8 80,7 11,77 7,53 30,567
2016 4.8 80,37 12,33 7.3 30,93
2017 4.9 82,07 11,2 6,73 30,9
2018 4,97 82,2 10,93 6,87 30,73
2019 5,07 85,27 9,43 5,3 30,03
Fonte: INEP
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4.1 Regressao linear simples entre horas estudadas e taxa de
aprovacgao

O modelo de regressao linear em questao pretende verificar se a quantidade de
horas estudadas pelos estudantes do Ensino Médio publico do Brasil se reflete na taxa de
aprovagao, ou seja, quer-se responder a seguinte pergunta: Caso os estudantes que cursam
o ensino médio publico do pais permanecam mais horas diarias em aula desenvolvendo
suas habilidades, com o decorrer dos anos isso pode realmente refletir em um maior
desenvolvimento de seu conhecimento resultando em um aumento do nimero médio da
taxa de aprovacao nacional?

Mas antes disso, é necessario verificar os pressupostos da regressao linear simples.
Inicialmente ¢é preciso carregar os dados a serem analisados no R, a versao utilizada aqui
¢ a 4.0.3. Vale ressaltar que neste trabalho ¢ utilizado o RStudio em sua versao 1.4.1717,
este é uma interface mais intuitiva que a do R, mas em ambos os resultados sao os mesmos.

No RStudio os dados sao carregados seguindo o caminho: File > Import Dataset >
From FEzcel.... Lembrando que os dados desta analise, que aparecem na Tabela 1, foram
organizados numa planilha antes de serem importados. Apos, as informacoes carregadas
sao nomeadas como “dados”.

Neste modelo, a varidvel dependente é taxa de aprovacao e a variavel independente
é horas estudadas. Agora com as variaveis ja conhecidas é preciso verificar se ha alguma
relagao linear entre elas, no R a fungao “plot” é utilizada para a construgao de graficos.

Assim:

> plot(dados$Horas,dados$Aprovacdo, xlab="Horas estudadas", ylab="Aprova-

gdo", cex=1.5, cex.lab=1.5, cex.axis=1.5, pch=19)

Para essas variaveis tem-se o seguinte grafico de dispersao:

Figura 15: Relagao linear entre taxa de aprovacao e horas estudadas
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Observando a Figura 15 é possivel notar que os pontos distribuidos nao formam
perfeitamente uma relagao linear, mas se aproximam dela, nao tendo nenhuma semelhanca
com o grafico de uma relagao quadratica ou exponencial. Mas realizando o teste de

coeficiente de correlacao linear de Pearson entre essas varidveis no R através da funcgao:
> cor.test(dados$Horas,dados$Aprovacio)

Obtém-se:

Figura 16: Output teste de coeficiente de correlacao
Pearson's product-moment correlation

data: dados$Horas and dados$Aprovacao
t = 13.782, df = 8, p-value = 7.415e-07
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.9131868 0.9953232
sample estimates:
cor
0.9795848

Do teste de coeficiente de correlagao linear de Pearson realizado no R a correlacao
entre as variaveis é de aproximadamente 0,98. Como essa é uma correlacao forte e além
disso o p-valor desse teste é de 7,415 x 1077 indicando a rejeicio da hipdtese de que
o coeficiente de correlagao seja igual a zero. Assim pode-se afirmar que a distribuigao
grafica dessas variaveis possui uma relacao linear.

A seguir serao analisados os pressupostos do modelo de regressao para informar
com mais precisao se realmente essas varidveis formam uma regressao linear. Mas, antes
disso, é preciso construir tal modelo no R. O modelo a ser analisado sera chamado de

“mod”, e para cria-lo é utilizada a funcao “1m” do inglés linear model. Assim:

> mod <— lm(Aprovagdo ~ Horas, dados)

Os graficos utilizados para a analise dos pressupostos de normalidade, outliers,
independéncia e homocedasticidade dos residuos sao obtidos pelo comando plot (mod) no
R. O primeiro pressuposto a ser analisado nos residuos é a sua normalidade. Para realizar
a analise gréafica deste pressuposto é utilizado o grafico QQ plot.

Na Figura 17 para que os residuos apresentem uma distribuicao normal, os pontos
do grafico tém de estar sobre a linha pontilhada. Neste caso, nao estao perfeitamente

alinhados, mas estao aproximados da linha fugindo um pouco em alguns deles.
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Figura 17: Normalidade dos residuos
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Disto, é possivel considerar que ha uma distribuicao normal dos residuos, mas
aplicando o teste de Shapiro-Wilk no modelo é possivel ter uma afirmacao mais precisa

sobre tal.

Figura 18: Output teste Shapiro-Wilk
Shapiro-wilk normality test

data: mod$residuals
W = 0.95912, p-value = 0.7758

Ressaltando que o teste de Shapiro-Wilk tem as seguintes hipdteses:

Hy : os residuos do modelo seguem uma distribui¢ao normal

H; : os residuos do modelo nao seguem uma distribuigao normal

Considerando o teste para 5% de significancia e observando que o p-valor obtido
nesse teste foi de 0, 7758 entao, neste caso, a hipdtese nula é considerada, podendo afirmar

que os residuos do modelo em questao seguem uma distribui¢ao normal.

Figura 19: Outliers nos residuos
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O préximo pressuposto a ser observado é a existéncia de outliers. Realizando uma
analise da Figura 19 é possivel observar que existe um ponto além da linha vermelha
tracejada no grafico, mas utilizando a comando summary(rstandard(mod)) é possivel
afirmar se o ponto em questao pode ser considerado como ponto de alavancagem.

Da anélise, como mostra a Figura 20, os valores padronizados estao entre —3 e 3,
indicando que nao hé a existéncia de pontos de alavancagem, além da média estar bem

proximo de zero. Assim, é possivel afirmar que nao existe outlier nos residuos do modelo

em questao.

Figura 20: Qutput funcao summary
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.61067 -0.32025 -0.06067 0.02673 0.50937 1.85389

O terceiro pressuposto a ser analisado é a independéncia dos residuos. Realizando

a analise gréfica.

Figura 21: Independéncia dos residuos
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Na Figura 21, nao é possivel afirmar se a distribuicao dos pontos em torno do zero
acontece com a mesma amplitude. Ja na Figura 22, para que exista a independéncia, a

linha vermelha tem de ser aproximadamente horizontal, o que nao acontece.

Figura 22: Independéncia dos residuos

Scale-Location

— 100
== o\ *
% i ° )
3
o -
12
Lo
T O [
S :
5 ] .
T * .
T X .
g ©°
1% 4
=
o
o T T T T
78 80 82 84
Fitted values

40



Desse modo, pela analise grafica nao é possivel afirmar se os residuos do modelo
em questao sao independentes. Disto, aplicando o teste de Durbin-Watson no modelo é

possivel afirmar se ha a independéncia dos residuos.

Figura 23: Output teste Durbin-Watson

lag Autocorrelation D-W Statistic p-value
1 -0.3617799 2.451174 0.78
Alternative hypothesis: rho != 0

Ressaltando que o teste de Durbin-Watson tem as seguintes hipoteses:

{ Hj : nao existe autocorrelagao nos residuos do modelo

H, : existe autocorrelacao nos residuos do modelo

Considerando um nivel de significancia 5% e observando que o p-valor obtido nesse
teste foi de 0, 78 entao a hipotese nula é aceita, assim pode-se afirmar que no modelo em
questao os residuos sao independentes.

O ultimo pressuposto a ser analisado é sobre a homocedasticidade dos residuos.
Pela analise grafica, para que exista a homocedasticidade no modelo, no grafico da Figura
21 teria de haver uma linha vermelha no sentido horizontal, o que nao acontece. Mas

aplicando o teste Breusch-Pagan no modelo tem-se:

Figura 24: Output teste Breusch-Pagan

studentized Breusch-Pagan test

data: mod
BP = 1.7428, df = 1, p-value = 0.1868

Ressaltando que as hipoteses do teste de Breusch-Pagan sao:

{ Hj : h& homocedasticidade dos residuos do modelo

H; : ndo ha homocedasticidade dos residuos do modelo

Para um nivel de 5% de significancia e pelo fato do p-valor do teste de Breusch-
Pagan ser de 0, 1868, entao é considerada a hipotese nula, logo pode-se afirmar que ha
homoscedasticidade entre os residuos das variaveis.

Os testes de hipoteses para os residuos do modelo confirmam que todos os pres-
supostos sao atendidos. Assim, resta realizar uma anéalise do modelo utilizando a funcao

summary (mod) .
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Figura 25: Output fungao summary

call:
Im(formula = Aprovacdo ~ Horas, data = dados)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.93748 -0.18160 -0.02833 0.29384 0.89331

Coefficients:
Estimate std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 12.734 4.875 2.612 0.031 *

Horas 14.131 1.025 13.782 7.42e-07 **=%

signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 ‘**’ 0.01 ‘*” 0.05 “.” 0.1 “ * 1
Residual standard error: 0.6139 on 8 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9596, Adjusted R-squared: 0.9545
F-statistic: 190 on 1 and 8 DF, p-value: 7.415e-07

A Figura 25 fornece um resumo das informagoes do modelo que esté sendo anali-
sado. Onde:

e “call” & a descricao do modelo de regressao linear analisado;
e ‘“residuals” sao os valores dos residuos que nao estao padronizados;

e ‘“Intercept” é o ponto em que a reta corta o eixo y, neste caso é a taxa de aprovagao
(variavel dependente) esperada quando horas estudadas (variavel independente) é

Zero.

A variavel independente “horas estudadas” tem um p-valor de 7,42 x 10~7. O p-
valor para a variavel independente é baseado no teste t de Student que possui as seguintes

hipoteses:

Hy : o coeficiente é igual a zero
H, : o coeficiente é diferente de zero

Para um teste ao nivel de 5% de significancia e com um p-valor obtido de 7,42 x
1077, entdo rejeita-se a hipotese nula, portanto o coeficiente é diferente de zero podendo
ser interpretado, mostrando que a variavel independente tem um impacto sobre a variavel
dependente.

Entao, interpretando o modelo, a cada hora estudada a mais em sala de aula a
taxa média de aprovacao dos estudantes do Ensino Médio publico no Brasil aumenta
14,1. Outra anélise que também pode ser realizada envolve o “Multiple R-squared” que
¢ o R2. Neste caso, seu valor visto em porcentagem ¢ de 95,96% significando que a

quantidade de horas estudadas tem um impacto de 95,96% na taxa média de aprovacao.
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Apos realizado todas as analises graficas, testes do modelo e verificado que ele pode

ser interpretado, agora seré construido um grafico de dispersao das varidveis do modelo e

a equagao da reta que melhor lhes representa. Isso é feito utilizando a funcao:

+ + + + VvV

Aprovagéao

ggplot(data = dados, mapping = aes(x = Horas , y = Aprovagdo))
geom_point() + geom_smooth(method = "lm", col = "red")
stat_regline_equation(aes(label = paste(..eq.label..,..adj.rr.label..,
sep ="xplain(\",\")”"")),+ label.x = 4.9,label.y = 80) + theme_classic()
theme (text = element_text(family = "Times New Roman", size = 20))

E obtém-se o seguinte grafico:

Figura 26: Taxa de aprovagao x Horas estudadas

85.0
825
80.0 y=13+14 x
77.5

45 46 4.7 48 49 5.0
Horas

Na Figura 26, a reta de regressao linear tem a equagao y = 13 + 14z. A faixa na

cor cinza ¢ o intervalo de confianca dos pontos que se distanciam da reta com 95% de

certeza.

4.2 Regressao linear simples entre alunos por turma e taxa de

aprovacgao

O modelo de regressao linear em questao pretende verificar se a quantidade de

alunos por turma do Ensino Médio publico do Brasil se reflete na taxa de aprovacao

nacional. Em outras palavras, através dessa regressao pretende responder a seguinte
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pergunta: Caso as turmas do Ensino Médio que compoem o ensino piblico do Brasil
diminuirem a quantidade de alunos com o passar dos anos isso pode realmente refletir em
um maior desenvolvimento de seu conhecimento resultando em um aumento do nimero
médio da taxa de aprovacao nacional?

Mas antes disso, é necessario verificar os pressupostos de uma regressao linear sim-
ples. Neste modelo, a variavel dependente ¢é taxa de aprovagao e a variavel independente
¢ média de alunos por turma. Com as variaveis estabelecidas e com os dados carregados
no R é preciso verificar se ha alguma relacao linear entre elas. No R a fungao "plot" é

utilizada para a construcao de graficos. Assim:

> plot(dados$Alunos,dados$Aprovagdo, xlab="Alunos por turma", ylab="Taxa

de aprovacgdo", cex=1.5, cex.lab=1.5, cex.axis=1.5, pch=19)

Figura 27: Relacao linear entre taxa de aprovacao e alunos por turma
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Observando a Figura 27 é possivel notar que os pontos nao formam perfeitamente
uma relagao linear, mas se aproxima dela. Desse modo, realiza-se o teste de coeficiente

de correlagao entre essas duas variaveis no R através da fungao:
cor.test(dados$Alunos,dados$Aprovacdo)

Obtendo:
Figura 28: Output teste de coeficiente de correlagao

Pearson's product-moment correlation

data: dados$Alunos and dados$Aprovacao
t = -6.7289, df = 8, p-value = 0.0001482
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-0.9816903 -0.6965376
sample estimates:
cor
-0.9218701
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Do teste de coeficiente de correlagao linear de Pearson realizado no R a correlacao
entre as variaveis é de aproximadamente —0,92. Como essa é uma correlacao forte e
além disso o p-valor desse teste ¢ de 0,0001482 indicando a rejeicao da hipdtese de que
o coeficiente de correlacao seja igual a zero. Assim pode-se afirmar que a distribuicao
grafica dessas variaveis possui uma relagao linear.

Assim, serao analisados os pressupostos do modelo de regressao para informar com
mais precisao se realmente essas variaveis formam uma regressao linear. Mas antes disso,
no R, é preciso construir tal modelo. O modelo a ser analisado serd chamado de “mod”; e

para cria-lo é utilizada a fun¢ao “1m” do inglés linear model. Assim:

> mod <— lm(Aprovacdo ~ Alunos, dados)

Os graficos utilizados para a analise dos pressupostos de normalidade, outliers,
independéncia e homocedasticidade dos residuos sao obtidos pelo comando plot (mod) no
R. O primeiro pressuposto a ser analisado nos residuos é a sua normalidade. Para realizar

a andlise grafica deste pressuposto é utilizado o grafico QQ plot.

Figura 29: Normalidade dos residuos
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Para que os residuos apresentem uma distribuicao normal, os pontos da Figura 29
tém de estar sobre a linha pontilhada. Neste caso, nao estao perfeitamente alinhados, mas
estao aproximados dela. Disto é possivel considerar que ha uma distribuicao normal dos
residuos, mas aplicando o teste de Shapiro-Wilk no modelo é possivel ter uma afirmacao

mais precisa sobre tal.
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Figura 30: Output teste Shapiro-Wilk

Shapiro-wilk normality test

data: mod$residuals
w = 0.86878, p-value = 0.09674

Lembrando que o teste de Shapiro-Wilk possui as seguintes hipoteses:

{ Hy : os residuos do modelo seguem uma distribui¢ao normal

H, : os residuos do modelo nao seguem uma distribui¢ao normal

Considerando o teste para 5% de significancia e observando que o p-valor obtido
nesse teste foi de 0, 09674 entao, neste caso, a hipdtese nula é considerada podendo afirmar
que os residuos do modelo em questao seguem uma distribui¢ao normal.

O proximo pressuposto é a existéncia de outliers. Realizando uma anélise gréfica
da Figura 31 pode ser observado que existe um ponto além da linha vermelha pontilhada,
entao utilizando a fun¢ao summary(rstandard(mod)) é possivel afirmar se o ponto em

questao pode ser considerado um ponto de alavancagem.

Figura 31: Outliers nos residuos
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Das informagoes, como mostra a Figura 32, os valores padronizados estao entre
—1,19 e 1,84 indicando que nao ha a existéncia de pontos de alavancagem. Assim, é

possivel afirmar que nao hé a existéncia de outlier nos residuos do modelo em questao.

Figura 32: Output fungao summary

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.19410 -0.76122 -0.43493 0.06341 0.92900 1.83679
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A independéncia dos residuos, é o terceiro pressuposto a ser analisado podendo ser

observado pelas Figura 33 e Figura 34.

Residuals
-0.5 05 10 1.5

-1.5

Figura 33: Independéncia dos residuos
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Na Figura 33 nao é possivel afirmar se a distribuigao dos pontos em torno do zero

acontece com a mesma amplitude, ja na Figura 34 para que exista a independéncia a linha

vermelha tem de
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ser aproximadamente horizontal, o que nao acontece.

Figura 34: Independéncia dos residuos
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Disto nao é possivel afirmar pela analise grafica se os residuos do modelo em questao

sao independentes. Logo, aplicando o teste de Durbin-Watson obtém-se:

Alternative hypothesis:

Figura 35: Output teste Durbin-Watson

1 0.3850863

Tag Autocorrelation D-W Statistic p-value
0.8108377
rho

0.006
=0

Ressaltando que o teste de Durbin-Watson possui as seguintes hipoteses:
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Hy : nao existe autocorrelagao nos residuos do modelo

H, : existe autocorrelacao nos residuos do modelo

Tomando um nivel de 5% de significAncia para o teste e observando que o p-valor
obtido foi de 0,006 entao a hipotese nula é rejeitada, pois o p-valor obtido é menor
que o nivel de significancia do teste. Assim, é possivel afirmar que os residuos nao sao
independentes, ou ainda que existe autocorrelagao entre eles.

Como o modelo de regressao linear testado falhou no pressuposto de independéncia
dos residuos, ou seja, a variavel “alunos por turma” e o termo de erro sao correlacionaveis,
entao esse modelo nao pode ser interpretado.

Assim, para que todos os pressupostos de um modelo de regressao linear sejam
atendidos, a variavel “alunos por turma” ir& sofrer a seguinte transformacao:

1

N

Onde, X; e Y; sao respectivamente, os elementos das variaveis “alunos por turma”
e “AlunosT”.

Para esse novo modelo que sera analisado, a variavel dependente é “taxa de apro-
vacao” e a variavel independente é “AlunosT” (variavel transformada). Com as variaveis

estabelecidas é preciso verificar se ha relagao de linearidade entre elas.

> plot(dados$AlunosT, dados$Aprovagdo, xlab="Alunos por turma (variavel
transformada)", ylab="Taxa de aprovagdo", cex=1.5, cex.lab=1.5,

cex.axis=1.5, pch=19)

Figura 36: Relagao linear entre taxa de aprovagao e AlunosT
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Observando a Figura 36 é possivel notar que os pontos nao formam perfeitamente
uma relagao linear, mas se aproxima dela. Desse modo, realiza-se o teste de coeficiente

de correlagao entre essas duas variaveis no R através da fungao:
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> cor.test(dados$Aprovagio, dados$AlunosT)

Obtendo:

Figura 37: Output teste de coeficiente de correlacao

Pearson's product-moment correlation

data: dados$Aprovacdo and dados$ATunosT
t = 7.9378, df = 8, p-value = 4.619e-05
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:
0.7676558 0.9865126
sample estimates:
cor
0.9419861

Do teste de coeficiente de correlagao linear de Pearson realizado no R a correlacao
entre as variaveis ¢ de aproximadamente 0,94. Como essa é uma correlagao forte e além
disso o p-valor desse teste é de 4,619 x 10~° indicando a rejeicio da hipdtese de que
o coeficiente de correlagao seja igual a zero. Assim pode-se afirmar que a distribuigao
grafica dessas varidveis possui uma relagao linear.

Assim, serao analisados os pressupostos do modelo de regressao para informar com
mais precisao se realmente essas variaveis formam uma regressao linear. Mas antes disso,
no R, é preciso construir tal modelo. O modelo a ser analisado sera chamado de “mod2”,

e para crid-lo é utilizada a funcao “1m” do inglés linear model. Assim:
> mod2 <- lm(Aprovagdo ~ AlunosT, dados)

Os graficos utilizados para a andlise dos pressupostos de normalidade, outliers,
independéncia e homocedasticidade dos residuos sao obtidos pelo comando plot(mod2)
no R. O primeiro pressuposto a ser analisado nos residuos é a sua normalidade. Para

realizar a analise grafica deste pressuposto é utilizado o grafico Q@ plot.

Figura 38: Normalidade dos residuos
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Para que os residuos apresentem uma distribuicao normal, os pontos da Figura 38
tém de estar sobre a linha pontilhada. Neste caso, nao estao perfeitamente alinhados, mas
estao aproximados dela. Disto é possivel considerar que ha uma distribuicao normal dos
residuos, mas aplicando o teste de Shapiro-Wilk no modelo é possivel ter uma afirmacao

mais precisa sobre tal.

Figura 39: Output teste Shapiro-Wilk
Shapiro-wilk normality test

data: mod$residuals
W = 0.90644, p-value = 0.2574

Lembrando que o teste de Shapiro-Wilk possui as seguintes hipoteses:

{ Hy : os residuos do modelo seguem uma distribuicao normal

H, : os residuos do modelo nao seguem uma distribui¢ao normal

Considerando o teste para 5% de significancia e observando que o p-valor obtido
nesse teste foi de 0,2574 entao, a hipotese nula é considerada podendo afirmar que os
residuos do modelo em questao seguem uma distribuicao normal.

O proximo pressuposto é a existéncia de outliers. Realizando uma anélise gréfica
da Figura 40 pode ser observado que existe um ponto além da linha vermelha pontilhada,
entao utilizando a fungao summary(rstandard(mod2)) é possivel afirmar se o ponto em

questao pode ser considerado um ponto de alavancagem.

Figura 40: Outliers nos residuos
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Das informagoes, como mostra a Figura 41, os valores padronizados estao entre
—1,17 e 1,96 indicando que nao ha a existéncia de pontos de alavancagem. Assim, é

possivel afirmar que nao hé a existéncia de outlier nos residuos do modelo em questao.
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Figura 41: Output fungao summary

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.17178 -0.88018 -0.37489 -0.05958 0.36493 1.95611

A independéncia dos residuos, é o terceiro pressuposto a ser analisado podendo ser

observado pelas Figura 42 e Figura 43.

Figura 42: Independéncia dos residuos
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Na Figura 42 nao é possivel afirmar se a distribuicao dos pontos em torno do zero
acontece com a mesma amplitude, ja na Figura 43 para que exista a independéncia, a

linha vermelha tem de ser aproximadamente horizontal, o que nao acontece.

Figura 43: Independéncia dos residuos
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Disto nao é possivel afirmar pela analise grafica se os residuos do modelo em questao
sao independentes. Logo, aplicando o teste de Durbin-Watson obtém-se:

Figura 44: Output teste Durbin-Watson

lag Autocorrelation D-W Statistic p-value
1 0.310246 1.302725 0.124
Alternative hypothesis: rho != 0
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Ressaltando que o teste de Durbin-Watson possui as seguintes hipoteses:

{ Hj : nao existe autocorrelacao nos residuos do modelo

H, : existe autocorrelagao nos residuos do modelo

Considerando o teste com 5% de significAncia e observando que o p-valor obtido
neste teste foi de 0,124 entao a hipdtese nula é aceita. Assim, pode-se afirmar que no
modelo em questao os residuos sao independentes.

O ultimo pressuposto a ser analisado é sobre a homocedasticidade dos residuos.
Pela analise grafica, para que exista a homocedasticidade no modelo, no gréafico da Figura
42 teria de haver uma linha vermelha no sentido horizontal, o que nao acontece. Mas

aplicando o teste Breusch-Pagan no modelo tem-se:

Figura 45: Output teste Breusch-Pagan

studentized Breusch-Pagan test

data: mod
BP = 0.29964, df = 1, p-value = 0.5841

Lembrando que as hipoteses do teste de Breusch-Pagan sao:

{ Hj : h& homocedasticidade dos residuos do modelo

H; : nao ha homocedasticidade dos residuos do modelo

Para um nivel de 5% de significancia e pelo fato do p-valor do teste de Breusch-
Pagan ser de 0,5841, entao é considerada a hipétese nula, logo pode-se afirmar que ha
homoscedasticidade entre os residuos do modelo.

Os testes de hipotese para os residuos do modelo confirmam que todos os pressu-
postos sao atendidos. Assim, resta realizar uma analise do modelo utilizando a funcao
summary (mod2).

A Figura 46 fornece um resumo das informagoes do modelo que esta sendo anali-
sado. Onde:

“call” & a descrigao do modelo de regressao linear analisado;

“residuals” sao os valores dos residuos que nao estao padronizados;

“Intercept” € o ponto em que a reta corta o eixo y, neste caso é a variavel “Aprovacao”

(variavel dependente) quando a variavel “AlunosT” (variavel independente) é zero.
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Figura 46: Output fungao summary

call:
Tm(formula = dados$Aprovacdo ~ dados$SAlunosT)

Residuals:
Min 1@ M™edian 3Q Max
-1.1030 -0.6218 -0.3573 0.3517 1.9006

coefficients:

Estimate std. Error t value pPr(>|t|)
(Intercept) 7.599e+01 5.863e-01 129.613 1.40e-14 *¥*
dados3ATunosT 1.098e-14 1.384e+13 7.938 4.62e-05 #***

signif. codes: 0 ‘**%’ 0.001 ‘*%*’ 0.01 ‘*’ 0.05 “.” 0.1 * " 1

Residual standard error: 1.025 on 8 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8873, Adjusted R-squared: 0.8733
F-statistic: 63.01 on 1 and 8 DF, p-value: 4.619e-05

A variavel independente “AlunosT” tem um p-valor de 4,62 x 107°. O p-valor
para a variavel independente é baseado no teste t de ¢t de Student que possui as seguintes

hipoteses:

Hy : o coeficiente é igual a zero
H; : o coeficiente é diferente de zero

Para um teste ao nivel de 5% de significaAncia e com um p-valor obtido de 0, 0000462,
entao rejeita-se a hipdtese nula, portanto o coeficiente é diferente de zero podendo ser
interpretado, mostrando que a variavel independente tem um impacto sobre a variavel
dependente.

Apos realizado todas as anélises graficas, testes do modelo e verificado que ele pode
ser interpretado, agora sera construido um grafico de dispersao das variaveis e a equagao

da reta que melhor lhes representa. Isso é feito utilizando a funcao:

> ggplot(data = dados, mapping = aes(x = Aprovagdo, y = AlunosT))

+ geom_point() + geom_smooth(method = "lm", col = "red")

+ stat_regline_equation(aes(label = paste(..eq.label. .,

sep = "xplain(\",\")™"")) + label.x = 77, label.y = 1) + theme_classic()

E obtém-se o seguinte grafico:
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Figura 47: Taxa de aprovagao x AlunosT
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Na Figura 47, a reta de regressao linear que tem a equacio y = 76 + 1,1 x 1074z,
A faixa na cor cinza é o intervalo de confianca dos pontos que se distanciam da reta com
95% de certeza.

Este modelo envolve uma variavel transformada e sobre ela foi realizada a checagem
dos pressupostos para uma regressao linear simples, onde todos foram atendidos. Entao
nesse caso toda a apresentacao dos resultados tem de ser realizada com a variavel original.

Lembrando que a varidvel original é “alunos por turma” e nomeando seus elementos

como ai, as, ..., a1 € a variavel transformada é “ AlunosT” e seus elementos chamando-
os de by, by, ..., b1 p. Como a; > as > --- > ajp e pelo fato da varidvel original ser
inversamente proporcional a variavel transformada entao by < by < --- < byg.

Na Figura 47 a reta que melhor representa a regressao do mod2 é crescente, com a
variavel independente “AlunosT” no eixo das abscissas e a variavel dependente “taza de
aprova¢ao” no eixo das ordenadas. Assim, quanto mais se distancia o valor de “AlunosT”
para a direita da origem, maior o valor da “aprova¢do”. Em suma, quanto maior o valor
de “AlunosT” maior a “taxa de aprovacao”.

Como as variaveis “alunos por turma”e “AlunosT” sao inversamente proporcionais,
entao o grafico de regressao no qual a variavel “alunos por turma” apareca no eixo das
abscissas e “taxa de aprova¢ao” no eixo das ordenadas teriamos uma reta decrescente
indicando que quanto maior a quantidade de alunos menor a taxa de aprovagao.

Disto, é possivel afirmar que a quantidade de alunos influencia na aprendizagem

da turma.
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4.3 Regressao linear miultipla entre horas estudadas, alunos por

turma e taxa de aprovacao

A regressao linear simples é composta por uma variavel dependente e uma variavel
independente, ja a regressao linear miltipla que é uma extensao da anterior é possivel
adicionar mais de uma variavel independente. Aqui sera trabalhado com a varidvel de-
pendente taxa de aprovacao e com variaveis independentes horas estudadas e média de
alunos por turma.

Pretende-se responder a seguinte pergunta: Caso a quantidade de horas estuda-
das pelos estudantes do Ensino Médio piiblico do Brasil aumente e concomitantemente a
quantidade de alunos por turma diminuir, essa condic¢ao ira refletir em um melhor aprendi-
zado por parte dos educandos? Pois o professor terd mais tempo para trabalhar com seus
discentes, podendo realizar atividades diferenciadas para potencializar sua aprendizagem
e também realizar um atendimento individual para assim sanar as possiveis davidas.

Antes de partir para a anélise de regressao é preciso construir um modelo e avaliar
seus pressupostos. Conhecendo as variaveis e chamando o modelo de “mod”, tem-se:

> mod <- lm(Aprovagdo ~ Horas + Alunos, dados)

Os graficos utilizados para a analise dos pressupostos de normalidade, outliers,
independéncia e homocedasticidade dos residuos sao obtidos pelo comando plot (mod) no
R. O primeiro pressuposto a ser analisado nos residuos é a sua normalidade. Para realizar

a analise gréafica deste pressuposto é utilizado o grafico QQ plot.

Figura 48: Normalidade dos residuos
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Para que os residuos apresentem uma distribuicao normal, os pontos da Figura 48
tém de estar sobre a linha pontilhada. Neste caso, isso nao acontece, mas esta bem proximo
disso. Assim, pode-se considerar que ha uma distribui¢ao normal entre os residuos. Mas

aplicando o teste de Shapiro-Wilk, obtém-se:
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Figura 49: Output teste Shapiro-Wilk
Shapiro-wilk normality test

data: mod$residuals
w = 0.97904, p-value = 0.9598

Lembrando que as hipoteses desse teste sao:

Hyj : os residuos do modelo seguem uma distribui¢ao normal
H, : os residuos do modelo nao seguem uma distribui¢ao normal

Considerando o teste para 5% de significancia e observando que o p-valor obtido
nesse teste foi de 0, 9598 entao, neste caso, a hipétese nula é considerada, podendo afirmar
que os residuos do modelo em questao seguem uma distribui¢ao normal.

O segundo pressuposto é a existéncia de outliers. Pela anélise grafica da Fi-
gura 50, nota-se que nao hé pontos além da linha vermelha tracejada, mas pela fungao
summary (rstandard(mod)) pode-se afirmar se ha ou nao pontos de alavancagem que

possam influenciar na existéncia de outliers.

Figura 50: Outliers nos residuos

Residuals vs Leverage
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Da Figura 51 os valores padronizados de minimo e méaximo estao dentro do intervalo
[—3, 3] indicando que ndo ha a existéncia de pontos de alavancagem. Assim, pode-se

afirmar que nao existe outlier nos residuos do modelo em questao.

Figura 51: Output fungao summary

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.71399 -0.41409 0.06939 0.06175 0.67300 1.86577
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O terceiro pressuposto a ser analisado é a independéncia dos residuos. Pela anélise

grafica tem-se:

Figura 52: Independéncia dos residuos
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Da Figura 52, nao é possivel afirmar que a distribuigao dos pontos em torno do

zero acontece com a mesma amplitude.

Figura 53: Independéncia dos residuos
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Na Figura 53, para que haja a independéncia, a linha vermelha deveria ser apro-
ximadamente horizontal. Assim, nao é possivel afirmar pela analise gréafica se os residuos
do modelo sao independentes. Entao, aplicando o teste de Durbin-Watson no modelo é

possivel afirmar se ha ou nao a independéncia dos residuos.

Figura 54: Output teste Burbin-Watson

lag Autocorrelation D-W Statistic p-value
1 -0.2751418 2.2201 0.768
Alternative hypothesis: rho != 0

Lembrando que o teste de Durbin-Watson tem as seguintes hipoteses:
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{ Hy : nao existe autocorrelagao nos residuos do modelo

H, : existe autocorrelacao nos residuos do modelo

Considerando um nivel de 5% de significancia, nota-se que o p-valor obtido no teste
é de 0,768 entao a hipotese nula é aceita. Assim, no modelo em questao os residuos sao
independentes.

O quarto pressuposto a ser analisado é sobre a homocedasticidade dos residuos.
Pela analise grafica, para que exista a homocedasticidade no modelo, na Figura 53 teria
de haver uma linha vermelha no sentido horizontal, o que nao acontece. Mas aplicando o

teste Breusch-Pagan no modelo tem-se:

Figura 55: Output teste Breusch-Pagan
studentized Breusch-Pagan test

data: mod
BP = 1.9994, df = 2, p-value = 0.368

Lembrando que as hipoteses do teste de Breusch-Pagan sao:

Hj : h& homocedasticidade dos residuos do modelo
H; : nao ha homocedasticidade dos residuos do modelo

Para um nivel de 5% de significancia e pelo p-valor do teste de Breusch-Pagan ser
0, 368 entao é considerada a hipdtese nula. Logo, pode-se afirmar que ha homocedastici-
dade entre os residuos do modelo.

Até o presente momento, os testes de hipotese para os residuos realizados con-
firmam que todos os pressupostos sao atendidos. Havendo uma relacao linear com os
residuos, seguindo uma distribuigdo normal, nao tendo pontos influentes e havendo a
existéncia de homoscedasticidade.

O pressuposto que surge na regressao linear multipla é que nao deve haver multicoli-
nearidade entre as variaveis independentes, ou seja, o coeficiente de correlagao linear entre
as variaveis “Alunos por turma” e “Horas estudadas” nao deve ser superior a 0,9 ou inferior
a —0,9. Pela fungao: with(dados, cor.test(Alunos, Horas, alternative = "two.

sided", method = "pearson")), tem-se:
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Figura 56: Output correlacao de Pearson

Pearson's product-moment correlation

data: Alunos and Horas
t = -6.2567, df = 8, p-value = 0.0002439
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.9791046 -0.6605805
sample estimates:
cor
-0.9112152

Da Figura 56 pode-se observar que o coeficiente de correlagao linear de Pearson
entre as variaveis independentes do modelo é aproximadamente —0,911. Como essa é
uma correlagao forte e além disso o p-valor desse teste é de 0,0002439 indicando a rejei-
¢ao da hipotese de que o coeficiente de correlagao é igual a zero. Desse modo, pode-se
afirmar que h& multicolinearidade entre essas duas variaveis independentes. Assim, o mo-
delo em questao nao pode ser interpretado, pois as varidveis em questao sao fortemente
correlacionadas, desse modo é muito dificil haver variagao entre uma sem que haja em
outra.

Entao sera construido um novo modelo de regressao linear miltipla, agora utili-
zando a variavel “AlunosT” da Tabela 1 ao invés de “alunos por turma”, como ja realizado
no item 4.2.

Antes de partir para a anélise de regressao é preciso construir um modelo e avaliar
seus pressupostos. Conhecendo as varidveis e chamando o modelo de “mod2”, tem-se:

> mod2 <- 1lm(Aprovagdo ~ Horas + AlunosT, dados)

Os graficos utilizados para a andlise dos pressupostos de normalidade, outliers,
independéncia e homocedasticidade dos residuos sao obtidos pelo comando plot (mod2)
no R. O primeiro pressuposto a ser analisado nos residuos é a sua normalidade. Para

realizar a andlise grafica deste pressuposto é utilizado o grafico Q@ plot.

Figura 57: Normalidade dos residuos
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Para que os residuos apresentem uma distribuicao normal, os pontos da Figura 57
tém de estar sobre a linha pontilhada. Neste caso, isso nao acontece, mas esta bem proximo
disso. Assim, pode-se considerar que ha uma distribuicao normal entre os residuos. Mas

aplicando o teste de Shapiro-Wilk, obtém-se:
Figura 58: Output teste Shapiro-Wilk

Shapiro-wilk normality test

data: mod$residuals
W = 0.96169, p-value = 0.805

Lembrando que as hipoteses desse teste sao:

Hy : os residuos do modelo seguem uma distribui¢ao normal

H; : os residuos do modelo nao seguem uma distribuigao normal

Considerando o teste para 5% de significAncia e observando que o p-valor obtido
nesse teste foi de 0, 805 entao, neste caso, a hipétese nula é considerada, podendo afirmar
que os residuos do modelo em questao seguem uma distribui¢ao normal.

O segundo pressuposto é a existéncia de outliers. Pela analise grafica da Fi-
gura 59, nota-se que nao hé pontos além da linha vermelha tracejada, mas pela fungao
summary (rstandard(mod2)) pode-se afirmar se héd ou nao pontos de alavancagem que

possam influenciar na existéncia de outliers.

Figura 59: Outliers nos residuos
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Da Figura 60 os valores padronizados de minimo e maximo estao dentro do intervalo
[-3,3] indicando que nao ha a existéncia de pontos de alavancagem. Assim, pode-se afirmar

que nao existe outlier nos residuos do modelo em questao.
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Figura 60: Output fungao summary

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.67700 -0.62829 -0.14811 0.03758 0.84551 1.59812

O terceiro pressuposto a ser analisado é a independéncia dos residuos. Pela anélise

grafica tem-se:

Figura 61: Independéncia dos residuos

Residuals vs Fitted

EJ

0.5

Residuals

-0.5
Il

76 78 80 82 84

Fitted values

Da Figura 61, nao é possivel afirmar que a distribuigao dos pontos em torno do

zero acontece com a mesma amplitude.

Figura 62: Independéncia dos residuos
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Na Figura 62, para que haja a independéncia a linha vermelha deveria ser aproxi-
madamente horizontal. Assim, ndo é possivel afirmar pela anéalise gréafica se os residuos
do modelo sao independentes. Entao, aplicando o teste de Durbin-Watson no modelo é

possivel afirmar se ha ou nao a independéncia dos residuos.
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Figura 63: Output teste Durbin-Watson

lag Autocorrelation D-W Statistic p-value
1 -0.09973123 2.181736 0.844
Alternative hypothesis: rho != 0

Lembrando que o teste de Durbin-Watson tem as seguintes hipoteses:

{ Hy : nao existe autocorrelacao nos residuos do modelo

H, : existe autocorrelagao nos residuos do modelo

Considerando um nivel de 5% de significancia, nota-se que o p-valor obtido no teste
é de 0,844 entao a hipdtese nula é aceita. Assim, no modelo em questao os residuos sao
independentes.

O quarto pressuposto a ser analisado é sobre a homocedasticidade dos residuos.
Pela anélise grafica, para que exista a homocedasticidade no modelo, na Figura 61 teria
de haver uma linha vermelha no sentido horizontal, o que nao acontece. Mas aplicando o

teste Breusch-Pagan no modelo tem-se:
Figura 64: Output teste Breusch-Pagan

studentized Breusch-Pagan test

data: mod
BP = 1.0716, df = 2, p-value = 0.5852

Lembrando que as hipoteses do teste de Breusch-Pagan sao:

Hy : ha homocedasticidade dos residuos do modelo
H; : nao ha homocedasticidade dos residuos do modelo

Para um nivel de 5% de significancia e pelo p-valor do teste de Breusch-Pagan ser
0, 5852 entao é considerada a hipotese nula. Logo, pode-se afirmar que ha homocedasti-
cidade entre os residuos do modelo.

Até o presente momento, os testes de hipotese para os residuos realizados con-
firmam que todos os pressupostos sao atendidos. Havendo uma relacao linear com os
residuos, seguindo uma distribuicao normal, nao tendo pontos influentes e havendo a
existéncia de homoscedasticidade.

Disto, realizando o teste de correlagao linear de Pearson entre as variaveis inde-

pendentes do modelo, pela funcao:

> with(dados, cor.test(AlunosT,Horas, alternative = "two.sided", method =

"pearson"))
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Tem-se:
Figura 65: Output correlacao de Pearson

Pearson's product-moment correlation

data: AlunosT and Horas
t = 5.8146, df = 8, p-value = 0.0003985
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:
0.6215404 0.9761756
sample estimates:
cor
0.8992542

Da Figura 65 pode-se observar que o coeficiente de correlacao linear de Pearson
entre as variaveis “AlunosT” e “Horas estudadas” & de 0,899. Como essa correlagao é
aproximadamente 0,9 e além disso o p-valor desse teste é de 0,0003985 indicando a
rejeicao da hipotese de que o coeficiente de correlagao é igual a zero. Desse modo, é
possivel afirmar que nao ha multicolinearidade entre as variaveis independentes. Disto
resta analisar o modelo utilizando a fun¢ao summary (mod2).

A Figura 66 fornece um resumo das informagoes do modelo que esté sendo anali-

sado. Sao elas:
e “call” a descricao do modelo de regressao linear analisado;

o ‘residuals” sao os valores dos residuos que nao estao padronizados.

Figura 66: Output fungao summary

call:
Tm(formula = Aprovagcao ~ Horas + AlunosT, data = dados)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.73920 -0.24413 -0.06163 0.33956 0.61081

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 3.110e+01 8.105e+00 3.837 0.006401 *=

Horas 9.989e+00 1.802e+00 5.542 0.000867 ***
AlunosT 3.722e-13 1.457e+13 2.555 0.037808 =
Signif. codes: 0 “***' 0,001 ‘*** 0,01 *¥*' 0.05 °“.” 0.1 * ' 1

Residual standard error: 0.472 on 7 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9791, Adjusted R-squared: 0.9731
F-statistic: 163.9 on 2 and 7 DF, p-value: 1.322e-06

O estimate da variavel “horas estudadas” é 9,989 com p-valor de 0,000867. Entao

tem-se as seguintes hipoteses:
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P

Hy : o coeficiente é igual a zero

H, : o coeficiente é diferente de zero

Para um teste de 5% de significancia e conhecendo o p-valor da variavel, entao
a hipotese nula é rejeitada pois p-valor é menor que 5%. Assim, a estimativa de horas
estudadas indica que a cada hora a mais estudada em sala de aula a taxa de aprovacao
aumenta aproximadamente 10%.

Ja para a variavel média de alunos por turma o p-valor obtido é de 0,038 inferior a
5% entao a hipotese nula é rejeitada. Logo, a estimativa de alunos por turma indica que
a cada aluno a menos em sala de aula a taxa de aprovacao aumenta em 3,722 x 10713,

Apos analisar todos os testes dos pressupostos sera construido o grafico de disper-
sao das variaveis. Como o modelo em questao possui trés variaveis entao seu grafico é
tridimensional e ao invés de uma reta, um plano iré representar melhor a dispersao dos

pontos. Para isso sera utilizada a seguinte funcao:

> graph <- scatterplot3d(dados$Aprovagdo ~ dados$Horas + dados$AlunosT,
+ pch = 19, angle = 30, color = "steelblue", box = FALSE, + xlab="Horas
estudadas", ylab=" Taxa de aprovagdo ", zlab="Alunos por turma (variavel
transformada)")

> graph$plane3d(mod, col="black", draw_polygon = TRUE)

Figura 67: Taxa de aprovagdo x Horas estudadas e Alunos por turma (variavel transfor-
mada)
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O plano que aparece no grafico é a previsao do modelo. Se o modelo estivesse
acertando 100%, todos os pontos do grafico estariam sobre esse plano. Como ha pontos

acima e abaixo do plano, o modelo tem erros que sao esperados, os chamados residuos.
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Segundo a Equagao 18, o plano da Figura 67 pode ser escrito como: y = 31,1 +
9,989X, + 3,722 x 10713X,, onde X, é a variavel “Horas estudadas” e X, a variavel
“AlunosT”.

Mas como este modelo envolve uma variavel transformada e sobre ela foi realizada
a checagem dos pressupostos para uma regressao linear miltipla, onde todos foram aten-
didos. Entao nesse caso toda a apresentacao dos resultados tem de ser realizada com a
variavel original.

Da equacao y = 31,1 +9,989X, + 3,722 x 10~13X, do mod2, como o fator 3, 722 x
10713.X, é proximo a zero, entao para qualquer valor de X, os valores de y variam proximos
ay=31,1+9989X;.

Lembrando que X; é a variavel “Horas estudadas” e X5 a variavel “AlunosT”.
Mas as variaveis “alunos por turma” e “AlunosT” sao inversamente proporcionais, assim:
ap > ay > -+ > ajg e by < by < --- < by, onde a; e b;, com ¢ = 1,2,3,...,10, sao
respectivamente, os elementos da variavel original “alunos por turma” e os elementos da
variavel transformada “AlunosT”.

Entao pode-se afirmar que aumentando a quantidade de horas estudadas em sala e
concomitantemente diminuindo a quantidade de alunos por turma obtém-se um aumento

na taxa de aprovagao.
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Consideracoes Finais

Diante das analises realizadas sobre os modelos vistos nas secoes anteriores, é
possivel afirmar que aumentando a carga-horaria do ensino em sala para os estudantes do
Ensino Médio da rede piblica do Brasil tem-se um aumento no rendimento na taxa de
aprovagao nacional. O mesmo também ocorre quando o ntmero de estudantes em sala
diminui. Por fim, a regressao linear multipla mostrou que as variaveis independentes,
horas estudadas e alunos por turma, ambas tém efeito sobre a variavel dependente, no
caso, taxa de aprovagao.

Disto, com os dados analisados, pode-se afirmar que as varidveis horas estudadas
e média de alunos por turma no Ensino Médio publico do Brasil interferem no aumento
da taxa de aprovacao nacional. Ou seja, caso os estudantes que cursam o ensino médio
publico do pais permanecam mais horas diarias em aula e concomitantemente a quantidade
de alunos que constituem as turmas diminuirem, com o decorrer dos anos essa condi¢ao
realmente ira se refletir em um maior desenvolvimento acumulado de seus conhecimentos,

resultando em um aumento do niimero médio da taxa de aprovagao nacional.
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Anexos

Constituicao Federal de 1988

Art.

6° Sao direitos sociais a educacao, a saude, a alimentacao, o trabalho, a moradia,

o transporte, o lazer, a seguranca, a previdéncia social, a protecao a maternidade e a

infancia, a assisténcia aos desamparados, na forma desta Constituicao.

Art.

25. Seré objetivo permanente das autoridades responsaveis alcancar relacao ade-

quada entre o nimero de alunos e o professor, a carga horéria e as condi¢oes materiais do

estabelecimento.

Paragrafo tinico. Cabe ao respectivo sistema de ensino, a vista das condi¢oes disponi-

veis e das caracteristicas regionais e locais, estabelecer parametro para atendimento do

disposto neste artigo.

Art.
1.
1.

iil.

1v.

vi.

vil.

Viil.

1X.

206. O ensino seré ministrado com base nos seguintes principios:

igualdade de condigoes para o acesso e permanéncia na escola;
liberdade de aprender, ensinar, pesquisar e divulgar o pensamento, a arte e o saber;

pluralismo de idéias e de concepgoes pedagogicas, e coexisténcia de instituicoes

publicas e privadas de ensino;
gratuidade do ensino ptublico em estabelecimentos oficiais;

valorizacao dos profissionais da educagao escolar, garantidos, na forma da lei, planos
de carreira, com ingresso exclusivamente por concurso publico de provas e titulos,

aos das redes publicas; (Redagao dada pela Emenda Constitucional n® 53, de 2006)
gestao democratica do ensino publico, na forma da lei;
garantia de padrao de qualidade;

piso salarial profissional nacional para os profissionais da educacgao escolar piblica,

nos termos de lei federal. (Incluido pela Emenda Constitucional n® 53, de 2006)

garantia do direito & educagao e a aprendizagem ao longo da vida. (Incluido pela
Emenda Constitucional n® 108, de 2020)

Paragrafo tnico. A lei disporé sobre as categorias de trabalhadores considerados
profissionais da educagao basica e sobre a fixacao de prazo para a elaboracao ou
adequagao de seus planos de carreira, no ambito da Uniao, dos Estados, do Distrito

Federal e dos Municipios.



Projeto de Lei do Senado n. 504, de 2011

Altera o parédgrafo tnico do art. 25 da Lei n. 9.394, de 20 de dezembro de 1996
(Lei de Diretrizes e Bases da Educagao), para estabelecer o nimero méaximo de alunos
por turma na pré-escola e no ensino fundamental e médio.

Em 2012, a Comissao de Educacao, Cultura e Esporte do Senado aprovou o projeto
de lei que alteraria a redagao do artigo 25 da Lei de Diretrizes e Bases da Educacao
Nacional passando a ter a seguinte redacao:

Art. 25. Seréd objetivo permanente das autoridades responsaveis alcangar relagao ade-
quada entre o nimero de alunos e o professor, a carga horéria e as condi¢des materiais do
estabelecimento.

Paragrafo tinico. Cabe ao respectivo sistema de ensino, a vista das condi¢oes disponi-
veis e das caracteristicas regionais e locais, estabelecer parametros para atendimento do
disposto no caput deste artigo, assegurado que o niimero maximo de alunos por turma

nao exceda a:
i. vinte e cinco, na pré-escola e nos dois anos iniciais do ensino fundamental;

ii. trinta e cinco nos anos subsequentes do ensino fundamental e no ensino médio.
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