A Universidade Federal da Paraiba
AA Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
A tA Departamento de Matematica
Mestrado Profissional em Matematica
PROFMAT em Rede Nacional PROFMAT

Angelo Acacio Araujo Silva

Os Quatro Aleatorios

Uma proposta pedagogica voltada a manutencéo do
conhecimento matematico através de desafios aritméticos

Jodo Pessoa, PB
2021



Angelo Acéacio Araujo Silva

Os Quatro Aleatorios

Uma proposta pedagodgica voltada a manutencao do
conhecimento matematico através de desafios aritmeéticos

Dissertacdo apresentada ao Corpo Docente do
Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT) da Universidade
Federal da Paraiba, como requisito parcial para
a obtencdo do titulo de Mestre em Matematica.
Orientador: Prof. Dr. Bruno Henrique
Carvalho Ribeiro.

Joao Pessoa, PB
2021

Angelo Acacio Araudjo Silva



8586g Silva, Angelco Acdcic Aradijo.
0s guatro aleatérios : uma proposta pedagdgica
voltada a manutencdo do conhecimento matemiatico através
de desafios aritméticos / Angelo Acécio Arafjo Silva. -
Jodo Pessoa, 2021.
52 £. : il.

Orientacgdo: Brunc Henrigue Carvalhe Ribeiro.
Dissertacdo (Mestrado) - UFPB/CCEN.

1. Aritmética. 2. MNimercs aleatériocs. 3. Quatro
guatros. 4. Curicsidades matematicas. I. Ribeiro, Brunc

Henrique Carvalho. II. Titulo.

UFPE/BC CDU 511.1(043)

Elaborade por RUSTON SAMMEVILLE ALEXANDRE MARQUES DA SILVA -
CRB-15/0386




Os Quatro Aleatorios

Uma proposta pedagogica voltada a manutencao do
conhecimento matematico através de desafios aritmeéticos

Dissertacdo apresentada ao Corpo Docente do
Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT) da Universidade
Federal da Paraiba, como requisito parcial para
a obtencdo do titulo de Mestre em Matematica.

Area de Concentracido: Algebra
Aprovada em 31 de Agosto de 2021
Banca E nador

Prof. Dr. Bruno Hepfique Carvalho Ribeiro — UFPB
(Orientador)

G?Damn. Mamu‘_.. AN c.pwaﬂln

Prof. Dr. Gilson Mamede de Carvalho — UFRPE
(Examinador Externo)

Prof. Dr. Carlos Bocker Neto — UFPB
(Examinador Interno)

Joao Pessoa, PB
2021



Dedico este trabalho a minha mée, que aos
meus olhos, sempre foi um ser humano
exemplar, na qual me espelho para querer
crescer cada vez mais.Também quero dedicar
esta obra a meus filhos, com intuito de motiva-
los na busca por conhecimentos e a minha
esposa, que sempre esta disposta a me apoiar

em todos 0s momentos.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, pois foi quem permitiu essa conquista e derramou
bengdos sobre mim, depois ao meu orientador Prof. Dr. Bruno Henrique pela paciéncia,
amizade e atencdo, também gostaria de agradecer aos meus professores do PROFMAT, que me
conduziram com bastante maestria nessa jornada, sempre dispostos a ajudar na edificacdo do

conhecimento.

Quero agradecer aos meus colegas de turma, dos diversos ciclos que iniciei, mas que
infelizmente ndo consegui concluir, em especial a Jodo Batista e Luis Geraldo(LG), pois sempre
estiveram dispostos a compatilhar saberes e me incentivar durante todo o processo. Além deles,
venho aqui fazer agradecimentos as pessoas especiais, nas quais nao pertecem mais ao meu

convivio, porém foram tdo importantes para que eu conseguisse atingir meus objetivos.

Agradeco bastante aos colegas professores que compdem a Escola de Referéncia em
Ensino Médio Apol6nio Sales, em especial ao gestor Marcos Antbnio, e aos que compdem a
Escola Sdo Francisco de Assis, em especial a gestora Micheline Pina, que foram fundamentais

para a conclusdo deste trabalho, além de todo o apoio ofertado no dia a dia.

Também agradeco aos integrantes de minha familia, destacando minha mée Leni Alves
e meus filhos, por toda a forgca a mim concedida, incentivo e carinho, eles foram e sempre serdo
a minha fortaleza e o meu alicerse. E por fim, agradeco infinitamente a minha querida esposa
Priscilla Costa, que sempre esteve me apoiando, apresentando sugestdes, e mesmo tendo
inimeras atribuicBes diarias e profissionais, dedicou parte do seu tempo contribuindo
efetivamente na edigdo desse trabalho.



Resumo

Serdo apresentados neste trabalho: o grande poder que as curiosidades matematicas tém de
impulsinar na estruturacdo de conceitos da area, com foco voltado a aritmética; de que forma o
problema dos quatro quatros, de Malba Tahan, serviu de inspiracdo para adequar as ideias
presentes nele; sugestdes de como construir o nimero 19 a partir de quatro algarismos aleatérios
quaisquer, utilizando operacGes e/ou simbolos matematicos, dispondo o total de casos, com
suas respectivas caracteristicas. Além disso, serdo mostrados direcionamentos para a
construcdo de outros numeros dentro da mesma ideia, Também havera uma abordagem
pedagogica, na qual ird levantar questionamentos sobre a necessidade de uma atualizacdo
didatica das aulas ministradas em sala, levando em consideracdo as tendéncias avaliativas
recentes. E por fim, associar o uso das ideias descritas como ferramentas educativas e com

sugestdes baseadas em experiéncias exitosas.

Palavras-Chave: NuUmeros Aleatérios, Quatro Quatros, Aritmética, Curiosidades

Matematicas.



Abstract

The following will be presented in this work: the great power that mathematical curiosities have
to boost the structuring of concepts in the area, with a focus on arithmetic; how the problem of
the four fours, by Malba Tahan, served as an inspiration to adapt the ideas present in it;
suggestions on how to construct the number 19 from any four random digits, using operations
and/or mathematical symbols, displaying the total number of cases, with their respective
characteristics. In addition, directions will be shown for the construction of other numbers
within the same idea. There will also be a pedagogical approach, which will raise questions
about the need for a didactic update of the classes taught in the classroom, taking into account
recent evaluative trends. And finally, associate the use of the ideas described as educational

tools and suggestions based on successful experiences.

Key-words: Random Numbers, Four Fours, Arithmetic, Mathematical Trivia.
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Introducao

As curiosidades matematicas sempre despertam interesse em diversos publicos. Para
muitos, o desafio € o que movimenta a busca por novos conhecimentos. Diante desses fatos,
este trabalho faz uma abordagem aritmética, para um problema que movimenta nimeros,
operacdes e comandos matematicos.

A inspiragdo para apresentar uma proposta como a que se encontra nessa obra pode
surgir diante de uma necessidade especifica, ou simplesmente pelo fato de que o pensamento
matematico est presente em acdes diarias. Usar matematica € uma necessidade humana, e té-

la de forma transparente nos faz pertencer a um universo descrito de forma mais significativa.

Os numeros tém relagdes simbdlicas com a vida das pessoas. Mesmo sem que percebam,
elas sdo cercadas por fatos, que muitas vezes estdo relacionados a simbologia que um
determinado numero apresenta. A matematica, por sua vez, é responsavel por estabelecer
conceitos que determinam as caracteristicas numéricas e faz as devidas associacOes

operacionais, fundamentais para a resolucao de diversos problemas.

Nesta perspectiva, este trabalho tem como objetivo principal relacionar a construcéao de
um ndmero especifico, a partir de quatro algarismos pré-estabelecidos, com o auxilio de
simbolos matematicos que representam algum tipo de operagdo, e, com isso, mostrar que é

possivel alcancar estratégias e generalizacdes.

Além do estimulo condicional ao calculo mental, poder dedutivel e organizagédo
numeérica de uma expressao matematica, essa proposta busca, ainda, conseguir que o individuo
faca analises conclusivas, estabeleca direcionamentos e perceba qual o caminho mais

conveniente a ser seguido.

Essa ideia surgiu quando o autor e sua cénjuge, ao fazer viagens que eram necessarias
entre duas cidades nas quais residiam, ao observarem as placas antigas de carros, como
matematicos que sdo, se desafiavam a conseguir obter o 19, nimero que representa uma data
significativa e comemorativa para ambos, utilizando os algarismos presentes nelas e diversas
operacOes. Para isso, mentalmente eram feitos célculos, objetivando resultar o que se esperava.
Mas surgiu um questionamento entre ambos, potencializado, com o desafio dos “Quatro

quatros”, que se encontra no livro “O homem que calculava”, de [1] Malba Taham, que sera
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retomado no capitulo um: Seria possivel construir esse niumero utilizando quaisquer grupos de
quatro algarismos? A resposta é sim, e 0 que serd visto mais adiante € como isso pode ser

comprovado.

Serdo estabelecidos, em todo o processo, as dificuldades impostas por este desafio. Na
verdade, foi necessario buscar um método que pudesse sintetizar o universo que se criard com
nameros de quatro algarismos, utilizando os dez simbolos do sistema decimal, o que sera

apresentado no capitulo dois.

Ainda neste capitulo, durante a busca por esta sintetizacdo e apoiados nos conceitos da
analise combinatoria, serdo mostrados como essa grande quantidade de ndmeros pode ser
representada de forma menor. O uso das operacGes e simbolos, que permitidos para o problema
terdo importante participacdo nessa reducdo, a qual sera apresentada de forma mais efetiva no

capitulo trés.

E importante ressaltar que este trabalho estad buscando um enlace positivo entre a
matematica pura e alguns temas pedagdgicos embasados em conceitos matematicos
direcionados ao ensino-aprendizagem, com o objetivo de mostrar que o ensino desta disciplina
precisa ser reformulado. Muitos sdo os problemas enfrentados no que se refere a construcdo do
conhecimento matematico, sejam os professores, buscando ideias que enriquegam suas aulas,
os estudantes, se deparando com suas limitacGes, a familia, eventualmente ficando distante da
evolucdo escolar, e até as esferas avaliativas que tém por objetivo buscar melhorias com o0s
resultados obtidos.

Em sintonia com as ferramentas de avaliacdo externas, sendo elas de natureza mundial
ou nacional, e até aquelas produzidas dentro do universo escolar. O uso dos “Quatro Aleatorios”
trabalha conceitos que se encontram presentes, principalmente, entre os descritores propostos
como basicos para o conhecimento do estudante, independentemente de sua idade ou série.

No decorrer do capitulo quatro, essas dificuldades serdo relatadas, de acordo com cada
segmento, com o intuito de justificar a necessidade de haver mudangas de carater
socioeducativo, principalmente na postura daqueles que fazem parte deste processo de ensino-
aprendizagem diario. A partir dai, sugestdes de situacdes didaticas serdo apresentadas, onde 0s
objetivos desse trabalho estardo colocados, sendo aplicados de maneira ladica e intuitiva,

sempre buscando despertar o interesse de todos.
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Capitulo 1:

Desafiando a curiosidade

O desenvolvimento na area das curiosidades matemaéticas tem importancia histérica e
tem colaborado com estudos iniciais de teorias matematicas. Por exemplo, podem ser citadas o
Problema dos Pontos, solucionado por Fermat (1601 — 1665) e Pascal (1623 — 1662), direcionou
a Teoria das Probabilidades (EVES, 2004); o Problema das Pontes de Kénigsberg originou a
Teoria dos Grafos, por Euler (1707 — 1788); entre outros.

No Brasil, temos um importante propagador da Matematica Recreativa, Malba Tahan,
gue em uma de suas obras mais conhecidas, “O Homem que Calculava”, traz o problema dos

Quatro Quatros, inspiracdo ponte da proposta que sera apresentada.

1.1. Os Quatro Quatros

Muitas pessoas desconhecem que Malba Tahan é o pseudénimo de Julio César de Mello
e Souza (1895-1974), importante professor de matematica de nacionalidade brasileira, que nos
primeiros anos do século XX ja tinha uma preocupacdo de como seriam 0s rumos do ensino

da matematica em seu pais.

Dentre suas varias obras, que tinham como objetivo despertar a curiosidade dos jovens
para a Matematica, esta o seu famoso livro “O Homem que Calculava”, o qual conta a histéria
de um éarabe, Beremiz, que usa as suas habilidades em matematica para resolver varios

problemas que surgem em suas viagens pelos desertos das “Ardbias”.

Na parte intitulada “Os Quatro Quatros”, do capitulo 7 do livro “O Homem que
Calculava” (Tahan, 2017, p. 46), Beremiz faz muitas considera¢cdes importantes sobre como
encontrar todos 0s numeros de zero a dez, usando apenas quatro algarismos quatro e as quatro

operagdes fundamentais (adi¢éo, subtracdo, multiplicacéo e diviséo).

N&o se deve usar nenhum outro algarismo além do quatro, mas podem ser usados

simbolos como os parénteses. Muitas destas resolugcdes ndo sdo as Unicas, isto torna este
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problema ainda mais interessante, pois ele rompe com o senso comum de que em matematica,

devido a sua exatiddo, h4 apenas uma solugdo para cada problema.

O problema dos Quatro Quatros vem sendo discutido por diversos matematicos e
educadores ha muito tempo. Na internet, encontram-se muitos textos que fazem referéncias a
ele, levantando novas hipoteses e curiosidades em torno do mesmo. Um desafio ao qual muitos
curiosos da matematica se submeteram ao longo do tempo foi tentar escrever todos 0s nimeros

até cem usando a ideia do problema.

Existe ainda quem tenha tentado fazer isto até o impressionante nimero dez mil. Com
essa quantidade de numeros a atingir, as quatro operacGes fundamentais mostram-se
insuficientes. Os formuladores do desafio, entdo, estabeleceram a seguinte condicdo para a
resolucdo do problema: ndo € permitido usar nenhum simbolo algébrico que envolva

letras, como log (logaritmo), lim (limite), sen (seno), cos (cosseno), tg (tangente), etc.

Por outro lado, sdo permitidas algumas outras operacfes além das que ja haviam sido
citadas anteriormente, que envolvem nimeros e simbolos. Em primeiro lugar, a potenciacéo,
utilizando-se apenas a quarta poténcia, claro. Em segundo lugar, a radiciacdo, mais
precisamente raiz quadrada, aqui € bom lembrar que, na verdade, se é utilizado apenas o radical,
sem indice, que implicitamente é 2, mas que, pelas regras de notacdo da matematica, ndo precisa
ser evidenciado. Portanto, a raiz quadrada néo viola a proibigdo de ndo aparecer na expressao
nenhum outro algarismo além de quatro, visto que se utiliza apenas o simbolo do radical. A
terceira operacdo permitida é o fatorial, normalmente estudado pelos alunos no ensino médio,
que é representado por um sinal de exclamagdo (“!”) e, portanto, também néo viola a regra de
que ndo podemos usar simbolos algébricos com letras. Um namero fatorial é igual ao nimero

multiplicado por todos 0s seus antecessores até o nimero um.

Com apenas estas trés operacdes, de acordo com muitos daqueles que ja tentaram
resolver o problema, ainda ndo seria possivel representar varios dos numeros de onze a cem.
Para isto, serd admitida uma quarta operacdo, que usualmente ndo € aprendida durante a
educacéo basica, mas que segue o mesmo principio do fatorial, o termial, representado pelo
simbolo de interrogagao (“?”). O termial de um ntiimero ¢é igual a0 numero somado a todos 0s

seus antecessores até o nimero um.

Como disse Malba Tahan “afirmam os pacientes calculistas que € possivel escrever
todos os numeros inteiros de 0 até 100”(Tahan, 2017, pg.253), utilizando, além dos ndmeros,
quaisquer simbolos e opera¢fes matematicas das citadas acima, sem envolver letras ou inventar

fungdes apenas para resolver o problema. Nao é desenvolvida, por ele, uma forma Unica para
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se conseguir resolver o problema proposto, mas séo apresentadas sugestdes de resolucdes que

aleatoriamente s&o aplicadas de forma conveniente.

Muitos calculistas buscam mostrar suas respectivas solucfes de diversas maneiras e em
algumas delas se acrescentam ou se excluem outros simbolos e operaces, isso pode facilitar os
caminhos a serem seguidos, mas também podem dificultar ou banalizar a problemaética. Essas
regras pre-definidas também variam de acordo com o publico que teria acesso, é possivel que
0s estudantes de uma determinada modalidade de ensino ainda ndo tenham adquirido os

conhecimentos necessarios para a compreensao de certas operagdes ou simbolos.

Figura 1: O Quatro de todas as horas

Fonte: Atitude Reflexiva.?

O uso deste problema tem se expandido dentro da matematica recreativa e
constantemente passou a ser utilizado didaticamente por educadores que buscam, dentre os
diversos objetivos, resgatar conceitos, estruturar comandos, direcionar ao aprendizado que por
diversas vezes fora distorcido e até mesmo fortalecer conhecimentos que se completam dentro

de uma linha tematica.

Segundo algumas situacOes didaticas vivenciadas, como em “Os quatro quatros —
Reflexdes Sobre Uma Gincana de Matematica” de [3] Ricardo Roberto Plaza Teixeira e “O
problema dos quatro quatros” de [4] Clarice Segantini, o problema mostra aos estudantes ser
possivel resolver uma questdo por varios caminhos e que néo existe apenas uma solucéo para o
contexto exposto. Mas seria possivel realizar constru¢des como essa com outros algarismos? E

que outras construc¢des poderiam se inspirar nesta proposta?
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1.2. O escolhido foi o nUmero 19

E fato que as dificuldades dos alunos surgem diante de conceitos matematicos e
propriedades bésicas, que mesmo sem significatividade e compreensdo, foram acumuladas ao
longo da vida escolar como regras a serem seguidas. Além disso, a experiéncia do autor no
meio educacional, deixa evidente que a resolucdo de problemas € umas das metodologias que
colaboram com o trabalho do professor ao conduzir o processo de ensino e aprendizagem, uma
vez que oportuniza aos alunos tomarem decisOes e impulsiona processos cognitivos e a troca

de experiéncias entre os estudantes.

Ainda dentro das consideracGes descritas e diante de propostas pedagdgicas que serao
mencionadas mais a frente, é interessante destacar que atividades como a que sera proposta
podem de fato mobilizar quase a totalidade dos estudantes do meio no qual serd aplicada,

inclusive muitos daqueles que usualmente se declaram avessos a matematica.

E claro que, devido & complexidade das operacbes utilizadas (fatorial, termial,
potenciacdo, radiciacdo), o desafio ndo pode ser proposto a estudantes das séries iniciais do
ensino fundamental, mas, se nos limitarmos ao intervalo de 0 a 10, um trabalho que utilize
apenas as operacdes fundamentais (adicdo, subtracao, multiplicacédo e divisdo), da forma como
o problema “Os Quatro Quatros” de Malba Tahan propGe, pode ser realizada com criancas de

algumas das séries iniciais do ensino fundamental.

Alem disso, atividades como estas incentivam o exercicio de uma forma de
“criatividade” matematica, como definida por [5] D Ambrosio (1993, p. 40): “Todas as
maneiras de entender criatividade convergem para algo que escapa ao rotineiro, que rompe com

o0 que ¢ esperado e que traz novas dimensodes para um esfor¢o.”

Matematicamente, existem muitas problematicas sem ofertas resolutivas, curiosidades
que precisam de conceitos conclusivos, para as quais dados explicativos poderiam contribuir
fundamentando ideias e formalizando teses. A construcdo e a representacdo dos numeros
inteiros, por exemplo, sdo combustiveis que estdo sempre alimentando o desejo de contribuir

efetivamente para o crescimento deste conteudo.

A ideia do autor desta obra vai muito além de propor um simples desafio ludico, os
dados conclusivos podem mostrar contribuicbes importantes, e que possivelmente serdo
necessarios na formulacdo de conceitos com maior relevancia. Isso deve auxiliar na

compreensédo de contetdos associados a aritmética, entre outras areas.
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Esta proposta mostra a possibilidade veridica de comprovar que € possivel atingir o
objetivo principal, mas que deve ficar claro: os caminhos tracados ndo sdo os unicos, eles
apenas serdo apresentados como sugestdes elementares julgadas pelo autor como mais
apropriadas. Estratégias aritméticas para buscar comprovagdes serdo mostradas de maneira a

otimizar os caminhos que devem ser seguidos.

Muitos outros conceitos matematicos necessitam de definicdes para terem a sua
fundamentacdo descrita. O fato de ser possivel representar um determinado nimero inteiro, por
exemplo, utilizando padrées estabelecidos e diante de condi¢des determinadas, pode se tornar
uma importante ferramenta para ser utilizada na construcéo de um determinado conceito. Assim
é fundamentada boa parte das teorias, que se inicia com pesquisas realizadas por uns, mas que

sO apresenta um desfecho mais concreto por intermédio de outros.

Inicialmente, sera mostrado como foi feita a escolha do nimero a ser construido e dos
outros quatro algarismos que serdo utilizados neste processo. E importante observar que diante
das caracteristicas que cada numero apresenta, 0 nimero a ser construido precisava ser
escolhido, e situacdes relevantes foram consideradas determinantes, como por exemplo, uma
data comemorativa ou 0 nimero da sorte, na qual se acredita exercer bons atributos aqueles que
as tem como fator significante. Além disso, o significado que este nimero tem dentro da
matematica também foi observado, avaliando que grau de dificuldade ele poderia trazer diante

daqueles que se submetessem ao processo.

Sob estas perspectivas, 0 nimero escolhido foi 0 “19”, um ntimero primo, o que aumenta
a dificuldade de sua construcdo. Conhecimentos prévios, como este ajudam na otimizacdo dos

caminhos a obté-lo, em meio a limitagdo por operagdes diretas.
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Capitulo 2

Como construir o niumero 19?

Os algarismos a serem utilizados na construcdo pertencem ao sistema de numeracao
decimal, ou seja, serd considerado o conjunto A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Dele serdo feitas
todas as combinacGes possiveis para grupos de quatro, sendo permitida a repeticdo, e em cada
um desses grupos sera mostrado como é possivel criar uma expressao matematica que resulte
no valor escolhido.

Os simbolos que podem ser utilizados séo: +, representando a adi¢do; —, representando
a subtracdo; x, representando a multiplicagdo; =, representando a divisdo; v/ , representando a
raiz quadrada de um ndmero inteiro ndo negativo; !, representando o fatorial de um namero
inteiro ndo negativo; e ?, representando o termial de um ndmero inteiro ndo negativo. Também

é permitida a utilizacdo de parénteses, colchetes e chaves, caso sejam necessarios.

Por definicdo, o fatorial é o produto dos nimeros inteiros ndo negativos consecutivos

de um ndmero inteiro n, menores ou iguais a n, ou seja,
n
n!=1_[k=n><(n—1)><(n—2)><...><3><2><1.
k=1

E o termial é a adi¢cdo dos nimeros inteiros ndo negativos consecutivos de um nimero
natural n, menores ou iguais a n, ou seja,

nn+1)

n
n?=zk=n+(n—1)+(n—2)+~--+3+2+1= 5
k=1

Por exemplo, 0s nimeros 2964 e 7350 sdo formados por algarismos que se encontram
presentes no conjunto A, logo, tomando esses algarismos e montando as seguintes expressoes
2X6+v9+4e7+3!+5+ 0!, observa-se o resultado 19. Mas é perceptivel que sera muito
trabalhoso fazer essa comprovacéao para todos os numeros que séo formados a partir do referido

conjunto.
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2.1. Sao muitos numeros

Antes de dar inicio as devidas construcfes que este trabalho objetiva, sdo necessarios
alguns esclarecimentos sobre o terreno no qual a ideia principal estd sendo explorada.
Primeiramente, tem-se um conjunto A de dez algarismos, n(4) = 10, assim veja o total de
todos o0s possiveis numeros de quatro algarismos, sendo permitida a repeticdo, que podem ser
utilizados na construcao do nimero 19. O conjunto formado por todos 0s numeros em questéo,

sera denotado por T.

O uso da Anélise Combinatoria sera necessario para mostrar que, na busca por caminhos
mais curtos, nenhuma opcéo foi desconsiderada. E fato que existem dez opgdes para cada um
dos algarismos dos numeros em questdo. Pelo Principio Fundamental de Contagem (PFC), a
quantidade total de nimeros de T, n(T), que podem se formar com quatro algarismos é dada
pelo produto das possibilidades para cada um de seus algarismos, ou seja, n(T) = 10000, que
vao de 0000 até 9999.

Mas, é importante destacar algumas caracteristicas dos diversos nimeros que se formam
dentro desse universo descrito, fazendo, assim, a separacdo por subconjuntos, de acordo com
particularidades e semelhangas a serem destacadas.

Primeiramente considera-se 0 conjunto dos ndmeros que possuem todos 0s quatro
algarismos distintos, T;. Neste caso, a quantidade de nimeros que se forma é dada por um
Arranjo Simples. O Arranjo Simples de n elementos escolhidos p a p (4,,) leva em
consideracdo a ordem dos elementos, isto é, o valor posicional dos algarismos escolhidos e é

dado por:

A n!
P (n—p)!

Observe gque na aplicacdo acima, n = 10 (que é a quantidade de algarismos disponiveis)
e p = 4 (que € a quantidade de algarismos a ser escolhida). Assim, o total de nimeros formados

com os quatro algarismos diferentes, n(T;), é dado por:

10! 10! 10.9.8.7.6!

e S = 10.9.8.7 = 5040.
(10 —4)! 6! 6!

n(Ty) = Ao =
Agora, considera-se 0 conjunto dos nimeros com dois algarismos diferentes e dois
algarismos iguais, isto €, 0s nimeros que serdo formados por trés algarismos distintos, T,. Para

este caso, deve ser observado que ha dez opcdes de algarismos para o par de algarismos iguais
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e para completar o nimero de quatro algarismos, serdo escolhidos mais dois entre 0s outros
nove disponiveis. Para esta Ultima escolha, € necessaria uma Combinacdo Simples dos nove
algarismos, dois a dois. Além disso, ap6s a escolha dos trés algarismos, para a formacéo dos
nimeros, € necessaria a ordenacdo dos mesmos, que serd dada por uma Permutagdo com
Repeticdo dos algarismos pré-determinados. Assim, pelo PFC, a quantidade de nimeros que se
formardo n(T,) saira do produto entre o dez, o nimero de combinacdes e o de permutaces.

E valido recordar que a Combinagdo Simples de n elementos escolhidos p a p (Cnp),
nos fornece a quantidade de grupos possiveis de p elementos escolhidos entre n possiveis, que
ndo leva em consideracdo a ordem dos mesmos, isto é, o grupo AB é 0 mesmo que BA. Este

namero é dado por:

n!

Crr = ot = p)!

Enquanto a Permutacdo com Repeticdo, autoexplicativa, de n elementos em que se o
primeiro € repetido r; vezes, o segundo r, e assim sucessivamente, até o k-ésimo elemento que

é repetido ry, vezes, comr; + 1, + -+ + 1, = n, € dada por:

n!
PT]_,Tz,...,rk —
n !l Ty
Desta forma, tem-se:
) 9! 4! 9! 9.8.7!
n(T,) = 10Cy,P? = 10.m.5 =10.27.2.3 = 10.——.2.3 = 10.9.8.2.3 = 4320.

Considera-se, em sequéncia, 0 conjunto dos numeros que possuem dois pares de
algarismos iguais, mas distintos entre si, isto €, formado por dois algarismos distintos, T5. Ha
de se observar que o nimero de possibilidades para escolha deles é dado por uma Combinacao
Simples dos dez algarismos, dois a dois. Feita a escolha dos dois algarismos, é a repeticdo deles
que completara aqueles que faltam para a formacgdo dos nimeros, fazendo-se necessaria uma
Permutacdo com Repeti¢do para cada combinacdo gerada ao fixar suas posi¢des. Logo, pelo
PFC, a quantidade de numeros formados neste caso, n(T;), sera dada pelo produto entre o

numero de combinagdes e o de permutacdes, isto &,

B 10! 41 10! . 10.9.8!
S 21(10=2)t"212t 8T 8

n(T3) = C10,2P42'2 3=10.9.3 = 270.
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Ainda existem os numeros com trés algarismos iguais e um algarismo diferente, isto é,
formado por dois algarismos distintos, T,. Para este caso, deve-se observar que existem dez
opcodes para o trio de algarismos iguais, e nove opcoes para o quarto algarismo. Faz-se, entéo,
necessidade de uma Permutacdo com Repeticdo para obtermos a quantidade de ndmeros
formados ao se estabelecer as devidas posi¢Ges. Logo, a quantidade de numeros com tais
caracteristicas, n(T,) é dada, de acordo com o PFC, pelo produto entre 0 10, 0 9 e 0 numero de

permutacoes:

| |

, 41 43!
n(Ty) = 10.9P} = 10.9.5; = 10.9.— = 10.9.4 = 360.

Por fim, tém-se 0os nimeros com todos os algarismos iguais, Ts, para este caso deve-se
observar que existem apenas dez opcGes, sendo assim, este € o total de grupos com a referida
caracteristica. Isto é, n(Ts) = 10.

Temos, entdo, que os todos 0s nimeros de quatro algarismos se encaixam em um dos

casos relatados, isto é, pertence a Ty, T, T3, T, ou Ts. De fato:

n(T) = n(Ty) + n(Ty) + n(Ty) + n(T,) + n(Ts) = 5040 + 4320 + 270 + 360 + 10 = 10000.

2.2. Existem formacdes repetidas

E notdrio que a quantidade de nimeros é consideravel, e fazer a comprovagao do que se
espera para todos eles, ndo seria 0 caminho mais apropriado. Mas se forem levados em
consideracdo apenas 0s conjuntos de numeros formados pelos mesmos algarismos, em mesmas
quantidades, ou seja, aqueles que diferem apenas pelos seus valores posicionais, isso reduz
bastante o universo no qual se ha de trabalhar.

De fato, a quantidade de elementos deste conjunto é dada por uma combina¢do com
repeticdo dos dez algarismos, quatro a quatro, o que reduz a quantidade de nimeros a 715,

conforme podemos ver a seguir.

13! 13.12.11.10

Crova-14 = Ci3a = Jra =51 =~ 321 - oS =715

Para chegar a esta quantidade, considera-se, inicialmente, o conjunto E; formado por
todos 0s grupos de quatro algarismos distintos. Tem-se que o0 nimero de elementos de

E;,n(E;), é dado por uma Combinacdo Simples dos dez algarismos quatro a quatro, isto é,
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10! 10.9.8.7.6!

= = 10.3.7 = 210.
41(10 — 4)! 4.3.2.1.6!

n(Ey) = C10,4 =

Observe que todos os elementos de T; pertencem a um elemento de E;, portanto,
consegue-se reduzir os 5040 nimeros a 210, visto que todos 0s outros numeros sdo obtidos por
uma permutacao desses 210. Seguindo este critério, reduz-se os demais conjuntos.

Para isto, considera-se agora o conjunto E, formado por todos os grupos de dois
algarismos iguais e dois algarismos distintos. Analogo ao que ocorreu na formacao de T, serdo
dez opcOes para o par de algarismos iguais e uma combinagdo simples para compor os dois
algarismos que faltam. Pelo PFC, o total de elementos de E,, n(E,), serd o produto entre o 10

e 0 numero de combinacdes:

9! 9.8.7!

10.—— = 10.9.4 = 360.

n(Fz) = 106, = 10.575—51 = 10572,

Reduz-se entdo os 4320 nimeros que compde T, para 360.

Tem-se, também, o conjunto E;, formado por todos os grupos de dois pares de
algarismos iguais, mas distintos entre si. Analogo ao T3, faz-se necessario a escolha de apenas
dois algarismos, cujo numero de possibilidades é dado pela combinacdo simples dos dez

algarismos dois a dois. Assim, o nimero de elementos de E5, n(E5), é dado por:

100 10.9.8! 59— 45
21(10—2)! 218 7 T

n(k3) = Cio2 =

Isto €, reduz-se 270 casos de T para 45.

Em seguida, o conjunto E,, formado por todos os grupos de trés algarismos iguais e um
diferente. Tem-se dez op¢bes para o trio de algarismos e nove opcdes para o algarismo que
resta. Logo, pelo PFC, o nimero de elementos de E,, n(E,), se dara pelo produto entre 0 10 e
09, isto é,

n(E,) = 10 x 9 = 90.

Ou seja, reduz-se 360 casos de T, para 90.
Por fim, o conjunto E, formado por todos os grupos de quatro algarismos iguais. Tem-
se dez opcoes, isto é, n(Es) = 10. Neste caso, ndo ha uma reducdo em relacdo a Ts, uma vez

que as permutacdes dos algarismos ndo geram novos nUmeros.
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Fazendo o somatdrio de todos os subgrupos efetivos, uma vez que 0s conjuntos
definidos séo disjuntos entre si, tem-se o total de grupos, n(E), que sdo considerados dentro

dos dez mil casos que se podem formar, isto é,

n(E) = n(E,) + n(Ey) + n(Es) + n(E,) + n(Es) = 210 + 360 + 45 + 90 + 10 = 715.

Assim, reduz-se 10000 casos de T para 715, uma vez que, como ja justificado, os demais

numeros sdo obtidos pelas permutacdes entre os elementos desses 715 conjuntos.

2.3. Os dez se tornam quatro

Mesmo com a queda significativa do total de conjuntos a serem trabalhados, ainda se
tem uma quantidade consideravelmente alta a ser trabalhada. Uma vez que o objetivo principal
€ mostrar que é possivel a construcdo do 19 a partir de cada um desses conjuntos, sera
importante reduzir ainda mais esse numero.

Sabendo que os algarismos a serem utilizados nesta construcdo pertencem ao conjunto
A=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, entdo ja se pode aplicar uma ou mais operacfes descritas como
possiveis, no caso o fatorial, o termial e/ou a raiz quadrada, para alguns desses elementos, e
quantas vezes forem necessarias. O objetivo é deixar apenas aqueles valores inteiros que se
formam dentro dos limites do conjunto, o que fara com que o nimero de elementos do conjunto
reduza e, consequentemente, diminuird a quantidade de grupos efetivos que se formariam.

E importante ressaltar que a escolha desse caminho tem por objetivo otimizar as formas
de se trabalhar e que este direcionamento ndo é Unico, sera apresentado apenas como uma
sugestdo. Também podem ser utilizados o fatorial, o termial e/ou raiz quadrada como operacdes
obrigatdrias para alguns algarismos no uso dessa proposta em uma situacdo didatica, assim o
conjunto de elementos estaria reduzido.

Observe a tabela a seguir, onde aplica-se as operacfes destacadas acima em cada

algarismo n do conjunto A.
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Tabela 1: Operando os algarismos

n N n? n!

0 0 0 1

1 1 1 1

2 V2 3 2

3 V3 6 6

4 2 10 24

5 V5 15 120
6 NG 21 720
7 V7 28 5040
8 V8 36 40320
9 3 45 362880

E possivel perceber que alguns dos algarismos geram, a partir de tais operacdes, outros
algarismos do mesmo conjunto, como destacado. Assim, o algarismo 0 pode ser tranformado
no algarismo 1; o algarismo 2 pode ser transformado no 3, que, por sua vez, pode ser
transformado no 6, donde 2 e 3 podem ser transformados no 6; 0 4 pode ser transformado no 2
e, consequentemente, no 6; e 0 9 pode ser tranformado no 3 e, consequentemente, 6. Portanto,
os algarismos 0, 2, 3,4 e 9, se reduzem a 1 e 6. De fato, esta representacdo pode ser alcancada
na ocorréncia de mais de uma interacdo, como é possivel comprovar na tabela a seguir. Além
disso, € valido ressaltar que o algarismo 8 gera um quadrado perfeito, podendo ser novamente
operado.

Tabela 2: Operando mais uma vez com os algarismos

n Vn? Vn? n?? Vn??
2 V2?2 V3 6 V2?7
4 3 V10 55 6
8 \/8? 6 666 V827
9 6 3v5 1035 21
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Assim, reduz-se, também, o algarismo 8 ao algarismo 6. E importante ressaltar que as
mesmas, e mais, interacdes trabalhadas envolvendo 1, 5, 6 e 7 ndo geraram novos algarismos,
0 que leva a reduzir o conjunto de dez algarismo a um conjunto de quatro, como é possivel
observar na tabela seguinte, em que ng € o algarismo gerado, denominado efetivo por se tratar

do algarismo que serd utilizado daqui por diante.

Tabela 3: Algarismos efetivos

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ng 1 1 6 6 6 5 6 7 6 6
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Capitulo 3

A construcao do numero 19

Apos as reducdes feitas no capitulo anterior, pode-se, tranquilamente, substituir o
conjunto dos algarismos a serem trabalhados A, pelo conjunto dos algarismos efetivos, Ay =
{1,5, 6,7}, 0 que faz com que os iniciais 10000 numeros se reduzam a 4.4.4.4 = 256. Uma vez
gue este novo conjunto possui apenas quatro algarismos, isto é, n(Ag) = 4, faz-se necessario a
reintegracdo dos grupos que formaram o conjunto E.

Assim como visto no capitulo anterior que as 10000 combinagfes se reduziam a 715

grupos, tem-se que as 256 se reduzem a 35, observe.

7! 7.6.5
= 35.

Cara-124=Cra = 41(7 — 4)! ~ 76

Para tal resultado, considere Ny o conjunto de todos os grupos formados por quatro
algarismos de Ny e cada conjunto Ng; sera definido exatamente como o conjunto E;, onde i é
um elemento do conjunto {1,2,3,4,5}, diferindo apenas pela diversidade de algarismos
disponiveis. Dali, as quantidades de elementos de cada conjunto Ng; serdo obtidas de forma

analoga as dos conjuntos E;, substituindo a quantidade n(A) = 10 por n(Ag) = 4. Assim:

T R O
nWNe) = Coa = g — 1= aro1 1 &
3! 3.2!
n(Ngz) = 4Cs, = =43 =12,

4—— =4
203=2)! 2111

4! 432! 12

2004—2)1 2121~ 2

N(Ng3) = Cyp =

n(Ng,) = 4 X3 = 12.

Nn(Ngs) = 4.
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Portanto, segue que:

Sendo assim, cada grupo efetivo devera pertencer a uma expressdo matematica, cujo
resultado seja o 19, as operagdes utilizdveis devem estar entre aquelas estabelecidas
previamente. Nesta concepcdo, serdo apresentadas tabelas compostas por duas colunas: a
primeira apresentando cada conjunto ng; pertencente ao conjunto Ng; em referéncia; e a
segunda apresentando uma possivel expressdo para a obtencao do 19, envolvendo os algarismos

pertencentes ao ng; em questao.

Para comecar, sera considerado o Unico grupo efetivo que contém todos os algarismos

diferentes, Ng,. Neste caso, tem-se:

Tabela 4: Construgdo do 19 a partir dos quatro algarismos distintos.

Ngq Expresséao
{1,5,6,7} 1+454+46+7=
19

Logo, para cada numero que é formado por estes quatro algarismos efetivos fica

comprovado que é possivel atingir o objetivo inicial, a construcdo do nimero 19.

Dando continuidade, agora serdo considerados 0s grupos que contém um par de

algarismos iguais e dois algarismos diferentes, isto &, os elementos de Ng,.

Tabela 5: Construcéo do 19 a partir de dois algarismos iguais e dois distintos.

Ng Expresséo
57+6—-1—-1=
{1,1,5,6} 15+6—-1-1=
19
1+1)x7+5=
{1,1,5,7} 2X7+5=
19
1+ x6+7=
{1,1,6,7} 2X6+7=
19
5Xx5-6x1=
{1,5,5,6} 25—-6=
19
{1,5,5,7} 5x5—(7-1)=
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25-6=
19
(6—1)x5—-6=
{1,5,6,6} 5Xx5—-6=
19
1x(7+5+7=
{1,5,7,7} 1x1247 =
19
1x(6+6)+7=
{1,6,6,7} 1x12+7 =
19
7+7+(6-1) =
{1,6,7,7} 14+5=
19
5246 — (7 —5) =
{5,5,6,7} 15+6— 2=
19
(V6x6)?—(7-5) =
{5,6,6,7} 67 —2 =
19
7X7—-5%X6=
{5,6,7,7} 49 — 30 =
19

Portanto, e de forma analoga a conclusdo da tabela anterior, para todos 0s nimeros
efetivos que possuirem tais algarismos e para todos 0s outros que possam chegar nestes
formatos, esta comprovado que é possivel obter o objetivo inicial.

Seguindo, serdo considerados, agora, 0s grupos efetivos que possuem dois pares de

algarismos iguais, mas distintos entre si, isto é, os elementos de Ng;.

Tabela 6: Construcdo do 19 a partir de dois algarismos distintos, ambos repetidos.

Ngs3 Expresséo
5745—-1Xx1=
{1,1,5,5} 15+5—-1=
19
(Vex6)?—(1+1) =
{1,1,6,6} 67 —2 =
19
7—-7+1+1) =
{1,1,7,7} 28—-9 =
19
5X5—-v6X6=
{5,5,6,6} e 6=
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19

VEX5+7+7=
{5,57,7} 5+74+7=

19
6+6+V7IxX7=
{6,6,7,7} 6+6+7=
19

Assim, para todos os nimeros efetivos com tais caracteristicas e para todos 0s outros

que possam chegar nestes formatos, estd comprovado que € possivel chegar no objetivo inicial.

Dando seguimento, serdo considerados agora os grupos efetivos que possuem trés

algarismos iguais e um algarismo diferente, isto €, os elementos de Ng,.

Tabela 7: Construcdo do 19 a partir de trés algarismos iguais e um distinto.

L2 Expresséo

57+ (1+1)?+1=
{1,1,1,5} 15427+ 1=
19
1x6?7—(1+1) =
{1,1,1,6} 1x21-2=
19
7-1)7-(1+1) =
{1,1,1,7} 67—2 =
19
5x5—-(5+1)=
{5,5,5,1} 25—6 =
19
67— (5+5)+5=
{5,5,5,6} 6?7—10+5=
19
51+ (5+4+5)+7=
{5,5,5,7} 1201047 =
19
6+6+6+1=
{6,6,6,1} 1246+1=
19
6? —V5—-6+6=
{6,6,6,5} 21 —V4 =
19
V6eX6+6+7=
{6,6,6,7} 6+6+7=
19

7,7,7,1} 7-—12-V77=7=
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6?— V4 =
19
VIX7+74+5=
{7,7,7,5} 74+7+4+5=

19

6?—_|7?+V7

21 —v28=+7
19

:

{7,7,7,6}

Logo, para os numeros efetivos com tais caracteristicas, além de todos os outros que

podem chegar nestes formatos, fica comprovado que é possivel alcancar o objetivo inicial.

Finalizando, serdo considerados agora os grupos efetivos com todos os algarismos

iguais, isto €, os elementos de Ng:.

Tabela 8: Construcdo do 19 a partir de quatro algarismos iguais.

Grupo Expressao

A+D?1?7—(1+1) =
1,1,1,1} 2217-2=

19
5745-5+5=
{5,5,5,5} 15+5—-1=

19
67— (6+6)~ 6=
{6,6,6,6} 21-12+6=

19

77—-(N7?7+7+7) =
{7,7,7,7} 28— (V4+7) =
19

Assim, para todos os numeros efetivos com tal caracteristica, além de todos aqueles
outros que podem chegar neste formato, estd comprovado que é possivel chegar no objetivo
inicial.

A tabela a seguir ira mostrar para alguns casos apenas como qualquer nimero dentre 0s
10000, formado pelos algarismos do conjunto {0,1 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} passam pelos grupos

efetivos e através de algumas operacdes ou simbolos, geram 0 nimero 19. Observe:



Tabela 9: Exemplos numéricos de construcédo do 19

NuUmero

Grupo

Expressao

Ng;

3750

{0,3,5,7}

0!+5+3!'+7=

[1]+5+[6]+7 =
19

{1,5,6,7}

0258

{0,2,5,8}

(221 —0!) x5 —+/87=
(8- [1) x5 -[6]=
5x5—6=
19

{1,5,6,6}

1043

{0,1, 3,4}

</3!><\/Z?!>?—(1+0!)=
(JExE)2- @+ -

67— 2=
19

{1,1,6,6}

8 497

{4,7,8,9}

/@x\/§1+(\/1)?!+7=

{6,6,6,7}

9328

{2,3,8,9}

317—(221+/8?) V9! =
[6l? — (] +[6]) ~ [6] =
21-12+6=
19

{6,6,6,6}
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Observe que alguns algarismos foram destacados através de um enquadramento. Isto foi

feito para destacar a substituicdo do algarismo inicial pelo algarismo efetivo. Com estes

exemplos e a partir das construcfes das tabelas anteriores pode-se, entdo, comprovar que

qualquer nimero de quatro algarismos, escolhidos aleatoriamente, utilizando de forma

adequada alguns simbolos e operacdes € possivel montar pelo menos uma expressao que resulte

no numero 19.

Ap0s as observacdes feitas a partir da escolha por um nimero especifico, uma pergunta

gue surge naturalmente: seria possivel construir outros nimeros inteiros diante destas mesmas

condicBes pré-estabelecidas? Percebe-se que para alguns nimeros essa construgdo pode ser algo

trivial, visto que o conjunto {1,5,6,7} gera grupos efetivos que facilitam este processo,

inclusive podem até reduzir a quantidade de operagdes que serdo utilizadas.
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Dentro desta perspectiva observe como podem ficar essas construgdes para alguns
nlmeros inteiros. E importante ressaltar grau de dificuldade para sintetizar um universo tdo
aleatério como o que se encontra descrito nesse trabalho, entdo algumas ideias devem ser

aproveitadas.

3.1. Aconstrucdodo0

O zero € 0 nUmero que na natureza representa a auséncia de quantidade. Para a sua
construcdo, se utilizam os grupos efetivos ja citados anteriormente, N. Observa-se que de todos
os trinta e cinco elementos de Ng, em trinta e quatro deles, existe pelo menos a repeti¢do de um
algarismo. Isto facilita bastante o processo, pois com o uso apenas das operacdes de subtracdo
e de multiplicacdo, além daquelas utilizadas nas transformacdes dos grupos efetivos, consegue-
se obté-lo. Estas opera¢des também sdo suficientes para o Gnico grupo que resta e que ndo ha

repeticdo de algarismos.

Sendo a, b e c algarismos efetivos, isto €, elementos do conjunto Ay entdo:

Tabela 10: Construcdo do 0

Grupos Expresséo

5x(7—-1-6)=
5x(6—-6)=
5x0=
0
(a—a)xaxa=
OXaxa=
0Xa=
0
(a—a)xXaxb=
Oxaxb=
0xb=
0
(a—a)Xbxb=
OXbXxb=
0xb=
0
(a—a)xbxc=
O0XbXc=
0XxXc=

0

{1,5,6,7}

{a,a,a,a}

{a,a,a,b}

{a,a,b, b}

{a,a, b, c}




Observe alguns exemplos na tabela abaixo:

Tabela 11: Exemplos numéricos de construcdo do 0

NUmero Expresséo Grupo
5x(7-1-+v471) =
4517 5 x(7-1-[6]) = {1,5,6,7}
0
1x7x (V/87—+/9!) = t 7l8' %
7 819 1x7x ([6]-[6]) = {1,6,6,7}
0 l
{a,a,b,c}
{0,1,2, 6}
(0'=1) x (22! —6) = l
0126 ([1]-1) x(6]-6) = {1,1,6,6}
0 l
{a,a,b,b}
4,5,
(3!1=5) x (V4?1 —8?) = {34¢ 8
5483 ([6]-5) x (le]-[6]) = {5,6,6,6}
0 l
{a,a,a,b}
{2,6,8,9}
(Va21—6) x (V87-V9!) = l
9 468 ([6]-6) x (6] -[6]) = {6,6,6,6}
0 l
{a,a,a,a}
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Analogamente, com qualquer um dos grupos formados por quatro algarismos aleatérios

e pertencentes aos 10000 grupos ja citados antes, € possivel se construir o nimero zero.

3.2. Aconstrugdo do 1

Além das operacdes de subtracdo e multiplicacdo utilizadas com os grupos efetivos na

construcdo do 0 (zero), e aquelas ja utilizadas para os grupos efetivos, acrescentando o simbolo

de fatorial, pode-se construir o nimero 1 com qualquer um dos grupos inclusos nos 100000

falados anteriormente. Uma vez que 0! = 1, torna-se trivial a construgéo do 1 a partir do mesmo

conjunto de algarismos. De fato, j4 que foi comprovado que é possivel obter o zero, basta

atribuir o fatorial em cada uma das expressdes que o0 constroem, como € possivel observar com

na tabela (Tabela 12) a seguir, com os mesmos exemplos e expressdes da tabela anterior (Tabela

11).



Tabela 12

: Exemplos numéricos de construcdo do 1

NuUmero

Expressao

4517

[5 x (7-1-Va7)| =
[5 x (7—1-6)]'=
0=

7 819

1
[1x7 x (V82— Vo]t =
[1x7x%(6-6)]=
0=
1

0126

[(0'— 1) x (221 —6)]! =
| =

[(1-1) x(6-6)]
0l =

5483

1
[(3! - 5) x (V&2 —v/8?)]! =
[(6-5)x(6-06)]!=
0l =
1

9468

[(V471 - 6) x (V87— V9!)|! =
[(6—-6)x(6-06)]!=
0l =
1

3.3. A construcado de outros nimeros
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O grande desafio de construir qualquer nimero inteiro, a partir de quatro algarismos, é

o fato de serem aleatorios. Isto é, tomar quaisquer quatro algarismos, utilizar operac6es e/ou

simbolos na construcdo para obter um determinado nimero inteiro é algo muito randémico, os

padrdes ficam distantes, outros conceitos precisam ser inseridos e ainda assim podem deixar

alguns pontos sem desfecho. No entanto, é exatamente ai a riqueza deste processo, pois estimula

a criatividade e motiva a possiveis descobertas.

Porém, algumas observacdes podem ser feitas, como, por exemplo, que é possivel a

construcdo de algum numero com caracteristicas propias, mais precisamente de um numero

quadrado perfeito, a partir da soma dos termiais de dois nimeros consecutivos. Considere n e

n + 1, onde n é um inteiro ndo negativo, entdo:

n? +(n+ 1)?= >

n(n+1)+(n+1)(n+2)_n2+n+n2+3n+2_2n2+4n+2

2 2

=n’+2n+1=(n+1)>
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Assim, temos que, dados a e b, nimeros inteiros ndo negativos consecutivos, a? +b? =

(max{a, b})?. Este argumento sera utilizado nas construcdes a seguir.

Pode-se perceber que, no conjunto de algarismos efetivos ja citados, {1, 5, 6, 7}, e todas
as possiveis combinacdes de grupos que podem ser formadas, o universo fica configurado da
seguinte forma: nos grupos que ha repeticdo de algarismos, e naqueles que existem algarismos
consecutivos, sem a presenga do “um’ em ambas as situagdes, sempre se consegue um quadrado

perfeito diferente de 1.

Para 0s grupos nos quais existe a presenca do “um”, ou que ndo ha nameros
consecutivos, facilmente é possivel obter algarismos que se repetem, consecutivos, ou um
quadrado perfeito, e consequentemente todo o grupo sempre gera algum quadrado perfeito.

Observe a construcdo de um quadrado perfeito a partir de todos os grupos efetivos de N.

Tabela 13: Dos quatro a um quadrado perfeito.

Grupo genérico Condicéo Grupo especifico Expressédo
Com (55,513, {6,6,6,1) Vaxa)? +(a +_1)?=
{a,a,a,1} a?+(a+1)?=
ae A — {1} e{7,7,7,1} (a+1)?
{1,1,1,1},{5,5,5,5},
{6,6,6,6},{7,7,7,7}, axaxbxb=
{a,a,b, b} Coma,b € Ag {5,5,1,1},{6,6,1,1}, a’ x b? =
{7,7,1,1},{5,5, 6,6}, (ab)?
{6,6,7,7}e{5,5,7,7}
Com Vaxa? +b?7x 1=

(5,5,6,1},{6,6,5,1},

{a,a,b, 1} a,beAr—{1}e a?+b? =
a e b consecutivos {6,6,7,1}e{7,7,6,1} b2
Com (a+a+1)?174+b?=
{a,a,b, 1} a,be A —{1,6} |{5,51,7}e{7,7,1,5} 6?+b?=
ea+bhb (max{b, 6})*
{1P 1! 5; 6}! {1F 1! 7; 6}! . 2 2 _
@ab,6) Comaedge |{5556)(5576),| ¢ g?ﬁaﬁ;ﬁ?f) =
T beAr —{1,6} {6,6,5,6},{6,6,7,6}, (max{a ,b})z N
{7,7,5,6}e{7,7,7,6} ’
G+a+a)?+7?=
{5,5,5,7},{6,6,5, 7} Al
{a,a,5,7} Coma e Ag (1,1,5,7} e {7,7,5,7) 6.><7Z__
Com 1+1+D?+a?=
{a,1,1,1} ded,—(16) {5,1,1,1} e {7,1,1,1} 67 +a? =
S (max{a, 6})°
3 4 | =
(1,1,1,6} Neste caso nao ha 1,1,1,6) 1+1+1)!x6

necessidade 6X6=




{1,5,6,7}

Neste caso ndo ha
necessidade

{1,5,6,7}

62
57+/(7— 1) X 67 =
574+67=
62

Como ja dito anteriormente, estas construcfes ndo séo Unicas, Sa0 apenas uma sugestao
comprovando a existéncia de pelo menos uma. Vejamos alguns exemplos com mais expressdes

na tabela a seguir.

Tabela 14: Construcdes de quadrados perfeitos a partir de exemplos.

. . Quadrados
Exemplo de grupo Grupo Efetivo Expressoes .
P grup P P Perfeitos

(5-1)x (7 —6) 4

{0,5,7,9} {1,5,6,7} 1+64+7-5 9
(5—1) x 6?7 +7? 196

(5-1) x (6 —6) 4

{1,3,5,9} {1,5,6,6} (5x6)—6!x1 9
(5—-1)x6X%x6 144

67+ 7+ (7 —6) 4

(2,4,7,7} {6,6,7,7} (67+7) x (6! = 7) 9
6X6X7X7 1764

6x1—(1+1) 4

{0,0,1,8} {1,1,1,6} 6+1+1+1 9

(1+1+1)!'x6 36

6—(6+6)+6 4
6X6X6X6 1296

Portanto, fica evidente que é possivel construir outros nimeros inteiros positivos
utilizando a ideias apresentadas nesse trabalho. Agora a busca fica por generalizagdes, ou
padrdes que sintetizem a formacéo de todo e qualquer nimero inteiro, principalmente, quando

fica observado que o universo de algarismos pode se restringir, e a aplicacdo das operagdes nos

nameros ja construidos podem gerar mais outros nimeros. Veja:




Tabela 15: Gerando um nimero a partir de outro.

NUmero inteiro n,
possivelmente, ja Vn n? n! Vn? Vn??
comprovado
4 2 10 24 6
9 3 45 362880 6 21

37

Isso implica no fato de, ao se comprovar que um determinado nimero inteiro pode ser

construido utilizando alguns simbolos e/ou operacbes entre quaisquer quatro algarismos do

sistema de numeracdo decimal, entdo, também esta comprovado para a infinidade de nimeros

que podem ser gerados a partir desse referido numero.
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Capitulo 4

A construcdo do numero 19 no universo didatico

E fato que a curiosidade é uma importante ferramenta pedagdgica e desperta-la nos
estudantes na maioria das vezes é um desafio. Mas, no ambito desta construgdo, que outras
questdes voltadas ao ensino-aprendizagem da matematica poderiam ser abordadas? Este tema

tem movimentado ao longo dos anos muitas comunidades educacionais.

No ambito escolar, podemos citar a busca dos professores pelas melhores estratégias
didaticas; dos alunos, a procura constante por atalhos no processo de aprendizagem; das
familias, a dificuldade de manter elos com a escola, devido a questdes de natureza social, como
atribuicGes diarias e profissionais; e até mesmo em relagdo as normatizacfes, que se tornam

confusas nas constantes transi¢fes que séo propostas.

E perceptivel que a graduacdo do professor ainda néo o prepara efetivamente para o0s
desafios da sala de aula. Quando ele finaliza seu curso, novos obstaculos mostram que sua
preparacdo se encontra incompleta. As mudancas tém ocorrido, porém ainda falta muito. Ha
inmeros fatores que dificultam efetivar novas ideias e formulagdes. E preciso estar aberto as
novidades e procurar diferentes métodos de trabalho, partindo de uma analise individual e
coletiva das praticas [6] (FREIRE, 1996).

Assim, faz-se necessario ao professor a aplicagcdo de novas metodologias, tendo em vista
que o aluno precisa que o ensino-aprendizagem da matematica o seduza para que haja mais
interacdo, o motivando a adquirir conhecimento, propiciando uma relacdo mais dindmica com
0s professores e seus colegas, objetivando absorver de forma mais significativa os conceitos

matematicos.

4.1 Tropecando na tecnologia

Ressaltando que a velocidade no avango da tecnologia tem ficado cada vez maior,
mesmo o0 uso delas por grande parte da populagcdo ndo tem acompanhado este processo da

mesma forma. Principalmente no universo escolar, as midias cibernéticas chegaram nas
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familias, nos estudantes, e nos professores. Infelizmente, ndo em um formato uniforme, cada

segmento estabeleceu suas prioridades dentro desse mundo virtual.

N&o se pode negar que essa evolucdo tecnologica traz importantes contribuicdes,
principalmente no meio de comunicagdes, mas de acordo com [7] Neumann e Missel (2019),
o0 lado negativo é fortalecido principalmente por se instaurar nas familias. Trazendo como
consequéncia filhos e pais separados por um abismo, 0 que repercute negativamente em

diversos aspectos da vida de ambos.

“Porém, isso ¢ mais percebido pelos pais do que pelos filhos, conforme os dados desta
pesquisa, 57,14% dos pais entrevistados afirmaram que frequentemente os filhos
preferem ficar conectados a tecnologia ao invés de estar com a familia. Enquanto que
50% dos filhos afirmam que o ocasionalmente os pais optam pela tecnologia ao invés
de ficar com a familia” (NEUMANN e MISSEL, 2019, p.75-91)

Assim, além da comunicacgdo presencial ter se tornado mecanica, quase que restrita ao
essencial, infelizmente, as interacdes pessoais fisicas tém diminuido bastante. Isso pode estar
fazendo com que cada um esteja criando o seu proprio mundo. Entretanto, ndo se pode ignorar
gue a escola é um espaco social, ambiente que necessita de convivéncias, interacdes fisicas, e

que delas sdo extraidos aprendizados que devem ser levados para toda a vida.

“Antes de tudo, para um bom convivio, é preciso que haja convivio - 0 que, por mais
6bvio que pareca, nem sempre ocorre. Quando 0 ensino se resume a treinamento e
transferéncia de informacéo, as interacdes entre estudantes chegam a ser evitadas a
pretexto de prejudicarem a concentragdo. O que resta é uma relacdo de competicao
entre alunos e de reciproca cobranga entre eles e seus professores.” [8] (MENEZES,
2011)

Além disso, caso exista uma convivéncia caracterizada por cumplicidade dentro do
ambiente da sala de aula e em todo tipo de proposta técnica ou cultural, a edificacdo do
conhecimento é dada de maneira natural e processual através de um mutualismo, onde 0s
sentimentos de seguranca e amizade prevalecem. Pode ser uma iniciativa de um unico docente,
porém so ira tomar forca quando proliferar entre toda comunidade educacional, incluindo todos

0S segmentos presentes na escola e os estudantes.

Atualmente, sdo grandes os desafios dos professores para conseguir promover uma aula
atrativa, visto que redes sociais, jogos digitais, filmes, séries, e tudo aquilo que se obtém a partir
da internet e de dispositivos mdveis deslumbram muito mais as pessoas e principalmente os

jovens, do que uma simples transmissao de conhecimento.
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“Os alunos ndo sabem usar a tecnologia ¢ prol do ensino, sdo imediatistas, ndo sabem
filtrar as informagdes da internet e tem dificuldade de concentracdo em sala de aula.
De maneira geral, estudos mostram resultados positivos no uso de celulares e
tecnologias da informagdo e da comunicagdo em geral”. [9] (GUERIN, 2020, p. 45)

Entretanto, deve-se destacar que estas informagdes sdo precoces no que diz respeito a
area desta pesquisa. Sendo criangas e adolescentes o publico-alvo deste trabalho, se consegue
dinamizar as aulas, com situacdes didaticas que fogem do tradicional, e saem de uma rotulada

monotonia, se tornando cada vez mais essenciais a necessidade de evolugdo intelectual.

Diante de uma situacdo didatica real, estas ferramentas, com destaque para 0sS
smartphones, sdo constantemente criticadas pelos professores, os quais relatam dificuldades de
concentracdo, insuficiente nivel de atencdo, desnorteando o foco dos estudantes diante dos
contetdos trabalhados na aula.

Soma-se a isso 0 continuo desinteresse dos estudantes por quase todos os contetdos
associados a matematica, dentre estes, aqueles que sdo necessarios de forma direta para o dia a
dia. Muitos podem ser os motivos que contribuem com este fato, e a manutengéo disso vai desde
0 inicio da construcdo do conhecimento, passando pelos direcionamentos recebidos na vida
académica, o tratamento compartilhado com os eventuais fracassos e até questdes sociais do

ambiente em que vivem e que, de alguma forma, afetam o seu crescimento evolutivo.

4.2  Avaliando as avaliacoes

As avaliagOes que sé@o aplicadas tanto de origem interna como aquelas que chegam de
Orgdos externos, vivem em constantes contradicdes. Muitas vezes, 0s conhecimentos basicos
necessarios colidem com aqueles que servirdo de suporte para conteudos técnicos mais
avangados. Isso pode afetar de forma circunstancial o crescimento intelectual e a evolugéo de

um estudante.

“A matematica e o desinteresse dos alunos na escola nos dias atuais, a ousadia, a
criatividade e a experimentacdo, as mudancas impulsionam a perspectiva de
competéncia dos alunos. Como o professor é o orientador desse processo de ensino-
aprendizagem, deve sempre renovar sua metodologia. Para isso ocorrer, antes temos
que fazer uma autoavaliacdo, enquanto profissional. Ndo se deve considerar uma
avaliagdo que considere o aluno como um produto.” [10] (SILVA e CUNHA, 2020,
p. 11)

O espaco escolar deve ser para quem o frequenta, um ambiente carregado de confianca,

ser uma fonte do saber, lugar onde se pode ser livre para de alguma forma conquistar
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conhecimentos, cultivar amizades que saibam compartilhar os ganhos e principalmente as

perdas diante do processo evolutivo educacional.

As curiosidades que moveram a construcdo desse trabalho, também despertaram
questdes pedagdgicas que envolvem as limitacGes sofridas pelos estudantes, sejam no algoritmo
das operagdes, no desenvolvimento do célculo mental e até mesmo nas escolhas estratégicas

para encontrar a resolucdo de um problema.

Segundo dados do Programa Internacional de Avaliacdo dos Estudantes (PISA), os
numeros de 2018 se configuram da seguinte forma: 79 paises e 600 mil estudantes foram os
nameros de participantes do teste, que acontece desde o ano 2000. No ranking o Brasil esta
ocupando a modesta posicdo de 70° em matematica, entre todos os paises participantes desta
avaliacdo.

Outro detalhe importante é que diante de todos os paises participantes, foi constatado
que os brasileiros sdo os mais faltosos a escola. Além disso, o tempo perdido de aula por
comportamento indevido na sala € maior do que a média geral obtida no PISA 2018. A falta de
confianca no seu desempenho também ficou demonstrada, tais estudantes se ajudam bem menos
gue nos demais paises e foi observado o crescimento dos casos de bullying. Tudo isso pertence

e é proveniente de um questionario que acompanha a prova.

Veja o comportamento do desempenho brasileiro ao longo dos Ultimos anos nesta

avaliacdo, mais especificamente em matematica:

Figura 2: O desempenho do Brasil no PISA 2018
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Brasil no PISA 2018

B CIENCIAS

489 ———————  Média da OCDE em 2018 em e CIENCIAS
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360
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Fonte: PISA 2018
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De acordo com o Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio
Teixeira (INEP), cerca de 68,1% dos estudantes brasileiros estdo no pior nivel de proficiéncia
em matematica e ndo possuem nivel basico, considerado como 0 minimo para o exercicio pleno
da cidadania. Mais de 40% dos jovens que se encontram no nivel basico de conhecimento sao
incapazes de resolver questdes simples e rotineiras. Apenas 0,1% dos 10.961 alunos
participantes do PISA apresentou nivel maximo de proficiéncia na area. Em termos de
escolarizacéo, os estudantes brasileiros estao trés anos e meio atras dos paises da Organizacéo
para a Cooperacdo e Desenvolvimento Econdmico OCDE (489), quando o assunto é
proficiéncia em matematica.

Tudo isso afeta circunstancialmente, e de diversas formas diretamente, a seguranca que
o individuo precisa ter para se sentir confortavel, a conseguir receber de forma estruturada os
comandos matematicos destinados ao seu aprendizado. O fracasso ndo pode ser tratado como
algo que destroi, mas como uma parte importante da caminhada, e que muitas vezes é com ele

que se consegue evidenciar o melhor caminho para se obter uma solucéo.

Segundo [11] Emmel e Costa (2019), os problemas relacionados a aprendizagem da
Matemética surgem j& nos primeiros contatos do aluno com a matéria. O que acontece
nos anos iniciais, podendo ser por limitacdo dos recursos didaticos do docente ou uma
guantidade ndo suficiente de atencdo a disciplina ofertada pelo estudante. Mas o que fica
marcado na memoria de boa parte destes alunos é que a Matematica é inalcancavel e sua

compreensdo é utopica. Dessa forma, isso vai lhes traumatizando quase que permanentemente.

Foi em 2012, a ultima vez que matematica esteve dominando as diretrizes da avaliagdo
do PISA. Agora, a Matriz de Referéncia (Quadro Conceitual) de Matematica para a nova prova
teve seu lancamento oficial em 14/10/2019 na Universidade de Oxford. Este fato foi paralelo a
criacdo da versdo digital e interativa na area e figuram entre suas competéncias, a capacidade
de formular, a aplicacdo de conceitos e interpretacdo concisa de situagdes do mundo real de
forma contextualizadas. Infelizmente, a pandemia trouxe consequéncias, e uma delas é que o
PISA 2021 sé podera ser realizado em 2022.

E crescente o interesse global nas “Competéncias Para o Século XXI”, e a ansiedade é
grande para que seja incluida nos sistemas educativos. A OCDE divulgou uma publicagdo
focada nas referidas competéncias, além de financiar “O Futuro da Educagdo e das
Competéncias: Educagdo 20307, titulo de um projeto investigativo. Um total de 25 paises se
engajaram neste processo internacional, sendo inclusa a colocagdo destas competéncias. Este

projeto tem por objetivo principal o curriculo futuro, iniciando com destaque na matematica.
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Dentre as competéncias do século XXI, podem se destacar: 0 pensamento critico, que é
de grande relevancia na nossa sociedade atual. Os questionamentos precisam estar presentes no
processo de construcdo do conhecimento; a criatividade, pois o individuo deve estar preparado
para se reinventar; a investigacdo e a pesquisa, tais itens devem fazer parte da natureza humana,
pois fortalecem o crescimento intelectual; a autodiregéo, a iniciativa e a persisténcia, fatores
primordiais que caracterizam a autoconfianca; a utilizacdo de informacdo, tanto é importante
recebe-la como saber como e onde utiliza-1a; o pensamento sistémico, ideal para se construir
padrdes; a comunicacdo, é com ela que se busca o entendimento e a reflexdo, que é essencial

para compreensdo do mundo.

As competéncias do século XXI sdo reconhecidas por quem elabora as questfes do teste
de matematica do PISA 2022, mas os itens da avaliacdo ndo sdo, exatamente, criados conforme
estas competéncias. Mas a acdo de aplicar vem forte dentro desta avaliacdo. Dentro da
matematica, o individuo precisa colocar em pratica conceitos, procedimentos e seu raciocinio
matematico na busca pela resolugédo de problemas. Segundo o [12] Quadro conceitual do PISA
2022,

“No processo de empregar conceitos, factos, procedimentos e raciocinio matematico
para resolver problemas, os individuos executam os procedimentos matematicos
necessarios para obter resultados e encontrar uma solu¢do matematica. Eles trabalham
num modelo da situacdo-problema, estabelecendo regularidades, identificando
conexdes entre entidades matematicas e criando argumentos matematicos.”

Observe uma questdo teste que se encontra na versao digital do quadro conceitual PISA

2022 como modelo para as que poderdo estar na avaliacdo que sera aplicada:
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Figura 3: Questdo modelo PISA 2022

Unihzagic de telemdwvel w ,
Questdo 113 UTILIZACAO DE TELEMOVEL
Considera a informagao em «Lzagso de telemoivels Afolha de cdlculo seguinte apresenta a populacio (em milhBes) e o nimero
apresentada 4 diveda Para responderes & questdo de uilizadores de telemdvel (em mildes) de um conjunto de palses da Asia
STRCCIOND LT g ad O dados estdo ordenados por ondemn afabética do nome do pais
Qual & 3 operagdo entre as colunas B e C que permite Caoluna A Coluna B Coluna C Coluna O
determinar cametamente os valores da coluna 07 ﬂ |
Para cada pais Mimera de
. . Populagio  wutllizadores de Z‘WM oo de
) Dividir o valor da coluna B pelo valor da coluna G Pais {em milhces) telemovel o bt
= telemavel
BIC (em milhoes)
Bangladesh 166.735 8621
) Dwidir a soma dos valores das colunas B e C pelo ndorésia 266 357 G757
valor da coluna C
(B+C)HC Japdo 125.738 65 282
WMalasa nsn 20.98
) Doadr o valor da coluna C pelo valor da coluna B Paquistls 200,663 29,228
ciB
Fiipmnas 106.341 28.627
) Diwidir o valor da coluna B pela a soma dos Taikandia Gi41g 30.486
valores das colunas Be [ Turquia B1.086 44T
BI[B+C)
Vietmame b6 357 289043

Fonte: Quadro conceitual PISA 2022

Nela, percebe-se que as operagdes fundamentais e 0 seu uso adequado estdo presentes,
necessitando assim, de um dominio destes conceitos, por parte dos estudantes, para

conseguirem a sua correta resolucéo.

Olhando especificamente, esse processo se configura como: realizar um simples calculo,
fator essencial na matematica; tirar uma simples conclusdo, pois € necessario saber quando
houve desfecho; selecionar a estratégia adequada, fara otimizar o tempo; conceber e propiciar
a implementacdo de estratégias para achar solugdes, saber outros caminhos ajudam na melhor
compreensdo; aplicar regras, algoritmos e estruturas matematicas na busca por solucdes; utilizar

e alternar diversas representacdes durante a procura de solugdes; dentre outras determinagdes.

J& o Sistema de Avaliagdo da Educacdo Béasica (SAEB), que comecou a ser aplicado em
1990, acontece sempre dentro de um intervalo de 2 anos, e € uma avaliacdo realizada pelo INEP.
Ela oferta subsidios para a criagdo, 0 acompanhamento e a adequacdo de politicas estruturadas
de acordo com os resultados, também permite que segmentos do governo avaliem os niveis da

educacéo nacional.

Questionarios sdo elaborados com o objetivo de refletir a aprendizagem dos estudantes
em diversos niveis que se descrevem e organizam de forma crescente, e sdo utilizadas escalas
de proficiéncia em cada etapa avaliada. Os resultados apresentados, em consonancia com as
taxas de aprovacéo, reprovacéo e abandono, forma o indice de Desenvolvimento da Educacgéo
Basica (IDEB).
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Entre os descritores presentes na matriz de referéncia em matemaética da avaliacédo do
[13] SAEB para 2021, serdo destacados os D17, D18, D19 e D20 pertencentes ao 5° Ano do

Ensino Fundamental:

D17: Calcular o resultado de uma adicdo ou subtracdo de nimeros naturais; D18:
Calcular o resultado de uma multiplicacdo ou divisdo de nimeros naturais; D19:
Resolver problema com nimeros naturais, envolvendo diferentes significados da
adicdo ou subtracdo: juntar, alteracdo de um estado inicial (positiva ou negativa),
comparacdo e mais de uma transformacéo (positiva ou negativa). D20: Resolver
problema com nimeros naturais, envolvendo diferentes significados da multiplicacao
ou divisdo: multiplicacdo comparativa, ideia de proporcionalidade, configuracéo
retangular e combinatoria.

E D18, D19 e D20 do 9° Ano do Ensino Fundamental.

D18: Efetuar calculos com numeros inteiros, envolvendo as operacfes (adicéo,
subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacdo). D19: Resolver problema com
ndmeros naturais, envolvendo diferentes significados das operacdes (adicao,
subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacdo). D20: Resolver problema com
nameros inteiros envolvendo as operagdes (adi¢do, subtracdo, multiplicagdo, diviséo,
potenciacéo).

Veja abaixo uma questdo que fez parte da avaliagdo de mateméatica do SAEB

recentemente.

Figura 4: Questdo SAEB

Maria comprou um fogao por 240 reais e uma mesa par 180 reais, pagando 150 reais
de entrada e o restante em 3 vezes sem juros.
Qual é o valor de cada prestagao?

(A) 80 reais.

{B) 130 reais.
{C} 140 reais.
(D) 190 reais.

Fonte: Daeb/Inep

E possivel perceber mais uma vez a presenca de conceitos relacionadas as operagoes e
0 uso adequado delas. Diante disto, [14] Schroeder e Lester (1989) descrevem o ensino da
Matematica e a resolucdo de problemas em trés partes: primeiro, é colocado o0 ensino sobre a
resolucédo de problemas; segundo, destaca-se o0 ensino para a resolugdo de problemas; e, por

fim, tem-se 0 ensino através da resolucéo de problemas.

Assim, foi levado em consideracdo o ensino através da resolugdo de problemas para

aplicacdo deste trabalho, visto que,
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“[...] ¢ uma das alternativas que os professores possuem de dinamizar o processo de
ensino-aprendizagem. Ao ser mediador, o professor faz o0s questionamentos
necessarios para que os alunos construam a base de conhecimentos durante a
resolucdo dos problemas. Os alunos, como sujeitos ativos, adquirem confianca ao
trabalharem em grupos, dialogando com seus pares e trocando as informagfes que
precisam. Os problemas sdo um meio de formalizar os conceitos matematicos que se

almeja ensinar, além de proporcionar as aplicagdes dos conteudos ja ensinados”
(SEGANTINI, 2015, p.121 apud SEGANTINI, 2017).

Nessa perspectiva, Silva e Siqueira Filho (2011, p. 145 apud Segantini, 2017) afirmam
que a resolucdo de problemas aguca processos cognitivos, uma vez que da ao aluno
possibilidades de reflexdo, anélise dos procedimentos efetivados, descobertas de caminhos
diferenciados para a conclusdo do problema em pauta, releitura do resultado encontrado, dentre

outras.

4.3. O 19 e as conversas numéricas

Diante das competéncias descritas e como mostram as questdes das referidas
ferramentas de avaliacdo, saber as operacdes matematicas, a forma adequada de aplica-las, e a
estruturacdo na resolucéo de problemas, estdo bem presentes e se mostram necessarias para o

conhecimento prévio dos estudantes.

Com esta perspectiva, acredita-se que a utilizacdo das ideias apresentadas neste trabalho
podem ser aplicadas em algumas situacdes didaticas e possivelmente devem apresentar
resultados significativos, visto que as propostas sdo baseadas em experiéncias exitosas ja
realizadas e expostas. Isso ira contribuir de alguma forma, com o enriquecimento intelectual

dos educandos.

Uma boa sugestdo para a utilizacdo das ideias desse trabalho, seria aproveitar para
aplicar uma metodologia identificada como “conversas numéricas”, descrita por [15]
Humphreys (2019) em “Conversas Numéricas: Estratégias de Calculo Mental para uma

Compreensao Profunda da Matematica”.

Nela, os estudantes em sala de aula, respondem problemas matematicos através do
calculo mental, e logo depois compartilnam seus calculos e mostram suas estratégias. Isso tende
a deixa-los empolgados e ansiosos para interagir, além do fato de despertar neles a necessidade
de um maior envolvimento com a matéria. Esta € uma atividade que busca causar impactos no

processo de ensino aprendizagem e dinamizar as relagdes interpessoais no ambiente escolar.
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Sabe-se que grande parte dos professores que trabalham com o Ensino Fundamental e
Médio apresentam reclamacdes sobre as limitagdes dos conceitos basicos em matemaética de
seus estudantes. “Cada professor rotineiramente vé estudantes dependentes de procedimentos

mecanicos que sdo aplicados sem pensar” (Humphrey, 2019).

Na situacdo didatica sugerida e que aborda esta metodologia de ensino, o professor na
aula desafiaria seus alunos, colocando escrito no quadro ou projetando, qual seria uma
expressao matematica criada a partir de um ou mais grupos com quatro algarismos pre-
determinados e expostos, utilizando as operagdes descritas aqui, para que resultasse em 19 ou

qualquer outro numero inteiro positivo sugerido.

Ap0s ser dado um tempo, cada um deles deve construir suas respectivas solucoes
mentalmente, aguardar até finalizar o periodo estipulado, e entdo, o professor determina qual o
aluno comeca. Em seguida, na medida que ele expGe a sua forma de fazer, o professor escreve
no quadro, depois inicia-se um debate para que todos possam analisar os caminhos utilizados,
levantar as hipéteses que justificam as estratégias que foram tomadas, e assim estabelecer com

ele as resolucdes mais adequadas.

O processo € repetido com cada aluno participante, e deve se respeitar o desejo daqueles
que optam em ndo expor sua resolugdo. Com isso, na tentativa de dinamizar a aula, sera possivel
trabalhar uma matematica basica, trazendo para os estudantes, de forma implicita, uma fraqueza
que a maioria deles tém, e consequentemente fortalecer a ideia dentro deles, de que é possivel

estruturar conceitos que podem ndo ter sido bem construidos anteriormente.

Toda essa acdo pode ocorrer com a duracdo de 2 aulas, em qualquer turma do Ensino
Fundamental ou Médio, e ndo ha problema algum em repeti-la periodicamente ao longo do ano
letivo. Também pode ser oferecido algum tipo de premiacdo para aqueles que forem bem-
sucedidos, sempre tomando cuidado com a possibilidade de exclusdo, bullying, ou alguma

forma de exposicdo negativa do aluno.

4.4. Na gincana, sempre da 19

Outra sugestdo enriquecedora para se utilizar das ideias desse trabalho, seria promover
uma gincana entre todos os alunos pertencentes a uma série especifica, podendo ou nao os
separar em grupos. Esta situacdo didatica baseia-se na experiéncia relatada por (Teixeira, 2010)
na obra “Os Quatro Quatros” — Reflexdes Sobre uma Gincana de Matematica”, publicada na

revista Linhas.
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A ideia se baseia em o professor, ou um grupo de professores, dividirem 0s estudantes
por turmas de uma mesma série, ou se for o caso, em grupos dentro de uma Unica série,
disponibilizar para cada grupo algumas cartolinas, distribuir igualmente os 715 conjuntos
efetivos citados neste trabalho, sem repeticdo e de 4 algarismos, estipular o tempo que 0s grupos
terdo ao mesmo tempo. O comando seré& dado para que, com os conjuntos de 4 algarismos que
receberem, os componentes da turma ou do grupo consigam montar para cada um, pelo menos
uma expressdo aritmética que resulte no nimero 19, utilizando as operacdes descritas neste

trabalho, e anotados na cartolina.

Apobs o término do tempo, serdo avaliados os painéis, verificando se os conceitos
matematicos foram respeitados, e seré feita uma contagem do nimero de expressdes que foram
montadas. Ird vencer aquele grupo com o maior nimero de construcdes, no critério de
desempate, as expressdes feitas com um menor nimero de operacdes, serdo consideradas mais

valiosas.

Seria muito importante que os painéis com as devidas corre¢des fossem expostos para
todos os participantes, e que seja reservado um momento para reflexdes e debates sobre os
caminhos escolhidos nas construcdes das expressdes. Uma atividade como esta pode ocorrer
em algum momento do ano letivo, pode mobilizar toda a escola, e por ser uma gincana, um dia
ou dois seria um prazo bom para realiza-la. E uma atividade que pode ser realizada com alunos

do Ensino Fundamental ou Médio.

A criatividade se desperta com o espirito de competicdo, e até mesmo aqueles que se
dizem avessos & matematica, ficam tentados a interagir e integrar, ¢ como diz D"Ambroésio
(1993, p. 40) “Todas as maneiras de entender criatividade convergem para algo que escapa ao

rotineiro, que rompe com o que é esperado e que traz novas dimensdes para um esforco”.
4.5. A matematica recreativa do 19

Diante das competéncias, em mais uma sugestao de atividade para aplicar como situacéo
didatica, encontra-se uma oficina realizada por Segantini em “O problema dos quatro quatros”
e relatada no VIl CONGRESSO INTERNACIONAL DE ENSINO DA MATEMATICA. A
referida atividade usa a matematica criativa como embasamento para nortear as diretrizes que

devem ser seguidas.

Uma definicdo para a Matematica Recreativa, segundo Costa (2014) ¢ toda a atividade

com carater ladico e pedagogico. E, conforme Lopes (2012), as pessoas praticam por satisfagéo,
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prazer, para pensar e para jogar. No Brasil, quem se destacou como grande difusor dessa ideia
foi Malba Tahan, ja citado anteriormente.

O primeiro momento da atividade sera destinado a divisdo dos grupos dentro de uma
mesma turma na sala de aula. Logo depois, deve ser repassado 0 mesmo problema para todos:
construir uma expressdo aritmética com quatro algarismos pre-estabelecidos, utilizando as
operacOes descritas neste trabalho, e que resultem em 19. Cada grupo receberd de maneira
uniforme os mesmos 10 conjuntos de 4 algarismos, sera feita a leitura do problema, tirada as
devidas duvidas sobre o enunciado e explicada cada uma das operacOes a serem utilizadas. E

assim, ficam livres para de forma coletiva fazerem e registrarem suas devidas construcoes.

Ja no segundo momento, cada grupo deve expor todo o seu material que foi construido,
e cada conjunto de quatro algarismos com sua respectiva expressdo aritmética, ser feito um
debate com todos os estudantes participantes, mostrando as diversas formas para conseguir

atingir um mesmo resultado, além de mostrar os possiveis equivocos que poderiam surgir.

O terceiro momento deve ser reservado para o registro, por parte de cada estudante
participante. E a hora deles colocarem suas impressdes a respeito da atividade realizada, que
conclusbes puderam tirar, e apresentarem suas sugestfes na busca de melhorias. Assim, é
possivel dar continuidade a um trabalho diferenciado, no qual pode deixar o estudante relaxado

e mais concentrado para receber 0s conceitos matematicos.

Esta situacdo didatica, ndo precisa ser feita em um Unico dia, ela fica mais bem aplicada,
guando realizada de maneira tranquila, demonstrando que € necessaria a utilizacdo de muita
concentracdo, além do fato que o estudante precisa se sentir presente na construcdo de seu

préprio conhecimento.
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Consideracoes Finais

A ideia inicial deste trabalho tinha alguns propositos, mas, no decorrer dele, surgiram
outras inumeras curiosidades, o que levantou diversos questionamentos no universo matematico
sobre a construcdo de outros nimeros inteiros a partir da mesma proposta. Foi uma destas
situacOes, buscar estabelecer regras para padronizar a formulacdo de um determinado nimero

ou grupos especificos de nimeros.

A procura por um padréo ou por generalizacOes trouxe algumas descobertas que fizeram
0 processo ficar enriquecedor, o que tinha como motivacdo inicial a constru¢do do nimero 19,
foi se estendendo a formacdo de outros nimeros inteiros positivos. E sabido que ndo é algo
simples, devido a complexidade que foi colocado o problema, mas acredita-se que alguma
contribuicéo ficou estabelecida.

Brincar com os numeros, colocar de forma estratégica as operagdes, encaixar
devidamente os sinais, é algo que discretamente vai envolvendo todo aquele que se sente
desafiado a conseguir 0 objetivo proposto. Logo, a aversdo tdo configurada dos estudantes

diante da matematica tende a ser diminuida e até mesmo superada.

E isso ndo se restringe apenas aqueles que dominam essa maravilhosa ciéncia, uma vez
gue 0s conceitos matematicos basicos sdo colocados de forma tdo atraente que fica dificil
resistir a eles, e dependendo do publico a ter acesso, contetidos mais fundamentados podem ser
inseridos de forma gradativa e agradavel.

Fundamentacdes matematicas, estruturacGes conceituais, interaces interpessoais em
sala de aula, dinamismo didatico, melhorias nos resultados avaliativos, sdo fatores que esse
trabalho buscou abordar. Oferecendo sugestfes nas quais o autor acredita estarem em
consonancia com as inumeras dificuldades enfrentadas em cada &mbito citado, deixando ao
leitor o desafio de construcdo de outros nimeros ainda ndo abordados, e ao leitor-professor o

desafio de aplicar atividades como esta em sua sala de aula.
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