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RESUMO

Victoriano, Eduardo Moreira. Noc¢oes de Direito Tributario e Economia Como Temas Trans-
versais na Matematica Financeira e no Estudo de Funcoes no Ensino Basico. 2020. 88 f.
Dissertacdo (Mestrado) — Colégio Pedro II, Pr6-Reitoria de P6s- Graduacdo, Pesquisa, Extensdo
e Cultura, Programa de Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional, Rio de Janeiro,
2020.

Diariamente somos bombardeados com declaragdes sobre crescimento do PIB, sobre carga
tributaria ou sobre taxa de inflacdo que, para uma plena compreensao, carecem de conhecimentos
prévios sobre Matemadtica Financeira e Economia. A despeito de parte desse conhecimento ser
transmitido aos alunos nas Ciéncias Humanas, temos pouca ou mesmo nenhuma participagdo da
Matematica em suas explicacdes, isto é, a Matematica raramente € utilizada como importante
ferramenta para o estudo das Ci€ncias Humanas. Além disso, hd uma enorme lacuna no ensino das
Ciéncias Juridicas no Ensino Basico, mesmo estas sendo ciéncias fundamentais para a educacao
de nossa sociedade e para a consolidacao de um pais justo e solid4rio como prevé a nossa carta
constituinte em seu artigo terceiro inciso primeiro. Neste texto, os conceitos de Economia foram
pensados através da Matemadtica pela Teoria de Funcdes e pela Matematica Financeira, enquanto
a Ciéncia Juridica ficard restrita ao Direito Tributério, visto que esta area do Direito é uma das
que mais se apropria das ferramentas de Matemdtica Financeira. Ao abordar conceitos simples
de Economia pretendemos explicar o funcionamento basico do fendmeno inflaciondrio, nogdes
de endividamento estatal e titulos do tesouro, séries de crescimento/descrescimento do PIB e o
conceito de renda. Referente ao Direito Tributario, pretendemos discutir o funcionamento dos
impostos diretos e indiretos (focando em como eles acabam por onerar mais aqueles que possuem
menos renda), discutir o sistema progressivo/regressivo de tributacdo e a nocao do imposto de
renda sobre pessoa fisica. Todos estes conceitos servirdo como base para refletirmos acerca da
questdo tributdria no Brasil. Mostraremos, com o auxilio da Matematica, que a carga tributaria
brasileira deveria ser vista por faixa de renda e ndo de maneira absoluta como é habitualmente
praticada. Por fim, sugerimos um conjunto de atividade pensadas para o Ensino Bésico que

tratam de conceitos de Economia e de Direito Tributdrio sempre a luz da Matematica.

Palavras-chave: Direito Tributdrio; Ensino Médio; Funcdes; Economia; Temas Transversais.



ABSTRACT

Victoriano, Eduardo Moreira. No¢oes de Direito Tributario e Economia Como Temas Transver-
sais na Matematica Financeira e no Estudo de Funcdes do ensino. 2020. 88 f. Dissertacio
(Mestrado) — Colégio Pedro II, Pr6-Reitoria de P6s- Graduagdo, Pesquisa, Extensdo e Cultura,

Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2020.

Almost every day we are bombarded with statements about GDP growth, Tax Burden, High
and Low Dollar, among others that for true understanding need some prior knowledge. Despite
the fact that some of this knowledge is transmitted to students in human sciences, we have
little or even no participation of mathematics in their explanations. With this, the teaching of
mathematics has often been given without a real sample of its applications and rarely shown as
an important tool of the human sciences. Other than that, we have that there is a huge gap in
the teaching of the legal sciences in high school, although these are fundamental tools for the
construction of a truly fair and supportive country, as provided in our constituent letter in the first
item of article 3. In order to exploit this deficiency in our educational system we built this work
in order to guide the teaching of two fundametal areas of human knowledge that little - or even
nothing - are seen in high school: Economics and Legal Science. Economics has a large area to
be explored by Mathematics, more precisely by function theory and financial mathematics. Legal
Science will be restricted to tax law, because this area of law is one of the most used financial
mathematics tools. When addressing simple concepts of Economics we intend to explain the
basic functioning of the inflationary phenomenon, notion of state indebtedness and treasury
securities, gdp growth/degrowth series, income concept. In turn, in tax law, we intend to explain
the functioning of direct taxes and tax exemptions, focusing on how they end up burdening more
those who have less income, progressive /regressive system of taxation, notion of irpf (income
tax on individuals) and their restitution. Finally, using the above knowledge, we will deconstruct
the idea that we pay many taxes in our country, by showing - with the help of mathematics - that
the Brazilian tax burden should be seen by income range and not in general, as it is commonly
presented. We will also bring some activities that the Mathematics teacher can use in his repertory

aiming to work on the concepts scoped of this dissertation.

Keywords: Tax Law; High school; Economy; Functions; Cross-cutting Themes.
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1 INTRODUCAO

Inflacdo, variacdes no produto interno bruto, carga tributaria, impostos e muitos outros
termos ja foram por vdrias vezes ouvidos pelos nossos alunos e por nés. Estes sdo termos levados
para as discussoes de familia, para o bar, para a igreja e para os mais diversos grupos de relacdes
sociais. Mas serd que o aluno médio brasileiro entende o que eles realmente querem dizer? Sera
que os formandos do Ensino Bésico conseguem compreender minimamente o funcionamento

dos mecanismos econdmicos e do sistema juridico tributario brasileiro?

Alguns aspectos bédsicos de Economia sdo abordados, no Ensino Médio, exclusivamente
através das Ciéncias Humanas. No entanto, discutir Economia sem se apropriar da Matematica
acena para uma internalizacdo limitada, reduzida e superficial do funcionamento do mundo.
Além disso, a auséncia do Ensino de Matemética conjugado ao Ensino de Temas de Economia
contribui para a formacdo de alunos menos criticos e conscientes de suas responsabilidades e
de seus direitos, prejudicando seriamente um dos objetivos fundamentais do Ensino que € o

exercicio da cidadania’.

Desde o inicio do século XX os economistas t€ém dado uma forte estruturacdo matematica
a economia, consolidando os modelos econdmicos. E importante destacar que a utilizag@o de

modelos matemadticos nao desqualifica a Economia como Ciéncia Social.

Com o intuito de compreender minimamente o sistema tributdrio brasileiro, propomos
adentrar em alguns tépicos de Economia e para isto utilizamos a Matemaética Bésica que se
faz representada através da Matematica Fincanceira e do Conceito de Fung¢do. A Matematica
Financeira porque a varia¢do do PIB e o Fendmeno Inflaciondrio sdo crescimentos percentuais
que comumente ensinamos aos alunos quando lhes mostramos os descontos ou aumentos
sucessivos percentuais de precos. Logo, € possivel introduzir, nessas aulas, sequéncias de
varia¢des do produto de acordo com um ano base e, do mesmo modo, sequéncias de variagdes
inflaciondrias. Por outro lado, a Teoria de Fun¢des pode ser usada para mostrar aos alunos
modelos econdmico-matematicos de demanda, de oferta e de teoria da utilidade marginal, por

exemplo.

No ambito do Ensino Bésico, se a Economia tem uma abordagem minima nas ciéncias
humanas, as Ciéncias Juridicas ndo sdo discutidas ou abordadas e sequer sdo mencionadas.
Com isso, nossos alunos se formam sem ter a menor ideia de como funciona o sistema juridico
brasileiro, ndo tém ideia nem de seus deveres, nem de seus direitos. Mas como € possivel
introduzir mais conteddo ao ja inchado curriculo do Ensino Basico, mais especificamente do
Ensino Médio? Imaginamos que a solu¢do mais vidvel seria uma abordagem desses assuntos

por temas transversais. Claro que € utdpico acreditar que todos os principais ramos do Direito

' O exercicio da cidadania ¢ previsto no artigo 22 da lei 9394 de dezembro de 1996, a Lei de Diretrizes e Bases da

Educagdo (BRASIL, 1996).
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possam ser abordados no Ensino Médio, sabemos que isso € invidvel, mas algumas dreas como
o Direito Constitucional, Direito Civil e o Direito Tributdrio poderiam ser introduzidos com a

transversalidade de temas.

Acreditamos, por exemplo, que o Direito Constitucional poderia ficar a cargo da Historia.
O Direito Constitucional deveria ser abordado para que os alunos tenham a minima nogao do
funcionamento do Estado, das competéncias 2, das institui¢des e daqueles que ocupam os cargos
publicos. Ja o Direito Civil poderia ficar a cargo da Sociologia. O Direito Civil deveria focar nas

capacidades civis, contratos bésicos do dia a dia e ter um enfoque no direito do consumidor.

Por fim, o Direito Tributério ficaria a cargo da Matematica (isto porque o Direito Tri-
butdrio requer no¢des de Economia e de Matemaética Financeira). O Direito Tributdrio deveria
dar uma minima compreensao do funcionamento do sistema tributrio nacional. Tal compre-
ensao deveria mostrar o que sdo os impostos indiretos e diretos, como os impostos indiretos
oneram mais aqueles que t&ém menos renda, o que é um sistema tributério regressivo e um sitema
tributario progressivo. Sem divida estas insercdes contribuiriam para os alunos terem alguma

compreensdo de nosso sistema juridico e do funcionamento de nossa socidade.

O objetivo geral deste trabalho € introduzir fundamentos de Direito Tributdrio e de
Economia para professores de Matemaética do Ensino Béasico, de modo que esses profissionais,
utilizando a Matematica Financeira e a Teoria de Funcdes como ferramentas, consigam levar
essas nogdes para as salas de aula. Como objetivos especificos intencionamos trazer alguns
topicos de Macro e Microeconomia, necessarios para a compreensao de Direito Tributdrio, com
o auxilio da Matemadtica mostrar que nosso sistema tributdrio € perverso ao cobrar relativamente
mais impostos de quem tem menos renda, discutir se de fato pagam-se muitos impostos no Brasil
e mostrar os programas de transferéncia de renda como um minimo de justica em face a tal

perversidade de nosso sistema tributario.

Utilizamos a pesquisa bibliografica como metodologia béasica de pesquisa. Todo o ar-
cabouco tedrico fundamenta-se em trabalhos de Economia, Direito Tributdrio e Matematica
de relevantes autores. A partir de uma vasta pesquisa bibliografica desenvolvemos nossas con-
sideragcdes acerca do sistema tributdrio nacional e desenvolvemos as atividades sugeridas e

fundamentadas neste texto.

No Capitulo 2, abordamos os conteidos matemadticos centrais necessarios para a compre-
ensdo deste trabalho. No Capitulo 3, tratamos os conceitos de Economia que fundamentam o
entendimento das noc¢des de Direito Tributdrio propostas e discutidas no Capitulo 4. O quinto
Capitulo, aborda algumas consideragdes e reflexdes sobre o Sistema Tributario Brasileiro. Por
fim, no Capitulo 6, sugerimos um rol de atividades pensadas para a sala de aula do Ensino Bésico.

Acrescentamos que tais atividades sdo sugestdes para o profissional da educacdo bdsica que

2 A palavra competéncia aqui é usada como a quem compete, ou seja, as competéncias de uma institui¢io sio

suas responsabilidades. A titulo de exemplo compete as institui¢des de Ensino Médio formar os alunos em grau
secundarista. Nao é competéncias delas forma-los no Nivel Superior.
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podera utiliz4-las como desejar, isto €, mantendo-as como aqui estdo, ou alterando-as de acordo

com as necessidades particulares de seus alunos.

Apresentamos a seguir, trés breves secoes em que discutimos as relevancias dos estudos

de Direito, de Economia e de Matematica Financeira para o Ensino Bésico.

1.1 Sobre a Relevancia do Estudo do Direito no Ensino Basico

Tomemos o Artigo 22 da LDB, Lei de Diretrizes e Bases da Educagao, lei nimero 9.394
de 20 de dezembro de 1996: "A educagdo basica tem por finalidades desenvolver o educando,
assegurar-lhe a forma¢do comum indispensavel para o exercicio da cidadania e fornecer-lhe

meios para progredir no trabalho e em estudos posteriores (BRASIL, 1996)."

Pelo Artigo 22 da LDB vemos que a Educagdo Bésica visa fortalecer a cidadania daqueles
que por ela sao formados. Mas o que seria cidadania? Para as Ciéncias Sociais a cidadania é todo
o conjunto de direitos e deveres exercidos por um individuo que vive em sociedade, no que se
refere ao seu poder de intervencdo no usufruto de seus espagos e na sua posi¢ao em poder nele

intervir e transforma-lo 3.

Para o exercicio da cidadania o individuo deve ser capaz de reconhecer seus direitos e
deveres, direitos e deveres estes que se encontram insculpidos nas leis, mas estas mesmas leis
ndo sdo lecionadas ou transmitidas no Ensino Basico. Ou seja, formamos cidaddos inconscientes

de seus direitos e deveres.

E natural que surjam vozes dentro da academia a nos mostrar essa lacuna em nossa
sociedade. Dentre essas vozes podemos citar os professores Luciano Souto Dias, Leonil Bicalho
de Oliveira e Diogenes Belotti Dias. Daremos destaque aos trabalhos do professor Luciano Souto
Dias que conjuntamente com o professor Leonil Bicalho de Oliveira escreveu um artigo sobre a

importancia do estudo do Direito na Educacgio Basica *.

Dada a relevancia do conhecimento juridico para o exercicio da cidadania e dada a sua
auséncia na Educacdo Bdsica, viemos propor, através deste trabalho, uma maneira de incluir uma
fracdo de tal conhecimento para nossos alunos. Sob este aspecto, merecem destaques algumas
iniciativas por parte de instituicdes ligadas ao judicidrio como, por exemplo, o Projeto Conhecer
Direito da Defensoria Publica do Distrito Federal que leva algumas pilulas de conhecimento
juridico aos alunos daquela unidade da federacdo; alguns projetos de seccionais da OAB que rea-
lizam palestras sobre direitos basicos em escolas pelo Brasil, além de outros projetos realizados

por diversas instituicdes governamentais € ndo governamentais.

A Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2020) do Ministério da Educagdo traz a

previsao, para o Ensino Médio, das metas e competéncias especificas de Ciéncias Humanas e

3 (PENA, 2019)
4 (DIAS; OLIVEIRA, 2015)
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Sociais aplicadas para o Ensino Médio. Estas competéncias, previstas na pagina 557 da BNCC,

s@o 6 no total, porém, para este trabalho, destacamos a primeira, a terceira, a quinta e a sexta:

1* - Analisar processos politicos, econdomicos, sociais, ambientais e culturais nos
ambitos local, regional, nacional e mundial em diferentes tempos, a partir da pluralidade de
procedimentos epistemoldgicos, cientificos e tecnoldgicos, de modo a compreender e posicionar-
se criticamente em relagdo a eles, considerando diferentes pontos de vista e tomando decisdes

baseadas em argumentos e fontes de natureza cientifica;

O conhecimento do direito € ferramenta inaliendvel para que seja bem compreendido o

trecho em destaque, assim como permite uma maior pluralidade de oferta nesse mesmo trecho.

3% - Analisar e avaliar criticamente as relacoes de diferentes grupos, povos e soci-
edades com a natureza (producio, distribuicio e consumo) e seus impactos economicos
e socioambientais, com vistas a proposicao de alternativas que respeitem e promovam a
consciéncia, a ética socioambiental e o consumo responsavel em ambito local, regional,

nacional e global;

Nesse item tem-se a possibilidade de se analisar o Direito pela 6tica da regionalizacdo
(normas locais e divisdo dos entes federativos) e aplicagdao do Direito comparado (fazendo

mengio, por vezes, a ordenamentos juridicos estrangeiros ).

5% - Identificar e combater as diversas formas de injustica, preconceito e violéncia,
adotando principios éticos, democraticos, inclusivos e solidarios, e respeitando os Direitos

Humanos;

Tal identificagdo tornar-se-4 muito mais facil para os estudantes que tiverem algum
conhecimento juridico. Principalmente no que tange aos Direitos Humanos. H4 hoje no Brasil
uma esdruxula ideia de que Direitos Humanos nédo seriam aplicdveis a uma parcela de nossa
populacgdo, por exemplo, aos criminosos. Tal ideia tem origem no fato de que a maior parte do
nosso povo nao faz ideia do que sejam tais direitos e o tamanho de sua importancia. Essa €,
sem duvida, uma motivacio urgente para que tenhamos a introducio de nogdes de Direito ja na

Educacgao Bésica.

6 - Participar do debate publico de forma critica, respeitando diferentes posigdes e
fazendo escolhas alinhadas ao exercicio da cidadania e ao seu projeto de vida, com liberdade,

autonomia, consciéncia critica e responsabilidade.

N3ao ha como participar do debate publico de forma critica se o individuo ndo tem uma
minima compreensdo das ideias em confronto nesse debate. Para isso € importante que ele
conheca as obriga¢cdes do Estado, seus direitos e seus deveres. Logo, novamente, € importante

que ele conheca a lei, pois todos esses pontos estdo nela insculpidos.

> Ordenamento Juridico é o conjunto de todas as normas que estio em vigor em uma sociedade. Normas, pro

Direito, sdo todo e qualquer madamento legal que discipline a atividade social. Ou seja, leis, regulamentos,
portarias, simulas etc.
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1.2 Sobre a Relevancia do Estudo da Economia no Ensino Basico

O termo economia vem do grego oikos - casa - € nomos - costume ou lei, dai regras da

casa- lar °.

A Ciéncia Econdmica, ou simplesmente Economia, apesar de pouco trabalhada na
Educacao Basica é bem mais tangenciada do que a Ciéncia Juridica. Alguns de seus conceitos
sdo citados em aulas de Geografia, em que fala-se de PIB, e em aulas de Historia, por exemplo

quando sdo abordados os ciclos histérico-econdmicos brasileiros.

Assim como as no¢des de Direito o Ensino de Economia é de fundamental importancia
para a compreensao da situagdo social de nosso pafs. Na Secdo 1.1, € possivel identificar através
das 1% e 3* competéncias contidas na BNCC a relevancia direta da Economia, enquanto nas 5% e

6“ competéncias essa relevancia encontra-se implicitamente enraigada.

Além disso, convém destacar que o conhecimento econdmico embasa debates e discus-
soes politicas. Historicamente politica e economia tém um vinculo quase que "umbilical". Vale
observar que o Brasil republicano pés governo militar teve dois presidentes impedidos onde
a motivacao principal para a remocao desses foram sérias crises econdmicas: o ex-presidente
Fernando Collor de Mello, com a crise gerada pelo confisco das poupangas, e a ex-presidenta
Dilma Rouseff, com a crise gerada apds os aumentos aplicados a energia elétrica e aos combusti-
veis depois de sua reelei¢ao. A satde econdmica de um pais geralmente garante a estabilidade

politica do governo.

Sem dudvida, o ensino de algumas noc¢des de Economia conjuntamente com a Matemaética
Financeira pode fazer com que nossos alunos desenvolvam maior consciéncia ao utilizar seus
recursos financeiros. A BNCC chama esse mix de conhecimentos de Economia e Matematica

Financeira de Educagdo Financeira.

Reconhecendo a importancia do conhecimento de Economia na Educagdo Basica, a
Universidade Federal de Juiz de Fora montou o projeto Economia nas Escolas’, com a finalidade
de compartilhar experi€ncias observadas com os alunos. Esse projeto intitulado Economia nas

Escolas: relatos de uma experiéncia, foi definido da seguinte maneira:

O projeto “Economia nas Escolas” ¢ um projeto de extensdo empreendido por alunos da
Faculdade de Economia da Universidade Federal de Juiz de Fora. O objetivo do projeto
é levar assuntos econ0micos e sobre educacfo financeira para dentro de sala de aula,
despertando em alunos do ensino médio e, posteriormente do ensino fundamental, o
interesse por temas capazes de servir de base para suas futuras decisdes cotidianas de
modo a torna-las sustentaveis, entendendo o cenario econdémico onde vivem € como suas
acoes afetam esse cendrio (PEROBELLI et al., 2014)

(DIREITO.LEGAL, 2019)
7 (PEROBELLI et al., 2014)
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1.3 Sobre a Relevancia da Matematica Financeira no Ensino Basico

Esta previsto na BNCC o estudo de conceitos basicos de Economia e Finangas, como
taxa de juros, inflacdo, aplicac¢des financeiras e impostos. Em abordagem interdisciplinar, o
documento destaca as dimensdes socioculturais, politicas e psicoldgicas, além da econdmica,
em torno das questdes de consumo, trabalho e dinheiro. Todos estes aspectos acenam para a

necessidade de trabalhar no¢des de Economia a partir da Matemadtica Financeira.

O ensino da Matematica Financeira além de ser previsto pela BNCC € de extrema
relevancia pratica e social, visto que tal conhecimento dara base para que o aluno consiga fazer
um planejamento financeiro bésico a fim de adquirir um determinado produto ou servigo sem
que pague mais do que € necessario por isto. A necessidade e magnitude desse aprendizado e
seus porqués foram magistralmente discutidos na dissertagdo de mestrado do PROFMAT de
Santos Filho (2015), sob o titulo Sequéncias Diddticas Para Inser¢do do Ensino Da Matemdtica
Financeira No Ensino Bdsico - A Questdo do Letramento Financeiro. Segundo esse autor, grande
parte das familias brasileiras estd endividada ou enfrentando algum tipo de dificuldade financeira

e ele ainda acrescenta que:

E possivel que uma parte significativa dessa inadimpléncia tenha decorrido de compras
nas quais o consumidor apenas se preocupou com o fato de o valor a ser pago saber ou
ndo no seu orcamento, quando, de uma maneira mais cautelosa, poderia ter feito uma série
de outras questdes no momento do consumo, tais como: Eu preciso, realmente, adquirir
esse bem? E se preciso, ele € tdo urgente que nio posso aguardar a formacao de poupanca
suficiente para adquiri-lo no futuro a vista, deixando de pagar juros na compra a prazo? E
se devo comprar a prazo, a renda nfo estaria comprometida por muito tempo ao adquirir
o bem? Na compra a prazo, os juros que estou pagando nfo estdo muito altos a ponto
de, no final do financiamento, eu estar pagando de duas a quatro vezes o valor do bem
adquirido? Existe algum bem mais barato e/ou em melhores condi¢des de aquisicdo que
possa me proporcionar sensacio de satisfacdo semelhante a sensacio que eu teria com
o bem inicialmente desejado? Sera que nao posso obter um empréstimo com uma taxa
de juros menor em um banco para poder comprar o bem a vista na loja, proporcionando
um aumento do poder de barganha na negociaciacdo do preco a vista? Qual é a taxa de
juros que efetivamente estou pagando? Todas estas questdes s@o extremamente relevantes
no momento do desencaixe de dinheiro para aquisicdo de qualquer bem ou servigo,
entretanto, sdo questdes praticamente desprezadas pelo consumidor (SANTOS FILHO,
2015, p.03)

Por esta razdo, e também no intuito de trazermos os conhecimentos necessarios para a
discussao dos capitulos seguintes de Economia e Direito Tributério, trouxemos alguns pontos da

Matemética Financeira para este trabalho.
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2 MATEMATICA PRELIMINAR

Neste capitulo abordamos conceitos matemdticos necessarios para a compreensao dos

topicos de Economia e Direito Tributdrio, que sdo o cerne desta pesquisa.

Discutimos desde conceitos simples como os de razdes e porcentagens até conceitos
menos triviais como as ideias de limite e de derivada. Durante todo este capitulo nos baseamos
nas literaturas de (NETO et al., 2010), IEZZI; HAZZAN; DEGENSZAIJN, 2004) . Sugerimos
ao leitor ndo familiarizado com os temas aqui elencados, ou que necessitem de uma revisao, que
busquem apoio em tais titulos, ou em outros que abordem estes temas da maneira que melhor

lhes convier.

2.1 Razdes e Proporc¢oes

Muitos autores definem o conceito matematico de Razdo como sendo o quociente entre
dois numeros. Gostariamos de incrementar a ideia de que a razao entre dois objetos, entre
dois nimeros ou entre duas grandezas pode ser entendida como uma maneira de compara-las,
utilizando a divisdo. A partir deste conceito € possivel entender que uma Proporgdo € a igualdade

entre razdes. Apresentamos, a seguir, as notagdes usuais para razoes € propor¢oes.

% ou a:b (Notacdes usuais de Razao)

a & .
753 ou a:b=c:d (Notacdes usuais de Propor¢io)

Aqui cabem duas observagdes importantes a se fazer:
1. Aleitura da proporgio ¢ = £ pode ser feita da seguinte forma: a estd para b assim como ¢
estd para d;

2. Danotacdo a : b = ¢ : d € possivel entender que os valores a e d sdo ditos extremos,
enquanto os valores b e ¢ sdo ditos meios. Esta observacao nos ajuda a compreender a

propriedade central das proporcdes, apresentada a seguir.

Propriedade Fundamental das Proporgoes.

Em toda proporc¢ao o produto dos meios € igual ao produto dos extremos, ou seja:

%zﬁ(z)a-d:c-b ou a:b=c:d<a-d=c-b.
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A validade da Propriedade Fundamental das Proporc¢des pode ser constatada de maneira
simples multiplicando ambos os membros da equacgdo pelo produto entre os denominadores e,
em seguida, efetuando as simplicac¢Oes entre termos idénticos. A seguir, disponibilizamos dois
problemas para que o leitor possa se familiarizar com os conceitos de razdes e propor¢des € com

a Propriedade Fundamental das Propor¢des.

Problema 2.1.1. Um investidor aplicou 40 mil reais, sendo 16 mil em uma caderneta de

poupanga e 24 mil reais em acdes. Calcule a razio entre:
a) o Valor aplicado em agdes e total investido;
b) o valor aplicado em caderneta de poupanca e o total investido;

c) o valor aplicado em ag¢des e o valor aplicado em caderneta de poupanca.

Resolvendo temos:

a) A raziio entre o valor aplicado e o total investido € de: 22503 = 2.

b) A razao entre o valor aplicado em caderneta de poupancga e o valor total investido € de:
16000 _ 2

40000 ~ 5°

¢) A razdo entre o valor aplicado em agdes e o valor aplicado em caderneta de poupanga

5 de- 24000 _ 3
16000 — 2°

Problema 2.1.2. Vamos determinar o valor da incégnita x em cada uma das situagdes:

_ 48,
a) 5 = 30

55—z __ 9
b) 6 12

Aplicando a Propriedade Fundamental das Propor¢des temos:

a) 30z =10-48 = z = 20 = 8;

b)12- (55— ) =54 =4-(55— 1) =18 = z = 22 = 1}

2.2 Porcentagem

De acordo com o préprio nome, Porcentagem ou Percentagem é uma razio cujo de-
nominador € igual a 100. Observe que uma razdo { pode ser transformada em porcentagem
bastando multiplica-la por }88 Empregamos o 31mb010 % para indicar uma porcentagem, ou

seja, a porcentagem 5 € abreviada por p%.

00
O mundo que nos cerca utiliza, com frequencia, o conceito de porcentagem em jornais,
em revistas, em antincios ou através da internet. Elencamos algumas situacdes em que € aplicado

o conceito de porcentagem.
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* O crescimento de matriculas no Ensino Fundamental esse ano foi 24% maior do que no

ano passado;

A taxa de desemprego no Brasil cresceu 14% esse ano;
* A comissdo dos garcons é de 10 %;

* Qualquer peca da loja com desconto de 25% nas compras feitas a vista.

Convém advertir que a porcentagem também pode ser representada através de nimeros

decimais, tendo em vista que hd uma equivaléncia natural entre um nimero decimal e uma

25

i55 = 25%, enquanto 9, 8

fracdo de inteiros. Neste caso, 0, 25 corresponde a 25%, pois 0, 25 =

. 98 _ 980
corresponde a 980%, pois 9,8 = 75 = 155 = 98%.

Outro conceito intrinseco ao conceito de porcentagem € o conceito de Variacdo Percen-
tual. A razdo entre o aumento e o preco inicial de determinado bem € chamada de Variacdo

Percentual de precgo entre os periodos de tempo considerados.

Suponhamos que, no inicio de certo més, o preco de um determinado produto seja de
R$25,00 e, no final do més, o prego seja reajustado para R$27,50. Neste periodo, o aumento de

preco deste produto, foi de R$2,50. Assim, indicando a variagdo percentual pela letra j, temos;
2,50 _ _

Precisamente falando, se v, indica o valor de uma grandeza na data inicial ¢, enquanto
v; corresponde ao valor desta grandeza na data futura ¢, entdo a Variacdo Percentual j desta

grandeza entre os periodos t, e t é dada por:

. Ut — Vo . Ay
j=——— ou j=—, onde A;= (vy—1).
Vo Vo

Separando ;’—é de Z—g na expressao acima € possivel obter uma nova expressao, equivalente

as anteriores, para a variagao percentual:

Uy — Vo . Uy Vo . (%

j=—— =] =———<=j=——1
Vo Vo Vo Vo

Quando uma grandeza assume apenas valores positivos e, além disso, v; > vy, a fracio
;’—3 € maior do que 1. Consequentemente, a sua variagao percentual € positiva e € chamada de Taxa
Percentual de Crescimento. Por outro lado, se v; < vy, entdo a variacio percentual € negativa e é
dita 7axa Percentual de Decrescimento. Obviamente quando v; = vy, a variagdo percentual é

nula, ndo havendo crescimento ou decrescimento de valores.

Considere os instantes de tempo tg, t1, o, t3, ..., th_1,tpemque ty = 0 < t; < ty <

ts... < t,, e admita que j; é a variacdo percentual da grandeza entre 0O e t;, jo a variacao
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percentual da grandeza entre ¢; e t,, € assim sucessivamente até j,, que indica a variagdo
percentual da grandeza entre t,,_; e ,,. Os valores 71, 2, 73, ..., J» s30 chamados de Variacoes

Percentuais Sucessivas, conforme € mostrado na Figura 1.

Figura 1 — Variagdes Percentuais Sucessivas

Fonte: Iezzi et. al., (2010).

Se indicarmos por vy, v, v, ..., v, 08 valores da grandeza associados respectivamente

aos periodos 0, t1, to, t3, ...t,_1, t,, € possivel escrever:

=2 —1=v=uv(l+);

Vo

* jo=2—1= vy =014 72) =vo(14j1)(1+ j2);

U1

© jg =2 —1= vz =va(l +73) = vo(1 4+ j1)(1 + J2) (1 + J3);

Indutivamente concluimos que:

U = V(1 + 1) (1 4 Jo) (1 + 73)...(1 + Jn)- 2.1

A variacdo percentual entre as datas O e ¢, damos o nome de Variacdo Percentual

Acumulada, abreviada por j,. e determinada pela expressao:

Vo

Substituindo a Equacao 2.1 na Equacao 2.2 temos:
wo(LHg1) (I + g2) (1 + g3)...(1 4 jn)vo

jac - - 1
Vo

E, finalmente, chegamos em outra expressdo simplificada para a Varia¢ao Percentual

Acumulada:

Joo = (L4 31) - (14 o) - (14 Ja)oeL 4 ) — 1. 23)

Apresentamos trés aplicacdes relativas ao conceito de variagdes percentuais.
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Problema 2.2.1. No final de um ano o nimero de habitantes de uma cidade era igual a
80.000 e, no final do ano seguinte, esse nimero aumentou para 82.000. Qual a variagdo percentual
entre as datas consideradas?

Solugio.
82.000

~ 80.000

] —1=0,025 = 2,5%.

Como j > 0 dizemos que a populagdo cresceu a uma taxa de 2,5%.

Problema 2.2.2. Em um municipio brasileiro a populagdo teve uma reduc¢do de 100.000
habitantes para 90.000 devido a pandemia de COVID 19. Qual a variagdo percentual entre as

datas consideradas?
Solugao.

90.000

= — —-0,1 = —-10%.
100.000 0 0%

J

Como j < 0 dizemos que a populagdo decresceu a uma taxa de 10%.

Problema 2.2.3. O preco de um automdvel Okm era R$ 50.000,00. Um ano depois, o

preco teve um decréscimo de 15% e, apds mais um ano, teve outro decréscimo de 10%.
a) Qual o preco do automével dois anos depois ?
b) Qual a taxa acumulada de decréscimo ?

Solugao.
a) vo = 50.000(1 — 0,15)(1 — 0,1) = 38.250.

Logo, apds dois anos o automével valia R$38.250,00.

. 38.250 _ o
b) joo = 22208 — ] = —0,235 = —23,5%.

Portanto, a taxa de decréscimo foi de 23,5%.

E possivel também determinar a taxa de decréscimo através da Equagio 2.3.

joe=(1—=0,15)(1 —0,1) — 1 = —0, 235 = —23,5%.
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2.3 Média Aritmética e Média Geométrica

Dado um conjunto de n valores reais positivos, o conceito de média ¢ uma medida
de centralidade para este conjunto. Em outras palavras, a média pode ser vista como o valor
que demonstra a concentracdo dos dados de uma distribui¢do, como o ponto de equilibrio nas
frequéncias de um histograma (um histograma é uma ferramenta de andlise e representacao
de dados quantitativos, agrupados em classes de freqiiéncia que permite distinguir a forma, o
ponto central e a variacao da distribuic@o, além de outros dados como amplitude e simetria
na distribuicdo dos dados (FARIA, 2017)). Discutimos, neste trabalho, as médias aritmética e

geométrica.

Considere o conjunto de n niimeros reais positivos {x1, s, 3, ..., T, }. A média aritmé-
tica entre estes n nimeros, representada por z, € definida como sendo a razdo entre a soma destes

valores e n, ou seja,

N
j:Zi=1$Z: (.’L’1+$2+...—|—$n). (24)
n n

Vale ressaltar que a média aritmética estd sempre compreendida entre 0 menor € 0 maior

valor do conjunto. Este fato é demonstrado a seguir.

Sejam X = {1, 3, ..., x,} um conjunto contendo n valores reais positivos, x1; 0 menor

elemento de X e x, o maior elemento de X, sem perda de generalidade.

i) A média de um conjunto é maior ou igual do que seu menor elemento

_ ryt+x2+ ...+, 1 +x+ ...+ n-I
T = = = T.
n n n

ii) A média de um conjunto é menor ou igual do que seu maior elemento

_ 1t xe+ ...tz Ty + Ty + ... Ty n-: Ty
T = = = T,.
n n n

Portanto, pelos itens i e ii, atestamos que a média de um conjunto X estd compreendida

entre 0 menor € o maior valor deste conjunto, ou seja:

T, <7 <z

Convidamos o leitor a pensar sobre um pequeno problema a respeito da média aritmética.
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Problema 2.3.1. Alberto foi ao mercado e comprou lkg de arroz, 1kg de feijao, 1kg de
agucar e kg de café pagando, respectivamente, pelo quilo de cada item R$3,50, R$2,50, R$2,25
e R$ 3,75. Qual ¢ a média entre os valores pagos por Alberto por kg destes alimentos?

Solugio.

Seja V' = (3,50;2,50;2,25;3,75). A média solicitada, representada por v, é obtida

fazendo:

3,5+2,5+225+3,75 12

1 1 3.

v =

Isto nos diz que, em média, Alberto gastou R$3,00 por kg de cada item.

E oportuno destacar que se somarmos (ou multiplicarmos) cada termo de uma média
aritmética por um escalar ¢, entdo a média ficard adicionada (ou multiplicada) por este escalar c.

Deixamos a cargo do leitor comprovar estas duas propriedades das médias aritméticas.

Uma defini¢do que emerge do conceito de média aritmética € a de Média Aritmética Pon-
derada. Seja x uma varidvel quantitativa que assume os valores reais positivos x1, s, T3, ..., Tk
com frequéncias absolutas respectivamente iguais a ny, ng, n3, ..., ng. A média aritmética pon-
derada de x, indicada também por Z, € definda como sendo a razdo entre a soma de todos os
produtos x; por suas correspondentes frequéncias absolutas n;, i € {1,2,...,n}, e a soma de

todas as frequéncias absolutas.

k
. Do TN T1-nyg+To-ng +x3-n3 + L+ TNy
Zl_clni ny+ne +ng+ ... +np

A frequéncia relativa correspondente a um valor x; € indicada por f; e definida por:

n.
fi= k—z
D iy N

Desta maneira, € possivel expressar a média aritmética ponderada através da seguinte

expressao:

k
fzzififi=$1'f1+$2'f2+---+90k'fk-

i=1

Semanticamente falando, a frequéncia absoluta é definida como o nimero de vezes que
um determinado elemento z; ocorre em um conjunto de valores, enquanto a frequéncia relativa

pode ser vista como a porcentagem (ou fracao) de vezes que um determinado elemento ocorre
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em um conjunto de valores. Tomando, por exemplo, o conjunto {1,1,4,5,6}. A frequéncia
absoluta do valor 1 € 2, enquanto a frequéncia relativa de 1 é dada por % ou 40%. Apresentamos

dois exemplos em que é empregado a média aritmética ponderada.

Problema 2.3.2. Aurélio comprou quatro joias a R$50,00, duas a R$ 75,00, trés a
R$100,00 e uma a R$125,00. Qual a média dos valores gastos em jdias por Aurélio ?

Solugio.

Encontraremos tal média por aplicagdo simples e direta da férmula da média aritmética

ponderada.

4:50+2-75+3-100+125 _ 2004150 +300+125 _ 775 _ __
10 - 10 T

xr =

Concluimos que a média dos valores pagos pelas joéias foi de R$77,50.

Problema 2.3.3. Durante o ano 2002, no Colégio Pedro II de Sao Cristévao, a média
de um aluno era calculada através de 4 provas. Duas provas diferenciadas, onde cada professor
aplicava sua prova a sua turma, e duas provas tnicas, onde todo um mesmo ano fazia a mesma
prova (provas diferenciadas nos primeiro e terceiro bimestres, provas unicas nos segundo e
quarto bimestres). As provas diferenciadas tinham peso dois e a prova unica tinha peso 3. Ao
final do ano o aluno devia ter uma média maior ou igual a 6,75 pontos.

Tendo Pedrinho tirado 4,0 na primeira prova diferenciada, 6,5 na primeira prova unica e 7,5 na
terceira prova diferenciada, quanto ele devera tirar, no minimo, na dltima prova tnica para que

ndo precise depender da prova final ou da recuperag@o para sua aprovagao?
Solugdo.

Este problema explicitamente trata os pesos de cada avaliagao como sendo as frequéncias

absolutas correspondentes as notas. Gostariamos que > 6, 75. ou seja,

2:40+3-6,5+2-7,5+3n

> 6,75
10 -
8+1 1
+ 19,5 + 5+3n26775
10
42,5 + 3n
— — >6,75
10 -7

42,5+ 3n > 67,5
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n > 8,33.

Portanto, Pedrinho deve alcancgar pelo menos um grau igual a 8,33 para nao depender de

prova final ou da recuperac¢io de modo a lograr aprovacao.

Considere o conjunto de n niimeros reais positivos {z1, s, x3, ..., T, }. A média geomé-
trica entre estes n nimeros, indicada por M, € definida como sendo a raiz n-ésima do produtério

destes valores, ou seja,

My, = /a1 -as-as-...- ay.

A média geométrica entre os elementos do conjunto {1,1,2,8} é M, =+v/1-1-2-....8 =
V16 = 2.

Assim como observado para a média aritmética, a média geométrica é sempre um nimero
compreendido entre 0 menor e 0 maior valor do conjunto. Nao exibiremos a demonstragao
desta propriedade, mas € possivel atestar esta propriedade utilizando argumentos andlogos aos
adotados para a média aritmética, obviamente adaptando-os as novas operagdes inerentes a média

geométrica.

Além disso, € interessante notar que a Média Geométrica (M,) € sempre menor ou
igual que a Média Aritmética (M ,), quando calculadas sobre 0 mesmo conjunto. Tomando
novamente o conjunto {1, 1,2, 8}, temos que a sua média geométrica ¢ igual a M, = 2, enquanto
a sua média aritmética vale M, = 3, ou seja, 2 = M, < M, = 3. Essa € uma caracteristica
inerente a essas duas médias, chamada de Desigualdade das Médias. A seguir apresentamos

uma demonstracao para esta desigualdade.
Demonstrando a Desigualdade das Médias ' .

Inicialmente provaremos a desigualdade das médias para apenas dois elementos, isto &,

consideraremos X = {z,y}, x > 0 e y > 0. Partiremos da seguinte desigualdade:

Va,b €R, temos que (a —b)? > 0.

Tomando a = \/x e b = ,/y, temos:

' A presente demonstracdo foi proposta pelo professor Fabio Henrique em seu curso para OBMEP e estd disponivel

em https://www.youtube.com/watch?v=dalprlpZniQ (SOUZA, 2016).
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(Ve —\y)?>0 < z-2/7y+y>0 < z+y>2,/2y < =¥ > /Iy
Portanto, chamando as Médias Aritmética e Geométrica de M, e M, respectivamente,

concluimos que:

M, > M,.

A conclusio que chegamos € vilida somente para um par de nimeros reais positivos.

Para generalizd-la usaremos o Lema 1.

Lema 1 Seja dado um conjunto de n niimeros reais positivos {xy, o, ..., x, }. Se x1-xo- ... -, =

1, entdo x1 + 29 + ... + , > n.

O leitor mais atento ird perceber que estamos discutindo a desigualdade das médias para
numeros estritamente positivos. Convém observar que o objetivo desse capitulo é dar-nos emba-
samento para compreender 0s conceitos propostos nos Capitulos 3 e 4 sobre Economia e Direito
Tributario, onde sdo discutidos conceitos que se apropriam de nimeros reais essencialmente

positivos.
A prova do Lema 1 serd dividida em dois casos.

Caso 1. Vamos admitir que n seja igual a 1. Nesta situacdo teremos uma trivialidade,

pois 1 = 1 o que implica em x; > 1, tornando verdadeira a sentenca x; > 1.
Caso 2. Neste caso, n > 2. Aplicaremos o Principio da Indu¢do Finita sobre n.
Provando para base de indugdo (n = 2).
Por hipétese, x1, 7, € R ez - 25 = 1.

Sabemos, pela desigualdade das médias para dois termos, que % > /x| - To. Por-

tanto, x1 + 9 > 2.

Algumas consideracdes antes de prosseguirmos para proxima etapa do Principio da

Indugdo Finita:
* No produtério =y - x5 - ... - x,, = 1 devera haver pelo menos um elemento x; maior do que
1, pois caso contrdrio, esse produtdrio deveria resultar em um ntimero menor do que 1;

e Também ha, no produtério x; - x5 - ... - x,, = 1, pelo menos um elemento x; menor do que

1, pois caso contrario, esse produtdrio deveria resultar em um numero maior do que 1;

» Tomemos, sem perda de generalidade, x; > 1 e x,1 < 1, 0 que nos dd que (zy — 1) > 0

e (1 — x441) > 0. Segue que:

(:z:k—l)(l—:ka) >0=> 2k +Tps1 — T Thr1 — 1 > 0= 2 + 21 — Xk - T > 1.
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Retomando a prova do Lema 1, caso 2 (n > 2). Vamos provar que ele vale paran = k+1.

Vamos admitir, por hip6tese de indugao, que se z1-xy-...-xp = 1, entdo x1+xo+...2 > k

¢ valido, para em seguida, provar que também € vélido paran = k + 1.

Inicialmente considere que zy - x4 representa um unico termo no desenvolvimento
X1+ Tg ...  Tp - Ty = 1. Digamos que (xy - 251 1) = zy. Portanto, as Equagdes (2.5) e (2.6), a

seguir, sdo equivalentes.

1 Tg e (Tg - xpyr) = L (2.5)

Ty1+To- ... X = 1. (2.6)

Segue, pela hipétese de indugio, aplicada a Equagao (2.6) que:

i+ ao+ .. tx9 >k — $1+l‘2+...+$k'$k+12k.

T+ 2o+ o+ Tpg >k — (- Tpgr)
T+ T+ X+ T 2k — (T Tpg1) + X+ T

Ty + X+ o+ T+ xp1 > k4 (T + T — T Than)
Na peniltima linha adicionamos z;, + x;1 a cada um dos membros da desigualdade.
Mas lembremo-nos que pelo terceiro item destacado anteriormente, xy + Tp11 — T - Tgr1 > 1.
Portanto, podemos garantir que zj + Ty1 — Tk - Tx+1 = 1 + . Logo,

T1+Tot .+ T+ T > k4 (T + T — Tk Tpy1) = T1+To+ . T+ TE > k+14a

0 que garante a veracidade do Lema 1.

Agora, estamos em condi¢des de retomar a demonstracao da Desigualdade das Médias.

Partimos da média geométrica para n elementos a fim de prosseguirmos com a demonstragao.

Mg:\"/xl-mg-...-xn@M;:xl.xg'..ua:n.

Pelo Lema 1, temos que:
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T 4 i) i T
M, M, "M,

.CE1+332—|—...+£E22]\49'TL.

1+ 2o+ ...+ T,
n

> M,

g-

Portanto, podemos concluir que:

M, > M,.

O conhecimento das Médias Geométria e Aritmética € importante porque as técnicas de
calculo do PIB apresentadas mais a frente sao uma aplicacio dessas duas médias. Veremos que a

depender da técnica aplicada poderemos ter o PIB ligeiramente maior ou menor.

2.3.1 Uma Considerag¢dao Importante Sobre Ambas as Médias

Calculada uma determinada média, seja ela geométrica ou aritmética, podemos raciocio-
nar que cada um dos elementos x,, utilizados para calcula-la poderiam ser substituidos por ela.

Na média Aritmética, por exemplo:

f:ZfV:Mz‘ _ (@t rat ) LTHTH T T 2.7
n n n n

Do mesmo modo também temos essa relacdao de equivaléncia na média geométrica:

M, = /a1 -az-az . an & Y/ My-My-My-...- My = {/M," = M,

2.4 O Conceito de Funcao

Dicutir o conceito de fungdo requer o dominio de alguns conceitos primitivos em Mate-
matica como o de Conjuntos e o de Conjuntos Numéricos. Tais conceitos serdo admitidos de

conhecimento prévio do leitor. 2

Dados os niimeros reais a e b, o conjunto bindrio formado por estes valores de modo

que a ordem em que cada nimero ocupa € relevante € chamado de Par Ordenado. Quando a

2 (Caso o leitor tenha dificuldades com esses temas é sugerida a consulta de GONCALVES, Adilson. Introducio a

Algebra. Impa, 3 ed. 1995. e (LIMA et al., 2020). A Matematica do Ensino Médio. Volume 1. Rio de Janeiro.
Editora SMB, 2020.
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ocupar a primeira posi¢c@o (ou primeira coordenada) e b ocupar a segunda posicao (ou segunda
coordenada) obtemos o par ordenado indicado por (a,b). Além disso, se a, b, c e d sdo nimeros
reais, entdo (a,b) = (¢,d) < [a = c e b = d]. Desta maneira o par ordenado (1, 3) é distinto do

par ordenado (3,1).

O conceito de par ordenado norteia o conceito de produto cartesiano. Se A e B sdo
conjuntos ndo vazios, entdo o conjunto de todos os pares ordenados (z,y) em que x € Ae
y € B é chamado de Produto Cartesiano de A por B e é representado por A x B. Formalmente,

o produto cartesiano de A por B é definido por:
Ax B={(x;y)lxr € A, y € B}.
Se A = () ou B = (), completa-se a defini¢do de produto cartesiano com:
Ax B=1.

O produto cartesiano A x B, sendo A = {2,4,6} e B = {1,5}, é dado por A x B =
{(2,1),(2,5),(4,1), (4,5),(6,1), (6,5)}.
Dados os conjuntos A e B uma Relacdo em R de A em B (ou de A para B) é qualquer

subconjunto do produto cartesiano A x B. Considerando os conjuntos A e B do exemplo anterior,

os subconjuntos de A x B sdo:

Cada um destes subconjuntos de A x B sdo relagdes de A em B.

As relacdes de A em B podem ser didaticamente representadas através de Diagramas de
Venn (ou diagramas de flechas), de modo que as flechas conectam os elementos que compdem
um mesmo par ordenado, seguindo o fluxo de A para B. As relagdes R, R e R3 do exemplo

anterior sdo representadas graficamente através da Figura 2.

Uma relagdo de A em B estabelece uma correspondéncia entre estes conjuntos, de modo
que os elementos do conjunto A associam-se aos elementos do conjunto B. Dados os conjuntos
A=1{1,2,3,4} e B={1,3,5,7,9}, é possivel definir inimeras correspondéncias entre estes

conjuntos. As Figuras 3, 4 e 5 representam trés destas correspondéncias.
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Figura 2 — Esquema das Relagdes Ry, R> e R

Fonte: Adaptado de Neto et al., (2010).

Figura 3 — 1* Correspondéncia - Relacdo R, de Aem B

Fonte: Adaptado de Neto et al., (2010).

Figura 4 — 2 Correspondéncia - Relacdo R, de Aem B

B oW o=

Fonte: Adaptado de Neto et al., (2010).

Na 2% correspondéncia hd elementos de A que se correspondem a mais de um elemento de
B. De fato, ao elemento 1 € A estdo associados os elementos 1 e 3 de B. Na 3% correspondéncia,
isto ndo ocorre, mas, por outro lado, temos um elemento, 4 € A, que ndo possui correspondente
em B. Por outro lado, na 1 correspondéncia, todos os elementos de A possuem um Unico
correspondente em B. Esse tipo de correspondéncia da origem ao conceito de funcdo, que

visitaremos a seguir.
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Figura 5 — 3 Correspondéncia - Relacdo R3; de Aem B

oL Py s

Fonte: Adaptado de Neto et al., (2010).

Sejam A e B conjuntos nio vazios. Uma Func¢do f de A em B (ou de A para B) é uma
correspondéncia que associa a cada elemento de A exatamente 1 elemento de B. Em outras
palavras, definimos uma funcao f de A em B como sendo uma relagdo de A em B de modo que
todo elemento x de A se corresponde a exatamente um elemento y de B. Neste caso, dizemos
que y € B € aimagem do elemento € A pela fungdo f ou que y é o valor da fungdo f em z,

indicado pela notagdo y = f(x).

Uma funcdo f de A em B é abreviada por f : A — B. Neste caso, dizemos que o
conjunto A é o Dominio da funcéo f, representado por D( f), enquanto o conjunto B é chamado
de Contradominio da fungio f, representado por C'D(f). Além disso, o conjunto de todos os
elementos do contradominio B que sdo imagens de algum elemento de A € dito Conjunto-
Imagem de f, representado por I,,,(f). Em notacdo matemadtica, o conjunto-imagem é definido

por:

I.(f)={yeB/Jx e A y= f(x)}.

Um exemplo destas defini¢des pode ser explorado considerando A = {1,2,3}, B =
{0,1,2,3} e afungdo f : A — B, definida por f(1) = 0, f(2) = f(3) = 1, como indicado
através da Figura 6. Neste exemplo, I,,,(f) = {0,1} ¢ CD(f) = B.

Figura 6 — Diagrama da funcdo f : A — B

D(f)=A={1,2,3}
CD(f=B={0,1,2,3}
() = {0;1}

Fonte: Adaptado de Neto et al., (2010).



35

De acordo com (LIMA et al., 2020), a definicdo de uma func¢io de A em B como um
subconjunto do produto cartesiano A x B com a propriedade de que cada elemento de A se
corresponde (ou se associa) a exatamente 1 elemento de 5 tem o incoveniente de ser formal,
estatica e ndo transmitir a ideia intuitiva de fun¢do como correspondéncia, transformacao, depen-
déncia (uma grandeza em funcdo de outra) ou resultado de um movimento. Ainda acrescentam o

seguinte:

Quem pensaria numa rota¢do como um conjunto de pares ordenados? Os matematicos e
(principalmente) os usudrios da Matematica olham para uma fungdo como uma correspon-
déncia, ndo como um conjunto de pares ordenados. Poder-se-ia talvez abrir uma excecdo
para os l6gicos, quando querem mostrar que todas as nocdes matematicas se reduzem,

em ultima anélise, a ideia pura de conjunto (LIMA et al., 2020), p. 30.

2.4.1 Sobre Fungdes Reais

Uma fungdo real de varidvel real é uma fungado f : A — R, em que A C R e os valores
de f(z) € R. Todas as defini¢Ges a partir de agora dizem respeito a fungdes reais de variaveis

reais, chamadas neste texto abreviadamente de fungdes.

Uma funcgdo € dita crescente quando satisfaz a seguinte defini¢ao:
VIl,l'g € D(f) / To > T1 <= f(l'g) > f([El)
Similarmente, uma funcéo € dita decrescente quando:

Va1, 29 € D(f) / To > T & f(.’EQ) < f(l'l)

Alguns autores aderem aos conceitos de funcdes estritamente crescentes ou estritamente
decrescentes para as definicdes dadas acima, enquanto creditam para funcdes crescentes e fungdes
decrescentes a ideia de monotonicidade. As fungdes f(x) = 223, g(x) = €%, h(z) = log(z)

1

sao fungdes crescentes, enquanto as fungdes i(v) = =, j(r) = —z, k(x) = —e” sido fungdes

decrescentes. Deixamos a cargo do leitor atestar estas classificagdes para f, g € h.

Segundo (LIMA et al., 2020), um subconjunto qualquer de A x B € o grdfico de uma
relacdo de A para B. Se esse conjunto cumpre a propriedade de que cada elemento x € A possui
exatamente 1 imagem y € B, entdo este conjunto também € o grdfico de uma funcdo f : A — B.
Em outras palavras, se f : A — B é uma funcio, entdo fixando um sistema de coordenadas
ortogonais Oy o conjunto G de todos os pares ordenados (z, f(x)),comxz € Ae f(z) € B, é

0 que chamamos de grdfico de f.

3 A fungdo quadrdtica serd crescente no intervalo [0; oo]. Antes disso, no intervalo [—oo; 0], ela é decrescente.

Sendo assim deve-se fazer uma restri¢ao em seu dominio para té-la extritametne crescente.
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A Figura 7 exibe o gréfico da fungdo real f(z) = 1/x de dominio R . Neste grafico
cada elemento do dominio se corresponde a um e somente um elemento do contradominio. Isso
ocorre por conta da defini¢do de fun¢do que determina que para cada elemento do dominio haja
apenas uma unica imagem. Por outro lado podemos ver que ndo hd imagem para o elemento zero

do dominio, pois o0 zero ndo possui inverso multiplicativo.

Figura 7 — Ramo positivo da hipérbole equildtera definida pela func¢do f(z) = 1/x

'y

¥

1) \ ' _

174

Fonte: O autor, (2021).

Neste trabalho, serdo importantes os conceitos de fungdes afins, de funcdes quadraticas e

de fun¢des definidas por sentencas. Iniciamos a discussao pelas fungdes afins.

2.4.2 Fungdo Afim

Uma Fungdo Afim € uma funcao definida por:

f:R—R

T+ ax+b

Os niimeros a e b sdo nimeros reais, chamados respectivamente de taxa de variacdo e de
coeficiente linear. Quando a taxa de variagdo de um fungao afim € ndo nula a lei de formacgao
f(z) = ax 4+ b & um polindémio do 1° grau e neste caso a fungdo afim é chamada de Fungdo do

1° grau. Em outras palavras, uma fung¢do do 1° grau € definida por:

f:R—R

rar+b, a#0
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Convém observar que o gréafico de uma fungio afim é ou uma reta horizontal (quando a
sua taxa de variagdo € nula), ou uma reta crescente (quando a sua taxa de variacdo € positiva), ou

decrescente (quando a sua taxa de variag@o € negativa).

A Figura 8 explicita os graficos de uma fungéo afim crescente definida por f(x) = ax+0b

e de um fun¢ao afim constante definida por f(z) = Cj.

Figura 8 — Gréficos da Fun¢ao Afim, a esquerda, e da Fun¢ao Constante, a direita

Yy 7

Fungéo Afim Funcdo Constante

=]

L\ (bia: 0) X ' X

/ (b ; 0)

Fonte: O autor, (2021).

A seguir, algumas consideragdes sobre os graficos da Funcdo Afim e da Fun¢do Constante

exibidos na Figura 8:

1. O ponto onde o gréfico da fungdo afim (a reta azul) corta o eixo O, é chamado de raiz ou

zero da funcdo (defini¢do valida para o grafico de qualquer fun¢do real);
2. A raiz da funcéo afim f(z) = ax + b é dada pela razdo —b/a;

3. 6 é o angulo que o grifico da fun¢do afim (a reta azul) faz com o eixo O,. O valor da
tangente de tal angulo € o coeficiente a da lei de formagao f(z) = ax + b dessa fungao

(tal coeficiente chama-se coeficiente angular®);

4. o grifico da funcdo afim (a reta azul) corta o eixo O, no ponto de coordenadas (0, b), onde

o valor de sua ordenada € o coeficiente linear b da lei de formacao da funcao;

5. Para toda fungdo constante temos que para qualquer x real estard vinculado um tnico
y. Ou seja, em linguagem matematica; Vo € R temos que f(zo) = Cy onde Cj é uma

constante.

Alguns autores observam que o termo coeficiente angular € mais bem empregado quando estd associado a reta,
enquanto o termo taxa de variacdo € designado a funcdo. Em sintese, uma fungdo afim possui taxa de variagao,
enquanto o seu grafico que € uma reta possui coeficiente angular.
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2.4.3 Fungdo Quadrética

Uma Fun¢do Quadrdtica é definida a partir de um trindmio do 2° grau da seguinte

maneira;

fR—R

r — ar’® + b + ¢,

em que a, b e ¢ sdo nimeros reais e a # 0.

Em um sistema cartesiano ortogonal xOy, o grafico da funcio quadratica é uma pardbola,

que tem como seu eixo de simetria a equacdo r = —% como eixo de simetria. O ponto
b

V= (-, —43), onde A = b? — 4ac, é seu vértice.
a a

Também é€ relevante observar que a concavidade da pardbola é vinculada ao coeficiente

a (o valor real que multiplica 2:?). Se a > 0, a concavidade da parébola estd voltada para cima,

caso contrdrio, a concavidade da pardbola estd voltada para baixo.

Outro aspecto relevante sobre as fun¢des quadréticas diz respeito as suas raizes. Como
em qualquer outra func¢do real suas raizes sdo dadas para os valores reais em que sua lei de
formacao "zera". Portanto, para descobrirmos as raizes de uma fun¢do quadratica, temos que
resolver a equacio az? + bx + ¢ = 0. Quando A > 0 o gréfico possui 2 raizes reais e distintas,
quando A = 0 o grafico possui 2 raizes reais e idénticas e quando A < 0 o grafico nao possui

raiz real.

Além disso, o ponto onde o grafico da fungdo quadratica corta o eixo das ordenadas
tem coordenada (0, ¢), onde ¢ é o termo independente da funcdo. De fato, para toda fungdo
polinomial (funcdo que sua lei de formagdo € dada por um polindmio), o seu gréfico intersecta o
eixo O, no ponto (0, ag), onde @y € o termo independente da fun¢@o polinomial de grau n dada
por f(x) = apa™ + ap_12" " + ... + a1 + ap.

As Figuras 9, 10 e 11 exibem os seis possiveis comportamentos graficos de uma fung¢ao
quadratica. Convém ressaltar que a funcdo quadrética € também chamada de Funcdo Polinomial
do Segundo Grau. Alguns professores e autores a chamam simplesmente de func¢io do segundo
grau, no entanto essa nomenclatura carrega um erro conceitual, pois os graus sdo definidos essen-
cialmente para polindmios. Apesar disso, podemos nos referir as fun¢des com tais caracteristicas

como fung¢des polinomiais do 1°, 2° ou n° graus.
Na Figura 9, temos graficos para as seguintes situagoes:
Grdfico da Esquerda: A > 0;a>0;1(f)={yeR|y > % :
Grdfico da Direita: A > 0;a < 0;I(f) ={y e R|y < 72}.



Figura 9 — Gréficos de funcdes quadraticas

Fonte: O autor, (2021).

Na Figura 10, temos graficos para as seguintes situacoes:
Grdfico da Esquerda: A =0;a > 0;I(f) ={y e R|y > 0};
Grdfico da Direita: A =0;a < 0;I(f) ={y € R |y < 0}.

Figura 10 — Gréfico Da Fun¢do Quadrética - IT

Ay

A

(0:c)

(0sc)

Y

Fonte: O autor, (2021).
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Na Figura 11, temos graficos para as seguintes situagcoes:
Grdfico da Esquerda: A < 0;a>0;1(f)={yeR|y > f ;
Grdfico da Direita: A < 0;a < 0;I(f) ={y e R|y < 32}

Figura 11 — Gréafico Da Fun¢do Quadrética - II1

Ay

A J

\J

Fonte: O autor, (2021).

2.4.4 Fungdo Definida Por Vérias Sentencas

Outra importante classe de funcdes sdo as Fungoes Definidas por Vdrias Sentencas. Estas
fungdes sdo fungdes reais de varidvel real que contém, para diferentes intervalos de seu dominio,
leis de formacdo distintas. Em outras palavras, uma fun¢do definida por vdrias sentengas € dada

por:

F:lay,an] > R

(

fi(z), se a; < x < ag
fo(x), se as < x < as
F(x) =S [fs(x), se a3 < <ay

| fo(2), se an <2 < anp

E importante observar que cada funcdo f; é uma fungdo real definida no intervalo

[CLZ', ai—i—l] C R.

O médulo de um niimero real z, representado por |z, é definido através das sentengas:

z, se x>0
|| =
—x, se z <0
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Consequentemente, se definirmos a fung¢do modular f por :

fR—=>R
f(x) = |z,

obteremos uma funcio definida por vérias sentengas, cujo grafico é dado pela Figura 12.

Figura 12 — Gréafico Da Funcdao Modular

A
y

v

Fonte: O autor, (2021).

Fornecemos ao leitor mais um exemplo de de uma func¢do definida por sentencas, cujo

grafico € dado pela Figura 13.

fR—=R
2%, se <0
flx) =4 —2z, se 0<x <2

2 — 4z, se v > 2
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Figura 13 — Gréfico da Funcdo Definida Por Sentencgas

AY

Fonte: O autor, (2021).

2.5 Limite De Uma Funciao Real

Introduzimos agora alguns conceitos de Calculo Diferencial que sdo imprescindiveis
para a compreensao dos modelos econdomicos presentes neste trabalho. Cabe ressaltar que apesar
de contetdos de Célculo Diferencial ndo serem previstos diretamente na BNCC e tampouco
serem abordados na maioria das escolas, ele sdo essenciais para Economia, Fisica, Engenharia e
muitas outras ciéncias (BRASIL, 2020).

Se pudéssemos elencar as maiores criacdes matemadticas de todos os tempos, sem dividas
a teoria de limites estaria nesta lista. Boa parte da Matemdtica Moderna se estrutura na teroria de

Limite, cerne do Calculo Diferencial.

2.5.1 A Ideia Intuitiva de Limite

Seja f uma funcdo real de varidvel real e x( um nimero real. Se tomarmos valores de
x préximos de xp, entdo que ndmero estard proximo da imagem f(x)? Desde ja é importante
advertir que o conceito de limite € um fendmeno local em que consideramos o que ocorre com
as imagens de valores que se aproximam cada vez mais de zy. Além disso, cabe ressaltar que,
em geral, essa aproximacao para z, pode ser por valores que sdo menores ou que Sao maiores

que o proprio x.
Exploraremos a ideia de limite a partir de dois exemplos.

Exemplo 1. Determinar o limite da fun¢do quadratica f(z) = x? — 1 quando x tende a
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xo = 0, isto é, desejamos obter

lim f(z). (2.8)

z— 0

A fungio real definida por f(z) = x? — 1 estd representada graficamente pela Figura 14.

Figura 14 — Gréfico da fungdo f(x) = 2% — 1

AY

-2 = 0 1 2

Fonte: O autor, (2021).

Primeiramente vamos nos aproximar de zero, por valores a esquerda de zero, isto &, por
valores menores do que zero e, em seguida, observar o que ocorre com os valores de f(z). Em
linguagem matematica, estamos tomando o limite de f(z) quando x tende a 0 pela esquerda de

zero, como indicado pela Expressao 2.6.

lim f(z). 2.9

z— 0~

Com o auxilio de uma calculadora e da Tabela 1 € possivel avaliar e intuir o que ocorre

na vizinhanga de f(x) quando nos aproximamos de zero por valores a esquerda de zero.

* Neste exemplo, o = 0 e quanto mais x se aproxima de xy = 0, pela esquerda, mais

proximo f(z) estd de —1;

» Nesta Tabela 1 utilizamos a sequéncia a,, = —% para nos aproximar de xy = 0. Deixamos
a cargo do leitor obter outra sequéncia decrescente de valores negativos que converge para

zero e verificar o que ocorre com os respectivos valores de f(z).
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Tabela 1 — Investiga¢@o do limite de f(z) por valores menores que zero

Valor de X | Valorde f(X)

-0,9 -0,19

-0,09 -0,9919
-0,009 -0,999919
-0,0009 -0,99999919

-0,00009 -0,9999999919

-0,000009 | -0,999999999919

Fonte: O Autor, (2021).

Agora, vamos nos aproximar de zero por valores a direita de zero, isto é, por valores
maiores do que zero e, novamente, observar o que ocorre com os valores de f(x). Em linguagem
matemadtica, estamos tomando o limite de f(z) quando x tende a xy = 0 pela direita de zero,

como indicado pela Expressao 2.7.

lim f(z). (2.10)

z— 0t

Novamente com o auxilio de uma calculadora e da Tabela 2 é possivel entender o que
ocorre na vizinhanga de f(x) quando nos aproximamos de zero por valores a direita de zero.
Diferentemente do que fizemos anteriormente dessa vez ndo iremos usar uma sequéncia bem

definida. Iremos utilizar uma sequéncia decrescente de valores aleatdrios.

Mais uma vez quanto mais x se aproxima de xy = 0, por valores maiores do que zero,

mais f(x) se aproxima de —1.

Portanto, podemos suspeitar que o limite de f(z), quando z tende a =y = 0, é igual —1.
O que estamos intuindo € uma propriedade bastante relevante da teoria de limites que afirma que

se os limites laterais existem e s@o iguais, entdo o limite existe e é dado por este valor.

Convém lembrar que neste momento estamos propondo uma reflexdo acerca do conceito
de limite, por este motivo ndo estabeleceremos uma resposta formalizada para esta questao.
No entanto € razodvel sinalizar para o leitor que de fato —1 € a resposta para o limite de f(z),
quando z tende a o = 0. Além disso, a fun¢do considerada € uma fun¢do quadratica que é
definida para todos os valores de seu dominio e continua. Neste caso, o calculo de seu limite se

resume a calcular a imagem de f(xg).



Tabela 2 — Investigagdo do limite de f(x) por valores maiores que zero

Valor de X, | Valor de f(X))
0,8 -0,36
0,012 -0,999856
0,0023 -0,99999471
0,00031 -0,9999999039
0,000069 -0,9999999952
0,0000072 | -0,9999999994816

Fonte: O Autor, (2021).

Exemplo 2. Neste exemplo, a fun¢do que iremos investigar é dada por:

(@) —x—2,sex <1
€Tr) =
g 22 sex > 1,

cujo gréfico € dado pela Figura 15.

Figura 15 — Grifico da ungdo g(z)

Y&

¥

3

Fonte: O autor, (2021).
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Desejamos calcular o limite de g(x) quando x tende a 1, isto &,

lim g(x). (2.11)

rz— 1

Inicialmente vamos tomar o limite por valores menores do que 1. Com o auxilio de uma

calculadora montamos a Tabela 3.

Tabela 3 — Investigagdo do limite de g(z) por valores a esquerda de 1

Valor de X, | Valor de g(X))
0,000001 -2,000001
0,000025 -2,000025
0,000315 -2,000315

0,00412 -2,00412
0,0812 -2,0812
0,99 -2,99

Fonte: O autor, (2021).

Quando x tende a 1 pela esquerda, g(x) se aproxima de —3, ou seja,
lim g(x) = -3. (2.12)
z— 1~
A Tabela 4 avalia o limite de g(z) quando z tende a 1 pela direita.
Portanto,

lim g(z) =1. (2.13)

z— 1t
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Tabela 4 — Investigagdo do limite de g(z) por valores a direita de 1

Valor de X, | Valor de g(X))

1,999999 3,999996

1,087921 1,1835721022

1,003251 1,006512569

1,000421 1,0008421772

1,000012 1,0000240001

1,000001 1,000002

Fonte: O autor, (2021).

Resumidamente, temos o seguinte:
lim g(z) # lim g(z). (2.14)
z— 1t z— 1—

Neste caso, € possivel assegurar que o limite desejado ndo existe, pois os limites laterais

retornam valores distintos.

Exemplo 3. Calcular o limite da fungfo linear f(z) = x quando x tende a 0.

Observe que como a fungdo continua f estd definida em xy = 0 e zero pertence ao seu

dominio, basta calcular f(0) para acessar o limite desejado:

lim f(z) = f(0) = 0. (2.15)

z— 0

Exemplo 4. Considere a funcio g(z) = = definida para todo z € R — {1}.

z—1

Desejamos calcular

lim g(z). (2.16)

r— 1

Apesar da fun¢do ndo estar definida para x = 1, é possivel remover esta descontinuidade

fatorando o numerador e simplificando a expressao:
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=1 (z+1)(z—1)

= = 1).
r1 @—1) (z+1)
Portanto,
lim g(z) = li vl (x+1) = (2.17)
xgnlgm_xgnlx—]__xgnlx - )
Uma ressalva importante a fazer é que g(z) = ‘”; —L = h(x) = (z + 1), pois as fungdes

tém dominios distintos, apesar de seus limites, quando x tende a 1, serem iguais.

Exemplo 5. Calcular o limite,

lim vz +2— /. (2.18)

r— 400

Se tentarmos substituir x por +o0o obtemos uma indeterminacdo. E necessario trabalhar
essa expressao a fim de conseguirmos uma nova expressao que torne mais acessivel o cdlculo do
limite. Multiplicando toda a expressdo pelo seu conjugado, isto é, por v/x + 2 + 1/, obtemos o

seguinte:

B B x‘\/x—l—Q—l—\/E_ T+2—v 2
Va2 -Ve=(Ver2- V) Vet2+yr  Vit24yz Vot2+n

Substituindo x por valores cada vez maiores € possivel entender que este limite tenderd a

zero. Logo,
lirE Vr+2—+z=0. (2.19)
Tr— o

E vital observar que infinito (representado pelo simbolo c0) ndo € um niimero, infinito
representa, neste caso, uma ideia e quando aplicado ao limite corresponde ao que acontece a

expressao quando x alcanga valores positivos muito grandes, tdo grandes quanto se queira.

Exemplo 6. Determinar o limite,

N O

h= 0 h (2.20)

Para este limite utilizamos a expansao do Bindmio de Newton, ou seja,

(a+b)" =) (nﬁ Z) a”t b (2.21)

1=0
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Portanto,

n __ .n n n n—1 n n—212 n\yn _ ,.n

h— 0 h h— 0 h
Dai podemos simplificar ™ com —z", obtendo
n 'nflh n 7L72h2 . n hn
hh_r}% (") + (nQ)z + (0) . (2.23)
Pondo h em evidéncia no numerador e no denominador
n n—1 n n72h . n hn72 n hnfl
lim ()2 () +o At (D + (o) h (2.24)

h— 0 1 h'

Logo, todas as parcelas que sdo multiplicadas por poténcias de h irdo tender a zero

(estardo tdo proximas de zero quanto se queira). Sendo assim,

S € ) M A S (R W
hll_{nof— n—1 " =na" . (2.25)

Tendo apresentado a ideia do conceito de limite e o calculo de alguns limites simples,

vamos nos debrugar na defini¢ao formal de limite.

2.5.2 A Defini¢ao Formal de Limite

A defini¢do formal de limite requer o dominio de muitos conceitos previamente discutidos.

Dentre estes conceitos prévios destacamos o conceito de médulo

3 de um ndmero real que estrutura fortemente o conceito formal de limite. A seguir

apresentamos a defini¢do formal de limite de uma funcdo f : A C R — R.

lim f(z)=L < Ve>03d(e) > 0tal que | f(z) — L| < € sempre que 0 < |x — xq| < I.
T—r TQ
(2.26)

Isto nos diz que para um determinado raio ¢ > 0, na imagem de f, existird um raio § > 0,
no dominio de f, de modo que os valores que estdo dentro do intervalo (zy — &, xy + J), exceto
possivelmente xg, sdo levados, pela fungio f, em valores contidos no intervalo (L — ¢, L + €).
Existem muitas outras visdes semanticas para a defini¢ao de limite de uma funcdo, no entanto
independente da interpretagdo € importante destacar que esta € uma defini¢do que leva em conta

0 comportamento nas vizinhancas de x, e de L.

O Griéfico 16 ilustra parte da defini¢do formal de limite.

> Sugerimos ao leitor que consulte (LIMA et al., 2020) para um estudo mais aprofundado das definicdes,

propriedades e inequagdes sobre médulo de um nimero real.
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Figura 16 — Cercas de raio 6 em torno de x( e de raio € em torno de L

Fonte: O autor, (2021).

Ao leitor interessado em se aprofundar nos conceitos que cerceiam o conceito de limite
sugerimos a consulta de (NETO et al., 2010).

Vamos retomar dois exemplos propostos na Secdo 2.9.1 e resolvé-los a partir da defini¢do
formal de limite. Fica a cargo do leitor formalizar a solucao dos demais exemplos da secao

anterior.

Exemplo 1. Mostrar que o limite de f(z) = 2> — 1 quando x tende a 0 € igual a -1, isto

é, desejamos provar que

lim f(z) = —1, (2.27)

z— 0
ouseja, Ve > 030(ec) >0talque 0 < [z — 0] < d = |22 — 1 — (—1)| < e

Com efeito, dado € > 0 é possivel tomar 6 = /e > 0, satisfazendo 0 < |z — 0] < 0 =
Ve 0<|zl<yVe=0< |zl <= 0< |z <e= |2 <ee|f(x) — (—1)| <e

Isto assegura, de fato, que o limite desejado € igual a —1.

Exemplo 4. Dada a fun¢éo g(x) = % definida para todo € R — {1}, desejamos

mostrar que

lim g(z) = 2. (2.28)

rz— 1

O objetivo é provar que para todo € positivo existe um nimero ¢ também positivo, em

fungdo de ¢, de modo que 0 < |z — 1| < § implique em |g(z) — 2| < e.
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Com efeito, dado ¢ > 0 basta tomar § = e de modoque 0 < |z — 1| < § = ¢ =
. 22— 22— 1-92 2—1)2
l9(x) = 2| < e, pois |g(x) — 2| = |25 — 2| = =22 = | S = o — 1| <.

r—1

Estamos aptos a estudar outro conceito matemdtico fundamental para o pleno desenvol-

vimente deste trabalho: o conceito de derivada.

2.6 O Conceito de Derivada

O problema de determinar uma reta tangente a uma curva em um de seus pontos ¢ um
dos problemas que contribuiram para o desenvolvimento do Calculo Diferencial. Este problema
motivou indmeras soluc¢des particulares até que o Calculo Diferencial, por volta do Século X VIII,

consolidou uma resposta definitiva e geral para esta questao.

A reta tangente a uma determinada curva, passando por um de seus pontos, pode ser
entendida como sendo uma reta que se confunde com a curva naquela ponto, se aproximando
da curva. O intervalo analisado neste caso, em torno do ponto, € muito pequeno nos for¢cando a
pensar que a curva e a reta se confundem. E possivel obter esta reta tangente através da primeira
derivada da equagdo da curva a ser tangenciada. A Figura 17 exibe duas situacdes de retas
tangenciando dois pontos de duas curvas. Vamos discutir a solucio deste problema, revisitando a

equacdo cartesiana da reta no plano, a fim de promover o estudo do conceito de derivada.

Figura 17 — Curvas e retas tangentes

T

Fonte: O autor, (2021).

Dados dois pontos pertencentes a uma reta € possivel acessar sua equacao conforme €
indicado pela Figura 18. O primeiro passo € calcular a diferenga entre suas ordenadas, indicada
por Ay, e a diferenca entre suas abscissas, indicada por Az. Apds estes célculos, definimos o
quociente ﬁ—i’, que corresponde a tangente do angulo que a reta faz com o eixo das abscissas.

Vale observar que essa tagente serd a mesma para quaisquer dois pontos pertencentes a essa reta.

A partir dai, temos diretamente a equacdo cartesiana da reta:

A
m = =Y ouentdo m - Ax = Ay. (2.29)
Az
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Figura 18 — Equacdo Cartesiana Da Reta

- YWY =mn '}:"_ !
Vi ty _‘"p m { KP]

Fonte: O autor, (2021).

Ou ainda,

m-(x—xp) = (Y — yp)- (2.30)

2.6.1 A derivada de uma fungdo

O conceito de derivada € essencial para este trabalho, visto que a partir dele seremos ca-
pazes de compreender os conceitos econdomicos de Elasticidade e Utilidade Marginal, discutidos

no Capitulo 3.

Sejam f : X — Rexg € X. A derivada de f em x, representada por f’(x), é definida
pelos seguintes limites:
h) — _

h— 0 h z— T T — To

Algo importante a se ressaltar € que a derivada é um conceito local, pois decorre do
conceito de limite. Além disso, a derivada de uma funcdo f, quando calculada genericamente
para um ponto x de seu dominio, gera uma nova fun¢do chamada de 1* derivada de f que
usualmente é representada por f’. Se admitirmos que a fun¢do f no ponto ponto x € representada

por f(x) =y, entdo f'(z) = %6. Caso venhamos a derivar a primeira derivada de f, ou seja,

® Se F(z) é a primeira derivada de f(x), ou seja F'(z) = f’(z), temos que f(x) é dita a fungdo primitiva de
F(x). Normalmente s6 chamada de primitiva. A expresséo e o conceito de primitiva € mais utilizado na teoria
das integrais, teoria que foge ao escopo do presente trabalho.
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caso derivemos f’, iremos encontrar f”. Se pudermos derivar f n vezes, entdao obteremos a

n—ésima derivada de f, representada por f".

Vejamos o célculo da derivada da funcio polinomial f : R — R definida por

f(z) =a",
sendo n € Z.

Computaremos a derivada desta fung¢do para um valor x( arbitrario de seu dominio.
Utilizaremos a definicdo dada pela Equagdo 2.3.1:

f(wo + h) = f(xo)
- .

/ .
xp) = lim

f ( O) h— 0

Substituindo f(z) = 2™ nesta expressao, obtemos o seguinte limite:

(ko + h)" — af

i S @
Este limite € o mesmo computado no Exemplo 6 da Subsecdo 2.5.1. Portanto,
. (.’L’o + h)n - 'Ig o n n—1 _ n—1
}}Lmo Y =\, _q)% =nw (2.33)

Podemos concluir que a 1* derivada da fun¢@o polinomial definida por f(x) = x™ é
dada por f’(x) = na™ 1. Além disso, através deste exemplo € possivel observar que as fungdes

polinomiais sdo derivdveis para todos os valores reais.

O célculo da primeira derivada da fungio quadratica f(x) = 22 fornece a fungdo afim

f'(x) = 2z, definida para cada ponto do dominido de f.

Para este trabalho abordaremos apenas a derivada de funcdes polinomiais, pois 0s
conceitos econdmicos aqui tratados sdo majoritariamente contemplados por esta classe de

fungdes.

2.6.2 Interpretacdes da Derivada

Ha diferentes interpretacdes para a derivada. A derivada estd intrinsicamente relacionada
com o limite de uma sequéncia de retas secantes, ou seja, a derivada pode ser entendida como
sendo a inclinag@o da reta tangente a um ponto de uma curva. Mais especificamente, dada uma
curva do plano e uma reta secante passando por dois pontos P € P’ pertencentes a essa curva,
podemos imaginar o ponto P’ tendendo ao ponto P. Consequentemente, a inclina¢do da reta
PP’ alterar-se-4a até que atinja o valor do coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto
P. Além disso, o coeficiente angular desta reta tangente é¢ dado pela derivada, aplicada no ponto

P, da fungdo que descreve a curva dada.
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A fim de internalizarmos a ideia de reta tangente a uma curva (definida por uma funcao),
vamos particularizar este problema determinando a equagdo da reta tangente a uma pardbola,
passando por um de seus pontos. A pardbola representa a curva que € o grafico da funcao
quadratica definida por f(z) = 2%, como ilustrado pela Figura 19.

Figura 19 — Reta tangente a parabola f(x) = 22

4Y

Fonte: O autor, (2021).

Inicialmente considere os pontos P(x,z?) e P'(x + h, (z + h)?). O ponto P’ tem um
incremento & em sua abscissa em relagdo a abscissa do ponto P. No caso particular da tangéncia,

podemos imaginar o P coincidindo com o ponto P’. Portanto, o incremento / iria tender a zero

na expressio para a tangente de 6, dada por tgf) = W, como calculado a seguir:
lim tgf = lim (2z + h) = 2. (2.34)
h— 0 h— 0

Concluimos que a tangente do angulo 6, que a reta tangente a parabola f(z) = z?

passando pelo ponto P forma com o eixo O,, é dada por 2z, = f'(x,).
Um outro exemplo € dado a partir da Figura 20. Nela, temos a curva definida por
f(r) = 1Y e uma sequéncia de retas secantes, cujo limite é a reta que tangencia a curva no ponto
xT
P = (1,10). Convidamos o leitor a verificar que a inclinagdo da reta tangente a esta curva, neste

ponto, corresponde a derivada da funcdo f, que descreve a curva, aplicada no ponto P = (1, 10).
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Figura 20 — Sequéncias de secantes a curva f(z) = 1x—0 que tem como limite a tangente ao ponto
P(1;10)

— ~——
LV N N N
Fonte: O autor, (2021).

Uma segunda interpretacio € a derivada como uma taxa de varia¢do. Tomemos o intervalo
real [xq, x9] pertencente a0 dominio de uma fungéo real f(x). Entdo a variagdo em z é dada por

Az = x9 — x1, enquanto a variagdo respectiva em y é dada por Ay = f(x2) — f(x1).

A razdo entre as variacdes das ordenadas e das abscissas pode ser expressa pela equacao
i—g. Esta razao pode ser interpretada como a razdo média de variacdo entre estas grandezas. Caso

queiramos a variacao instantanea temos que fazer:

A _
im DY gy f@2) = fle)
Az— 0 Ax T2— T To — X1

(2.35)

Portanto, a taxa de variacdo instantanea € descrita precisamente pela defini¢do de derivada,
ou seja, a derivada f'(a) é a taxa de variag@o instintanea de y = f(x) em relac¢do a = quando
x = a. Esta relagdo mostrard o incremento (caso f'(a) > 0), ou o decréscimo (caso f'(a)<0), da

funcao no ponto de abscissa a.

Uma Dica Para o Professor

Sabemos que na atual realidade das escolas brasileiras é impraticdvel o ensino de cdlculo

diferencial integral na maioria delas. Tirando algumas pouquissimas institui¢des de ponta, na
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maioria delas até mesmo o ensino de conceitos simples sdo um enorme desafio para os professo-

res.

Pensando nisso, recomendamos que o professor interessado busque a obra de (MAR-
TINS; GOMES, 2020), de titulo: "Sobre o Uso da Funcao Polindmio Derivados e as Fun¢des
Polinomiais de 1°, 2° e 3° Graus no Ensino Médio.". Nesse artigo os autores exploram um
caminho para se trabalhar derivadas sem a utilizac@o de limites, sendo um excelente caminho

para dar uma nocao desse importante conhecimento para os alunos do Ensino Bésico.
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3 CONCEITOS DE ECONOMIA

Economia € a ciéncia que estuda os processos de producao, distribui¢do, acumulagdo e
consumo de bens materiais !. Através da ciéncia econdmica estaremos aptos a obter informacdes

de como estdo sendo processadas as trocas e a produgdo nas sociedades humanas.

Com essas informagdes o formulador de politicas publicas pode tentar moldar os proces-
sos econdmicos de acordo com os interesses vigentes da época. Estes interesses variam de acordo
com as forcas politicas que dominam o jogo de poder em uma sociedade (como 0s recursos
sd0 escassos, a sociedade nem sempre consegue atender todas as demandas, dai as que serdao
atendidas sdo aquelas priorizadas por quem detém o poder politico dentro da sociedade). Deste

modo, é notério que economia e politica andam entrelecadas 2.

A economia é comumente dividida em quatro grandes ramos: macroeconomia, microe-
conomia, desenvolvimento econdmico e economia internacional. A macroeconomia estuda os
grandes agregados econdmicos, tendo como escopo parametros econdmicos que sao definidos
por toda a estrutura econdmica como o PIB, o fenomeno inflacionario, o comércio exterior dentre
outros pontos regidos pelo comportamento global dos mercados de uma sociedade. Por outro
lado, a microeconomia encarrega-se das menores estruturas da sociedade como o comportamento
do consumidor, a oferta e demanda dos mercados, comportamento das firmas, dentre outros
aspectos inerentes as micro estruturas dos mercados. O desenvolvimento econdmico trata da
evolucao da produgdo econdmica e do bem estar geral de uma populagdo. Por fim, a economia
internacional encarrega-se das relacdes econdmicas entre os paises e da influéncia da economia

mundial no meio ambiente.

Outro ramo relevante da economia é a econometria que € a aplicacdo de modelos mate-
maticos a economia, isto €, a econometria, propde a compreensdo dos fendmenos econémicos
observando-os sob modelos matematicos. Neste capitulo, abordamos os conceitos de PIB e
Renda, o Fendmeno Inflacionario, os Titulos do Governo e o Endividamento Estatal, a Lei da

Utilidade Marginal Decrescente, o conceito de Elasticidade e a Curva de Laffer.

Para a elaboragdo do presente capitulo utilizamos como fundamentos tedricos as obras
de (CARVALHO, 2017); (MILTONS, 2020) e (WESSELS, 2020).

1

Existem diversas definicoes nos variados manuais que tratam dessa ci€ncia, mas sob nosso ponto de vista a
defini¢do apresentada € a que melhor se equadra neste trabalho. Essa defini¢do foi formulada por Jean-Baptiste
Say (1767-1832), economista frances formulador da lei de say.

De fato, o ponto determinante para sucesso ou insucesso de um governo durante as eras foi a satide econdmica
da sociedade que ele administrou. A relacdo entre estas duas dreas € tdo ténue que temos um campo das ciéncias
sociais s6 para estudd-la, chamada economia politica.
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3.1 PIB e Renda

O Produto Interno Bruto (PIB) de um pais € a soma (em valores monetarios) de tudo o
que € produzido, em bens e servicos, dentro de suas fronteiras em um determinado intervalo de

tempo.

A fim de ndo termos uma dupla contagem, tal quantificacdo aplica-se apenas aos produtos
finais (a venda de carros usados, por exemplo, ndo agrega valor ao PIB). Também, com o intuito
de excluir a dupla contagem na hora de se quantificar o PIB, ndo se conta o valor dos bens
intermedidrios, pois esses ja foram quantificados quando sairam de sua linha de producdo. Para
exemplificar, quando um produtor de trigo vende, para a fabrica de farinha, n toneladas desse
insumo temos essa producdo agregada ao valor do PIB. Quando a fabrica de farinhas utiliza a
producdo de trigo essa nao entra novamente no quantum do produto. Do mesmo modo o pao
produzido por essa farinha ird aumentar o PIB, enquanto que a farinha usada em sua producao
ndo ird e assim sucessivamente. O mesmo ocorre com o ferro na linha de producao do ago, com

0 aco na producdo de automdveis e assim por diante °.

Outro ponto que € importante € o fato de que o produto é quantificado durante certo
periodo de tempo. Geralmente fala-se em produto anual (PIB de 2009, PIB de 2019, PIB de

2020 etc), mas nada proibe que seja medido em maior ou menor intervalo de tempo.

3.1.1 Renda

Antes de falarmos sobre a renda, faz-se necessério falarmos sobre os fatores de produgao.
Fator de producdo € tudo aquilo que em uma economia é usado para produzir. Apesar dos
manuais de economia divergirem podemos destacar o capital, a mao de obra, a tecnologia, os

recursos naturais e a capacidade empresarial como os principais fatores de producao.

O capital € tudo aquilo que uma empresa usa para produzir seus bens ou servigcos. Em
uma revendedora de automoveis o capital seriam os carros, os computadores, as instalacoes,
as pecas em estoque para manutengdo dos automoéveis, etc. Tudo o que for utilizado para a
venda dos veiculos (excetuando-se os trabalhadores humanos), bem como os proprios veiculos, €
dito capital. Uma observagdo importante a ser feita € que para o senso comum capital é apenas
dinheiro em espécie. Esse também € capital, mas € apenas um dentre todos os outros itens que

viabilizam a atividade do capitalista *.

A mao de obra € a forcga de trabalho, é o trabalhador humano que ird vender suas horas

de trabalho para o seu empregador.

Tecnologia € o estudo da técnica, ou seja, € a maneira como as sociedades irdo utilizar

0s recursos existentes, em especial a mao de obra e o capital na producdo de bens e servigos.

3
4

Ha outras maneiras de se calcular o PIB de um pais. Mas essa é suficiente para o presente trabalho.
Outro conceito que deve ser abordado € o conceito de capitalista que corresponde aquele que € dono dos meios
de produgao e nao aquele que simpatiza com o Capitalismo.
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Depedendo do nivel tecnoldgico, sociedades com pouca mao de obra e capital podem ser
bem mais produtivas do que sociedades que tém esses dois primeiros fatores de produgdo em

abundancia.

Recursos naturais correspondem ao que o meio ambiente consegue prover para determi-
nada sociedade. Minério de ferro, petroleo, madeira sdo sé uma pequena amostra de recursos
naturais, pois esse rol é enorme. Praticamente tudo o que € processado industrialmente tem a sua
origem na natureza. Alguns manuais de economia colocam essa categoria no item capital, no
entanto, como 0s recursos naturais sao inicialmente posse do Estado, optamos por colocé-los,

neste texto, isolados.

Capacidade empresarial € a vontade e o impeto de produzir, € a capacidade de reunir os
demais fatores de produ¢do em uma atividade (que chamamos de empresa) a fim de produzir

bens e servigos.

De posse dos conceitos que definem os fatores de produ¢do podemos abordar o conceito
de renda. Renda é a soma da remuneragdo dos fatores de producdo paga aos agentes de uma
economia durante um determinado periodo de tempo. Na Tabela 5, indicamos o nome de cada

uma dessas retribuicdes.

Tabela 5 — Fatores de producdo e suas remuneracoes

Fator de Producao Remuneracao

) Juros (se for capital em dinheiro), lucros, dividendos

Capital . .
ou arrendamentos (ou aluguel) caso sejam bens de capital
Mao de Obra Salarios ou Ordenados
Tecnologia Royalties
Terra ou Recursos Naturais Aluguéis ou Arrendamentos
Capacidade Empresarial Lucros

Fonte: O autor, (2021)

Por fim, cabe destacar que o Produto Interno de uma economia € igual a sua renda, ou
seja, o produto de uma economia estard disponivel para o consumo daqueles que a integram.
Claro que a distribui¢ao do produto ndo € equanime, principalmente quando se trata de Brasil.
Por sermos um dos paises mais desiguais do mundo, temos uma desajustada distribuicao de
renda (ou de produto). Isso nos leva ao conceito de renda per Capita que corresponde a razao
entre a renda de um pais e a sua populacao. Imagine, por exemplo, um pais com uma renda de

mil unidades monetdrias e uma populagdo de 100 habitantes. A divisdo da renda per capita seria
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de 10 unidades monetdrias para cada habitante. Logo, a renda per capita nos leva a saber quanto

cada habitante de um determinado pais teria em uma distribui¢do da renda totalmente igualitaria.

3.2 O Fenomeno Inflacionario

Inflacdo é o fendmeno econdmico de alta generalizada dos precos em uma economia.
Cabe ressaltar que ndo € o aumento de um ou de alguns poucos bens e servigos, mas sim da
maioria dos que compdem a economia. Sem duivida, alguma inflacdo é sempre sauddvel, pois
mostra atividade e emprego dos meios econdmicos. Por outro lado, nenhuma ou pouca inflagao
pode indicar desemprego desses mesmos meios e/ou fraca atividade econdmica. Observe que
emprego e desemprego dos meios econdmicos nao significa emprego/desemprego exclusivamente

do trabalhador, mas sim de todos os meios de produgao.

A origem da inflacdo é comumente dividida em trés categorias distintas: demanda, custos

e inercial.

A inflagdo de demanda ocorre quando ha escassez de bem em uma economia. Por
conta dessa escassez, hd uma enorme procura (aumento da demanda), o que faz com que os
fornecedores aumentem seus precos. A consequéncia desse aumento é o aumento da inflagao.
Na década de 1980, a moeda do Brasil estava muito desvalorizada, muitos produtores brasileiros
preferiam exportar do que a atender ao mercado interno. Essa pratica gerou elevada alta de

precos nos produtos implicando em uma das maiores inflacdes ja registradas em nossa historia.

A inflacdo de custos é provocada por conta do aumento dos custos de produc¢do, ou seja,
quando os insumos utilizados na fabrica¢do dos produtos ficam mais caros esses custos sao
repassados ao consumidor final. A energia elétrica e os combustiveis sdo muito sensiveis a esses

aumentos, por exemplo.

Por fim temos a inflagdo inercial. Nessa espécie de inflacdo os fornecedores de bens e
servigcos aumentam seus precos antes mesmo de terem suas margens de lucro reduzidas. Ela
resulta de um efeito psicolégico de tendéncias inflaciondrias de periodos anteriores. Ou seja,
quando uma economia foi por muito tempo suscetivel a inflacio de demanda ou de custos, ela
pode sofrer com a inflagcdo inercial mesmo depois de aquelas duas terem sido resolvidas. Tivemos
no Brasil a inflagdo inercial apos a década de 1980, tendo sido controlada apds o advento do

Plano Real implantado na década de 1990.

3.2.1 O Cilculo da inflagao

O célculo da inflacdo pelos governos € feito através de institutos nacionais de estatistica
especializados. No Brasil ele € feito, principalmente, pela Fundacdo Getilio Vargas (FGV). Tais
célculos levam em consideracdo sempre um ano y em relacdo a um ano . Por exemplo, se o
preco da cesta bésica custava, ano passado, R$100, 00 e hoje custa R$110, 00, entdo o prego

desta cesta bdsica acumulou alta de 10% de um ano para o outro.
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A seguir apresentamos dois processos de determina¢do do Indice de Precos ao Consumi-
dor IPC (a inflacdo) entre dois anos. O primeiro processo trabalhard com uma média aritmética

ponderada, enquanto o segundo com uma média geométrica.
IPC através de média aritmética ponderada

» Para o ano-base determine quais bens as pessoas compram e quanto desses bens é com-

prado. Calcule o preco dessa cesta de bens para o ano base;
* Calcule o custo dessa cesta para o ano 7';

* O indice de precos para o ano 7' é dado pela seguinte férmula:

Custo d t T
usto da cesta no ano < 100.

Custo da cesta no ano base

IPC através de média geométrica

 Para cada bem pesquisado divida seu preco no ano de referéncia pelo seu preco no ano-base.

O resultado € uma razao;

» Use a participac¢do do bem, no ano-base, no or¢amento do consumidor como expoente da
razdo anteriormente encontrada. Caso a razdo encontrada tenha sido 1,25 e a participagao

do bem no orcamento do consumidor seja 30%, teremos 1, 2593 ou 1,07;

* O indice de inflacdo serd o produto do calculo executado no item anterior para cada um

dos produtos em andlise multiplicado por 100.

Problema do Marcelinho. Em 1995, em uma semana tipica, Marcelinho comprava dez garrafas
de vinho (a $4, 00 cada garrafa) e vinte pizzas (a $6, 00 cada). Em 2000, cada garrafa de vinho
passou a custar $6, 00, enquanto cada pizza passou a custar $8, 00. Determinar o indice de pregos

de Marcelinho para o ano 2000 utilizando 1995 como ano-base.

Solugdo 1 (IPC pela média aritmética ponderada).

Devemos calcular o preco desta cesta referente aos anos 1995 e 2000.
O preco da cesta em 1995 é dado por (10 x 4 + 20 x 6) = $160, 00.
Para o ano 2000, temos (6 x 10 + 8 x 20) = $220, 00.
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Por fim, divimos o valor mais novo pelo mais antigo e multiplicamos o resultado por 100 para

determinar o IPC de 2000 tomando o ano de 1995 como ano-base.

920
220 100 = 137, 50.
160 o

Solugdo 2 (IPC pela média geométrical).

Incialmente repare que no ano-base (1995), Marcelinho gastou $40, 00 em vinhos e $120, 00 em
pizzas com seu or¢amento de $160, 00. Em 2000, os gastos de Marcelinho foram de $60, 00 em
vinhos e $160, 00 em pizzas com seu or¢amento de $220, 00.

A razdo para o gasto com vinho € de % = 6/4 = 1,5, e para o gasto com pizza é de % =
8/6 = 1,333. A participagdo do vinho é de 40/160 = 0, 25, enquanto que a participagdo da
pizza é de 120/160 = 0, 75. Portanto, no passo 2, para o vinho temos 1, 5%%5 = 1,107, e para
as pizzas temos 1, 333%7 = 1,241. Por fim, temos o indice de pregos em 2000 sendo dado por

1,107 x 1,241 x 100 = 137, 38.

O indice inflaciondrio foi calculado com o auxilio de duas ferramentas matematicas: a
média aritmética ponderada e a média geométrica. Demonstramos no Capitulo 2, que a média
aritmética é sempre maior ou igual que a média geométrica. Isto nos diz que a depender da

ferramenta que se utilize € possivel obter um indice inflaciondrio maior ou menor que o outro.

3.2.2 Trés Indices de Preco Principais

O Indice de Precos ao Consumidor (IPC) mede o custo de uma cesta composta de bens
e servicos de consumo, enquanto o Indice de Pregos ao Produtor (IPP) mede o custo de um
cesta de bens produzidos por firmas, principalmente no setor industrial. Esse indice de pregos

geralmente atua como um indicador antecipado da inflacdo.

Ja o Deflator do PIB mede o preco de todos os bens e servigos produzidos em um pais. A
cesta € constantemente atualizada para refletir os padrdes correntes de gastos (ao contrédrio do
IPC). Os economistas utilizam o deflator do PIB para medir a inflagdo. Ele cobre mais bens e

servigos do que o IPC e o IPP e indica melhor o padrdo de gastos correntes.

3.2.3 Inflagdo Acumulada ao Longo dos Anos

Com o passar dos anos € previsivel termos uma inflagdo acumulada quando adotamos um
ano-base distante do ano considerado. Isso ocorre porque o fendmeno inflaciondrio € continuo,

portanto, em uma economia saudével, é sempre esperado algum vestigio de inflacdo. Na Tabela 6,
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por exemplo, temos os indices inflacionarios de 2011 até o ano de 2020 bem como o acumulado
da inflacdo nesse periodo.

5

Tabela 6 — Inflacdo Acumulada de 2011 a 2020

Ano De Referéncia | Inflacio | Acumulada |

IPC 2020 Brasil 3,09% 72,60% |

IPC 2019 Brasil | 3,74% 67,43% |

IPC 2018 Brasil | 3,66% 61,39% |

IPC 2017 Brasil | 3,46% 55,70% |

IPC 2016 Brasil | 8,77% 50,49% |

IPC 2015 Brasil | 9.01% 38,35% |

IPC 2014 Brasil 6,33% 26,92% |

IPC 2013 Brasil 6,21% 19,36% |

IPC 2012 Brasil 5,40% 12,38% |

IPC 2011 Brasil | 6,63% 6,63% |

Fonte: IBGE, (2021).

O Indice Inflacionario Acumulado de um ano é o produto do indice inflacionario daquele
ano pelo indice inflacionario do ano anterior. Para chegarmos, por exemplo, ao indice inflaci-
ondrio acumulado em 2012, multiplicamos 1,0663=1+6,63% por 1,054=1+5,40% (ou seja, o
indice mais "um"). Como resultado teremos 1,1238 (aproximadamente). Dai, para obtermos o
acumulado em 2013 fazemos novo produto do acumulado em (somado de uma unidade) 2012
pelo indice de 2013 (também somado de uma unidade). Repetimos o processo iteradamente até

obtermos o acumulado de 2020.

A partir deste computo € possivel observar que um bem que, em 2011, tinha o preco de
R$100, 00 passard a custar, em 2020, R$172, 60, ou seja, a inflacdo reduz o poder de compra
dos individuos no decorrer do tempo, caso nao haja reajuste nos salarios pelo menos equiparado

aos indices inflaciondrios aferidos no periodo.

> Os indices inflaciondrios da tabela abaixo foram retirados do site; https://www.inflation.eu/pt/taxas-de-
inflacao/brasil/inflacao-historica/ipc-inflacao-brasil.aspx: :text=Tabela%20
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3.2.4 Distor¢oes Causadas Pela Inflacdo

As distor¢des sobre a renda sdo sentidas com mais forca pelos assalariados, pois essa
classe tem seus reajustes salariais praticados de forma periddica, sentindo os efeitos da alta
inflaciondria através da perda de seu poder de compra. Além disso, esta classe, por ser a que mais
aloca grande parte de seus ganhos no consumo, nao tem como usar os mecanismos de protecao

contra a inflacdo. Isso aumenta a sua vulnerabilidade em relacdo a essa distor¢ao.

A Balanca de Pagamentos (ou Balanco de Pagamentos) € na economia um instrumento
da contabilidade nacional e da economia que contabiliza as relagdes comerciais de um pais com
o resto do mundo. Quando héd uma alta inflacdo em um pais, temos um efeito parecido com a
valorizac@o cambial (valorizacdo da moeda nacional frente a moedas estrangeiras), s6 que de
forma distorcida, tornando o produto nacional mais caro para os compradores estrangeiros. Isso

desestimula as exportagdes e estimula as importagoes.

Sem mecanismos automadticos de prote¢cdo monetdria, a alta da inflacdo pode desestimular
a aplicacdo nos mercados financeiros. O receio € de que os juros oferecidos ndo acompanhem a
inflacdo e o investimento acabe por apresentar retornos negativos. Esse quadro costuma levar a

investimentos em imoveis ou terrenos, que tendem a se valorizar.

O receio de que a inflagdo possa ser danosa ao ambiente de negdcios influencia o
comportamento dos empresarios, que tendem a reduzir o ritmo de investimentos. Isso pode
comprometer a capacidade produtiva da economia, com efeitos depressivos sobre os niveis de

renda e emprego.

Via de regra, a cobranca de impostos distorce os incentivos econdmicos e resulta em uma

alocacdo menos eficiente de recursos. O fato € agravado na presenca da inflagdo pois, em geral:

1) As leis tributdrias ndo levam em conta a inflagdo, o que pode provocar superestimagao
dos ganhos de capital por parte dos investidores do mercado financeiro e, consequentemente, um

aumento inadequado da carga tributdria sobre esses investimentos;

i1) Os impostos levam em considerag@o os juros nominais da renda das poupancas, ainda
que parte dessa renda sirva somente para compensar a perda por conta da inflacdo. A cobrancga de
impostos sobre a poupanca torna essa forma de investimento bem menos atrativa nas economias

instaveis do que nas estdveis.

A esséncia de eficiéncia economica € de maneira simplificada a ideia de que é impossivel

beneficiar uma parte da economia sem prejudicar outra.

Em economias com inflagdo descontrolada os governos tendem a emitir mais moedas
para financiar seus gastos. Essa emissao de moedas gera mais pressao inflaciondria que acaba

por gerar um ciclo onde a populacdo tende a perder cada vez mais com a corrosdo da moeda
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gerada pela inflagdo. Tal perda de poder aquisitivo pode ser vista como uma tributac@o sobre a

posse da moeda. A esse efeito chamamos de Imposto Inflacionério.

Como essa emissao de moeda faz com que o governo financie seus gastos, se torna muito
dificil ele sair de hiperinflacdes. Esse foi um dos motivos que levaram nosso pais a ter indices

altissimos de inflacdo durante a década de 80 e inicio da década de 90.

3.3 Titulos do Governo e Endividamento Estatal

O Estado® tem uma capacidade limitada de gerar recursos econdmicos. Apesar de ter
patrimonio proprio e controlar grande parte dos recursos naturais em seu territorio, nao serd ele o
gerador de produtos e servigos (até porque o Estado € uma ficcao juridica que se materializa pelo
agir daqueles que para ele trabalham). Quem gera esses sdo os individuos com a sua forga de
trabalho. Logo, o Estado terd que se financiar de algum modo a fim de cumprir suas obrigacdes

constitucionais (as obrigacdes do Estado Brasileiro estdo previstas em sua constitui¢do).

O principal modo de financiamento Estatal € a arrecadacdo tributdria (falaremos sobre
este mecanismo no Capitulo 4). Mas os tributos seguem normas para serem arrecadados. Eles
tém prazos e sdo em quantum varidvel, ou seja, ndo ha como saber o valor exato da arrecadagao
antes de sua efetivacdo. Sendo assim € necessario que a Administragdo Publica tenha outro modo
de financiamento a fim de fazer frente a gastos imprevisiveis ou a periodos de baixa arrecadacao.

Essa forma € a emissao de titulos publicos.

Um Titulo Pablico € um certificado de divida do Estado para com individuos ou empresas.
Através desse certificado o credor pegard, em um determinado prazo, o valor que ele pagou
pelo titulo acrescido de juros e correcao monetaria. Os titulos publicos sdo uma das formas do
Estado se financiar e também sao uma maneira do investidor conseguir retorno de um modo

absolutamente seguro.

Cabe dizer que todo investimento tem alguma taxa de risco mas a compra de titulos
publicos tem um nivel muito baixo de risco, pois se o Estado ndo honrar seus compromissos
ele perde uma de suas principais fontes de financiamento o que inviabilizaria a execucao de
suas atividades. Estados que perdem credibilidade internacional demoram anos para recupera-la.
O Brasil, em 1987, durante a presidéncia de José Sarney, estendeu indefinidamente o prazo
para pagamento de titulos internacionais (titulos publicos que foram vendidos no mercado
internacional). Essa acdo, chamada de Moratoria, foi extremamente danosa para nossa economia,

agravando ainda mais a triste situa¢do que nossa nagao vivia.

6 Estado, nesse trabalho, se refere a toda e qualquer esfera da administragdo publica.
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3.4 O conceito de Utilidade

Utitilidade em economia é o grau de satisfag@o ou rentabilidade que obtemos por usar ou
possuir um determinado bem. Logo, tudo aquilo que que vocé usa em sua vida tem algum grau
de utilidade. A dgua que vocé bebe, as roupas que veste, o filme que assiste e tudo o mais que

lhe traz alguma satisfagao.

A utilidade de um determinado bem nos modelos econdmicos lhe é tinica e incomparéavel
(dentro do modelo) com outro bem. Por exemplo, ndo ha como comparar a utilidade de um quilo
de sorvete com a utilidade de um quilo de arroz. Tal comparagdo € carregada de subjetividade,
o que torna invidvel fazermos alguma comparacao da utilidade fornecida por diferentes bens.
Desse modo, o que os modelos nos trazem € a comparacao que obtemos quando consumimos

diferentes quantidades de um mesmo bem.

Outro ponto a se dizer € que nao ha uma unidade padrao de utilidade. Portanto, ela é
usada de maneira admensional nos modelos econdmicos, sendo somente vista como um grau de

satisfacdo atribuido ao consumo de um bem.

3.4.1 Leida Utilidade Marginal Decrescente

Imagine a seguinte situacdo: em um dia bem quente de verdo vocé se senta com alguns
amigos pra tomar alguns chopes (se voc€ ndo for adepto de bebidas alcélicas substitua o chope
pela aquela que preferir). O primeiro chope lhe trard uma altissima satisfacao, o segundo também
mas um pouco menos do que primeiro e assim sucessivamente até que vocé se sinta saciado
e ndo peca mais chopes ao garcom. Ou seja, vocé ird beber chopes até que a sua vontade de
tomd-los cesse. Logo, a cada chope tomado a sua vontade de toméd-los serd reduzida de maneira

que em algum momento ela terminara por completo.

Esse padrio de reducdo da satisfacio ao adquirir algum bem é comum para tudo aquilo
que compramos (pelo menos € essa a premissa que precismos assumir para poder usar esse
modelo) e a esse padrdo chamamos de Lei da Utilidade Marginal Decrescente, ou seja, a utilidade
(ou satisfacdo) adquirida ao se consumir um novo bem € sempre menor do que aquela que nos
foi dada no consumo da unidade anterior, como ilustrado pelos Graficos 21 e 22 para a situacao
descrita no inicio desta secdo. Trazendo essa ideia para linguagem matemdtica podemos ver a

utilidade marginal como a primeira derivada da funcao utilidade.

Na Figura 21, temos a utilidade total obtida conforme se consome certa quantidade de
chopes. Repare que o primeiro chope adiciona uma total de 12 ao grau de utilidade total. O
segundo chope adiciona mais 10 unidades, ou seja, saltamos de uma utilidade total de 12 pontos
para 22. Ja o terceiro chope eleva a utilidade total obtida para 30 pontos, logo ele acrescentou 8
pontos ao total. O leitor ja deve ter percebido que apesar de o total de utilidade estar subindo, ele
sobe de maneira mais lenta a cada novo chope consumido, ou seja, cada novo copo de chope

adiciona menos utilidade ao total do que seu antecessor. Com isso concluimos que a utilidade
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Figura 21 — Gréfico da Funcao Utilidade Total
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Fonte: Adaptado de Milton, (2018).

marginal de um novo copo de chope é decrescente

Em economia, marginal € algo que estd sendo alcangado, algo que estd em nosso hori-
zonte. No nosso exemplo, marginal é o novo acréscimo de utilidade adquirido pelo copo de chope
subsequente. O leitor mais atento percebeu que o acréscimo € justamente a taxa de variacao da

func¢ao pelo chope subsequente, ou seja, a primeira derivada.

Na Figura 22, temos a representacao grafica da quantidade de utilidade que o n-ésimo
chope adiciona ao total de utilidade. Logo, temos que que se a curva do Grafico 21, que representa
o total de utilidade adquirida pelo consumo total de chopes, fosse dada por uma expressdo f(z),
a curva do Gréfico 22 teria sua expressdo matemadtica dada por f’(z). Por exemplo, se a fungéo

de utilidade total é dada por f(z) =5 — %, entdo ela terd uma primeira derivada definida por

i) = &

3.4.2 A utilidade da Renda

Uma ideia interessante € pensarmos na renda como um bem. Costumamos ver a renda
como algo separado dos demais bens mas a verdade é que ela também € um elemento desse
conjunto, e a ela também podemos atribuir um grau de utilidade. Sendo assim ela ir4 ter seu
grau de utilidade modelado pelas fun¢des discutidas anteriormente. Logo podemos compreender
que um pequeno aumento salarial, de algumas centenas de reais, traz uma enorme utilidade
para um assalariado que recebe um saldrio minimo mensalmente. Mas esse mesmo aumento
nao afeterd em nada a qualidade de vida de nossos biliondrios, ou seja: o assalariado terd um

enorme acréscimo de utilidade com algumas centenas de reais enquanto que para o biliondrio tal
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Figura 22 — Gréfico da Fung¢ao Utilidade Marginal
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acréscimo sera perto de zero.

3.5 Elasticidade

Na ciéncia econdmica, a Elasticidade é o quanto uma determinada varidvel y € afetada por
alteracdes de uma varidvel z. Existem diversas espécies de elasticidade mas todas elas envolvem
basicamente a mesma ideia. Inicialmente calcula-se a variacdo percentual na "causa"(varidvel x)
e, em seguida, a variacao percentual na "consequéncia”(varidvel y). Dai dividimos a variagao
encontrada para "consequénciapela variagdo encontrada para "causa". Desta maneira, somos

capazes de observar a relag@o entre variagoes dessas quantidades, ou seja, a elasticidade F,,, €

dada por:
A (y—yo)
g %y Wweow) wo _m (y—w) _m Ay
WA é—g‘ (f”;_:o) Yo (x —x0) Yo (x—1z0) Yo Az

Como y € uma fungao de z, isto é, y = f(x) € possivel reescrever a equacgdo acima da
seguinte maneira:
v Af()

E:cy - m —A;E .

Quando z tende a x( na expressdo acima, obtemos o conceito de Elasticidade Marginal

(em economia podemos associar as derivadas aos incrementos marginais), descrita por.:

o a Af@) mf'(w)
2P S W A T S
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Logo temos que a elasticidade em x( é dada pelo produto de xy com a primeira derivada
de ¢ dividos por f(xy). Desse modo entendemos porque o estudo das derivadas é importante
para as teorias econOmicas discutidas nesse capitulo. Tal estudo alicerca esse conteido bem

como a ideia de utilidade marginal

3.5.1 Elasticidade Preco da Demanda

Para este trabalho ¢ fundamental abordarmos um caso especial de elasticidade chamada
de Elasticidade Preco da Demanda.

A elasticidade preco da demanda é um conceito importante, pois a tributacdo ocasiona
variacdes no preco, mas nem sempre toda carga tributdria € repassada ao consumidor. Em algumas
situacdes o vendedor do bem ou servigo sofre todo ou o maior impacto da carga tributaria. Esse

repasse € uma consequéncia direta de tal elasticidade.

A elasticidade preco da demanda € definida pela razdo entre a variagdo percentual na

demanda de determinado produto e a variacdo percentual de seu preco, ou seja:

NAD

Epp = .
PO = AP

A elasticidade preco da demanda de um bem ¢é afetada por vdrios fatores, os mais

importantes estdo descritos e discutidos a seguir:

1. Quanto mais essencial for um bem, mais ineldstica ou menos eldstica serd sua demanda, ou seja,
quanto mais necessario for esse bem mais disposto a pagar por esse bem o consumidor estard.
Para ilustrar essa situagdo imaginemos a insulina para um diabético. Nesse caso o consumidor
ndo tem escolha, terd que comprar a insulina seja qual for o seu preco, pois dela depende sua vida.
Agora, diferentemente da insulina, pensemos em um perfume. Esse bem tem uma elasticidade
muito alta, ou seja, € muito sensivel a variagdes em seu preco pois ndo se depende desse produto

para nossas maiores necessidades;

ii. Quanto mais bens substitutos houver, mais eldstica serd sua demanda, ou seja, se pudermos
trocar um bem "A"por um bem "B", a elasticidade de ambos os bens sera alta. Imaginemos
agora uma alta no preco da margarina. Isso acarretard em uma queda de suas vendas € um
aumento na venda de manteiga. O mesmo nao ocorrerd com um medicamento especifico para

uma determinada doenga grave, esse nao terd substituto;

iii. Quanto menor o peso do bem no orcamento, mais ineldstica serd sua demanda. Imaginemos o
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aumento de um bem de R$1, 00 para R$1, 20. Esse aumento, em termos absolutos, é irrisério,

apesar de em termos relativos ter sido de 20%. Logo havera pouco impacto em sua demanda;

1v. A longo prazo a elasticidade preco da demanda tende a ser mais elevada que a curto prazo. Isso
se deve pelo fato de que a informag¢do econdmica demora a circular bem como as estratégias para
superar um determinado problema. Tomemos, por exemplo, um aumento no preco do feijao. A
curto prazo serd dificil superar uma auséncia desse alimento na mesa, sendo assim a elasticidade
serd baixa, mas a longo prazo os seus consumidores irdo adaptar-se a novas receitas que nao o

utilizem;

v. Quanto maior o ndmero de possibilidades de usos de uma mercadoria, maior serd sua elas-
ticidade. Se um determinado bem tem muitas possibilidades de uso, ele também tem muitos
substitutos. Logo, nesse caso, sua demanda serd bem sensivel a alteracdes no preco, ou seja, ela

sera muito elastica.

3.6 A curva de Laffer

A curva de Laffer, desenvolvida pelo economista Arthur Laffer, assegura que a arreca-
dacdo tributaria do governo € uma funcao da carga tributaria com um limite méximo, ou seja,
0 governo teria uma maxima arrecadacao para um valor x e essa arrecadacao passaria a cair a
partir de uma valor x + k, onde k é um infinitésimo. Em outras palavras, a curva de Laffer seria

uma fun¢do contendo um tnico ponto de mdximo global.

Por conta desse comportamento, o de ter um ponto Gnico ponto de maximo, a curva
de Laffer é comumente representada por uma funcdo do segundo grau, como mostrado pelo
Griafico 23.

Finalmente € importante ressaltar que o modelo de Laffer, para a tributagado, € aceito por
praticamente todos os economistas. O ponto em que divergem € a respeito da aliquota Gtima.

Discordam sobre qual seria a aliquota que fornece a arrecadagdo 6tima possivel para o erario.

Economista mais intervencionistas (economistas que pregam uma maior intervencao
estatal na economia) sugerem que aliquota 6tima (aquela econtrada no vértice da pardbola) serd
dada por percentuais maiores de tributacdo. Ja para os economistas mais liberais (aqueles que
pregam uma pequena ou nenhuma intervengao estatal na economia) sugerem que aquela sera

dada por percentuais menores de tributagdo.

Isso na pratica € definido pelo conjunto de medidas econdmicas tomadas pelo poder

politico do momento.



Figura 23 — Curva De Laffer
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Fonte: Wikpedia, (2020).
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4 O DIREITO TRIBUTARIO

A vida em sociedade requer a regulacdo dos comportamentos humanos. Essa ¢ uma
no¢ao intuitiva muito simples que todos nds temos, pois todos os dias compartilhamos espagos
com outros individuos. Por conta dessa interac@o social, desde o inicio de nosso processo de
socializagdo, somos educados sob a mdxima de que nosso direito termina onde comeca o do
outro. A ideia de Direito como sendo um conjunto de normas que regulam o comportamento

humano dentro de uma sociedade € necessdria para o pleno entendimento deste trabalho.

Neste capitulo, abordamos as diferencas entre o Direito Publico e o Privado, introduzimos
a ideia do Direito Tributario e os Tipos de Tributos (Diretos e Indiretos, Regressivo e Progressivo)

e discutimos o Imposto de Renda das Pessoas Fisicas, o seu Funcionamento e o seu Pagamento.

Utilizamos como fundamentagdo tedrica para este capitulo essencialmente as obras de
(CARNEIRO, 2010) e (LENZA; CAPARROZ, 2020).

4.1 Direito Publico e Privado

O Direito pode ser pensado a partir de dois grandes ramos: o Direito Privado e o Direito
Publico. O Direito Privado corresponde aquele em que as partes t€m mais liberdade para fazer
concessoes, isto &, quando as normas de direito privado regulamentam as relacdes privadas. As
relagdes privadas sdo aquelas em que hd uma igualdade entre aqueles que a estabelecem. Um
contrato de compra e venda de um automével entre particulares ou um contrato de fornecimento
de material entre duas firmas de grande porte sdo exemplos de direito privado. Sempre que
houver equidade entre as partes € nao houver um interesse publico na relacdo estaremos diante
de uma relagdo de direito privado. Esta defini¢do apesar de nao ser unianime, tendo em vista que

o Direito ndo € uma ci€ncia exata, ¢ bem aceita e difundida entre os juristas.

Em contrapartida, o Direito Publico é caracterizado quando hd um desnivel entre as
partes, quando uma das partes envolvidas tem mais pujanca do que a outra. Neste caso, sempre
hd um um considerdvel interesse publico na relagdo juridica constituida. O Direito Tributdrio

pertence a essa vertente do direito, em razdo de haver uma forca cogente.

4.1.1 Sobre o Direito Tributario

O Direito Tributério constitui o conjunto de normas que regulam o pagamento de tributos,
a fiscalizac@o tributaria bem como a relag@o entre o contribuinte e o Estado. O pagamento de
tributos € algo impositivo, ou seja, ndo ha como se deixar de paga-lo. Mas para isso ele deve vir

previsto em lei, de acordo com a Constitui¢do Federal de 1988 (Artigo 5° inciso II): "Ninguém
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serd obrigado a fazer ou deixar de fazer alguma coisa sendo em virtude de lei (BRASIL, 1988)."

Por este motivo existem leis deliberando sobre o pagamento de impostos, isto significa
que toda vez que o Estado utiliza de sua forca legal para coagir o cidaddo a financié-lo, ele o
faz através de Tributos. Sendo assim estes sdo uma forma que o Estado tem para interferir em
nosso patrimonio. Portanto, o Imposto é somente uma espécie do género Tributo. As taxas, as
contribui¢cdes sociais, as contribui¢des de melhoria e os empréstimos compulsérios também
sdo tipos de Tributos. Essa divisdo em cinco espécies tributdrias diferentes é o que chamaos de
sistema pentapartite, e é o considerado pela maioria dos tributaristas . Assim também reconhece
nossa Suprema Corte apesar de nosso Codex Tributério ter reconhecido o sistema como tripartite.
Pois assim ele declara em seu artigo 5°: "Os tributos sdo impostos, taxas e contribuigdes de
melhoria (BRASIL, 1966)".

No entanto ndo entraremos em detalhes diferenciando-os, pois o foco deste trabalho sao
os modelos matemadticos que podem ser usados para compartilhar no¢des de direito no Ensino

Basico.

Advertimos o leitor que utilizaremos, como € usualmente empregada no meio juridico, a
palavra tributo (e suas flexdes) para indicar a cobranga compulsdria de recursos pelo Estado ao
invés do termo imposto. Temos também que nosso Cédigo Tributdrio Nacional 2, a lei federal
que estrutura nosso sistema tributdrio, define legalmetne tributo em seu artigo 3°: "Tributo é
toda prestacao pecunidria compulsoria, em moeda ou cujo valor nela se possa exprimir, que nao
constitua san¢do de ato ilicito, instituida em lei e cobrada mediante atividade administrativa
plenamente vinculada (BRASIL, 1966)".

Pecunidria porque tem que ter valor financeiro, ndo constituir ato ilicito significa que
tributo ndo € sancdo, tem que ser instituida em lei para pode ser obrigatéria (vide o artigo 5°
inciso III da CF/88 in verbis acima), atividade administrativa significa que serd cobrado pela
administracdo publica e plenamenta vinculada singnifica que estd completamente previsto em lei.
Ou seja, ndo estd na margem de deliberagao do agente publico, ele ndo pode deixar de cobrar o

tributo, ele deve. Se ndo o fizer serd pessoalmente responsabilizado por isso.

Algo que também merece um comentdrio € que o tributo ndo pode ser pago através
de trabalho direto para a Administragao Publica. Ele somente pode ser quitado em pectinia ou

através da dacdo de bens que possam ser avaliados em moeda.

A estrutura do tributo € composta de Fato Gerador e Obrigacdo Tributdria. O Fato
Gerador € o ato que o contribuinte pratica no mundo fatico que gera a obriga¢do perante o
Estado. A obrigacao tributdria pode, ou ndo, se dividir em duas: a principal e a acessoria.
A obrigacdo tributaria principal € a de pagar o tributo, estando sempre presente, enquanto a
obrigacao tributdria acessoria € aquela que acompanha o tributo. Um exemplo de obrigacao

tributdria é o de fazer e enviar a declaracao do Imposto de Renda para a Receita Federal que

Em Direito nés chamaos esse conceito de doutrina majoritaria.
2 CTN-lei 5.172 (BRASIL, 1966)
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corresponde a uma obrigacao tributdria acessoria, ao passo que o pagamento do IRPF (Imposto
de Renda da Pessoa F {sica) € uma obrigac¢ao tributaria principal. Ambas as obrigacdes nascem

da aquisic¢do de renda acima de certo valor previamente estipulado pelo Estado.

4.1.2 Tributos Direto e Indireto

Segundo Lenza e Caparroz (2021), o que caracteriza o Tributo Direto € a correspondéncia
juridica entre a conduta captada no mundo real e as implicacdes econdmicas dela derivadas, de
modo que o valor do tributo seja integralmente satisfeito com a apuracao da base de calculo de

fato observado.

As obrigagdes juridicas do tributo direto nascem apenas da conduta de um contribuinte
tendo a arrecadacdo advinda diretamente de seu patrimdonio. Um exemplo cldssico de tributo
direto € o Imposto de Renda Sobre a Pessoa Fisica - IRPF (detalharemos a dindmica desse

imposto na Secao 4.3).

Ainda de acordo com esses dois eméritos autores, os Tributos Indiretos representam
casos especiais de incidéncia, ndo porque o fendmeno individualmente considerado seja distinto,
mas em funcao do legislador adotar como técnica arrecadatdria a fragmentagdo da carga tributaria

em que se verifique a circulacdo econdmica de bens, de servicos ou de mercadorias.

A caracteristica mais flagrante dos tributos indiretos € a nao percep¢do de seu pagamento
por parte do contribuinte direto (aquele que sofre o dnus de seu pagamento). O Imposto Sobre
a Circulacdo de Mercadorias e Servicos (ICMS) € uma referéncia de tributo indireto que estd
inserido no preco de mercadorias e de servigos de telecomunicagdes, de energia elétrica e de

transporte de Onibus intermunicipais e interestaduais.

Sem duvida, inferimos que todo tributo indireto € repassado aqueles que compram algum

produto, mas esta afirmac¢ao nao estd completamente correta.

Esse repasse dos tributos diretos estd diretamente ligado ao grau de necessidade do
produto. Se o produto for de alta necessidade o repasse tributdrio serd altissimo podendo até
ser total, se o produto for de baixa necessidade o repasse serd baixo podendo até ser nulo. A
depender da tributag¢do que incida sobre um produto de baixa necessidade sua venda pode até ser

inviabilizada naquele mercado onde sofreu excessiva tributagao.

Em suma, o repasse tributdrio estd diretamente relacionado a Elasticidade Preco da

Demanda (Subsecdo 3.5.1) do bem ou do servigo tributado.

4.2 Sistema Regressivo e Progessivo de Tributacao

Em uma sociedade a tributacdo é promovida sob as 6ticas da Tributacdao Progressiva e da

Tributacdo Regressiva.

Em um sistema de tributacdo regressivo a carga tributdria onera mais pesadamente quem
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tem menos renda. Os defensores desse sistema alegam que ele incentiva o empreendedorismo,
estimula uma sociedade mais dinAmica onde os individuos buscam ter seu proprio negécio ao

invés de serem empregados e reduz o comodismo social.

O sistema de tributacdo progressivo é aquele que onera mais pesadamente quem tem
mais renda. Os defensores do sistema de tributacdo progressivo apontam que este sistema €
socialmente mais justo, pois propde onerar com mais €nfase quem tem mais condi¢des de pagar
tributos (no direito tributdrio hd um principio chamado de principio da capacidade contributiva

que € a materializagdo dessa ideia em nosso sistema legal tributario).

Consideramos que o sistema de tributagcdo progressivo € mais coerente do que o sistema
regressivo, uma vez que o sistema de tributacio progressivo se coaduna perfeitamente com a
Teoria da Utilidade Marginal Decrescente, abordada na Subsecdo 3.4.1. Repare que a defesa do
sistema de tributacdo progressivo, além de se tratar de uma questao de justi¢a social, tem um
embasamento econdmico matematico, pois quanto mais renda se tem menos ultilidade ela trard
ao seu detentor. Portanto, é perfeitamente admissivel que aqueles que det€ém mais renda devam

pagar mais tributos do que aqueles que tém menos renda.

4.3 Sobre o Imposto de Renda das Pessoas Fisicas

O imposto de renda incide sobre a aquisicao da disponibilidade de renda, ou seja, aqueles
individuos que tém renda minima sao obrigados a pagar imposto de renda sobre os seus ganhos,
mas ndo € sobre toda e qualquer renda que ele incidird. Atualmente, pessoas que t€ém ganhos
mensais de até R$1.903, 98 sdo isentos de pagamento do imposto de renda. A partir deste valor
a Receita Federal® informa faixas de tributagdo que incidirdo progressivamente sobre a renda.
Além disso, ha alguns tipos de rendas que ndo sdo tributadas como a licenga prémio convertida

em pecunia e as didrias por viagens a trabalho recebidas por funciondrios publicos ou celetistas.

Hoje o imposto de renda tributa todos aqueles que auferiram renda em territdrio brasileiro
ou de origem brasileira e também alcancga aqueles que nem residem no pais. Para isso o governo
cobra o imposto do pagador a fim de poder ter posse desses recursos, ou seja, se um estrangeiro
deve pagar mil reais de imposto sobre uma renda ganha de uma empresa, essa entregar-lhe-4 a

quantia devida reduzida de mil reais.

Reiteramos que a fim de ser progressivo, mandamento que advém diretamente da consti-
tui¢do federal, o imposto de renda é operacionalizado divido por faixas. A cada faixa paga-se uma
determinada quantia de imposto. Percebemos aqui novamente a presenca da Teoria da Utilidade
Marginal Decrescente, pois como qualquer outro bem, a utilidade da renda é inversamente
proporcional a quantidade que o individuo ja possui. Alta quantidade de renda, maiores serdao os

acréscimo necessdrios de renda para que se altere a realidade material do individuo. Aqueles que

3 A Receita Federal é o érgio do Governo Federal responsavel particularmente pela administracio de tributos

federais, pelo controle aduaneiro e pelo combate a sonegacao fiscal.
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tém pouca renda terdo sua realidade alterada de modo significativo com pequenos acréscimos na

renda.

As faixas de renda mensalmente recebidas em vigor até o ano de 2021 estdo explicitadas

na Tabela abaixo:

Tabela 7 — Tabela do IRPF em 2021

Base de Calculo Aliquota | parcela a Deduzir |
Abaixo de R$ 1.903,99 Isento - |

De R$ 1.903,99 até RS 2.826,65 7.5% R$ 142,80 |
De R$ 2.826,66 até R$ 3.751,05 15% R$ 354,80 |
De R$ 3.751,06 até R$ 4.664,68 | 22,5% R$ 636,13 |
Acima de R$ 4.664,68 27,5% R$ 869,36 |

Fonte: Brasil, (2021).
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4.3.1 O Pagamento do IRPF

A base de célculo do IRPF € o rendimento obtido durante todo o ano de apuracao,
chamado de ano base. Esse tributo adota o sistema de bases correntes, onde o contribuinte deve
paga-lo todos os meses que aufere rendimentos. No ano seguinte ao ano base o contribuinte
devera preencher a declaracdo do IRPFE. Nessa declaracao serdo feitas as devidas compensangdes
(com o que houver sido mensalmente recolhido) e serdo descontados os abatimentos, deducdes e
despesas previstas em lei*. Havendo saldo positivo a diferenca devera ser paga, caso contrario o

contribuinte fard jus a uma restituicao do que foi recolhido pela receita federal do Brasil.

Cabe registrar que o contribuinte pode trocar todos os seus redutores por um abatimento
unico de 20%. Caso o individuo queira se utilizar dos redutores, ele efetuard a declaracao
completa do IRPF. Caso ele queira utilizar o abatimento tnico de 20% ele fard a declaragao
simplifcada. Qual declaracdo serd feita é um direito de escolha do contribuinte. Caso ele tenha
documentacdo que embase o preenchimento de uma declaragdo completa que ird lhe conceder
um abatimento maior do que 20%, para ele serda mais vantajoso optar por essa modalidade de

preenchimento, do contrério, ser-lhe-a mais favoravel a declaracdo simples.

Contribuintes isentos do IRPF sdo os tnicos a utilizar uma unica faixa, os que ja entrarem
na primeira ou em outras faixas sé pagariao a aliquota superior sobre 0 montante que superar
a faixa posterior. Para que fique mais claro como é praticada esta tributagdo, disponibilizamos

duas situacoes.

Situacio 1. Sr. Nataniel é assalariado recebendo R$1045,00. Como seu ordenado é
abaixo de R$1903, 99, ele ndo tem nada a pagar de IR. Agora, imagine que Sr. Nataniel receba
um aumento e passa a receber R$2103, 99. Nesse momento ele superou o minimo da primeira
faixa do IR em R$200,00, logo ele terd que pagar o tributo com a menor das aliquotas, a
de 7,5%. Por conta da sistematica do IRPF, os 7,5% nao incidirdo sobre a totalidade dos
rendimentos de Sr. Nataniel (ndo incidirdo sobre os R$1903, 99), incidirdo somente sobre o
que ultrapassou esse valor, ou seja, incidirdo apenas sobre os R$200, 00. Sendo assim todo
més Sr. Nataniel deverd recolher 7,5% de R$200, 00, isto €, R$15,00 mensais ou o total de
13 - R$15 = R$195 anuais (cento e noventa e cinco porque o IRPF também incide sobre o

décimo terceiro salario/rendimento).

As contas acima foram apenas para explicar toda a matemdtica que estrutura a cobranga
do imposto de renda. Na prética, se aplica aliquota ao valor cheio recebido mensalmente e desse
resultado se subtrai a parcela dedutivel. Para o Sr. Nataniel teriamos apds seu aumento (porque

antes ele era isento) a seguinte dinamica:

0,075 x 2103, 99 — 142, 8 = 14, 99,

4 Essas trés categorias sdo espécies de redutores do imposto devido descritas em lei. Tal lei é o regulamento do

IRPF decreto N° 9.580 de 22 de novembro de 2018.
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o que resulta em R$ 15,00 mensalmente devidos ao erdrio publico.

Situacio 2. Vejamos agora o caso de Sr. Germano: ele tem uma renda mensal de
R$10.000, 00. Portanto, tera imposto a pagar por todas as faixas do IRPF, mas as mesmas

dinamicas aplicadas ao Sr. Nataniel serdo aplicadas ao Sr. Germano:

sobre seus 1903, 98 reais nao havera tributo a se pagar;

* sobre 2.826,65 — 1.903, 99 = 922, 66 reais irdo incidir a aliquota de 7,5%;

* sobre 3.751,05 — 2.828,66 = 924, 39 reais incidirao a aliquota de 15%;

* sobre 4.664,68 — 3.751,06 = 913, 62 reais incidirdo a aliquota de 22,5%;

* ¢, finalmente, sobre o montade restante de 5.335, 32 reais incidirdo a maior das aliquotas

de 27,5%.

Sendo assim, Sr. Germano devera recolher os seguintes valores mensalmente a Receita
Federal:

(0,075 x 922,66 + 0,15 x 924,39 + 0,225 x 913,62 + 0, 275 x 5335, 32) =
(R$69, 19 + R$138,65 + R$205, 56 + R$1467.21) = R$1880, 61.

Da mesma forma podemos simplicar as contas para o ser Germano aplicando a aliquota

sobre o valor cheio e, em seguida, aplicando a parcela dedutivel:

0,275 x 10000 — 869, 36 = 1880, 64,

o que nos da os mesmos R$1880,62 devidos. Essa diferenga dos centavos advém dos arredonda-

mentos feitos nas menores casas decimais que apareceram no primeiro célculo.

4.3.2 Fiscalidade e Extrafiscalidade no IRPF

Os tributos podem ter dois cardteres diferentes, ou mesmo os dois a0 mesmo tempo: a

fiscalidade e a extrafiscalidade.

Tributos Fiscais sdo aqueles que t€ém o tnico intuito de trazer recursos ao erdrio, sendo
somente financiadores da miquina publica. Na pratica, nenhum tributo serd somente fiscal, pois

todos eles irdo, de algum modo, influenciar o comportamento das pessoas, mas quando o tributo
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o faz somente colateralmente, ndo tendo esse intuito como um de seus objetivos principais, ele é

considerado fiscal.

Ja os Tributos Extrafiscais sdo aqueles que t€m objetivos diversos da arrecadecdo (isso
ndo significa que ndo arrecadem, mas nao € esse seu objetivo principal). Pesadas cargas tributdrias
sobre cigarros, bebidas e armas de fogo t€tm como objetivo dissuadir a compra destes itens.
Impostos sobre a exportagdo incidindo sobre determinados bens t€m como objetivo garantir o
abastecimento do mercado interno com esses bens. Além de também trazerem recursos para o
tesouro publico, esses impostos t€m como principal finalidade a manipulacdo do comportamento

dos residentes no pais.

O IRPF é preponderantemente fiscal, mas também tem um cardter extrafiscal que € a
diminuicdo das desigualdades sociais (na teoria todos os impostos teriam esse objetivo, mas o
IRPF € o que mais se aproxima disto por ir direto na renda que € o cerne da questdo). Ele assim
o faz quando tributa de maneira mais pesada aqueles que tém mais renda do que os que tém
menos renda. Entretanto, esse tributo ndo consegue cumprir esse objetivo por ter poucas faixas

de tributacdo.

No Brasil, alguém que ganhe R$ 5.000,00 estd na mesma faixa de tributagao de individuos
biliondrios. Suas trés faixas iniciais tributam rendas que relativamente ndo sdo altas, pois a tabela
ndo sofre reajuste desde 2015, s6 de correcdo inflaciondria teriamos que aplicar 24,7% sobre

todos os valores atuais. Isto geraria a Tabela 8 atualizada somente com a corre¢ao inflacionaria.

Tabela 8 — Tabela do IRPF Corrigida pela Inflacdo de 2015 a 2020

Base de Calculo Aliquota | Parcela a Deduzir do IRPF |
Abaixo de RS 2374,27 isento - |

De R$ 2374,28 até R$ 3524,83 |  7,5% R$ 178,07 |
De R$ 3524,83 até R$ 4677.55 | 15,0% RS 442.43 |
De R$ 4677.56 até R$ 5816,85 | 22,5% R$ 793.25 |
Acima de R$ 5816,86 27,5% RS 1084,09 |

Fonte: Brasil, (2021).

Enquanto nao houver a corre¢cdo da Tabela 7 continuard havendo cobrangas indevidas
sobre faixas salarias defasadas. Além disso, esta desatualizagc@o nas bases de calculo do IRPF
continuard implicando em um injusto aumento na arrecadacdo do governo e na violacdo ao
carater progressivo do IRPF bem como a sua finalidade extrafiscal de reducio da desigualdade

social nacional.
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5 CONSIDERACOES SOBRE O SISTEMA TRIBUTARIO BRASILEIRO

Discutimos no Capitulo 4, aspectos pertinentes ao sistema tributdrio brasileiro. Fare-
mos, neste capitulo, uso da Matemadtica a fim de tracar algumas consideragdes relativas ao

funcionamento da tributa¢do no Brasil.

5.1 A Alta Carga Tributaria Brasileira

Comumente ouvimos que a carga tributaria brasileira € alta. Seja em ambientes formais ou
informais essa maxima é sempre declarada. Mas serd que realmente pagamos muitos "impostos"!

no Brasil? Serd mesmo que nossa maquina publica nos exige tantos recursos assim?

A priori, quando comparamos a carga tributdria brasileira com a do restante do mundo é
possivel responder afirmativamente a essa pergunta. A Figura 24 sugere que de fato a sociedade

brasileira, como um todo, paga sim muitos tributos.

Figura 24 — Carga Tributdria: Brasil e Paises da Organizacao para a Cooperagdo e Desenvolvi-
mento Econdmico (OCDE), Participagao (%) do PIB em 2009 e 2016
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mundo em valores absolutos, compardvel a de paises desenvolvidos que entregam servigos
com qualidade bem melhores do que o nosso. Mas ha alguns fatos que frequentemente nio sao

contados nessa histéria e que serdo abordados nas subsecdes a seguir.

' Vale lembrar, como discutido na Subsecdo 4.1.1, que imposto é somente uma espécie do género tributo.
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5.1.1 Carga Tributéria Essencialmente Indireta

A fim de compreendermos melhor a realidade sobre os altos pagamento de tributos no
Brasil sugerimos um olhar estratificado sob nossa sociedade, isto €, sugerimos olhar para as
diferentes rendas sob faixas de tributacao separadamente. Como a maior parte da arrecadagao
brasileira advém de tributos indiretos, esse mecanismo onera com for¢a quem tem menos
recursos, isto €, a tributacdo indireta, aquela que € mais praticada em nosso pais, onera de

maneira regressiva a nossa sociedade.

Imaginemos que tenhamos um determinado bem no valor de R$1.000,00 com um total
de 10% de tributacdo indireta incidindo sobre esse bem. Desta maneira, o consumidor pagarda R$
100,00 de tributos indiretos ao adquirir tal bem. Um trabalhador que possui um saldrio minimo
de R$ 1.000,00 pagara 10% de sua renda mensal ao adquirir esse bem. Agora, imagine um
segundo trabalhador que recebe R$ 10.000,00 de saldrio deseja adquirir esse bem. Neste caso,
esse segundo contribuinte pagard 1% de tributos indiretos ao adquirir esse mesmo bem. Por
tltimo, suponha que um empresario bem sucedido (economicamente falando) tenha renda média
de R$ 100.000,00, adquira também esse bem. Neste caso, esse abastado contribuinte pagara

0,1% de tributos em relacao a sua renda mensal.

Um sistema tributdrio que tem a sua carga tributdria fortemente consolidada em tributos
indiretos ird onerar com muito mais forca quem tem menos renda do que quem tem mais. A
tributacdo para ser socialmente mais justa deveria ser praticada de maneira proporcional e, pela
Teoria da Utilidade Marginal da Renda seria necessario ter porcentagens modeladas de acordo
com o percentual de renda de cada cidadao. Como a tributacao indireta onera a todos com valores
absolutos iguais, ela nfo respeita nem a proporcionalidade (cobrar a mesma porcentagem de
todos) e muito menos a progressividade (cobrar porcentagens que se coadunem com a capacidade

contributiva de cada contribuinte).

5.1.2  Sonegacao Tributaria

Outra questdo relevante nesta discussao diz respeito aos elevados indices de sonegacdo
de impostos no Brasil. Sonegar impostos € tdo criminoso quanto assaltar uma reparti¢ao publica,
pois em ambos 0s casos estamos privando o setor publico de meios para a execugdo de seus

projetos.

H4 um legitimo desinteresse da midia em condenar essa pratica criminosa e também
hd um desinteresse da propria sociedade em entender que esta pratica depde contra a ordem
tributdria de nosso pais. Por outro lado, a sonegacdo € muitas vezes até incentivada: no dia
5 de Margo de 2020, o entdo Presidente da Republica, Jair Messias Bolsonaro, declarou que
sonega tudo o que puder. Infelizmente essa ndo € uma frase isolada, ha outros episédios em que

individuos de grande penetracdo popular incentivaram a prética da sonegacao tributdria.

O fato € que aqueles que deté€m altas rendas tém melindrosos recursos para conseguir
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escapar do fisco, enquanto aqueles que dispdem de pouca renda pagam em dia seus trubutos (até
porque a maior parte da carga tributdria que estes ultimos pagam € de maneira indireta, isso faz

com que seja praticamente impossivel que soneguem algum tributo).

Lamentavelmente, apesar de a nossa carga tributdria ser alta, a sonegacao tributdria
também ¢ alta. Desse modo, nosso pais ndo consegue todos os recursos previstos e que deveria

ter, algo que inviabiliza, de certa forma, a execuc¢do de suas responsabilidades.

5.1.3 Alta Divida Publica

Por décadas, o Estado Brasileiro financiou seu crescimento e suas atividades através
de empréstimos, tornando-se altamente individado. Atualmente, os servicos da divida (juros e
encargos) correspondem a um dos maiores gastos publicos anuais do Brasil, tendo impactos
diretos no conceito de justica social e na tributacdo, pois a divida esvai seus recursos e reduz a
capacidade de investimento em projetos de ambito social, cultural e educacional. A Figura 25

resume parte das questdes levantadas acerca do envididamento publico.

Soma-se a isto o fato dos titulos da divida publica serem usualmente comprados por
pessoas de elevada condi¢ao econdmica. Em vista disso, a divida publica brasileira tem pago
elevados juros aqueles que menos pagam tributos no Brasil (considerando valores relativos).
Consequentemente, nossas engrenagens tributdrias, ao invés de promoverem uma redistribuicao
de renda e igualdade social, estdo funcionando de maneira invertida, t€ém trabalhado para

enriquecer aqueles que j4 tém recursos em abundéncia.

Sem duvida, todo pais deve honrar seus compromissos firmados, pois um calote ou uma
moratdria nos deixaria em uma situacao econdmica muito delicada (perda ou desinteresse de
investidores internos e externos), no entanto, devemos cobrar mais transparéncia nos mecanismos

da divida e audita-la de maneira séria a fim de verificarmos se hd erros em sua cobranca.
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Figura 25 — Orcamento Brasileiro Executado em 2019
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5.1.4 A Tributagdo Direta Nao Atinge os Mais Ricos Como Deveria Atingir

Todos os anos os proprietdrios de veiculos precisam pagar o IPVA, Imposto Sobre a
Propriedade Veicular. Uma divida bastante comum sobre o IPVA ¢ a destinacdo de seus recursos.
Alguns acreditam que eles deveriam servir para manter conservadas as estradas, ruas e rodovias,

mas isso € um enorme equivoco.

Os recursos oriundos dos impostos nao t€ém uma destinacdo vinculada, ou seja, o Estado
pode gasta-los como bem entender. O Imposto de Renda ndo tem como finalidade gerar renda,
o Imposto sobre a Circulacdo de Mercadorias ndo € destinado a fomentar a circulacdo de
mercadorias, assim como o IPVA ndo € destinado a manuten¢do de rodovias. Tal imposto incide
sobre grande parte da frota de autos no pais (alguns veiculos sdo isentos), mas seu objeto de
incidéncia € somente esse, automoveis. Aeronaves e barcos nao sofrem indicidéncia do IPVA,

pois essa foi a diretriz dada pela nossa suprema corte no Recurso Especial nimero 379572 RJ:
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Ementa: AGRAVO REGIMENTAL EM RECURSO EXTRAORDINARIO COM AGRAVO.
DIREITO TRIBUTARIO. IPVA. EMBARCACOES. NAO INCIDENCIA. DESPROVIMENTO.

1. Nos termos da jurisprudéncia consolidada da Corte, a materialidade constitucional do IPVA
ndo abarca a propriedade de embarcagdes ou aeronaves. Precedentes. 3. Agravo regimental a que

se nega provimento, com aplicacdo de multa, nos termos do art. 1.021, §4°, do CPC

Em virtude desta diretriz, até a presente data, no Brasil, os automotores de alto padrao

como iates e aeronaves particulares ndo pagam imposto veicular anual.

Além da isencdo do IPVA sobre os veiculos de alto padrao, também temos um dos
impostos sobre heranga mais baixos do mundo. Thomas Piketty, em seu livro O Capital No
Século XXI, afirma que uma das principais engrenagens da desigualdade social é a heranga.
Sendo assim, se um dia almejarmos revertar o enorme abismo entre ricos e pobres em nossa

sociedade precisaremos rever as aliquotas sobre a transmissao da heranca (PIKETTY, 2013).

Outros privilégios dados pelo Estado Brasileiro aqueles que dispdem de elevada renda é
a existéncia de poucas faixas de tributagdo no IRPF (como discutido na Secao 4.3) e a isencdo
de Lucros e Divendos. Lucros e dividendos sao as fragdes do lucro das empresas que elas sao
obrigadas a distribuir a seus acionistas e colaboradores. Desde 1996 o Brasil passou a ndo tributar

essa distribui¢@o, conduta essa adotada por poucos paises no mundo.

Por ultimo, mas ndo menos relevante, temos que até hoje ndo houve, em nosso sistema
tributdrio, a institui¢cdo do IGF (Imposto Sobre Grandes Fortunas). Apesar de tal imposto estar
previsto em nossa constitui¢cdo desde 1988, ele nunca sequer entrou em discussdo em nosso
legislativo federal. Algumas projecoes chegam a prever 80 bilhdes de reais caso esse imposto
fosse arrecadado. Esta cifra poderia melhorar além da qualidade dos servigos prestados pelo

Estado Brasileiro, nossos indices de desenvolvimento humano.

5.2 Programas de Transferéncia de Renda

No capitulo 4, sobre o Imposto de Renda das Pessoas Fisicas, mostramos que esse
imposto comporta uma série de dedugdes que podem gerar uma restitui¢do. Essa restitui¢ao é
uma questao de justica para com o contribuinte que pagou uma quantia maior do que aquela

prevista em lei.

Seguindo a mesma ldgica do IRPF, e levando em consideracdo a maneira operacional do
sistema tributdrio brasileiro que onera com impeto quem tem menos renda, podemos justificar os
programas de transferéncia de renda (o mais famoso desses programas ¢ o Bolsa Familia, mas ha
outros em niveis Estadual e Municipal) como uma forma de restitui¢do dos impostos indiretos

suportados pelos economicamente menos favorecidos de nossa sociedade.

Além da questdo de justica social, ainda temos o fato de que esses programas fazem

girar a economia local. Em muitas localidades do pais os programas de transferéncia de renda
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impulsionaram a atividade econdmica e trouxeram desenvolvimento para essas localidades.
Contudo, ndo hd um acréscimo do PIB por conta de tais programas, mas sim uma redistribui¢ao

dos recursos que flui das regides mais ricas do pais para as mais necessitadas.

Silva e Ferreira Filho (2014), abordam aspectos pertinentes aos programas de trans-
feréncia de renda Beneficio de Prestacdo Continuada (BPC) e Bolsa Familia (BF) a luz da
Economia Brasileira. Tecem uma andlise sobre a relevincia economica e social destes programas
concebidos em 1993 (BPC) e em 2003 (BF):

os resultados aqui encontrados sugerem razdo para nao se considerar que programas
de transferéncias diretas como o BF e o BPC devam ser considerados como programas
de crescimento econdmico. De fato, isso € pedir demais a programas projetados como
politicas de reducdo de pobreza, e que, como tal, devem ser considerados (SILVA; FILHO,
2014)
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6 ATIVIDADES

Neste capitulo, propomos um repertdrio de atividades cujo objetivo € incentivar e inspirar
o professor a abordar, no Ensino Bésico, os temas aqui discutidos. Para cada uma das atividades
consideradas hd uma sugestdo de quando o professor pode ministra-las, mas é imprescindivel
ressaltar que estas sdo genuinamente apenas sugestdes, pois entendemos que cada professor

conhece seus alunos e o tempo de aprendizagem adequado para a discussdo destes contetidos.

Prevenimos o professor a aplicar estas atividades em turmas que ja tiveram minimamente
algum contato com os temas abordados (geralmente através das aulas de humanidades). Sem
divida, ha, no Ensino Basico, uma enorme lacuna no que tange a Ciéncia Juridica, mas é
possivel os alunos adquirirem alguma nocao de Direito, a partir das aulas de Histéria ao estudar
a Constituicdo, por exemplo. Relativo a Economia, alguns de seus topicos sao abordados em
aulas de Geografia. Agrega-se a isto as aulas de Matemdtica que podem tratar de temas que
atravessam temas de Direito e de Economia, contextualizando a Matematica por vezes entendida

como uma disciplina 4rida e essencialmente tedrica.

Por fim, temos duas observacgdes a fazer: a primeira € que o professor pode adaptar as
atividades a seus alunos, o incentivamos fortemente a criar novas atividades, a experimentar
novos cendrios e situagdes a luz dos temas abordados nesta dissertacdo; a segunda é que as
atividades aqui contidas, em sua maioria, ndo estdo encadeadas. Isto significa que o professor

pode lancar mao delas quando achar conveniente didética e pedagogicamente.

Segmentamos as atividades em duas se¢Oes: a primeira versa sobre os conceitos de

Economia aqui discutidos, enquanto a segunda refere-se a topicos de Direito Tributdrio.

6.1 Sobre Economia

Atividade 1: Compreendendo e discutindo o conceito de PIB

Sugestao de Aplicacido: A partir do 9° ano do Ensino Fundamental

Dividir a turma em duplas onde cada dupla seria um determinado setor de producao
de um determinado produto (no caso da produgdo de pao, por exemplo, uma primeira dupla
corresponderia aqueles que produzem o trigo, uma outra dupla produz a farinha, enquanto outra
produz o pao). Em seguida, cada dupla contabilizaria a sua contribui¢do para o PIB da turma
removendo do valor final o valor das matérias que foram previamente produzidas. Por tltimo,
sugerimos que efetuem a soma do valor de toda a producao da turma a fim de estabelecer qual o
PIB da turma.
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Comentario: nessa atividade ndo ha um gabarito previsto, pois ela visa fazer com que

os alunos entendam como se da uma das maneiras de se calcular o Produto Interno Bruto de um

pais. Imagine que o gurpo A produza $100 de trigo, o grupo B $150 de Farinha e o grupo C

produza $200 de pao. Dai teremos o a seguinte mecénica para o calculo do PIB:

Grupo | Quanto Produziu | Producdo Anterior | Acréscimo ao PIB
A $ 100 - $ 100
B $ 150 $ 100 $50
C $220 $ 150 $70

Com isso temos um Protudo Interno Bruto total de $ 220, pois ele é a soma do que cada uma das

etapas de produgdo acrescentou em sua formagao.

Atividade 2: Introduzindo e discutindo as variacdes percentuais

Sugestiao de Aplicacido: A partir do 9° ano do Ensino Fundamental

Em um segundo momento, o professor pode aplicar variagdes percentuais sobre o PIB
produzido na Atividade 1 (seria interessante até mesmo a aplicacdo das variacdes do PIB bra-
sileiro dos ultimos anos). Isto € habitualmente realizado nas aulas de Matematica Financeira

quando abordamos descontos e aumentos sucessivos.

Comentario: aqui o professor pode tomar o valor que encontrou no PIB da atividade
anterior, e elaborar uma questdo onde uma sequéncia de crescimentos anuais percentuais sucessi-
vos sdo aplicados aquele produto. A titulo de exemplo, tomemos o PIB total de $ 220 econtrado
na exemplo anterior. Apliquemos agora um crescimento anual de 5% no primeiro ano, no ano
seguinte um novo crescimento de 3%, e por fim, no tereiro ano, um de 4%. Por tanto teremos o

seguinte crescimento nesse quarto ano:

220-1,05-1,03- 1,04 = 220-1,10313 = 242, 6886.

Seque que teremos um PIB final de $242,68 ao final da aplicacao das variagdes percentu-

ais sucessivas.

Atividade 3: Abordando o conceito de renda per capita

Sugestiao de Aplicacido: A partir do 9° ano do Ensino Fundamental
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Considerar o PIB do pais "Turma"(os valores relativos a cada habitante podem ser valores
ficticios e tomados em uma unidade monetaria arbitraria). Em seguida, estimular a obtenc¢do da
renda per capita do pais Turma e debater sobre o qudo acentuadas sdo as desigualdades de renda

neste pais.

Comentario: nessa questao o professor deve usar o valor do PIB que calculou na pri-
meira questdo e dividi-lo por um nimero de habitantes que achar conveniente. Imaginemos que
o PIB encontrado foi de $220 bilhdes, e que o pais tem 50 milhGes de habitantes. teremos que

dividir o PIB pelo total de habitantes para se obter a renda per capita:

220.000.000.000/50.000.000 = 22.000/5 = 4.400.

Sendo assim temos, nesse pais, uma renda percapita de $4.400. Deve-se frisar para os
alunos que a renda per capita é um ideal, que apesar de ser um dos padrdes de riqueza de um
pais (quanto mais alta ela €, mais rico € o pafs).

Sugerimos uma reflex@o junto aos alunos sobre as desigualdades socioecondmicas atreladas a

esta questdo.

Atividade 4: Discutindo sobre a distribui¢do de renda no Brasil

Sugestao de Aplicacao: A partir do 9° ano do Ensino Fundamental

Orientar os alunos a pesquisar como € a distribui¢cdo de renda no Brasil e sugerir que

confrontem essa distribuicdo com a distribui¢do de renda do pais Turma (Atividade 3).

Comentario: por exemplo, utilizando uma distribui¢do como a de 2019, 1% da sala terd
que ter trinta e quatro vezes mais a renda do que a metade do restante dos alunos. Claro que nao
haverd como aplicar as proporc¢des apresentadas de maneira fidegina, mas pode-se mostrar que

um aluno em uma turma de 30 teria mais renda do que 15 alunos dessa mesma turma.

Atividade 5: Introduzindo e compreendendo o indice de preg¢os ao consumidor e abordando as
diferencas entre as médias aritmética e geométrica.

Sugestao de Aplicacido: A partir do 1° ano do Ensino Médio.



89

Criar situacOes problemas como a do Marcelinho (Subsecdo 3.2.1) em que € necessario

calcular o IPC ora através da média aritmética ora através da média geométrica.

Comentario: aproveite essa atividade para abordar a diferenca entre as médias geomé-

trica e aritmética.

Atividade 6: Abordando os crescimentos inflacionarios

Sugestao de Aplicacdo: A partir do 1° ano do Ensino Médio

Trabalhar com os alunos os crescimentos inflaciondrios em uma aula de aumentos
sucessivos. Podemos ver que a dindmica de aumentos sucessivos é semelhante a da inflagao

acumulada de um periodo.

Os aumentos inflaciondrios ocorrem de maneira cadtica, ou seja, ndo ha uma razao entre
indices de inflagdo sucessivos. Nao hd como vizualizarmos alguma progressao. Por isso eles nao
faceis de trabalhar no ensino basico da maneira como ocorem nas sociedades. Mas, a fim de
adaptarmos essa realidade a sala de aula, sugere-se ao professor que estabeleca um indice de
inflagdo fixo. Por exemplo 5% ao ano. Com isso o professor terd uma progrecao geométrica de
razdo 1,05 com os seguintes valores: S = {1;1,05;1, 1025; 1, 157625...}

Comentario: com base nessa sequéncia uma multiplicidade de temas podem ser traba-
lhados como termos da PG, porcentagem, dentre outros. Por exemplo, tomemos a PG de a; = 1,
razdo 1,05 e um PIB de $ 100 unidades monetdrias. Podemos propor aos alunos uma questao

que peca qual o PIB no quarto ano sob essas condi¢des. A resposta seria:
ai - (@)1 =100-(1,05)> =100 - 1,157625 = 115, 7625.

Logo o PIB serd de $ 115,76 unidades monetdrios ao final do periodo pedido.

Atividade 7: Contextualizando o comportamento de fungdes com o conceito de utilidade
marginal

Sugestiao de Aplicacido: A partir do 1° ano do Ensino Médio

Trabalhar fungdes decrescentes com os alunos a fim de explicar os acréscimos decrescen-

” 0

tes. Fungdes do tipo f(x) = a — b/ca?, onde "a”,”b” e " ¢” sdo constantes reais positivas, sdo

excelentes modelos de representacdo para as funcdes de utilidade marginal.
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Comentario: apesar de na maioria das escolas brasileiras ndo ser possivel introduzir
nog¢Oes de cdlculo diferencial e integral, é possivel abordar temas como incrementos e taxa
de variacdo sem entrar necessariamente no caclculo. O estudo das fung¢des de utilidade total e
utilidade marginal sdo um caminho para isso, pois o professor pode mostrar o comportamento
assintético delas.

Tomemos abaixo o grafico da funcdo f(x) = —%2 Essa fun¢do pode ser vista como a funcdo de
utilidade marginal, e seu comportamento assintotico em torno de zero, quando x tende a mais
infinito, ¢ um bom caminho para se falar na ideia de limite.

Se a sua escola possuir um laboratério de informética, ou se poder projetar imagem de computa-
dores em sala de aula, sugerimos o uso do software Geo Gebra ou de outro similar, a fim de se

explorar os graficos dessa teoria.

Figura 26 — Griéfico da Fungo f(z) = - - Uma fungfo de utilidade marginal.

Y

o
fx) = —2

L 4

Fonte: O autor, (2021).

Um detalhe importante a observar é que o dominio dessas funcdes (de utilidade total e
de utilidade marginal) dd-se em x > 0, pois ndo hd como se consumir unidades negativas de um

bem.

Atividade 8: Refletindo sobre ganhos decrescentes a partir da primitiva de uma fungao
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Sugestao de Aplicacao: Ensino Médio em turmas avancadas com no¢do de Célculo Diferencial

Integral - podendo ser adaptada para turmas do 1° ano do Ensino Médio

Obter a primitiva da funcao sugerida pela Atividade 7, a fim de que os alunos percebam
que apesar dos ganhos serem decrescentes eles continuam existindo. Pensar sobre uma possivel

assintota gerada por essa nova funcao.

Lembrando que, como visto na teoria, a primitiva € a fungdo que gera a derivada. Por
2

exemplo, a primitiva de f(z) = = é dada por F'(x) = %2 pois F'(x) = f(z) & F'(z) = (%) =

X

Comentario: explore a relagdo entre a fungio derivada e a fungdo primitiva. Apesar das
dificuldades de se lecionar Calculo no ensino basisco, isso poderd despertar a curiosidade dos
alunos mais interessados.

Tendo que a funcdo primitiva na verdade € uma familia de fungdes (do exemplo anterior temos
que F(x) = Cy — % com ¢y uma constante real quaqluer, € uma familia de primitivas para a
fungdo f(z) = —). Lembre-se que a constante C,, dever4 ser positiva, pois ndo hé que se falar

T

em utilidade negativa de um bem.

Figura 27 — Gréfico da Fungdo f(z) = 5 — 1, Uma fungéo de utilidade total.

ydl
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»

14

Fonte: O autor, (2021).

Atividade 9: Ampliando a compreensdo do conceito de elasticidade
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Sugestao de Aplicacao: Ensino Médio em turmas avancadas com no¢do de Célculo Diferencial

Integral - podendo ser adaptada para turmas a partir do 1° ano do Ensino Médio.

O conceito de elasticidade pode ser trabalhado em sala de aula de maneira simples a
partir de fungdes afins. Para isso, sugerimos propor uma fungao decrescente de preco da demanda
f(p) = ap + b (a demanda é uma funcdo do preco, d = f(p)) e, em seguida, solicitar aos alunos
o cdlculo da elasticidade para diferentes pares de precos. Estimular que analisem o que ocorre
na elasticidade preco da demanda, em especial, para os seguintes pares de pontos (sendo k um

numero real qualquer):
ayp=0ep==Fk;

b)p:—gep:k’.

Comentario: nessa questdo pede-se para calcular a elasticidade entre dois pontos afasta-
dos. Antes de resolver a questdao devemos lembrar que o conceito de elasticidade estd relacionado
com a variagdo percentual, ou seja: A elasticidade verifica a variacdo percentual de uma

variavel em relacio a variacao percentual de uma segunda variavel.

Isso difere da utilidade marginal, pois nessa a distancia entre os pontos € infinitesimal e
na atual questdo a distancia entre os pontos € consideravel.

Logo, usaremos a expressao da Elasticidade abaixo:

A (y—yo0)
z :%Ay:_yé/: yygo :(Z/—yo)_ To :$o_(y—yo):1?0_Ay
W Ay %ﬁ)ﬂ (z=z0) Yo (x—x0) yo (z—2z0) yo Az
z po

Que pode ser resumida em:
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Dai podemos resolver a questdo:
a)
f(p) = ap + b, parap = 0 temos f(0) = b. Com isso temos A(0, b)
Agora tomemos p = k, dai f(k) = ak + b.Logo temos B(k, ak + b)
Sendo assim podemos calcular a elasticidade:

ra Ay 0 (ak+b)—b
YT Az b k0 0-a=0

Ou seja, variacio percentual da varidvel = € nula em relacdo a viaridvel y entre os dois
pontos analisados.

b)
f(p) =ap+ b, parap = —2 temos f(—2) = 0 0 que nos dé A(—2,0)
Agora para p = k temos que f(p) = ak + b, logo B(k, ak + b)
Com eses dados podemos calcular a elasticidade:

B _ % Ay  —% ak+b-0 - (ak+0)

Yy Ar 0 k—(=%) 0 (k42

Repare que hd uma divisdo de uma constante real por zero, logo essa divisdo aparente-
mente ndo faz sentido. Mas se pensarmos em termos pratico ela é compreensivel, pois saimos de

zero para um valor real qualquer, logo a variacdo percentual deve ser infinita.

A letra "b"desse problema tem potencial pra trazer diversas discussoes interessantes para
sala de aula. Podemos lista-las:
- Significado de uma divisdao por zero: como o nada cabe infinitas vezes dentro de qualque
conjunto, uma constante real divida por zero, a representacdo do nada, tem que "ir para infinito".

- A ideia de elasticidade estd vinculada a ideia de limite, pois o Calculo discute variagdes.

Atividade 10: Correlacionando fun¢des quadraticas com a Curva de Laffer
Sugestao de Aplicacido: 1° ano do Ensino Médio

Utilizar a Curva de Laffer para o estudo dos gréficos de funcdes quadréticas. Propor a

contrucgao de graficos de arrecadacdo em fungio da carga tributdria e o cdlculo de seus pontos
6timos. Um exemplo seria:
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Em uma determinada nagdo a arrecadagdo tributdria é modelada pela seguinte fungdo: f(c) =
—c? 4 100c onde c € a carga tributdria, em %, total aplicada ao PIB do pais. f(c) é arrecadagio

total do governo, em milhdes de $. Sendo assim determine a aliquota 6tima de arrecadacao:

Comentario: a ideia da curva de Laffer pode ser trabalhada nas aulas de fun¢des quadra-
ticas, principalmente quando se estiver trabalhando a ideia de mdximo de uma fung¢do na sala de
aula. Aborde o tema utilizando a ideia do calculo do ponto 6timo da tributagdo, elabore questdes

nesse sentido.

Resolucdo do Exemplo Proposto
A aliquota 6tima € dada pelo x do vértice. Na questdo, em particular, serd o ¢ do vértice. Dai é

s6 aplicarmos a formua de sua determinagdo:

—b
Ty = —.
2a
Com isso teremos: b = —100, a = —1 logo,
100
Cy = — = 50.

9
Com isso temos que a carga tributdria 6tima desse pais € de 50% de seu PIB.

Uma outra questio que poderia ser feita é sobre o valor dessa arrecadacdo 6tima. Para obté-la é
sO calcularmos f(50). Logo:

£(50) = —(50)% 4+ 100(50) < f(50) = —2500 + 5000 < £(50) = 2500.

Desse modo, a arrecadag@o 6tima tras 2500 milhdes, ou dois bilhdes e meio, de $ para os cofres

do governo.

Atividade 11: Crescimento Real do PIB e Teoria de Percentagens

Sugestao de Aplicacido: 1° ano do Ensino Médio

Em um determinado pais seu Produto Interno Bruto cresceu da seguinte maneira nos

dltimos trés anos:
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Ano 2020 | 2xxl | 2222
PIB em 10° US$ | 100 104 | 109,2
Inflagdo - 2% 4%

Sabendo que o PIB foi calculado com pregos de mercado, determine o crescimento real

dele nos anos de 2xx1 e 2xx2.

Comentario: quando se usa os pre¢os do mercado interni para o cdlculo do PIB, pode-se
estd, erroneamente, considerando a inflacdo no processo. Imaginemos que em um ano a inflacao
foi de 5% e o PIB tem o mesmo crescimento. Com isso o que tivemos na verdade foi uma
inflacdo do PIB e ndo um crescimento real. Para se ter o crescimento real deve-se dividir o PIB
pela taxa de inflacdo encontrada. Desse modo, vamos calcular o que a questao pede:

- Crescimento real do PIB em 2zx1;

104 101, 96
1,02 T
Ou seja, o crescimento real do PIB em 2xx1 pelo ano base 2220 foi de aproximadamente 1, 96%.

Agora vamos calcular o mesmo para o ano 2z22 tendo 2xx0 como ano base:

109,2  109,2
1,02-1,04 11,0608

—102,97.

Logo o crescimento real de 2zx2 tendo 220 como ano base foi de aproximadamente 2, 97%

Atividade 12: Destinacdo da arrecadacgdo tributdria
Sugestiao de Aplica¢ido: 1° ano do Ensino Médio

Em um pais, cujo o PIB é de $ 200 bilhdes, carga tributdria de 50%, e a seguinte

distribui¢do da arrecadacao:

Divida Publica | Adm. Publica | Repasse a Entes Menores | Assisténcia Social
50% 25% 12,5% 12,5%

determine:
a) Um grafico de pizza que demonstre a distribui¢do da arrecadacao:

b)Total da arrecadacao:
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¢)Quanto segue para cada setor:

Comentario: questio simples que aborda a distribuicdo da arrecadagio tributdria de um

pais. Vamos a sua resolucao.

a) O grafico ficara da seguinte maneira:

Figura 28 — Grafico da Fung¢do de Pizza Da Distribui¢do Tributaria

Titulo do Grafico

[H pivida Piblica
B Adm. Piblica
. Repasse a Entes Menores

[ &ssisténcia Social

Fonte: O autor, (2021).

b)

50% - 200 = 100.

Logo a arrecadagdo tributdria total, que € de metade do PIB, é 100 bilhdes de ddlares.

c)

- Divida Pdblica: 50% - 100 = 50.
- Adm. Publica: 25% - 100 = 25.
- Reparesse a entes menores: 12, 5% - 100 = 12, 5 - Assisténcia Social: 12,5% - 100 = 12, 5.

Logo 50 bilhdes sdao consumidos com a divida publica, 25 bilhdes sdo usados para manter
a Administragdo Publica, 12,5 bilhdes sdo repassados aos Entes Menores e 12,5 bilhdes sdo
usados na assisténcias social.

Nessa questdo cabe uma pequena explicagdo sobre o nome das ribricas usadas. Divida publica
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sintetiza os juros e amortizacao dos empréstimos capados pelo pais (aqui fica uma deixa pra tratar
desses assuntos nas aulas de matemética financeira). Também estao incluidos nessa categoria
as remuneragoes dos diversos titulos do governo. A administracdo publica se refere aos gastos
com material de expediente, investimentos em novos equipamentos, pagamentos de saldrios,
pagamentos de pensdes e tudo mais que o pais precisa gastar para que sua Administracao
funcione. Por altimo, a Assisténcia Social, se refere ao auxilios de subsisténcia e programas de
dimui¢do das desigualdades sociais mantidos pelo pais. Essa denominacdo pode ser alterada a

depender do autor de Finangas Publicas que se consulte.

Atividade 13: Discutindo remuneracao de titulos do governo

Sugestao de Aplicacao: Apartir do 1° ano do Ensino Médio

Em um determinado pais de 100 milhdes de habitantes, temos que o Estado arrecada
30% do PIB. O PIB € na ordem de $ 300 bilhdes. Do total arrecadado 40% segue para remunerar
titulos do governo que pertencem a 0,01% de sua populagio.
Determine:
a) Quantos sdo os individuos da populagdo que recebem remuneracio dos titulos do governo?
b) Qual o total em $ que segue para esse individuos?

¢) Quanto, em média, cada um dos individuos recebeu nesse repasse?

Comentario: questdo que é resolvida com a aplicacdo de conceitos de porcentagem.

Vamos a sua resolugao:

a)

001(7-108—i 108—1—08—10000
U0 T 10 T 10t

Logo temos que somente dez mil habitantes sdo remunerados pelos titulos governamen-
tais. b)

40% - 300 = 120.

Logo seguem 120 bilhdes de US$ para aquele pequeno grupo de dez mil pessoas.

c)
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12?6}109 = 120 - 105 = 12.000.000.

Logo segue, em média, doze milhdes para cada um dos credores do governo.

Atividade 14: Discutindo destinagao da arrecadagdo e concentracdo de renda

Sugestao de Aplicacdo: Apartir do 1° ano do Ensino Médio

Em um determinado pafs, de $ 100,00 bilhdes de PIB, carga tributaria total de 40% do
produto e 20 milhdes de habitantes temos o seguinte:
- 10% de sua populacgio recebe 50% de seu PIB.
- Os programas de distribuicao de renda recebem 1% da arrecadagao tributaria total.
Considerando essas informagdes determine:
a) Quanto, em $, do PIB segue para os mais abastados da sociedade? Quanto para os menos
abastados? Determine, também, a média percapita desses recursos em cada um desses grupos
(na hora do célculo dos repasses desconsidere a tributacao).

b) Quanto em $ da carga tributaria € destinado aos programas de transferéncia de renda ?

Comentario: questdo simples onde sdo trabalhados conceitos de porcentagem. Segue a
resolugao:
a) A mesma fracdo do PIB segue para os mais e para os menos abastados, dai basta fazermos

uma Unica conta pra ter quanto cada grupo recebe:
50% - 100 = 50.

Logo cada grupo recebe 50 bilhdes. Agora vamos ver quantos individuos tem em cada

grupo:

- Mais Abastados: 10% - 20 - 10° = 2.000.000 (dois milhdes) individuos nesse grupo.
- Menos Abastados: 2 - 107 — 2 - 10° = 18.000.000 dezoito milhdes de individuos nesse grupo.

Agora podemos calcular a média percapita dos recursos em cada um dos grupos:

- Média dos Mais Abastados:

50.000.000.000  50.000
2.000.000 2

- Média dos Menos Abastados:

50.000.000.000  50.000
18.000.000 18

= 25.000.

= 2.777,77.
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Sendo assim temos que, em média, cada um dos mais abastados recebe $ 25.000,00 enquanto

que cada um dos menos abastados recebe $ 2.777,77.

b) Podemos resolver esse item com uma tnica conta:

1% - 40% - 10'1 = 40 - 107 = 400.000.000.

Logo seguem 400 milhdes de $ para os programas de transferéncia de renda desse pais.

Atividade 15: Descontando titulos do Governo

Sugestiao de Aplicacido: 1° ano do Ensino Médio

Um investidor t€ém um titulo do governo de valor de face de R$ 11.025,00 com uma
rentabilidade de 5% ao ano. Apds um ano de sua aquisi¢@o, o investidor resolve resgatar o titulo
em um banco que lhe dard o valor atual do titulo cobrando uma taxa de R$100,00 a titulo de

servico. Quanto receberd o investidor?

Comentario: questdo direta de desconto de um titulo. Inicialmente temos que saber que
o valor de face € o valor que o investidor receberia se o descontasse na data do vencimento.
Como ele descontou apenas um ano depois temos que ver o quanto recebeu. Sendo assim temos

o seguinte calculo (tome "V,"como valor presente do titulo:

11025
—— = 10500.
1,05

Descontando os 100 da taxa de servigo, o invesitor receberd $10.400,00 na operagio.

6.2 Sobre Direito Tributario

Atividade 16: Aprofundando a compreensdo sobre o IRPF

Sugestao de Aplicacido: 1° ano do Ensino Médio

Utilizar as funcdes definidas por vérias sentengas a fim de discutir, com a turma, a dina-
mica do imposto de renda das pessoas fisicas. Solicitar que construam (analitica e graficamente) a
funcdo do imposto devido em fun¢do da renda auferida pelo contribuinte. A fim de que as contas
fiquem menos dridas propor que trabalhem com aliquotas que facilitem os cédlculos (algumas
sugestoes 10%, 15%, 20% e 25%).
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Comentario: inicialmente vamos montar uma tabela com as aliquotas sugeridas seme-

lhante a tabela do IRPF brasileiro. Esipularemos faixas de renda arbitrérias:

Base de Calculo Aliquota | Parcela a Deduzir
Abaixo de $ 2.000,00 Isento -
De $ 2.000,01 até $ 4.000,00 10% $ 200,00
De $ 4.000,01 até $ 7.000,00 15% $ 400,01
De $ 7.000,01 até $ 11.000,00 20% $ 750,02
Acima de $ 11.000,00 25% $ 1300,03

A Base de Calculo e a Aliquota para o IRPF acima, de um pais imagindrio, foram defini-
dos arbitrariamente. Mas as parcelas a deduzir foi calculada do mesmo modo que se calculam
as parcelas a deduzir da tabela do IRPF brasileiro. Sendo assim cabe uma breve explicacdo de

como as obtemos:

Parcelas a Deduzir do IRPF

Até $ 2.000,00 ndo ha imposto a pagar pois € caso de isengiio '. Sendo assim a primeira
parcela a deduzir serd a aliquota de 10% aplicada a faixa isenta. Isso nos dd uma parcela detutivel
inicial de $200, 00.

Para o célculo da segunda parcela dedutivel, aplicada a faixa de incidéncia da aliquota de 15%,

temos que fazer o seguinte cdlculo:

15% - (x — 4.000,01) + 10% - (1.999,99) = 15% - = — 15% - 4.000, 01 + 199,99 =
15% - x — 600 + 199,99 = 15%x — 400, 01.

Com isso temos que a segunda parcela a deduzir de nosso IRPF é de $ 400,01.

A mesma mecanica de célculo foi utilizada para as demais parcelas das duas ultimas faixas. Esti-
pulamos uma renda x que esteja dentro da faixa, aplicamos a aliquota a x, tiramos do resultado
o produto da aliquota pelo limite inferior da faixa e, por fim, somamos os impostos devidos

das outras faixas 2. Seguindo essa ideia vamos calcular a parcela dedutivel das duas tltimas faixas:

' A isencdo é quando ocorre o fato gerador, ou seja, a condi¢io no mundo fitico que obriga ao pagamento do
tributo mas que por forga de lei ou politica fiscal a autoridade opta por ndo cobrar o tributo.

2 O imposto devido das outras faixas é o produto da aliquota aplicada a faixa pela diferenca do limite superior
pelo limite inferior. Por exemplo, o imposto devido da faixa de aliquota de 10% é calculado da seguinte forma:
10%(4.000, 00 — 2.000, 01) = 10%(1.999,99) = 199, 99. Logo o imposto devido para essa faixa é de $ 199,99.
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Parcela Dedutivel da Faixa da Aliquota de 20%:
20% - (x — 7.0001,00) + 15% - 2.999,99 + 10% - 1.999,99 =

20% - x — 1.400 + 449,99 + 199,99 = 20% - x — 1400 + 649,98 = 20% - x — 750, 02.

Parcela Dedutivel da Faixa da Aliquota de 25%:

25%(z — 11.000, 01) + 20% - 3.999, 99 + 15% - 2.999, 99 + 10% - 1.999, 99 = 25% - = — 25% -
11.000, 01 + 799, 99 + 449,99 + 199,99 = 25% - x — 2750 + 1449, 97 = 25% - = — 1.303, 03.

Logo a parcela a deduzir da faixa de aliquota de 20% € de $ 750,02, e da faixa de aliquota

de 25% € de %1303,03.

Com isso podemos montar a expressao analitica da fun¢do que nos retorna o imposto

devido. Nesta fungdo F'(z) é o imposto mensalmente devido pelo contribuinte e x é sua renda

mensal 3.
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F:R—R
0, se x <2.000,00
10% - x — 200,00 se 2.000,01 < x < 4.000,00
F(x) =< 15% - x — 400,01 se 4.000,01 < z < 7.000, 00
20% - x — 750,02 se 7.000,01 < z < 11.000, 00
L 25% - — 1.303,03 se 11.000,01 < x

Abaixo temos a o grafico de F'(z):

Figura 29 — Grafico do IRPF Mensalmente Devido

Imposto Mensalmente Devido a Receita Federal

Renda Mensal do Contribuinte

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500 7000 7500 8000 8500 9000 9500 10000 10500 11000

Fonte: O autor, (2021).

3

E comum tais representagdes, da tabela e da funcdo, serem feitas com a renda anual. Para isso € s6 multiplicar

por 12 os valores que aqui usamos.
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Atividade 17: Retificando a tabela do IRPF
Sugestiao de Aplicacao: 1° ano do Ensino Médio

Propor que os alunos realizem a correcao da Tabela 7 do IRPF praticada atualmente. Em

seguida, sugerir a reflexdo da relagdo entre o aumento da arrecadacdo do governo e a dafasagem

na atualizacdo desta tabela.

Comentario: inicialmente vamos ver novamente a atual tabela do IRPF

Base de Calculo Aliquota | Parcela a Deduzir
Abaixo de R$ 1.903,99 Isento -
De R$ 1.903,99 até R$ 2.826,65 | 7,5% R$ 142,80
De R$ 2.826,66 até R$ 3.751,05 15% R$ 354,80
De R$3.751,06 até R$ 4.664,68 | 22,5% R$ 636,13
Acima de R$ 4.664,68 27,5% R$ 869.36

A utlima proposta que foi discutida de correcdo da tabela foi de 31%. Logo teremos
que multiplicar cada um dos valores da base de cdlculo e das parcelas a deduzir por 1, 31. Logo

obteremos a nova tabela:

Base de Calculo Aliquota | Parcela a Deduzir
Abaixo de R$ 2.494,22 Isento -
De R$ 2.494,22 até R$ 3.70291 | 7,5% R$ 187,06
De R$ 3.702,91 até R$ 4.913,87 15% RS 464,78
De R$4.913,87 até R$ 6.110,73 | 22,5% R$ 833,33
Acima de R$ 6.110,73 27,5% R$ 1.138,86

Podemos ver que o limite de isencdo subiu consideravelmente. Tendo que a renda média do
trabalhador brasileiro é R$2.000, 00, nds teremos que o governo ird ter uma considerdvel queda
em sua arrecadacao quando aplicar a corre¢do que aqui usamos. Logo fica claro o motivo de
tanto atraso em realizar tal correcdo.

A resolugdo desse problema em sala de aula, juntamente com uma discussao sobre a queda na
arrecadacdo e solucdes para sua compensacao sdo uma 6tima dindmica com os alunos a fim de
fazé-los pensar nessa questao.

Aproveite essa deixa pra falar do IGF (imposto sobre grandes fortunas), que apesar de previsto
na CF/88 nunca foi proposto no Congresso, bem como do fato do IPVA nio incidir sobre

helicopteros, jatinhos particulares ou iates.
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Atividade 18: Sobre o endividamento piblico
Sugestao de Aplicacdo: A partir do 1° ano do Ensino Médio

Explorar exercicios de juros compostos através da divida pablica de algum pais. A partir
dai, esperamos que estes exercicios conduzam-nos a discutir a situagdo da divida publica no
Brasil e em outros paises e os motivos que possam ter levado estas nagdes a contrair estas dividas.

Além disso, viabilizar reflexdes sobre as consequéncias sociais destes endividamentos.

Comentario: empréstimos entre nagoes geralmetne ocorrem de acordo com o "Sistema
Americano". Nesse sistema, o principal, mais os juros e outros encargos sdo pagos na data do
vencimento. Por exemplo, imagine que um determinado pais tenha pego US$ 100 milhdes com
juros de 10% ao ano, com o vencimento em dois anos € com outros encargos ao curso de $ 5
milhdes. O pais que contratou o empréstimo pagard $ 126 milhdes no vencimento do empréstimo

pelo mesmo.

Forje outras questdes com essa tematica levando os alunos a pensar nesse tipo de
financiamento tomado pelas nacdes. Leve-os a pensar, também, na tributacdo que abastace os

cofres do Estado e acaba sendo usada pra pagar esses empréstimos.

Atividade 19: Sobre os tributos indiretos

Sugestiao de Aplicacido: A partir do 1° ano do Ensino Médio

Propor execicios de porcentagem utilizando os tributos indiretos. Considerar "compra-
dores" de diferentes niveis de rendas a fim de que os alunos percebam a discrepancia entre as

tributagdes de renda no Brasil.

Comentario: uma boa alternativa para essa proposta de atividade é a seguinte: Tome um
produto de R$1000,00 (um televisor, por exemplo) com 10% de tributagdo indireta embutida
em seu preco. Agora considere trés compradores desse produto onde o primeiro tem uma renda
mensal de R$ 1000,00, o segundo uma de $ 10.000,00 e o terceiro uma de R$ 100.000,00.
Com isso vamos ter que a tributacao relativa (em precentuais de renda) para cada um deles sera

diferente, apesar dela ser a mesma em termos absolutos:
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Comprador | Renda Mensal | Tributacdo Relativa
A R$ 1000,00 10%
B R$ 10.000,00 1%
C R$ 100.000,00 0,1%

Sugira ao alunos a construcdo de tabelas parecidas como essas. A ideia € leva-los a

pensar nessa situacao e refletir sobre a injusti¢a (ou justica) dessa forma de tributagao.

Atividade 20: Mecanica dos Tributos Indiretos

Sugestao de Aplicacdo: A partir do 1° ano do Ensino Médio

Um produto que é vendido a R$ 160,00 tem uma aliquota de ICMS de 25% e outra de
5% de IPI. Dai considere o seguinte:
- O ICMS ¢ um imposto (Imposto sobre a Circulacio de Mercadorias e Servicos)* cobrado
por dentro do precgo. Para ilustrar, imagine um produo de R$ 100,00 com 10% de aliquota.
Isso significa que ele serd anunciado a R$ 100,00 e ndo a R$ 110,00. Com isso o comerciante
embolsard R$ 90,00 tendo de pagar o restante para a Fazenda Estadual.
- O IPP é cobrado por fora, ou seja, seu motante € exibido na etiqueta de preco do produto. Tome,
por exemplo, um produto de R$ 100,00 com aliquota de 2% de IPI. Isso significa que seu pre¢o
serd acrescido de R$2,00 ao ser exibido ao consumidor. Logo serd exibido o preco de R$ 102,00
na prateleira da loja.
- O IPI entra no cdlculo do ICMS. Desse modo, tomando nosso primeiro exemplo, imagine que
haja além dos 10% de ICM também ha uma aliquota de 5% de IP1. Com isso o comerciante
deverd, primeiro, calcular o preco do protudo com o IPI. Como ele custava R$ 100,00 antes da
aplicag¢ao do Imposto ele passara a custar R$ 105,00. Com isso ele devera destinar R$ 5,00 a
Receita Federal e R$ 10,50 a Fazenda Estadual. Logo, percebe-se que o 0nus tributario causado
pelo ICMS aumenta quando na dupla aplicacdo deste e do IPI.

Desse modo, qual € a carga tributdria total do produto?

Comentario: inicialmente vamos calcular o pre¢o do produto para o consumidor se-
guindo os passos que a questdo estabeleceu. Pra isso, inicialmente, vamos ver quanto fica o preco

apos a inclusao do IPI:

4 Os servigos sdo somente os de telecomunicagdes e transportes interestaduais. Os demais servigos sdo tributados

pelo ISQN: Imposto Sobre Servi¢os de Qualquer Natureza. A maior parte da renda do ICMS peretence ao
Estado, uma fracdo dela € repassada ao municipio onde ocorreu o fato gerador (fato do mundo real que obriga o
pagamento do tributo). Enquanto que a renda do ISQN (vulgarmente chamado de ISS) pertence na totalidade ao
municipio.

O IPI é o Imposto Sobre Produtos Industrializados. De competéncia da Unido ele incide sobre produtos que
passaram por processo de industrializacao.
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160 - 1,05 = 168.

Agora vamos calcular o quanto de ICMS seré recolhdo a Fazenda Estadual:

0,25 - 168 = 42.

Agora, tendo que o total pago de tributagdo serda R$ 50,00 (8 de IPI e 42 de ICMS),

podemos ver qual a percentagem sobre o preco de venda corresponde essa tributagdo:

C, = 1% & Cy = 29,76%.
Logo nds temos uma carga tributdria (C;) de aproximadamente 29, 76% incidindo sobre o preco

de venda do produto. Vemos que ela é um pouco menor do que a a soma das aliquotas do IPI e
do ICMS.

Atividade 21: Reflexdo Sobre a Soengacao Fiscal
Sugestao de Aplicacido: A partir do 1° ano do Ensino Médio

Em um determinado pais, onde o PIB é de US$180,00 bilhdes e a carga tributaria é de %
do PIB, temos que esse pais perde 20% de seus tributos por conta da sonegacao fiscal.

Determine o total perdido para a sonegagao fiscal.

Comentario: questido que aborda a ideia de sonegacdo fiscal e abre margem para que tal
assutno seja discutido em sala de aula.
Quando escutamos nossos telejornais € muito comum os vermos abordar a alta divida publica,
corrupg¢ao, ineficiéncia da maquina publica dentre outros problemas que apesar de reais ndo os
Unicos. A sonegacdo fiscal nos tira anualmente quase o dobro do que a corrupg¢do e ela ndo é
abordada como deveria ser nos grandes veiculos de informagao. Portanto, dado este problema,
tal questdo visa levar essa discussdo para a sala de aula.

A fim de resolvé-la vamos inicialmente calcular o quanto do PIB a tributacio abarca:
Logo sua arrecadacdo é de US$ 60 bilhdes. Agora vamos calcular quanto a sonegacdo fiscal (Sy)

tira dos cofres publicos:

Sp = 20% - 60 ¢ S5 = 12.
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Logo o pais perde US$ 12 bilhdes com a sonegagio fiscal.

Atividade 22: Discutindo a Vinculagdo de Receita Tributaria

Sugestao de Aplicacido: A partir do 1° ano do Ensino Médio

Da carga tributdria de um determinado pais temos os seguintes dados:
- A sua carga corresponde a 1/3 do PIB e esse, por sua vez, tem o valor de US$ 270 bilhdes.
- Dessa carga, 75% dos recursos s@o vinculados, ou seja, o governo nao tem liberdade para
gasta-los ja que serdo usados para o pagamento de contas de subsisténcia das entidades publicas,
salarios, dentre outras rubricas.

Desse modo, quanto o governo dispdem para gastar de maneira nao vinculada?

Comentario: incialmente vamos determinar quanto do PIB o governo arrecada através
da tributacdo (A):

Logo sua arrecadacio tributdria € de US$ 90 bilhoes.

Agora vamos determinar o quando de recursos o governo tem para manobrar livremente. O
problema nos diz que 75% séo vinculados, logo temos que 25% séo livres. Sendo assim vamos
calcular 25% dos arrecadagio tributdria a fim de conseguimos os recursos que o governo dispdem
para usar livremente ([?;):

R1:25%'90<:>Rl:22,5.

Com isso temos que o governo dispdem de US$ 22,5 bilhdes para dispor livremente.

Atividade 23: Mecénica de Empréstimo Internacional
Sugestiao de Aplicacido: A partir do 1° ano do Ensino Médio

Um determinado pafs realizou um empréstimo internacional de $ 40.000.000,00 (qua-
renta milhdes de unidades monetdrias) para pagamento em dois anos. Sabendo que todo o
montante devido serd pago em uma Unica parcela, que a taxa de juros da operacdo € 5% ao ano e
que junatamente com os juros também tem o pagamento de US$ 1 milhdo a titulo de encargos

administrativos. Sendo assim, determine quanto o pafs pagard na data do vencimento:
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Comentario: Questdo que aborda a mecancia dos empréstimos internacionais pelo sis-

tema americano de pagamento. Suas contas sdo simples e as resolvemos com uma unica linha:

(1,05)2-4-10"+1=1,1025-4-10" + 1 = 4,41 - 10" + 1 = 44.100.000 + 1 = 45.100.000

Logo o contratante tera que desembolsar $ 45.100.000,00 no vencimento do empréstimo a fim

de quitar a divida.

Atividade 24: Discutindo o Crescimento do PIB e a da Arrecadacao Tributaria

Sugestao de Aplicacido: A partir do 1° ano do Ensino Médio

Um economista notou que em seu pais o PIB era de $ 10 Bilhdes ha dez anos atras. Atu-
almente o PIB de seu pais ¢ de $ 100 Bilhdes. Com essas informagdes ele modelou o crescimento
do PIB por uma funcao afim.

Sabendo que a arrecadacdo tributéria desse pais foi estavel nesse periodo, e € no valor de 20%

do PIB, monte os gréficos de crescimento de ambos em um mesmo plano cartesiano.

Comentario: Inicialmente vamos determinar dois pontos da fun¢do que modela o cresci-
mento do PIB durante os anos.
A questao diz que ha dez anos atras o PIB era de $ 10 bilhdes e que atualmetne é de 100 bilhdes.
Com isso podemos tirar dois pontos da fun¢do com essas informagdes: A(0, 10) e B(10;100).
Como a arrecadagio é de 20% do PIB, é s6 reduzirmos em 80% as ordenadas dos pontos ante-
riores para obtermos dois pontos da fun¢ao que modela a arrecadacgdo tributaria. Sendo assim,
teremos os seguites pontos: C'(0,2) e D(10, 20).
Agora, utilizando o coenficiente angular das redas que passa por A e B e por C' e D, podemos

montar a lei de formagao dessas fungdes:

- — YB—yaA _ __ 100-10 _
MAp = goyy & Mip = 55 & Mip= 9
20—2

- — YD~y _— ZU—2
mcp = :I:g—:::g = MAp =
Com isso podemos agora montar as leis de formagao das fungoes:
-Fungdo do PIB:
(y—ya)=m(x —z4) < (y—10) =9(z —0) & y =9z + 10
-Funcdo da Arrecadagado Tributdria:

(y—yc)zm(a:—xo) = (y—Q)ZM RN y:9_$+2_



Com isso podemos finalmente montar os graficos conforme exigido pela questio:

Figura 30 — Grafico do Crescimeto do PIB e da Arrecadacio Tributéria
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Fonte: O autor, (2021).

Atividade 25: Discutindo a Institui¢do de um Novo Imposto

Sugestao de Aplicacao: A partir do 1° ano do Ensino Médio
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O governo de um determinado pais resolveu tributar os veiculos de alto valor como

jatinhos particulares, iates e helicopteros da seguinte maneira:

Faixa Amplitude Aliquota Anualmente Aplicada
1% | De $250 - 103 até $500 - 103 0,5%
2¢ De $500 - 10% + 1 até $10° 1%
3¢ De $10° +1 até $2-10° 2%
4¢ | De $2-10° +1 até $3-10° 4%
5¢ Apartir de $3 - 10° + 1 8%

Qualquer bem daquela categoria que tenha seu valor menor do que $250.000, 00 € isento

da tributacdo.

Sabendo que nesse pais hd 32 bens da primeira faixa com valor médio de $300.000, 00, 16 bens

da segunda faixa com valor médio de $600.000, 8 bens na terceira faixa com valor médio de
$1.200.000, 00, quatro bens na quarta faixa no valor médio de $2.400.000, 00 e dois bens na
quinta faixa no valor de $4.800.000, 00.

Com base nessas informacdes determine a arrecadacao média do pais com esse tributo.
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Comentario: Questio que aborda a instituicdo de um imposto sobre bens de alto valor.
Apesar de ter um texto longo a sua resolucao € simples e em poucas linhas. Para isto vamos

escrever a seguinte expressao:

32-3-10°-0,5%+16-6-10°-1% +8-12-10°- 2% +4-24 - 10° - 4% + 2 - 48 - 10° - 8%.

Nessa expressao estamos multiplcando a quantidade de bens pertencentes a uma faixa de tributa-
¢ao pelo valor médio desses bens e pela agliquota aplicdvel aquela faixa. Fazemos isso pra cada
uma das faixas e as somamos. Isso nos da a expressdo acima.

Agora vamos conttinuar as contas:

96 -10°-0,5% + 96 - 10° - 1% + 96 - 10° - 2% + 96 - 10° - 4% + 96 - 10° - 8% =

96-10° - (A +1+4+2+448) =96-10°- 21 =48 - 31 - 10 = 1.488.000.

Logo a fazenda publica arrecadara $ 1.488.000,00 com a instituicdo do novo imposto.
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7 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho, a Matematica embasou conceitos de Economia e de Direito Tributario,
mostrando versatilidade ao dialogar com temas que estao ao nosso redor e que nos afetam de

maneira intensa.

Concebemos este trabalho com o intuito de contribuir para uma reflexdo sobre a sociedade
em que estamos inseridos. Ansiamos que esta discussdo possa ser estendida para as aulas de
Matemadtica. Discutimos conceitos Matematicos especificos e essenciais para um entendimento

sOlido e consistente de modelos matematicos econdmicos e do sistema tributario brasileiro.

Abordamos desde conceitos econdmicos corriqueiros tratados nos noticidrios de jornais,
como PIB e Renda, até conceitos mais sofisticados, como a Elasticidade e a Teoria da Utilidade
Marginal Descrescente. Esse ultimo de basilar importancia, pois € nele que se apoia a ideia
de justica do sistema tributario progessivo. Vale ressaltar que como a utilidade marginal de
um bem € diminuida conforme h4 mais disponibilidade daquele bem, e sendo o dinheiro um
bem, € natural que o dinheiro seja mais Util a quem tem menos recursos. Isto sugere menores
tributagdes aqueles que t€ém menores rendimentos e maiores tributagdes aqueles que possuem

maiores rendimentos.

Relativo ao Direito tributdrio trouxemos aspectos que contribuem para a reflexdao sobre a
famosa e controversa questao: paga-se muito tributo no Brasil? Esperamos ter levado o leitor a
refletir sobre a justica de nossos programas de transferéncia de renda' e, independentemente de

sua concepg¢do da atividade Estatal, a uma reflexdo sobre o nosso sistema tributdrio.

Sem duvida é importante que a escola amplie essa discussdo em sua grade de disciplinas.
Dado o enorme impacto que esse assunto tem em nossas vidas ele nao deveria ficar adstrito
somente as Ciéncias Humanas. Acreditamos que € necessdrio que toda a grade curricular aborde,

dentro de seus limites e com suas ferramentas, o assunto.

A partir da ampliacdo desta discussdo talvez poderemos vir a formar cidadaos mais
conscientes e capazes de alterar a realidade em que vivemos. No transcorrer deste texto é
flagrante que defendemos uma postura mais ativa do Estado a fim de diminuir o abismo social

entre ricos e pobres.

Também respeitamos aqueles que pensam diferente e desejamos que nossa dissertacao
os leve a refletir mais profundamente sobre as questdes aqui abordadas para que todos nds juntos

consigamos elaborar solucdes a fim de que tenhamos um pais justo e prospero para todos.

Convém sublinhar que as pessoas, em geral, dividem o debate publico em "esquerda'e

"direita". A verdade € que a realidade atual € muito mais complexa do que aquela que havia na

' O mais famoso deles é o "Bolsa Familia"do Governo Federal. Mas também h4 outros programas de tranferéncia

de renda em niveis estadual e muncipal.
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Franca e no mundo do século XVIII. Para maiores informacdes sobre a conceituacdo moderna

do espectro politico, recomendamos o livro Direita e Esquerda, de Noberto Bobbio.

Trazemos um trecho da memordvel fala do professor Filho (2015), de sua palestra sobre
Felicidade, no TEDx:

Porque no final das contas, isto aqui que nés chamamos de Brasil
somos no6s. E se temos que melhorar, somos nds a melhorar. E se hd algo
a progredir somos nés a fazer acontecer. Somos todos corresponsaveis. E
hora juntos virarmos a pdgina e patrocinarmos, com a nossa inteligéncia,
uma convivéncia melhor e mais justa. Que ndo seja pra nds, mas que seja
para aqueles que tanto amamos e que ndo pediram para nascer € esperam
encontrar, quando comecarem a viver, um lugar bacana de convivéncia.
Porque viver bem € conviver bem. Viver bem € viver bem com os outros.
Viver bem € encontrar justica para si e para os outros. E isso é tarefa
nossa. Nao haverd super herdis, ndo havera solu¢des milagrosas, nao
haverd grandes génios a nos salvar. Esta tarefa é exclusivamente nossa,

de buscar a felicidade através de uma convivéncia feliz. (FILHO, 2020)

As perspectivas futuras apontam na direcdo de democratizar os conceitos e as ideias
presentes neste texto, quer seja através das salas de aula, quer seja através de congressos e
encontros em Educacdo e em Educacdo Matemadtica, amadurecendo este trabalho tornando-o

uma porta de entrada para um doutoramento.
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