Universidade Federal de Sao Joao del-Rei - UFSJ

A
Campus Alto Paraopeba - CAP AA
VN Aada
IIA\\ Programa de Mestrado Profissional em Matematica PROFMAT

em Rede Nacional - PROFMAT

Marina Maria Moreira

Geometria diferencial de curvas em espacgos euclidianos e
R-equivaléncia

Trabalho de conclusdo de curso apresentado ao
Programa de Mestrado Profissional em Matema-
tica em Rede Nacional do Campus Alto Paraopeba
da Universidade Federal de Sao Jodo del-Rei como
parte dos requisitos exigidos para a obtencao do

titulo de Mestra em Matematica.

Banca Examinadora:
Prof(a). Pedro Benedini Riul - UFSJ (Orientador)
Prof(a). Amanda Gongalves Saraiva Ottoni - UFSJ

Prof(a). Rafaella de Souza Martins - UDESC

Ouro Branco

Dezembro 2021



Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional - PROFMAT
Universidade Federal de Sdo Jodo del-Rei - UFSJ
Campus Alto Paraopeba - CAP

Geometria diferencial de curvas em espacgos euclidianos e R-equivaléncia

. . .1
Marina Maria Moreira

Pedro Benedini Riul 2

Resumo: Esse texto apresenta um estudo das curvas regulares em espacos FEuclidianos em dois
contextos. Inicialmente através da geometria diferencial classica e em seguida sob o ponto de vista
da teoria de contato. O contato de curvas com objetos de referéncia, sendo estes retas e circulos para
curvas planas e planos e esferas para curvas espaciais, € medido através das singularidades das fungoes
altura e distancia ao quadrado. Mais ainda, fazemos uma investigacio acerca da R-equivaléncia de

funcdes reais de uma variavel, relacionando-a com a teoria de contato.

Palavras-chave: Curvas parametrizadas; Teoria de contato; Teoria das Singularidades.

Abstract: This paper presents a study of regular curves in Euclidean spaces in two contexts. First,
it is done through the classical differential geometry and then from the point of view of the contact
theory. The contact of curves with reference objects, these being straight lines and circles for plane
curves and planes and spheres for space curves, is measured through the singularities of the height
and distance-squared functions. Moreover, we investigate the R-equivalence of one-variable real

functions, relating it to contact theory.

Keywords: Parametrised curves; Contact theory; Singularities theory.

1 Introducao

O nascimento da Teoria das Singularidades se deve ao trabalho pioneiro do matemaético e
topélogo Hassler Whitney, que em 1955 classificou as singularidades de aplicagdes do plano no
plano ( , ). No final da década de 60, o matematico John Mather em ( ,

)e( , ) introduziu grupos que agem no conjunto de classes de equivaléncia de
germes de aplicacoes e definiu as bases para um estudo sistemético, através da investigacao da
determinagao finita e desdobramentos desses germes de aplicagbes. As ferramentas desenvolvidas da
Teoria das Singularidades tém sido cada vez mais utilizadas em diferentes areas nas dltimas décadas,
principalmente na Geometria Diferencial de variedades regulares e singulares.

Esse trabalho tem foco na geometria de curvas regulares em espagos Euclidianos. Inicialmente,
usando como referéncia ( , ), ( , Ye( , ), na Secao 2

discutimos as curvas parametrizadas diferenciaveis no plano e no espago, seus elementos fundamentais
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e caracteristicas. Definimos a reparamerizacdo por comprimento de arco de uma curva e a sua
importancia na andlise da geometria de curvas parametrizadas. Apresentamos, na Secdo 3, as
Férmulas de Frenet, que nos fornecem equagcoes para os invariantes de uma curva, a saber, curvatura
e torcao.

Dando continuidade ao estudo de curvas, na Secdo 4 mostramos que ¢ possivel analisar a
geometria de uma curva através do seu contato com objetos de “referéncia”. Para curvas planas,
estudamos o seu contato com retas e circulos; para curvas espaciais, com planos e esferas. Para
essa discussdo, usamos como referéncia os trabalhos ( , )e( ,

). Apresentamos com detalhes as fungoes distancia ao quadrado, que mede o contato de curvas
com circulos e esferas, e altura, que mede o contato de curvas com retas e planos. Discutimos suas
caracteristicas algébricas e geométricas, diretamente relacionadas com o estudo do contato de curvas,
e investigamos as estruturas das curvas especiais: pedal, paralela e evoluta.

Na Secdo 5 estudamos as singularidades de funcdes reais de uma varidvel. Para tanto, definimos
a R-equivaléncia, uma relacdo de equivaléncia definida para funcoes reais, dada pela mudanca de
coordenadas locais na fonte (dominio) e que determina o tipo de singularidade das fungdes. O
Teorema 5.2.2, o principal desta se¢do, determina formas normais polinomiais para algumas classes de
equivaléncia, as chamadas singularidades do tipo Ax. Mais ainda, o estudo das Ag-singularidades das
funcoes altura e distancia ao quadrado recupera, sob o ponto de vista da Teoria de Singularidades,
o contato de curvas com retas, planos, circulos e esferas. Finalizamos o trabalho com a sintese
dos temas discutidos, construindo tabelas que interligam os resultados determinados anteriormente.
Fazemos também uma discussdo a respeito das fungoes chatas, que exemplificam uma excegao a

classificacdo das fungoes segundo sua Ag-singularidade.

2 Curvas Planas e no Espaco

Nessa secao, estudaremos curvas paramétricas diferencidaveis. Discutiremos a mudanca de

parametro de uma curva regular e sua reparametrizagdo pelo comprimento de arco.

2.1 Curva Parametrizada Diferenciavel

Defini¢ao 2.1.1. Seja I C R um intervalo aberto e v uma aplicagdo diferencidvel de classe C*°
(suave), de I em R™ (n = 2,3). Chamamos 7 de uma curva parametrizada diferencidvel, t € I é o
parametro da curva e y(I) € R™ é o trago da curva.

Temos assim,

v L= R () = (n(0), - 7a(t))
com ;(t) suave para todoi=1,...,n.
Exemplo 2.1.2. A aplicacio y(t) = (x¢ + at,yo + bt), t € R com a? + b> # 0, é uma curva

parametrizada diferenciavel cujo trago é uma reta que passa pelo ponto (zg,yo) e é paralela ao vetor

de coordenadas (a,b). Ver Figura 1.



(Xo0,Yo)

(a,b)

Figura 1 — Curva do Exemplo 2.1.2

Duas curvas parametrizadas diferenciaveis podem ter o mesmo traco.

Exemplo 2.1.3. Sejam 7 e « as curvas dadas por y(t) = (¢,2t), t e Re a(r) = (r+1,2r+2), r € R.

Fazendo r + 1 = ¢, vemos que ambas as curvas possuem o mesmo trago. Ver Figura 2.

y

(t,2t)

Figura 2 — Curva do Exemplo 2.1.3

Definicao 2.1.4. Seja v : I — R™ (n = 2,3), uma curva parametrizada diferencidvel. O vetor

Y (t) = (71(t),...,7,,(t)) é chamado de vetor tangente & 7 em t.

Exemplo 2.1.5. Considere v : R — R? a curva parametrizada diferencidvel v(¢) = (t,t%), t € R. O
vetor tangente a v em ¢ é 7/(t) = (1,2t).

Definigao 2.1.6. Seja v : I — R"™ (n = 2,3), uma curva parametrizada diferenciavel. Se ~'(t) # 0,
para todo t € I, a curva é dita regular. Se v é regular, a reta tangente a v em tg é a reta que passa

por (to) na dire¢ao de 7/(t9), e é dada por:

g(r) =~(to) + 7 7' (to), r € R.

Exemplo 2.1.7. A curva (t) = (cos t,sen t), t € R, cujo trago é um circulo de raio 1, é regular, pois
7' (t) = (—sent,cost) # 0, para todo t € R. J4 a curva a(t) = (2sen® t,2sen’t tgt), t € (—w/2,7/2),
mostrada esquematicamente na Figura 3, ndo é regular pois o/ (t) = (4sen t cos t,4sen® t +tg* t) é

o vetor nulo quando ¢ = 0. O traco da curva « é uma cuspide.



Figura 3 — Cuspide

2.2 Mudanca de parametro

Vimos no Exemplo 2.1.3 que duas curvas podem ter o mesmo trago. A partir de uma curva
regular v, é possivel obter varias curvas regulares com o mesmo traco de ~y, aplicando a mudanga de

parametro.

Definigao 2.2.1. Sejam I e J intervalos abertos de R, v : I — R™ (n = 2, 3), uma curva regular
e h: J — I uma funcdo suave, com h' # 0 para todo j € J, tal que h(J) = I. A composi¢ao
B =~oh:J — R™éuma curva regular, denominada reparametrizacdo de v por h, que tem o mesmo

trago de . A funcéo h é dita mudanca de pardametro.

Voltemos ao Exemplo 2.1.3 das curvas com o mesmo trago. Temos que a(r) = (r + 1,2r + 2),
com r € R, é a reparametrizagao de v(t) = (t,2t), com t € R, considerando a mudanga de pardmetro
h(r)=r+1,r € R.

Uma mudanca de pardmetro h é uma funcao bijetora, estritamente crescente ou decrescente.
Temos também que se 3 = v o h é uma reparametrizacdo de v por h, entdo v = S o h~! é uma
reparametrizacao de 3 por h~ L.

O sentido do percurso do trago de uma curva regular « é chamado de orientagdo. Consideremos
B uma reparametrizacao de v por h. Se h é estritamente crescente, isso é, h’ > 0, entao 5 e v tém
a mesma orientacdo. Se h é estritamente decrescente, isto é, h’ < 0, entdao 3 e v tém orientacoes

opostas.

t1
Definicdo 2.2.2. A integral definida / |7/ (t)|| dt é chamada de comprimento de arco da curva y
to

a partir de tg a t1. A fungdo comprimento de arco da curva 7y a partir de ty é a aplicagdo

t
st) = [ /()| du.
to
Uma vez que v é uma curva regular, s(t) é suave.

Definigao 2.2.3. Dizemos que uma curva regular v : I — R" (n = 2,3), é dita parametrizada pelo
comprimento de arco (ppca) se, para cada tg,t1 € I, tg < t1, o comprimento do arco de ¢y a t; da

curva -y é igual a t; — ty. Ou seja,

t1
/ 1Y ()] du = t, — to.
to

Proposigao 2.2.4. Uma curva regular v : I — R", (n = 2,3), estd parametrizada pelo comprimento

de arco se, e s se, para todo t € I, ||7/(t)|| =1



Demonstragao: Suponhamos v ppca e um tg € [ fixo. Seja s: I — R a funcao comprimento de arco
t

de v a partir de to s(t) / |7/ (w)|| du. Se ty < ¢, entdo, por hipétese, s(t) = / [V (w)]| du = t — to.

Se t < tg, pela propriedade das integrais, s(t) = — / ’ |7 (w)|| du = t — ty. Portanto, para todo
tel,s(t)=t—tyges(t)=1. Uma vez que s'(t) = H'y;(t)H, podemos concluir que ||7/(¢)|| = 1, para
todo t € I. A reciproca é imediata, pois se ||7/(t)|] = 1 para todo ¢ € I, temos s(t) = t ldu =t —tg
para quaisquer tg, t € I , tg < t. " Il

t t
Exemplo 2.2.5. Seja y(t) = (a cos —, a sen —), t € R, com a # 0. Usando a regra da cadeia para
a a

t t
derivadas, temos que ¥'(t) = (—sen —, cos —). Uma vez que |7/ (t)|| = \/(—sen 124 (cos L)2 =1
a a

para todo t € R, v(t) é uma curva ppca.

A seguinte proposicdo garante que toda curva regular v admite uma reparametrizacado 3, com f3

parametrizada pelo comprimento de arco.

Proposicao 2.2.6. Seja v : I — R" (n = 2,3), uma curva regular e s : I — s(I) C R a funcao
comprimento de arco de y a partir de t3. Entdo existe uma fungio h, definida no intervalo aberto
J = s(I), inversa de s, tal que § = o h é uma reparametrizagéo de v, onde [ estd parametrizada

pelo comprimento de arco.

Demonstragdo: Sendo 7 uma curva regular, temos s'(t) = ||7/(¢)|| > 0, ou seja, s é estritamente
crescente. Sendo assim, existe a funcdo inversa de s, h : J — I. Como para todo t € I, h(s(t)) =t,
dh d dh 1 1
temos que d—d—j , logo —- = 70 = @ > 0. Concluimos que (s) = yoh(s), s € J, é
d d~y dh "(t
uma reparametrizacao de v e B‘ — | _ 7/( ) ‘ = 1. Logo, pela Proposicao 2.2.4, 3 esta
di ds| [|lv'@)]
parametrizada pelo comprimento de arco. O

A aplicagdo 8 é dita uma reparametrizacio de v pelo comprimento de arco. Uma vez que 3
depende da funcao comprimento de arco e esta depende de um ty fixado, a reparametrizacdo nao é
Unica.

Terminaremos essa secdo com uma exemplo de reparametrizacao pelo comprimento de arco, que

serd feito com detalhes.

Exemplo 2.2.7. A curva dada por v(t) = (elcos t, elsen t), t € R é chamada espiral logaritmica.

Para calcularmos ||7/(t)]|, temos:

v'(t) = (elcos t + el(—sen t), elsen t + e'cos t)
= (e'(cos t — sen t), e'(sen t + cos t)).

Segue que,

IV ()] = /e2t(cos?t — 2cos t sen t + sen?t) + e2(sen®t + 2sen t cos t + cos’t)
= /eZ(1 —2sen t cos t) + (1 + 2sen t cos t)
= /e2(1 —2sen t cos t + 1+ 2sen t cos t)
e2t2




A funcdo comprimento de arco de ~, a partir de tg = 0, é:
t t
)= [ @Olde= [ evad—cvi-va
0 0

Para calcular a funcdo inversa, temos que se y = e‘v/2 — /2, entdo:

t 2 t
t=e"V2 - V2=t +V2=e"V2 = +f:ey<:>ey:——|—1<:>
V2 V2

In ey:1n<\%+1><:>y:1n<\;§+1)

Logo, s (t) = h(s) = In (% + 1) é a funcdo inversa. Fazendo a reparametrizacao em (t) =

(elcos t, elsen t), temos:

8(s) = ((H cor (1n (55-41)). () s (in (254 1>)>

V2

0= () () (1) )

é uma reparametrizagao de v pelo comprimento de arco.

. . loonb 5 ln(%-‘rl)
Pela propriedade dos logaritmos, sabemos que a'?9+® = b, entéo, e

+ 1. Assim,

Vale observar que no Exemplo 2.2.7, apds a reparametrizagao da curva pelo comprimento do
arco, foi feita uma alteracdo de parametro de t para s. Essa estratégia serd adotada no decorrer do

texto, com o objetivo de deixar imediata a identificacdo de uma curva ppca.

3 As Formulas de Frenet

3.1 Férmulas de Frenet para curvas planas

Consideremos a curva regular ppca

V(s) = (x(s),y(s)), s € 1.

Como sabemos, [|7/(s)|| = 1, entdo para cada s € I, 7/(s) é um vetor unitario. Denotando-o por t(s),

temos:

Seja n(s) um vetor unitario ortogonal a t(s), de modo que t(s) e n(s) formem uma base ortogonal

de R? que tem a mesma orientacdo que a base candnica. Logo,

Denominamos referencial de Frenet da curva v em s o conjunto de vetores t(s) e n(s). A reta que
passa por 7(so) na dire¢do de n(sp) é chamada de reta normal. A Figura 4 representa graficamente

0s vetores.
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n(s)

t(s)
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Figura 4 — Vetores n(s) e t(s) da curva

Os vetores t’(s) e n’ (s) de R? podem ser escritos como combinagao linear de t(s) e n(s). Uma vez
que t(s) é unitério e t’(s) é ortogonal a t(s), t’(s) é proporcional a n(s). O fator de proporcionalidade

entre t’(s) e n(s) é chamado de curvatura de v e denotado por k(s). Dessa forma,

t’(s) = k(s)n(s).

Considerando a curva y(s) = (x(s),y(s)), s € I, temos:

K(s) = ((2"(s), 4" (), (=9 (5), 2 (5))) = =y (s)2"(s) + " (5)'(s)

De modo andlogo, n(s) é unitario e n’(s) é ortogonal a n(s), logo, proporcional a t(s). Assim,

(n'(s),£(s)) = =2 (s)y" (s) + 2" (s)y/ (s),

ou seja, n’(s) = —k(s)t(s).

As equacoes

sao denominadas Formulas de Frenet de uma curva plana regular, parametrizada pelo comprimento
de arco s.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 3.1.1. Seja v(s) = (as + o, bs + 1), s € I uma curva ppca, de modo que a e b sdo
constantes e a? +b*> = 1. Temos que 7'(s) = t(s) = (a,b). Logo, t’(s)=0. Segue que t’(s) = x(s)n(s)
e como n(s) = (—y/(s),2/(s)), entdo t’(s) = k(s)(—b,a) = 0. Logo, x(s) = 0, Vs € I, de onde

concluimos que a curvatura de uma reta é zero em todos os seus pontos.

Exemplo 3.1.2. Seja

~v(s) = <a—|—bcos g, c+ b sen Z), seR, b>0

a curva cujo trago é uma circunferéncia de raio b e centro (a,c). Usando a regra da cadeia para as

. s S
derivadas dos termos b cos b e bsen b temos:



/(s) = —(—sen ® id —(—cos 2 —sen 2
’y(s)—t(s)—( sen 4, cos b)’ n(s) < cos 4, —sen b>'

entao

1 s s 1 s s 1 9 8 9 8 1
k(s) = —yc0s 3 - (—eos ¢ +_586n6' —sen o | | =4 cos 5+sen 2 =3

Concluimos que a curvatura de uma circunferéncia de raio b é k(s) = %. Note que a curvatura de
um circulo é inversamente proporcional ao seu raio.
Observe que se mudarmos a orientacao da circunferéncia, a curvatura muda de sinal e passa a

ser £(s) = —1.

As Foérmulas de Frenet, discutidas até entdo para curvas ppca, podem ser estendidas para
quaisquer curvas regulares, uma vez que toda curva regular admite tal reparametrizagdo. Para
uma curva regular v : I — R?, com qualquer pardmetro » € I, as equacdes sdo dadas segundo a

seguinte proposicao, cuja demonstragao serd omitida no texto, mas encontra-se com detalhes em

( , 2008).

Proposigao 3.1.3. Seja v(r) = (z(r),y(r)), r € I uma curva regular. Entao,

_ 'y +Ty
(@) + ()2

( / /) /) 1,1

G

3.2 Férmulas de Frenet para curvas no espaco

Consideremos 7 : I — R3 uma curva ppca. A velocidade com que as retas tangentes desta curva

mudam de dire¢ao é a curvatura de +, definida formalmente como abaixo.

Definicdo 3.2.1. Seja v : I — R? uma curva ppca. O ntimero real

s) = [2"(s)

é chamado curvatura de v em s € I.

Exemplo 3.2.2. Seja v a curva regular ppca

V(s) = <(1 —28)2, a _38)2,55> , s€(—-1,1).
Temos X )
N R L e LA A WV S R
7(S)_< 22 ﬂ) ) (4( + )8 4(1—5)3 O)
Entao £(s) = ||7"(s)|| = 1 —7



A seguinte proposicao estabelece que a curvatura de uma reta é zero.

Proposicio 3.2.3. Uma curva regular ppca v : I — R3 é um segmento de reta se, e somente se,

k(s) =0, para todo s € 1.

Demonstragao: Se v(I) é um segmento de reta, entdo pode ser parametrizado por y(s) = w + vs,

onde w € R? e v é um vetor unitario de R3. Logo, v/(s) = v e ¥"’(s) = 0, para todo s € I. Entdo,

k(s) = ||7"(s)|| = 0. Reciprocamente, sendo x(s) = ||7”(s)|| = 0, para todo s € I, temos que
v"(s) = 0. Usando a integragdo, 7'(s) = v e |[v|| = 1. Novamente por integragdo, vy(s) = w + vs,
uma reta. U

Seja v : I — R3 uma curva regular ppca. Uma vez que ||7/(s)|| = 1 e [/ (s)]| = (v (5),7/(s)),
fazendo a derivada, temos que (7/(s),7”(s)) = 0, ou seja, o vetor 7" (s) é ortogonal a +'(s). Logo,
para todo s € I e 7v"(s) # 0, ou seja, k(s) # 0, é possivel definir um vetor unitario na diregao de

"
7"(s).

Definigdo 3.2.4. Seja v : I — R? uma curva regular ppca com r(s) > 0. O vetor n(s) é o vetor

normal a v em s, onde

_1"(s)
n(s) = ()

A reta que passa por y(sp), so € I na dire¢ido do vetor normal n(sy) é a reta normal de y em sg.

De modo andlogo as curvas planas, denotamos o vetor unitario 7/(s) como t(s). Temos que sdo

ortonormais os vetores t(s) e n(s) e

Definigdo 3.2.5. Seja v : I — R? uma curva regular ppca com k(s) > 0. O vetor

b(s) = t(s) x n(s)

é o wvetor binormal a v em s. Denomina-se Triedro de Frenet de v em s o referencial ortonormal
{t(s),n(s),b(s)}. Veja a Figura 5.

b(s)

Plano normal

n(s)

Plano retificante

i Plano osculador
\\

t(s)

Figura 5 — Planos em R? formados pelos pares de vetores do Triedro de Frenet

Os planos em R? formados pelos pares de vetores do Triedro de Frenet sdo denominados plano

normal (b(s) e n(s)), plano osculador (n(s) e t(s)) e plano retificante (b(s) e t(s)).

9



Definicao 3.2.6. O ntimero real 7(s) denomina-se tor¢ao da curva em s e é definido por

Exemplo 3.2.7. Considere a hélice circular ppca, Figura 6,

S S bs
v(s) = (a COSW y a 86”\/a2 TR Vo b2> , s € R, a > 0 constante.

Figura 6 — Hélice circular

Vamos obter o Triedro de Frenet, a curvatura e a torcao.

Temos, para o Triedro de Frenet {t(s),n(s),b(s)}:

1

s s
—a sen————, a4 COS———, b
Va2 +b? ( va? + b? Va2 + b2 >
s

. _a s I = P
v'(s) (005(12_1_1)2 , sen\/ﬁ ) 0) e k(s)= HV (S)H T2y

£(s) = 7/(s) =

portanto,

s s
p— pu— _ — _ — 0
n(s) (5) < cos 7 sen s ) e

b(s) = t(s) x n(s) = \/G;W (

S S
bsen——, —bcos————, a .
va? +b? va? +b? )

Logo,
7(s) = (v'(s),n(s))
Como
b ( s s )
b’ (s) = cos , ,
VTR \Vare Ve
b



Uma vez que k(s) = ||7"(s)]|, temos que k(s) > 0. J4 a tor¢ao pode ser negativa ou positiva e
seu médulo mede a velocidade da variagdo do plano osculador.

J& vimos que, dada uma curva regular ppca v : I — R3, com x(s) > 0 para todo s € I, o Triedro
de Frenet de v em s é um referencial ortonormal de R3. Sendo assim, é possivel obter os vetores
t’(s), n’(s) e b’(s) como combinagao linear de t(s), n(s) e b(s).

O vetor n(s) é ortogonal ao plano definido por b(s) e t(s), entao
n(s) = b(s) X t(s).
Derivando n(s), temos n’(s) = b’ (s) X t(s)+b(s) xt’(s). Como t’(s) = k(s)n(s) eb’(s) = 7(s)n(s),
substituindo e aplicando as propriedades do produto vetorial, temos:
n’(s) = 7(s)n(s) x t(s) +b(s) x w(s)n(s) = 7(s)(n(s) x t(s)) + £(s)(b(s) x n(s))
= 7(s)(=(t(s) x n(s)) + r(s)(=(n(s) x b(s)) = 7(s)(=b(s)) + £(s)(~t(s))
n’(s) = —7(s)b(s) — K(s)t(s).

Sao denominadas Fdérmulas de Frenet as equagbes

A1)
17" ()l
Uma aplicagao das Formula de Frenet é o fato de que curvas planas tem tor¢ao nula. Finalizamos

para t(s) = +/(s), n(s) e b(s) =t(s) x n(s).

nossa discussdo com o lema e a proposi¢ao que seguem, apresentando esse resultado.

Lema 3.2.8. Seja 7 : I — R? uma curva regular com curvatura nao-nula. Se v é uma curva plana,

o plano osculador contém o traco de v e independe do pardametro.

Demonstracgido: Suponhamos 7(s) ppca. Uma vez que 7 é plana, existe um plano 7 em R? tal
que v(I) C w. Vamos provar que m = [t(s),n(s)], ou seja, m é o plano osculador. Para tanto,
consideremos um vetor v nao nulo e ortogonal a m, conforme Figura 7. Fixando sy € I, para todo

s € I, temos

(v(s) = 7(s0),v) =0 (3.1)

(So)
v(s)

0

Figura 7 — Plano 7 ortogonal a v
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Derivando a expressao 3.1, obtemos

Ou seja, n(s) é ortogonal a v. Como t(s) e n(s) s@o ortogonais a v, temos que v é paralelo a b(s),

para todo s € I, concluindo que 7 é o plano osculador. O

Proposicio 3.2.9. A curva regular, de curvatura nao nula, v : I — R3 é uma curva plana se, e

somente se, 7 = 0.

Demonstragao: Considerando v uma curva plana, ppca, pelo Lema 3.2.8, b(s) é constante e, para
todo s € I, b’ (s) = 0. Logo, 7(s) = (b’ (s),n(s)) = 0, para todo s € I.

Reciprocamente, se 7(s) = 0, para todo s € I, temos que b’(s) = 0 e b(s) = b, constante.
Consideremos a funcao f(s) = (vy(s) — v(so),b) para um sy € I fixo. Derivando f(s) temos
1'(s) = (Y (s),b) + {(v(s) — v(s0),0), f'(s) = (t(s),b) = 0, logo f(s) é constante. Uma vez que
f(sg) =0, segue que f(s) = 0. Com isso, concluimos que 7(I) estd contida no plano que contém

v(s0) e é ortogonal ao vetor b. O

4 Contato de curvas

Nessa secao, discutiremos o contato entre curvas. Diversas informagoes sobre a geometria de
uma curva podem ser obtidas através da andlise do seu contato com objetos de referéncia: retas e
circulos (para curvas em R?) e planos e esferas (para curvas em R3). Para tanto, procediremos da
seguinte maneira: tomaremos a curva, que é nosso objeto de estudo, na forma parametrizada e o

objeto de referéncia serda dado como imagem inversa (conjunto de nivel) de uma fun¢ao apropriada.

4.1 Contato

Para que possamos definir o contato de curvas, inicialmente, apresentaremos equagoes importantes
que servirdo de base para discussdes posteriores.

Consideremos uma curva regular v : I — R". Estamos interessados em determinar o contato de
~ com um objeto dado pela solugdo da equacdo F(X) =0, onde F : R" — R é uma fungdo suave e

zero é um valor regular de F'. Consideremos as equagoes F'(X) = 0, onde

F(X) = 1X = ul® ~ fJu—p|l* (4.1)

F(X) = (X —p,u), (4.2)
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com u e p pontos de R™. Para cada uma dessas fungdes, o conjunto
F7H0) = {X e R"; F(X) =0}

nos da a equagao do objeto cujo contato com curvas serd estudado.
Para n = 2, temos F : R2 — R, (z,9) = F(z,y), onde X = (x,y). Considerando o ponto
u = (u1,ug), segue:
F(X) =0+ |X —ul* = |lu—p||* =0

1X —ul® = [Ju—p|*
I, y) = (ur, u2)|* = flu — plf?
(@ —ur,y = u2)|* = [lu—p|?
(@ —w)? + (y — u2)® = lu—p®

ou seja, para a Equacdo 4.1, F~1(0) é a equacdo de uma circunferéncia centrada em u = (ug, us) e
de raio ||u — p||.
Para n = 3, temos que X = (z,y, z) e u = (u1, u2, ug). Desenvolvendo de modo anélogo ao plano,

para a Equagao 4.1, temos
(& —w1)? + (y —u2)” + (2 — up)* = [[u —p||?

ou seja, F~1(0) é a equacio de uma esfera de centro u = (u1, ug, u3) e raio ||u — p)|.
Fazendo o desenvolvimento para a equagao 4.2, onde X = (z,y), u = (u1,u2) € p = (p1,p2)

temos:
FX)=0= (X —pu)y=0< (X —p) Lu

((@,9) = (p1,p2), (u1,u2)) = 0 <= ((z — p1,y — p2), (w1, u2)) = 0 <=
(z —p1)ur + (y — p2)uz = 0 <= zus — prus + yug — paug = 0 <=
yug = —ruy + (pru1 + paug) <=
UIT + U2y = prur + pau2
ou seja, em R, F~1(0) é uma reta no plano, perpendicular ao vetor u e que passa por p. Para R3,
desenvolvendo de modo andlogo, considerando X = (z,y,2) e u = (uy,uz, u3) , obtemos

UIT + U2y + u3zz = p1u1 + pauz + p3us

ou seja, F~1(0) é uma plano normal ao vetor u e que passa por p = (p1,p2,p3)-
Com o conhecimento das Equagoes 4.1 e 4.2 e suas implicagoes geométricas, podemos agora

definir formalmente o contato entre curvas:

Definicao 4.1.1. Seja v : I — R” uma curva regular, F' : R” — R uma fun¢ao suave. Dizemos que ~
e F71(0) possuem contato de ordem k em t = t, se a funcdo g definida por g(t) = F(v1(t), ..., Yn(t)) =
F(y(t)) satisfaz g(to) = ¢'(to) = ... = g% D(to) = 0 e g*)(t9) # 0.
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Exemplo 4.1.2. Consideremos 7 : I — R? ~(t) = (t,t*) e tg = 0. Seja X = (2,y) e F : R? - R
dada por F(X) = y. Assim, F~1(0) representa o eixo z em R?. A funcdo g que define o contato
entre v e F~1(0) é g(t) = F(y(t)) = t*. A curva v tem contato de ordem k com F~1(0), o que é
verificado conforme variamos o valor de k, sendo que para k =1, g(to) = 0.

Para k = 2, temos g(t) = t? , ¢'(tg) = 2to = 0 e ¢g"(tg) = 2 # 0, ou seja, contato de ordem 2.
Para k =3, g(t) =13, ¢'(to) =3(t0)> =0, ¢"(to) = 6to = 0 e ¢g"(tg) = 6 # 0, ou seja, contato de

ordem 3. Observamos que, a medida que o valor de k aumenta, maior o contato de v com o eixo z

AN

k=1 k=2 k=3 k=4

na origem. A Figura 8 ilustra graficamente esse resultado.

Figura 8 — Contato de v com o eixo z conforme variacdo de k

Definicdo 4.1.3. Quando o conjunto F~1(0) é, respectivamente, um circulo ou uma reta, temos

que:

i) Denomina-se vértice ordindrio (respectivamente alto ou degenerado) de curva plana v em tg o
p ) p Y
ponto p = y(ty) para o qual existe um circulo com contato de ordem 4 (pelo menos 5) com a

curva em t = ty. Dizemos que a curva 7 tem um vértice em p (ou em tg). Veja Figura 9.

(ii) Denomina-se inflexdo ordindria (respectivamente alta ou degenerada) da curva plana v em tg
o0 ponto p = 'y(to) para o qual existe uma reta tangente com contato de ordem 3 (pelo menos
4) com a curva em ¢ = ty. Dizemos que a curva v tem uma inflexdo em p (ou em ¢y). Veja

Figura 9.

Figura 9 — Vértice e Inflexao

Exemplo 4.1.4. Seja v: I — R2, ~(t) = (¢, t*), com k inteiro. Vamos mostrar que para qualquer
to # 0, a reta tangente a curva em £y tem contato de ordem 2 com a curva no ponto. Mostraremos
também que tp = 0 é um ponto de inflexao, se, e somente se, k = 3.

Inicialmente, vamos determinar a equacao da reta tangente, y = ax + b. Considerando a funcao
real dada por h(t) = t*, o traco da curva y coincide com o grafico de h. Temos que h'(t) = k tF=1 &

o coeficiente angular da reta tangente, de modo que para o ponto tg, segue y = k tlg_lx +b. Como o
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ponto (to, t’g) pertence a curva, para o coeficiente linear b da reta tangente, tem-se t’g =k tlgflto + b,
logo b=t (1 — k). Assim, a reta tangente tem por equagio y = k th ‘a +tk (1 — k).

Pela definicdo de contato, temos que para que F~'(0) seja a reta tangente, basta tomarmos
F(z,y) =y —k ti"'e —th(1 — k). Logo, g(t) = F(y(t)) = t* — k ti"% —tk (1 — k).

Para t =tg, g(to) =tk —k th 'to—t§ (1—k), g(to) = 0. Calculando a primeira derivada, temos
gty =k th1 — kil g/(to) = k th! — k ti~1 = 0. Para a segunda derivada, ¢ (t) = k(k — 1)t*=2
e ¢"(to) = k(k —1)th=2 Como tg # 0, ¢"(to) # 0, mostrando que, de fato, a curva y tem contato de
ordem 2 com a reta tangente.

Quando to = 0, é imediato que g(0) = ¢'(0) = ¢”(0). Temos que ¢ (to) = k(k — 1)(k — 2)th 3
Tomando k£ = 3 em ¢"”’(0), temos ¢’ (0) = k(k — 1)(k — 2) # 0, ou seja, to = 0 é ponto de inflexao

apenas para k = 3.

4.2  Funcdo Distancia ao Quadrado

Definicao 4.2.1. Seja u € R™. Denomina-se func¢do distancia ao quadrado de v em wu a funcdo
fa: I — R definida por

Fa(t) = (&) = ull* = (y(8) = u ,y(1) —w).

Proposicao 4.2.2. A curva 7 tem contato de ordem k, em t = t3, com o circulo de centro
u € R™, passando por 7(tp), se, e somente se, a funcao distancia ao quadrado fy de v em u satisfaz
fi(to) = ... = Cgk‘_l)(to) =0e fék)(to) # 0. Em especial, v tem um vértice ordinério (respectivamente
alto) para t = t( se, e somente se, fy satisfaz a condigdo dada para k = 4 (respectivamente para
algum k > 5).

Demonstragao: Temos que a circunferéncia que passa por y(ty) e tem centro em u é o conjunto

dos pontos X € R? tais que
2 2
F(X) = [IX = ul]” = lly(to) —ul” =

Logo, g(t) = F(v(t)) = |[7(t) — u|* — ||y(to) — u|* é a funcio cujas derivadas determinam o contato
de 7 com o cfrculo F~1(0) em v(to). Como ||v(to) — u|| é constante, o calculo das derivadas de g(t)
se limitam em derivar g(t) = ||y(t) — ul|>. Ou seja, para medir o contato entre 7 e a circunferéncia

dada, é suficiente estudar as derivadas da funcao distancia ao quadrado de v em w. O

Seja 7 : I — R2, regular, suave, ppca e u = (ur,us) € R%2. Vimos que, para determinar o
contato entre vy e o circulo centrado em u passando por 7(s), basta estudar as derivadas da fungao
distancia ao quadrado f4(s) = ||v(s) — u||®* = (y(s) —u ,~v(s) — u). Desenvolvendo as derivadas de fy
e aplicando as Férmulas de Frenet para curvas planas, vamos estabelecer as condigoes para diferentes
ordens de contato da curva com o circulo. Para simplificar os calculos, omitiremos o pardmetro s em

alguns momentos. Segue:

® fcll:2 <t7’7_u>
Dessa forma, f; =0 se, e somente se, ¥ —u = An (A € R), pois (t,n) = 0. Ou seja, u pertence
a reta normal & v em s. Sendo assim, o contato de v (em s) com qualquer circulo cujo centro

pertence a reta normal da curva é de ordem pelo menos 2.
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o Y=k (o —u) 1

n . 1
Temos f; = f// = 0 se, e somente se, v —u = ——, & # 0. Sendo assim, u =y + ~n. Portanto,
existe um tnico circulo passando por 7(s) que tem contato de ordem pelo menos 3 com a curva

em s. Esse circulo é chamado circulo osculador, cujo centro u = v 4+ —n é chamado centro de
K

1
curvatura e cujo raio, p = W, é chamdado de raio de curvatura.
K
o f=r{(ny—u)—rAy—ut)
1
Neste caso, temos f; = f] = f}/ =0 se, e somente se, K’ =0, kK #0 e u =7+ —n.
K
o fi = (5" = K,y — u) = 3kK(y — u,t) — A2

; 1
Finalmente, para obtermos f}; = f] = f' = fé,w) = 0, é necessairo e suficiente que v = y + —n,
K

k#0er =r"=0.

Concluimos, a partir de f/’ e fc(lw), que o unico circulo osculador tem contato de ordem pelo

menos 4 (respectivamente 5) com v em s se k'(s) = 0 (respectivamente £”(s) = 0). Sendo assim,
k'(s) = 0 é condigao necesséria e suficiente para que exista um vértice (respectivamente alto) em
7. A Figura 10 representa os circulos com contato em 7(s), sendo o osculador aquele que possui o

maior contato.

¥
Y(s)

Figura 10 — Circulos com contato em ~(s)

Exemplo 4.2.3. Seja v uma curva plana, suave, ppca e fq(s) a fun¢ao distancia ao quadrado de ~
em s. Suponhamos que f}(s) = 0, entdo u = y(s) + An(s), A € R. Seja também £(s) > 0. Vamos
analisar o sinal da segunda derivada de f4(s) e determinar os valores de A para os quais f; tem um
maximo e para os quais fy tem um minimo em s.

Sabemos que f}(s) =k (n,7 —u) + 1. Tomando u = v + An temos que f7(s) =k (n, —An) + 1.
Para o maximo da funcéo, precisamos determinar os valores de A para os quais f}(s) < 0. Temos
entao:

k(n,—An) +1<0<=k (n,—An) < —1 <= —\ (n,n) < —% = A > %
Isto é, a funcao distancia ao quadrado assume um valor de méximo em s quando A > %
Para o minimo da fungéo, procedemos de modo analogo, considerando f/(s) > 0 e obtemos que

a funcdo distancia ao quadrado assume o valor de minimo em s quando A < %
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Portanto, concluimos que o centro de curvatura u em s separa pontos na reta normal para os
quais a distdncia da curva (ou seu quadrado) é minimizado daqueles para os quais é maximizado em

~(s), sendo A = m o ponto critico da funcao distancia ao quadrado.

De modo andlogo ao desenvolvimento para curvas planas, podemos estudar o contato de curvas
no espaco com esferas através do estudo das derivadas da funcio distancia ao quadrado. Seja
v : I — R3, regular, suave, ppca e u = (u1,uz,u3) € R3. Aplicando as Férmulas de Frenet para

curvas no espaco e omitindo o pardmetro s, temos:

° fc/l:2 <t”7_u>
Aqui, temos f}; = 0 se, e somente se, (t,7 —u) = 0, ou seja se, e s6 se, 7 — u é ortogonal ao
vetor t. Logo, v — u esta contido no plano normal e pode ser escrito como combinacao linear
de b e n.

o fI=14k (n,v—u)
1
Neste caso, temos que f; = f7 = 0 se, e somente se, (n,y—u) = ——. Fazendo y—u = pb+g¢n,
K
. 1 1 .
com p e q reais, temos que (n,pb + ¢gn) = ——, logo ¢ = ——. Assim, podemos escrever
K K
1
Y —u=pb— —n.
K

o Ji' =K (my—u)+k (07,7 —u) + (7))

Como n’ = —kt — 7b e n é ortogonal a 4/, podemos escrever f7 =k’ (n,7 —u) + K (—Kt —
b,y —u). Desse modo, f; = f} = f]' =0se, e sé se, &' (n,y —u) + Kk (=Kt — b,y —u) = 0.
1 K . K )
Como vy —u = pb— —n, temos que —— —x7p = 0, ou seja, p = ——— . Sendo assim, escrevemos
K K K21
K 1 . .
¥ —u = ———-b— —n e analisamos dois casos:
K2T K

K 1
i. Se 7 # 0 temos que u =7+ ——-b+ —n em s.
K2T K

ii. Se 7 =0, entao k' =0 em s.

Desse modo, verificamos que a funcao distancia ao quadrado em s mede o contato da curva ~
com a esfera de centro u. A tnica esfera possuindo contato de ordem pelo menos 4 com v em s é
chamada de esfera de curvatura ou esfera osculadora em s e existird quando 7(s) # 0 e k' # 0, sendo
u 0 centro de curvatura esférica.

1
V2

1
que para todo s, k(s) = —=. Vamos também determinar expressoes para t(s), n(s) e mostrar que

Exemplo 4.2.4. Consideremos a hélice ppca dada por y(s) = (cos(s), sen(s), s). Vamos mostrar

-
1
b(s) = 7 (sen(s), —cos(s), 1), para todo s. Além disso, encontraremos o valor de 7 e o centro de

curvatura esférica de ~.

Uma vez que a curva estd ppca, temos que x(s) = ||t'(s)]| = ||[7"(s)]]. Logo,

(—sen(s), cos(s), 1), t'(s) =

t(s) =

(—cos(s), —sen(s),0) e k(s) =

Sl
Sl
S-
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Como t/(s) = k(s)n(s), fazendo n(s) = (a,b,c), segue \}Q (—cos(s), —sen(s),0) = \}5 (a,b,c).

n(s) = (—cos(s), —sen(s),0).

Entao:

Sabemos que b(s) = t(s) x n(s), logo, usando as expressoes ja definidas, temos que:

b(s) = (sen(s), —cos(s), 1),

Sl

como queriamos.

Para a torgao 7, usando b/(s) = 7(s)n(s), temos 7(s) = ——~=. Finalmente, o centro de curvatura

V2
K'(s)

esférica de v é determinado diretamente das substitui¢oes na expressao u = y(s) + Wb(S) +
K2(s)T(s

2
n(s), de onde conluimos u = 37 (2 cos(s),2 sen(s), s).

b
K(s)
4.3 Funcao Altura

Definicao 4.3.1. Seja u um vetor unitario de R™. A funcdo altura de v na direcdo de u é a fungao
fn : I — R definida por

fn(t) = ((t), w)-

Proposigao 4.3.2. A curva v tem contato de ordem k com a sua reta tangente em t = ty se, e
somente se, a funcdo altura fj, de v na dire¢do de u perpendicular & tangente satisfaz f} (to) = ... =
ff(bk_l)(to) =0e f,gk) (to) # 0. Em especial, 7 tem uma inflexao ordindria (respectivamente alta) para

t = to se, e somente se, f, satisfaz a condigdo dada para k = 3 (respectivamente para algum k > 4).

Demonstracdo: A reta tangente a (tp) é o conjunto dos pontos X € R? tais que
F(X) = (X =~(to), u) =0,

onde u é o vetor normal & v em tg. Logo, g(t) = F(v(t)) = (v(t) —v(to), u) é a fungdo cujas derivadas
determinam o contato de v com a tangente F'(X) em v(¢p). Como as derivadas do fator constante
~(to) nao interferem, concluimos que, para medir o contato entre 7 e sua reta tangente em tg, é

suficiente estudar as derivadas de funcao altura de v na direcdo de u em tg. O

Seja 7 : I — R? regular, suave e ppca e u € R?, |jul| = 1. Da mesma forma como foi desenvolvido
para a funcdo distdncia ao quadrado, vamos estudar as derivadas da fungédo altura f, = (v, u) para

determinar as condi¢Ges de contato entre v e a reta tangente. Segue:

® f]/1 = <7/7u> - <t7u>
Temos que f; = 0 se, e somente se, (t,u) =0, o que ocorre quando t é ortogonal a u. Para

tanto, temos que n = twu, ou seja, a reta tangente é a tnica reta que tem contato de ordem

pelo menos 2 com v em s.

¢ ;L/:<t,7u>:K/<n’u>

Dessa forma, f; = f;/ = 0 se, e somente se, k (n,u) = 0, o que implica K =0 , pois n = Fu.
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" __ /
® fh =K <1’l, U>
Neste caso, f;, = f1 = f;/ = 0 se, e somente se, £’ (n,u) = 0 0 que ocorre se, € s6 se, k = k' =0,

pois temos que n = +u.

"

A partir de f}' e f;”, concluimos que a condi¢ao necessaria e suficiente para que v possua um

ponto de inflexdo (respectivamente alta) em s, é k(s) = 0 e £'(s) # 0 (respectivamente £'(s) = 0).
Analogamente, vamos estudar as derivadas da funcio altura para curvas em R?, para determinar

o contato da curva com planos, usando as Férmulas de Frenet para curvas no espago. Para tanto,

seja v : I — R3 regular, ppca e u € R3, |lu| = 1. Segue:
o fr=0"
Temos f; = 0 se, e s6 se, 7' ortogonal a u , ou seja, u estd no plano normal a y(s).
° ;L, = <7H7u> =K <n’ ’LL>
Neste caso, f;, = f;/ = 0 se, e somente se, u = £b.
o fI" =+ {(nu)—~k? {t,u) — kT {b,u) = —k7 (b,u) ,poisn Luet L u.

Desse modo, f; = f;/ = f/” =0 se, e somente se, —x7 = 0, pois u = %b.

. f}(Lw) = —k/T — k1
Finalmente, para obtermos f; = f; = f}/' = }(Lw) = 0 ¢ necessdrio e suficiente que 7 =7/ =0
Logo, é possivel concluir que o tinico plano que tem contato de ordem pelo 3 em 7(s) é o plano

osculador.

Exemplo 4.3.3. Seja v : I — R2. E possivel observar que a projecao ortogonal da origem O & reta
tangente a curva plana vy em v(s) é dada por ((y(s),n(s)),n(s)). Conforme o pardmetro s varia, os

pontos dessa projecao formam a curva pedal v de v, de ponto pedal O. Veja Figura 11.

n(s)

Figura 11 — Pedal

Vamos mostrar que ¢ (s) = ({(y(s),n(s)),n(s)).

Considerando a base {t(s),n(s)}, podemos escrever y(s) como combinagao linear dessa base, ou
seja, v(s) = a(s)t(s) + b(s)n(s), onde b(s) é a projegao de y(s) em n(s). Seja O'(s) = (b(s),n(s)) o
pé da perpedicular baixada da origem a reta tangente a 7(s).

Temos,

v(s) = a(s)t(s) + b(s)n(s) =
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Assim,

confirmando o resultado procurado.

Exemplo 4.3.4. Seja v uma curva plana, ppca, e d um niimero real fixado. A curva §(s) = y(s)+dn(s)

¢é denominada paralela & v a uma distancia d. Veja Figura 12.

A

5(s) Y

|

n(s)

t(s)
|Y(5)
0 S >
|
Figura 12 — Paralela
, . 1
Vamos mostrar que 0 é regular exceto para valores de s tais que x(s) # 0 e d = ——. Mostraremos

K(s)

também que, para esses pontos irregulares, d(s) é o centro de curvatura em s de 7.

Sabemos que § é regular se ¢'(s) # 0. Vamos determinar as condi¢oes onde isso nao ocorre, ou
seja, &'(s) = 0.

Temos que ¢'(s) = +/(s) + dn’(s). Usando as Férmulas de Frenet para curvas planas, temos que
v (s) =t(s) e n'(s) = —k(s)t(s). Logo,

§'(s) = t(s) — dr(s)t(s) = 0 < t(s)(1 — dr(s)) = 0.
Uma vez que vy é ppea, t(s) # 0, para todo s € I. Logo,

1—d/<a(s):0<:>d:L k(s) # 0.

k(s)’
< 1
Portanto, § nao é regular quando k(s) #0 e d = ﬁ
k(s
1
Seja também fy(s) = (v(s) — u,y(s) — u) a fungdo distancia ao quadrado. Sendo d = p) e
1

k(s) # 0, o centro de curvatura de v é u = v(s) + n(s) = d0(s), como queriamos.

K(s)
Exemplo 4.3.5. Seja a curva plana v : I — R?, ppca, com & # 0. Considerando os centros das

curvaturas de -y, obtemos a curva

denominada evoluta de . A Figura 13 ilustra a evoluta da elipse e da parabola.
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Figura 13 — Evoluta da elipse e da parabola

a) Vamos mostrar que a evoluta é regular exceto para valores de s em que «/(s) = 0, ou seja, nos
vértices de 7.

Temos

K'(s)

= —t/(s) (s)

Uma vez que k(s) # (0) e t/(s) # 0, para todo s € I, temos €'(s) = 0 se, e somente se, £'(s) = 0.

Concluimos entao, que a evoluta é uma curva regular exceto para os valores onde + tem contato de
ordem pelo menos 4 com o circulo osculador, ou seja, /'(s) = 0, sendo regular quando «/(s) # 0.
b) Assumindo x/(s) < 0 em I, o raio de curvatura p(s) = —— é crescente em [. Vamos

l%(s)l]

mostrar que o comprimento de arco de € de sg a s1, s1 > Sg € p(s1) — p(so)-

De €'(s) = —t/(s) w(s) , temos

K (s)

Calculando o comprimento de arco [, temos

)= [l as= [

pois n é unitario. Fazendo u = k(s), du = «/(s)ds, segue:

/81 ’ds:/ﬁ(sl) ‘u72H s — [1}5(81): 11
S0 r(s0)

U] k(so) K(Sl) ’%(SO).

Logo, I(s) = p(s1) — p(s0). Se considerarmos «'(s) > 0, temos I(s) = p(sg) — p(s1)-

#(s)

K2(s)

c¢) Ainda com «'(s) < 0, vamos mostrar que o vetor tangente unitério e o vetor normal a e

satisfazem t.(s) =ny(s) e n.(s) = —t,(s).

Sabendo que o vetor tangente unitério a ¢ é dado por t.(s) = , temos:
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£(5)52(5) = t4(5)5%() = 1y ()A(5) _ —no (5)8'(5) [ (5) |

te(s) = K2(s) - K2(s)
lle”(s)l
Como 6/(8) _ —nW(S) K (S) , entdo HEI(S)H _ ”_n’Y<3>/€ (S)H _ |H/(3)‘

|K2(s)] r2(s)

K2(s)

Sendo assim, podemos escrever

ou seja, to(s) = n,(s).
Sejam t.(s) = (a,b), nc(s) = (=b,a), t4(s) = (¢,d) e ny(s) = (—d, ¢). Desse modo,

te(s) =ny(s) = (a,b) = (—d,c) = a=—-deb=c;

n. = (=b,a) = (—¢,—d) = —(c,d) = —t,, ou seja n.(s) = —t,(s).

Assumindo '(s) > 0, os resultados seriam t.(s) = —n,(s) e n.(s) = t(s).

5 ‘R-Equivaléncia e Classificacao de Funcdes

Nessa secao, nosso objetivo sera classificar funcoes reais definidas na vizinhanca de algum ponto
em um intervalo aberto de R. Tal classificacio serd obtida através de uma relagdo de equivaléncia no
conjuto dessas fungoes de onde relacionaremos as classes de equivaléncia. Mais ainda, utilizaremos

essa classificagdo para estudar as singularidades das fungoes altura e distancia ao quadrado.

5.1 "R-Equivaléncia
Sejam U;, © = 1,2, subconjuntos abertos de R, t; € U; e f; : U; — R fungodes suaves.

Definicao 5.1.1. Dizemos que f; (em t1) e fo (em t2) s@o R-equivalentes se existirem intervalos
abertos V; C U;, com t; € V;, i = 1,2, sendo h : V7 — V5 um difeomorfismo, e ¢ uma constante real,

de modo que
h(t1) =tz e f1(t) = fa(h(t)) + c,

para todo t € V7.

A Defini¢do 5.1.1 pode ser representada pelo seguinte diagrama comutativo.

UlelL

| lwx_c

Uyo Ve — 25 R

Temos entao que f1, em uma vizinhanca de t1, é obtida de fo, em uma vizinhanca de to, a partir

de uma mudanca de pardmetro (h(t)) e a adigdo de uma constante ¢ = fi(t1) — fa(t2).

Proposicao 5.1.2. A relagdo R-equivaléncia é uma relacao de equivaléncia no conjunto das fungoes

reais definidas para algum intervalo aberto em R.
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Demonstracao: De fato. Ela satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

o Propriedade reflexiva: f; é R-equivalente a f; em %.

Basta considerar a funcdo identidade h(t) =t como mudanga de pardmetro e ¢ = 0. Assim,

fit) = fi(h(?)) +c.

o Propriedade simétrica: se fi (em t;) é R-equivalente & fo (em t2), entdo fo (em ta) é R-

equivalente & f; (em t1).

Temos que se f; é R-equivalente a fo, existe um difeomorfismo h, onde h(t1) =t2 e fi(t) =
fa(h(t)) + ¢, ¢ € R. Uma vez que h é difeomorfismo, existe h=!, tal que h='(t2) = t; e
fo(t) = fi(h=1(t)) +d, d € R.

» Propriedade transitiva: se fi (em ¢1) é R-equivalente & fo (em t2), e fo (em t2) é R-equivalente
a fs (em t3), entdo f1 (em t1) é R-equivalente a f3 (em t3).
Sendo f1 (em t1) R-equivalente & fo (em t2), existe hy difeomorfismo, tal que fi(t) = fa(hi(t))+
¢, ¢ € R. Igualmente, sendo fo (em t3) R-equivalente & f3 (em t3), existe ho difeomorfismo,
de modo que fa(t) = f3(ha(t)) + d, d € R. Como h; e hy sdo difeomorfismos, h, tal que
h = ha(hi(t)) também é. Podemos entao considerar h = ha(hi(t)) e a = ¢ + d e temos que
fi(t) = f3(h(t)) +a, a € R.

Como a relagdo R-equivaléncia satisfaz as condigdes de equivaléncia no conjunto das fungoes,

fica mostrada a proposicao. O
Exemplo 5.1.3. Consideremos as funcdes fi(t) = t? e fo(t) = —t2. Temos que fi e fo ndo sio
R-equivalentes em t; = to = 0. Caso fossem, existiria h, difeomorfismo, tal que t> = —(h(t))?

para todo t préximo de zero. No entanto, a igualdade s6 é vélida para t = h(t) = 0 e ndo para a

vizinhanca de zero. Se considerarmos t; = to = 1, f1 passa a ser R-equivalente a fo, bastando tomar

h(t)=vV2—-t?>ec=2.

Denotamos uma fungio definida em uma vizinhanca de ¢y € R por f : (R, #p) — R e consideramos
iguais duas fungoes que coincidem em alguma vizinhanca de tg. Quando f; e fo forem R-equivalentes,
denotaremos por f; : (R,t;) = R, i = 1,2, um representante da classe de equivaléncia, o que significa

que f1 em t; é R-equivalente a fa em t3. A notagao f: (R,t9) = (R, ¢) significa que f(tp) = c.

5.2 Lema de Hadamard e Classificacdo de Funcdes

Utilizando a relacdo dada pela R-equivaléncia no conjunto de fungées reais definidas em um
intervalo, vamos obter uma familia de classes de equivaléncia: as singularidades Ap. Antes da

classificacdo, necessitamos de um lema auxiliar:

Lema 5.2.1. (Lema de Hadamard) Seja f : (R,t9) — R suave, e suponha f®)(ty) = 0 para todo
1 < p < k. Entdo, existe uma funcio f; : (R,tp) — R tal que f(t) = f(to) + (t — to)* ' f1(t) para
todo ¢ em alguma vizinhanca de to. Mais ainda, se f*+1(ty) # 0, entdo f;(tg) # 0.

Demonstragao: Iniciaremos a prova com o caso particular tg = 0 e f(tp) = 0. Para tanto, vamos

supor a funcdo suave F : (R,0) — R tal que F®)(0) = 0, 1 < p < k. Queremos mostrar que
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F(t) = F(to) + (t — to)* 1 Fy(t), ou seja, F(t) = t*+1F|(t), para F| suave e para todo ¢ na vizinhanca
de 0.
Faremos a prova por inducao sobre k. Para k = 0, temos F'(0) = 0 e buscamos F(t) = tFi(t).

Para tanto, pelo Teorema Fundamental do Célculo ( , ), temos
L d
/ L P(tw)du = F(t) — F(0) = F(t),
0
portanto,

Ft) = /0 1 d%F(tu)du _ /0 U () du = t /0 " () du,
1

de onde podemos tomar Fi(t) = / F'(tu)du, suave, como queriamos.

0
Para mostrar que F1(0) # 0 se F’(0) # 0, suponha, por absurdo, que F;(0) = 0. Temos,

Fi(0) = /01 F'(0)du = F'(0) /01 du = F'(0) = 0,

o que é uma contradigdo. Logo, temos que F’(0) # 0 implica F;(0) # 0, o que finaliza a prova para
=0.

Por hipétese de indugao, suponhamos o resultado valido para k, k > 0:
FP0)=0, 1<p<keF(t)=t"""F).
Precisamos mostrar que o resultado é valido para k + 1, isto é,
FP0)=0,1<p<k+1eF(t)=t""2G(@).

Para F(t) = tG(t), fazendo as derivadas temos F'(t) = G(t) + tG'(t), F"(t) = 2G'(t) + tG"(¢t),
F"'(t) =3G"(t) + tG"(t), etc. De modo geral, temos

FM @) = nG (1) +tG™ (1), n> 1.

Uma vez que FP)(0) =0, 1 <p < k+1, temos F®)(0) = pGP=D(0) =0, 1 <p < k+ 1. Como
p#0,GPD(0)=0, 0<p—1<k. Fazendo q=p— 1, segue

G9D(0)=0,0<q<k.
Aplicando a hipétese de inducio em G, temos G(t) = tF*1Fy(t) e, de F(t) = tG(t),
F(t) =t{t" R (1) = "2 (1),

mostrando que F(t) = t**1Fy(t) é valida para qualquer k real quando ty = 0.

Para a segunda parte, derivando F'(t) e considerando ty = 0, temos
FEFD(0) = (k + 1)!F(0)

e como (k4 1)! # 0, temos que se F*+1D(0) # 0 entdao F;(0) # 0, finalizando a prova do lema para
to =0.

Para o caso geral, o desenvolvimento segue de modo andlogo, bastando considerar ¢ em uma
vizinhanca de to. Para tanto, seja F(t) = f(t+to) — f(tg). Como F®)(0) =0, para 1 < p < k, segue
que F(t) = t*1Fy(t). Logo f(t +to) = f(to) + t*T1F1(t), onde t + to estd em uma vizinhanga de to.
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Fazendo t + ty = u, t = u — tg, temos

Fw) = f(to) + (u —to)" " Fi(u — to),
e obtemos fi(u) = Fi(u — tp). Logo,

flu) = f(to) + (u—to)* fi(w),
onde fazendo u =t a prova segue com os mesmos argumentos usados no caso particular. O

O seguinte teorema é o principal desta secdo. Nele, é apresentada uma classificagdo de fungoes
reais segundo a R-equivaléncia, fornecendo formas normais polinomiais para as distintas classes de

equivaléncia.

Teorema 5.2.2. (Classificacao de fungoes) Sejam f : (R,tg) — R suaves, k£ > 0. Suponha que
f®(ty) = 0 para todo 1 < p < k, e que f5*+D(ty) # 0. Entdo f é R-equivalente a g : (R,0) — R
definida por g(t) = £t**1, sendo o sinal positivo quando f*#+1(t5) > 0 e o sinal negativo quando
FE () < 0.

1

Demonstragio: Definimos a fungdo h(t) = (t — to)(£f1(t))F 1, sendo fi(t) tal que f(t) =
f(to) + (t —to) L f1(t), pelo Lema de Hadamard. Observe que

h(to) = (to — to) (£1(f0)) 71 =0,

1

h(t) = (£f1(t) 5T + (t — to)

k%l—1
RO e

1
W(to) = (+1(to)) 7T £0.

Assim, h é um difeomorfismo em alguma vizinhanca de to e vale f(t) = t**1f,(t), de onde f*+1 () =

(k+1)!f1(t) e fFHD(tg) = (k4+1)!f1(to). Uma vez que (k+1)! é sempre positivo, o sinal de 541 (¢4)

depende do sinal de f(to).

Temos

O = -0 A ().

g(h(t)) = + [(t = to) (= 1) (1) 51

Como fi(6) = T4 L8). segue aue g(n) = () = f(to). ou sea

f(t) = g(n(t)) + f(to),
sendo ¢ = f(tp). Logo, f(t) em ty é R-equivalente a g(t) em 0. O

Observe que se k é par, g1(t) = t**t1 e go(t) = —t**1 sdao R-equivalentes por h(t) = —t quando

t = 0. Ja para k impar isso ndo acontece, conforme ja foi mostrado no Exemplo 5.1.3.

Defini¢do 5.2.3. Suponha f : (R,t) — R R-equivalente & g(t) = +t**1. Para k > 0, dizemos que
f tem uma singularidade do tipo Aj, em ty se f®)(tg) = 0, para todo p, 1 <p < k e fE+H(¢y) #£ 0.
Dizemos que f tem singularidade do tipo pelo menos k em to e denotamos por Ay se f(p) (to) =0,
para todo 1 < p < k.

Observagao 5.2.4. Pela Definificdo 5.2.3, temos que a singularidade de f do tipo Ag em %y acontece
se, e 86 se, f(tg) # 0.
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Observagao 5.2.5. Com relagdo a interpretagdo geométrica, temos que a funcao f tem singularidade
do tipo Ay em tg, k > 0, se o gréafico de f, dado por y(t) = (¢, f(t)) tem contato de ordem k + 1 com
a reta no plano paralela ao eixo ¢ passando por (to, f(t9)). Com efeito, tomando F(t,y) =y — f(to),
temos F~1(0) = {(t,y); F(t,y) = 0} = {(t,y);y = f(to)}. Desse modo, para analisarmos o contato,
devemos considerar a fungao g definida por g(t) = F(y(t)), de onde g(t) = F(t, f(t)) = f(t) — f(to)
e estudar suas derivadas, o que se resume em estudar as derivadas de f e portanto seu tipo de Ag
singularidade. Mais ainda, tomando F' como em 4.1 e 4.2, temos que, estudar o contato de uma curva

com F~1(0) é equivalente a estudar as singularidades das fungdes altura e distAncia ao quadrado.

Exemplo 5.2.6. Seja v : (R,0) — R2 ~(t) = (¢, aat? + agt® + ast* + a5t®) = (t,Y (t)), com a;
constante, v(0) = 0. Seja f(t) = (t —a)? + (Y (t) — b)? a funcdo distancia ao quadrado da curva em
(a,b) € R%. Determinaremos condicdes para a, b, ay, ..., as para que f tenha singularidade do tipo Ay,
em 0, k£ > 0.

Inicialmente, analisando as derivadas da fungdo distdncia ao quadrado f(t) para t = 0, obtemos

os seguintes resultados:
. [(0)=~2a
Assim, f’(0) = 0 se, e somente se, a = 0.
. £7(0) =2 — dagb
Desse modo, f”(0) =0 se, e 86 se, ag = %, b+#0.
o f"(0) = —12bag
Logo, f"'(0) = 0 para az = 0.
o fO)(0) = 24a3 — 48bay
Como ag = 2%, temos que f(i”)(O) = 0 se, e somente se, ag = %, b # 0.
o f®(0) = 20(6a32as) — 2b(120a5)
Uma vez que az = 0, f(V)(0) = 0 se, e s6 se, a5 = 0.
o f)(0) = 30(24a42a2) + 20(6a36a3)

Assumindo as condigdes anteriores, temos f()(0) = 904 e f (9)(0) = 0 ocorre somente se

b% =0, o que é absurdo.

A partir dos resultados obtidos, podemos concluir, para t = 0:
o f(t) tem singularidade do tipo A; quando a =0 e ag # ﬁ com b # 0.
o f(t) tem singularidade do tipo Ay quando a =0 e ag = ﬁ comb#0eag#0.

o f(t) tem singularidade do tipo A3 quando a =0, as = % comb#0,a3=0eay # i com

b+ 0.

o f(t) tem singularidade do tipo A4 quando a = 0, az = %b com b #0,a3 =0, aqg # i com
b#0eas #0.
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o f(t) tem singularidade do tipo A5 quando a = 0, az = ﬁ comb#0,a3 =0, aqg # ﬁ com
b#0eas=0.

A condicao para que f(t) tenha singularidade do tipo A>¢ nao pode ser satisfeita. Desse modo,
concluimos que a funcio f(t) = (t —a)? + (Y (t) — b)? tem singularidade de no méaximo tipo A5 na
origem.

Analisando um caso particular, tomemos y(t) = (¢,t?) e u = (a,b) o centro de um circulo.
Fazendo F(X) = fy, temos fq = (t —a)? + (t* —b)? e f4(0) = 0 quando a = 0. Sendo assim, valendo
da Proposicao 4.2.2, o circulo centrado em u tem contato de ordem 2 na origem com = se, e s6 se, f
tem singularidade de tipo Aj, o que ocorre quando a = 0. O contato de ordem 3 ocorre quando f
tem singularidade do tipo As, o que nos dé a condigao b = %, pois f5(0) = f4(0) = 0 quando b = %

Uma vez que f”(0) = 0 e f(*)(0) # 0 para todo t, concluimos que o contato de v e o cfrculo
centrado em (a,b) na origem é de ordem 4 se, e somente se, f tem singularidade do tipo Az e o

centro do circulo é (0, 3).

Na Observacao 5.2.5, mostramos que classificar as singularidades das fungoes altura e distancia
ao quadrado fornece informagoes sobre o contato de curvas com retas, planos, circulos e esferas. Para
sintetizar essa relagdo, apresentamos as tabelas seguintes, levando em consideracdo as condi¢oes

algébricas e interpretagoes geométricas ja desenvovidas na Segdo 4.

Singularidade Condigao Interpretacao geométrica

Aq u=7—An, A€ R w pertence a reta normal & v em s e o contato
de v em s com qualquer circulo com centro em
n é de ordem pelo menos 2.

1
Ay u=7+—-n,k7#0, O unico circulo passando por v com contato de
K

ordem pelo menos 3 com a curva em s é o
circulo osculador.

As u=7v7+-—-n
k#0,k =0 Existe um tnico circulo osculador com contato
de ordem pelo menos 4 com vy em s e existe um
vértice em ~y.
1
Ay u=7v+-n
K

k#0,k =k"=0

Tabela 1 — Funcéo distancia ao quadrado para curvas em R?
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Singularidade Condigao Interpretagdo geométrica
Ay (t,y—u)=0 ~ — u estd contido no plano normal, sendo
¥ —u = pb+qn, p e q reais.

1
Ao g=——,k#0 A esfera osculadora de centro de curvatura u é a
K
Unica que possui contato de ordem pelo menos
/
K
As pP=——"= 4 com 7 em s e existe quando 7 # 0 e k' # 0.
KAT

Tabela 2 — Funcao distancia ao quadrado para curvas em R3

Singularidade Condigdo  Interpretaciao geométrica
Aq tlu A reta tangente é a tinica que tem contato de ordem
pelo menos 2.

AQ k=0
~ possui ponto de inflexdo em s.

Tabela 3 — Funcdo altura para curvas em R?

Singularidade Condi¢do  Interpretacdo geométrica

Aq v Lu u estd no plano normal a (s).
A2 u = £b
O tnico plano que tem contato de ordem pelo menos
As -kt =0 3 é o plano osculador.
Ay T=7=0

Tabela 4 — Funcao altura para curvas em R?

Os resultados e defini¢gdes apresentados mostram que podemos classificar fungdes com a relagao
de R-equivaléncia, identificando-as como sendo de algum tipo Aj. Para tanto, é necessario que
f@ (to) # 0, para algum tp € R. Mas uma pergunta que surge de maneira natural é: toda fungao
real é uma singularidade Aj para algum k?

Consideremos uma funcdo analitica f, definida por

ft) =) ap(t —to)",

p=>0

uma série de poténcias convergente. Ao tomar o menor valor de p para o qual a, # 0, temos que f é
do tipo A,_1 em ty. Caso tal p ndo exista, temos que f ¢é nula para qualquer ¢y, sendo essa a tunica
excecdo. Portanto, sendo f analitica ndo identicamente nula, podemos concluir f do tipo Ay para
algum k.

O exemplo a seguir encerra nossa discussao acerca da classificagdo de fungdes e mostra que nem

todas as fungoes sdo analiticas e possiveis de serem classificadas pela R-equivaléncia.
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Exemplo 5.2.7. Seja a fungdo definida por

ft) =

6_%, set >0
0, set<O0

Vamos mostrar que f)(0) = 0 para todo p > 0.

Mostraremos por indugao sobre p. Temos que f(0) = 0, de maneira imediata pela lei da funcao.
Suponhamos que f®)(0) = 0, para t > 0. Precisamos mostrar que para p + 1, f#t1(0) = 0.

De fato,

IR f(p)(t),f(p)(o)_. F®(t)
e - R

Aplicando o resultado que afirma que, para n inteiro, existe um polinémio de grau n, P,, tal que

) (t) = Pn(%)e_%, para todo t > 0, e fazendo % = u, temos que

190 _p (Bt - B

t t ev
Fundamentado pelo Teorema 60, em ( , ), que garante que se P ¢ um polinémio, entao
P(t
lim (t) = 0, segue que
t—oo e
(@) (¢ P
t—0 t U—00 el

Desse modo, a expansao em série é nula e f nao é analitica.
As demonstragoes dos resultados utilizados para a resolu¢do ndo cabem no objetivo desse texto,

mas se encontram em detalhes em ( , )

A funcao do Exemplo 5.2.7 é denominada fun¢do chata em ty, o que significa que todas as
derivadas f®) (to), p > 1 sao nulas em ty. As fungoes chatas ndo sao classificdveis como do tipo Ag

para nenhum k.

Consideracées Finais

O desenvolvimento do presente trabalho possibilitou a discussdo sobre curvas paramétricas e suas
propriedades. Além disso, apresentou os resultados acerca do contato de uma curva com objetos de
referéncia, identificando seu comportamento geométrico. Ao estudar as singularidades das fungoes
altura e distancia ao quadrado, evidencia-se a relacdo entre contato e a singularidade de uma funcao.

E importante ressaltar que a Teoria das Singularidades possui diversas outras aplicacoes e

implicacoes, mas que fogem da abrangéncia e objetivo desse texto.
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