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RESUMO

Neste trabalho fazemos uma introdugdo da geometria e da trigonometria na superficie
esférica utilizando o aplicativo Geogebra 3D. Nosso objetivo central é mostrar como deter-
minadas relacoes trigonométricas da geometria euclidiana (plana) sdo modificadas quando
a métrica do espaco é modificada para medir distancias entre dois pontos numa superficie
esférica. As atividades apresentadas no Geogebra mostram que € possivel o professor do

ensino médio introduzir a trigonometria esférica de forma clara e lidica.

Palavras-chave: 1. Trigonometria Plana. 2. Trigonometria Esférica. 3. Triangulos esféricos.

4. Globo Terrestre. 5. Geogebra.
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ABSTRACT

In this work we introduce geometry and trigonometry on the spherical surface using the
Geogebra 3D application. Our main objective is to show how trigonometric relations of Eu-
clidean (plane) geometry are modified when the space metric is modified to measure distan-
ces between two points on a spherical surface. Physical activities in Geogebra show that it is
possible for a high school teacher to introduce spherical trigonometry in a clear and playful

way.

Keywords: 1. Plane trigonometry. 2. Spherical trigonometry. 3. Spherical triangles. 4.
Terrestrial globe. 5. Geogebra.
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INTRODUCAO

Durante muito tempo as civilizagcdes procuraram solucdes para problemas envolvendo
localizacoes, distancias e medidas, e os postulados e axiomas de Euclides foram a base desse
estudo. Mas foi em seu V postulado onde muitos gedbmetras se debrugaram tentando prova-
lo, esse postulado comentava sobre o conceito de retas paralelas: "retas pertencentes ao
mesmo plano, que estendidas indefinidamente ndo apresentam ponto em comum". Em-
bora nao tivessem duvidas sobre sua validade, existia certa insatisfacao por ndao poder prova-
lo.

A ndo aceitagdo desse postulado nortearam as primeiras ideias das geometria nao Eucli-
dianas, geometrias onde o espaco estudado nao seria mais plano como o de Euclides, mas
sim, superficies curvas, como nosso Globo Terrestre.

Assim surge outras geometrias e se dd o estudo da trigonometria esférica para auxiliar
na resolucdo dos problemas relacionados com o espaco curvo, resolvendo problemas relaci-
onados com navegacao e localizacao no globo terrestre. No estudo dos tridngulos esféricos
iremos perceber que alguns postulados relacionadas a geometria Euclidiana nao é valido,
sendo necessario novos teoremas e definicoes.

Na educacao bdésica, percebemos a falta de inspiracdo dos alunos quando trabalhamos
com geometria plana, muitos alunos perguntam sobre sua utilizagdo, e somente com os con-
ceitos da geometria Euclidiana fica dificil convenceé-los a se interessar pelos estudos, e hoje
com a tecnologia cada vez mais presente na vida de todos, podemos utilizar essa tecnologia
para motivar os alunos a se interessar por softwares de desenho, no campo da geometria
temos o software "Geogebra", disponivel para computadores, celulares e tablets.

A ferramenta Geogebra consegue alinhar construgdes geométricas, com conhecimen-
tos tedricos da geometria, fazendo o estudante mergulhar em construcdes que utilizadas
da forma correta despertard o conhecimento dos alunos.

No Geogebra 3D hé a possibilidade de trabalhar s6lidos geométricos, inclusive esferas,
e desenvolver o estudo da trigonometria esférica, com construgdes alinhadas as defini¢des
e teoremas, dando a oportunidade do aluno presenciar de forma mais visual as distancias
entre pontos sobre uma esfera e compreendendo os célculos envolvidos na resolucao dos
problemas.

Esta dissertacdo estd apresentada da seguinte forma:

No capitulo 1 é apresentado os principais conceitos e defini¢cdes da trigonometria plana,
com um aprofundamento nas relacdes trigonométricas dos triangulos planos.

No capitulo 2 é apresentado os elementos da trigonometria esférica desde o conceito de
esferas, passando pela construcdo dos elementos da geometria esférica, e as relacoes trigo-

nométricas dos tridngulos esféricos.



No capitulo 3 vemos os elementos do globo terrestre, as coordenadas de localizacao lati-
tude e longitude.

No Capitulo 4 fazemos aplica¢des da trigonometria esférica no globo terrestre no calculo
de distancia entre pontos, importantes para a navegacao e localizacgées.

No capitulo 5 trabalhamos o sistema de coordenadas, podendo transformar as coorde-
nadas geogréficas, em coordenadas no espaco que sera util na aplicacdao dos conceitos no
Geogebra.

No capitulo 6 vemos as construgdes dos elementos da trigonometria esférica no software
Geogebra, passando pela construcdo de tridngulos esféricos e o uso do software para calculo
de distancia entre pontos na esfera, fazendo sua aplicacao com distancias do globo terrestre.

No capitulo 7 apresento uma série de problemas envolvendo a trigonometria esférica e o

uso do Geogebra para aprimorar o conhecimento sobre o tema.



CAPITULO 1. TRIGONOMETRIA PLANA

Ponto, reta e plano sao os trés elementos primitivos da geometria postulados por Eucli-
des [1]. Sdo na realidade juizos sintéticos a priori no sentido kantiano [2]. Entretanto, é

possivel intui-los mediante exemplos tacitos do nosso cotidiano:

e Ponto: Uma estrela no céu, ou mesmo um grao de areia podem representar a ideia de
um ponto material. Na linguagem matemadtica costuma-se utilizar letras maitsculas

do alfabeto latino. Por exemplo: Pontos P, Q,....

* Reta: Uma corda esticada ou um fio condutor sao exemplos fisicos de retas (semirre-
tas). Simbolicamente, utilizamos letras mintsculas do alfabeto latino para se gravar

este tipo de objeto. Por exemplo: retas 7, §,....

e Plano: Uma superficie de uma mesa ou ao um campo de futebol sdo representacoes
grosseiras de planos (semiplanos). Costuma-se designar esses objetos por letras do

alfabeto grego. Por exemplo: Planos 7, ...

No universo da geometria estaremos interessados, nesta presente monografia, nos obje-
tos denominados por tridngulos. Para estudarmos essas figuras, precisaremos inicialmente

entender os conceitos de semirreta e segmento de reta.

* Semirreta: E parte se uma reta que foi seccionada por um ponto denominado por ori-
gem (O). As semirretas costumam-se denominadas pelo simbolo OA, onde A é qual-

quer ponto que pertence a semirreta.

e Segmento de reta: Dado dois pontos distintos A e B, chamamos de segmento AB a

unizo de todos os pontos que pertence ao segmento AB.

Quando tivermos duas semirretas com a origem em comum, a abertura existente entre
elas serd denominada angulo. Desta forma a abertura entre as semirretas OA e OB formard
o angulo AOB.

Os angulos sdo classificados como:

e Agudo: angulos cuja medida é menor que 90°.
e Obtuso: angulos cuja medida é maior que 90°.

* Reto: angulos cuja medida é igual a 90°.



1.1 TRIANGULOS

Os triangulos sao figuras geométricas formadas por trés segmentos de reta que, dois a
dois, interceptam-se produzindo um dominio fechado. Essas figuras possuem as seguintes

propriedades:

* Lados: sao segmentos de retas unidos dois a dois por suas extremidades.
e Vértice: é o ponto de intersecc¢do entre dois lados.

e Angulo interno: é o angulo formado pela interseccdo de dois lados concorrentes situ-

ado na regido interna do triangulo.

1.1.1 Classificagdo dos triangulos

Podemos classificar os triangulos de acordo com as medidas de seus angulos ou de seus
lados.

Classificacdo em relacdo as medidas de seus lados

* Equilatero: Quando todos os lados possui a mesma medida.

e Is6sceles: Quando o tridangulo possui dois lados de mesma medida.

¢ Escaleno: Quantos todos os lados tem medidas diferentes.

Classificacdo em relagdo as medidas de seus dngulos

e Acutangulo: Quando os trés angulos internos sdao agudos, ou seja, menores que 90°.
¢ Obtusangulo: Quando um dos dngulos internos é obtuso, ou seja, maior que 90°.

* Retangulo: Quando um dos angulos internos é reto, ou seja, tem medida igual a 90°.

Teorema 1.1. A soma dos dngulos internos de um triangulo plano é igual a 180°.

1.1.2 Congruéncia de triangulos

Dizemos que dois tridngulos sdo congruentes quando ambos tem lados e angulos corres-
pondentes congruentes, isso pode ser verificado aplicando as técnicas chamadas de transfor-
macoes isométricas (reflexao, translacao e rotagdo). Da mesma forma, a congruéncia pode
ser verificada através da andlise das proporcoes entre seus lados.

Os casos de congruéncia de tridngulos sdo caracterizados de quatro formas distintas:

* Caso LAL: Quando os triangulos tem dois lados e o angulo compreendido entre eles

congruentes.



e Caso ALA: Quando os tridngulos tem dois angulos e o lado em comum aos angulos

congruentes.
* Caso LLL: Quando os triangulos tem os trés lados congruentes.
e Caso LAAp: Quando os triangulos tem os dois angulos e o lado oposto a um desses

angulos congruentes.

1.2 RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Dado um angulo A, marcamos sobre um de seus lados os pontos B, D e F, e por estes
pontos tragcamos perpendiculares a esse lado, encontrando no cruzamento com o outro lado

os pontos C, E e G, respectivamente.

i S S S

Figura 1: Angulo A cortado por perpendiculares

Pelo caso de semelhanca AA (angulo angulo) os triangulos AABC, AADE e AAFG sao

semelhantes, assim podemos estabelecer as seguintes razoes:

CB ED GF

::::::kl,COWZIQER, (1)

AC AE AG

AB AD AF

::::::kg,comkzeR, (2)

AC AE AG

CB ED GF

:::Zzzkg,COmk3€R. 3)
B A AF



As razoes acima nao depende do tamanho do triangulo, mas sim exclusivamente da me-

dida do angulo A. Desta forma, considerando o triangulo retangulo abaixo ( ver figura
podemos estabelecer as seguintes definicoes.

: [4

Figura 2: Tridngulo retangulo

Definicdo 1.2 (Seno). Chamamos de seno de um dngulo a a razdo entre o cateto oposto e a
hipotenusa de um tridngulo retdngulo.

_ catetooposto b

. 4
hipotenusa a @

sina

Definicao 1.3 (Cosseno). Chamamos de cosseno de um dngulo a a razdo entre o cateto adja-
cente e a hipotenusa de um triangulo retangulo.

cateto adjacente c
cosa = =

. 5
hipotenusa a ©)

Definicao 1.4 (Tangente). Chamamos de tangente de um dngulo a a razdo entre o cateto
oposto e o cateto adjacente de um triangulo retangulo.

catetooposto b ©)
cateto adjacente ¢’

tana =

1.3 RELACOES INVERSAS DE SENO, COSSENO E TANGENTE

Considerando o triangulo retangulo da figura 2, podemos encontrar novas relagoes trigo-
nométricas, sao elas:

Definicao 1.5 (Cossecante). Chamamos de cossecante de um dngulo « a razdo entre a hipo-
tenusa e o cateto oposto de um tridngulo retangulo.



1
= ()

sina’

hipotenusa a
csca = =—=
catetooposto b

Q| —

Definicao 1.6 (Secante). Chamamos de secante de um angulo a a razdo entre a hipotenusa e

o cateto adjacente de um tridngulo retdngulo.

1
= (8)

cosa

hipotenusa a
seca = - =—
cateto adjacente c

Qlo| =

Definicdo 1.7 (Cotangente). Chamamos de cotangente de um dngulo a a razdo entre a cateto

adjacente e o cateto oposto de um tridngulo retdngulo.

1
= 9

tana’

cateto adjacente c
cota = =—
cateto oposto b

ol —

Assim, definimos que cossecante, secante e cotangente sao as relacoes inversas de seno,

cosseno e tangente, respectivamente.

1.4 ALGUMASIDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Teorema 1.8. A soma do quadrado do seno de um dangulo com o cosseno desse mesmo angulo

éigual a um.

2

sin®a +cos®a =1. (10)

Demonstragdo. Seja o triangulo AABC ( ver ﬁgura, retangulo em A e com ABC = a, de
catetos b, c, e hipotenusa a.

Figura 3: Triangulo ABC



Pelo teorema de Pitagoras temos que
a®=b*+c*. (11)

Além disso, sabemos que para um tridngulo retangulo qualquer

. b .
sina=—<=b=sina-a, e (12)
a
c
cosSa@a=—<=Cc=cCoSa-a. (13)
a

Se substituirmos as relagoes e em (LI) obtemos

2

a® = sin?

a-a’+cos®a-a’. (14)

Uma vez que a # 0, concluimos que:

sina +cos®a =1. (15)

Teorema 1.9. A tangente de um dangulo é igual a razdo do seno e cosseno desse mesmo dangulo,
bem como a cotangente é a razdo do cosseno pelo seno.

sina
(16)

tana = .
cosa

Demonstragdo. Seja o triangulo A ABC, retangulo em A e com ABC = a, de catetos b, c,

e hipotenusa a, temos:

sina % b a b
=4 =-—.—=—=tana. 17)
cosa , a c ¢
De forma andloga, prova-se que
cosa
cota = ——. (18)
sina
Teorema 1.10.
2 o2
seca =tan“a +1. (19)

10



Demonstragdo. Se dividirmos a relacdo fundamental sin® a + cos® @ = 1 por cos? a, obte-

mos

sina\? [cosa\2 1 \?
(=] = . (20)
cosa cosa cosa
_ sina __1 :
Como tana = o e seca = -, concluimos que
2 a2
seca=tan“a+1. (21)
Teorema 1.11.
2 g2
csc“a =cot”a+1. (22)
Demonstragdo. Se dividirmos a relacdo fundamental sin? a + cos? @ = 1 por sin® a, obte-
mos:
sina)? [cosa)2 1 )2
: + ( - ) == . (23)
sina sina sina

_ cosa _ 1 P
Como cota = Sina ecsca = sna’ concluimos que

csc?a =cot’a+1.

1.5 LEISDOS COSSENOS

Teorema 1.12. Em qualquer triangulo, o quadrado da medida de um lado desse tridngulo é
igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados, menos o dobro do produto

destes dois lados e do cosseno do dngulo interno formado por eles.
Dado um triangulo AABC ( ver ﬁgura de lados a, b e ¢, e angulo BAC = a, entdo vale

arelacao:

a’=b*+c*-2-b-c-cosa. (24)

11



Figura 4: Triangulo ABC

Demonstragdo. Vamos dividir a demonstragdo em trés casos.
e 1°Caso: a é Agudo

Seja um triangulo AABC de lados a, b e c, e angulo agudo a formado pelos lados b
e c¢. Tracamos a altura & em relagdo ao lado b para encontrarmos o ponto H. Desta forma
podemos construir o triangulo retangulo A AB H de catetos h, b, e hipotenusa c, e o triangulo
retangulo ABCH de catetos h,b— m e hipotenusa a ( ver ﬁgura .

Figura 5: Triangulos retangulos ABH e BCH

12



Aplicando o teorema de Pitdgoras nos triangulos AABH e ABCH, obtemos:

h? = ¢ — m?,

a®=h?+(b-m)>.

Substituindo em li e desenvolvendo o produto notavel (b — m)?, obtemos:

a?=c*+b*-2-b-m.

Como m = c-cosa, concluimos que

a’=c*+b*-2-b-c-cosa.

¢ 20 Caso - a é obtuso

(25)

(26)

27)

(28)

Seja um triangulo AABC, de lados a, b e c, e angulo obtuso a formado pelos lados b e

c. Tracamos a altura h em relacao ao lado ¢, e encontrando o ponto H, intersecao da altura

h com o extensao do lado b. Desta forma podemos formar o tridngulo retangulos AABH de

catetos h, b+ m e hipotenusa a, e o triangulo ABCH de catetos h, m e hipotenusa c ( ver

figural6).

l b+m

Figura 6: Triangulo obtusangulo ABC

Aplicando o teorema de Pitdgoras nos tridngulos AABH e ABCH, temos:

13

(29)



a’=h*+ (b+m)>. (30)

Substituindo em obtemos:

a?=c*+b*+2-b-m. (31)

Como cos(180—a) = % = m = c-cos(180 — a) e que cos(180 — a) = —cosa, concluimos que:

a’=c*+b*-2-b-c-cosa. (32)
e 3o Caso - a éreto

Seja um triangulo retangulo AABC de catetos b, ¢ e hipotenusa a, e angulo reto a for-
mado pelos catetos b e c.

Como AABC éreto, temos que:

a’=b*+ 2. (33)

Uma vez que cos(90°) = 0, entdo podemos escrever

0=-2-b-c-cosa. (34)

Somando e (34), concluimos que

a’=c*+b*-2-b-c-cosa. (35)

1.6 LEISDOS SENOS

Teorema 1.13. Em qualquer triangulo, a razéo entre o lado de um tridngulo e o seno oposto a

este lado é constante e igual ao didmetro da circunferéncia circunscrita no tridngulo.

Dado um triangulo A ABC inscrito a uma circunferéncia ( ver ﬁgura delados a, b e c,

e angulos A, B e C opostos a cada um desses lados respectivamente, temos:

a b c
= = = = —=2-R. (36)
sinA sinB sinC

14



Figura 7: Triangulo ABC inscrito na circunferéncia

Demonstragdo. Demonstraremos esse teorema, para tridangulos acutangulo, obtusangulo
e retangulo.

e 1° Caso - Tridngulo Acutangulo

Dado um triangulo acutangulo AABC e uma circunferéncia de centro O circunscrita a

este (ver figura[g).

Figura 8: Tridngulo acutangulo ABC

a
_ sinA -
BD passando por O de comprimento 2-r e o segmento DC, obtemos o triangulo retangulo

Demonstragdo. Provaremos que a razao éigual a2-r. Paraisso tracamos o segmento

ADBC, BCD =90 (angulo inscrito a circunferéncia que mede metade do arco ED), com

isso temos que sinD = 3~ < 2.1 = sian)' Desta forma podemos observar também que

15



med(A)=med(D), pois ambos medem metade do arco BC e por consequéncia sin D = sin A,

a = .
portanto - = = 2-r.

A prova é andloga para os lados b e c.
e 2° Caso - Tridngulo Obtusangulo

Dado um tridngulo obtusangulo A ABC e uma circunferéncia de centro O circunscrita a

este (ver figura[9).

Figura 9: Tridngulo obtusangulo ABC

Demonstragdo. Pelo primeiro caso, sabemos que sinLE =2-re Si; E= 2-r, pois ambos sao

angulos agudos, restando provarmos Sig == 2-r,sendo Aum angulo obtuso. Por C, tracamos
o diametro CD, posteriormente DB, obtendo o tridngulo retangulo ABCD, retangulo em B.

Com isso temos a relagdo sinD = 5% <= 21 = sh‘fﬁ. Como o quadrilatero ABDC é inscrito

a circunferéncia, temos que med(A) + med(D) = 180° < med (D) = 180° — med(A) <
sin (B) =sin (A\— 180), assim temos que W(jISO") =2-r, sabendo que sin (A\— 180) = sin A\,

concluimos que: = =27

_a_
sin

e 2° Caso - Triangulo Retangulo

Dado um tridngulo retdngulo A ABC e uma circunferéncia de centro O circunscrita a este

(ver figura[10).

16



Figura 10: Triangulo retangulo ABC

Demonstragdo. De acordo com a figura acima, temos que: a = 2-r e como sinA =1,

podemos concluir que sircllA =2-r. Como ABC é reténgulo em A, podemos estabelecer as
: ~ s _b b o A_ ¢ c
: = = < — = . = = — = -r.
segulntes relagoes sinB a snB 2-resinC a snc 2:r
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CAPITULO 2. TRIGONOMETRIA ESFERICA

A trigonometria esférica é a drea da matemadtica que estuda os poligonos formados na

superficie de uma esfera, em particular, os objetos denominados por Tridngulos Esféricos.

2.1 ESFERA

Dado um ponto O no espaco e um segmento r denominado raio, chama-se esfera a su-
perficie formada por todos os pontos P distante de O, onde OP = r (ver ﬁgura.

Figura 11: Esfera de centro O

Teorema 2.1. A intersegdo de um plano com um esfera, forma sempre um circulo.

Demonstragdo. Seja m um plano qualquer que intercepta uma esfera de cento O ( ver

figura[12). E A e B pontos quaisquer formados pela intersec¢ao desse plano com a esfera.

Figura 12: Esfera de centro O interceptado pelo plano
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Sendo X a projecao de O sobre o plano 7, teremos os tridngulos retangulos AOXA e
AOXB congruentes, pois, OX é comum e OA = OB raios da esfera, assim concluimos que
para qualquer A e B que pertenca a intersecdo do plano e esfera, teremos XA = XB for-
mando assim um circulo de centro X.

Quando esse plano de corte interceptar o centro da esfera dizemos que o circulo formado
é maximo, caso contrario, ou seja, o centro da esfera ndo pertenca o plano, o circulo é dito

minimo.

2.2 TRIANGULOS ESFERICOS

Defini¢do 2.2. Angulos esféricos: Quando dois circulos mdximos se interceptam em um ponto
P, formam entre eles um dngulo esférico de vértice P ( ver figura[l3), e sua medida é encon-

trada através de retas tangentes aos circulos mdximos que passam por P.

Figura 13: Angulo esférico P

Definicao 2.3. Tridngulos esféricos: Dados trés pontos A, B e C sobre uma esfera, denomind-se

triangulo esférico a figura formada pelos arcos de circulos mdximos ‘AB, AC e BC (ver figura

9.
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Figura 14: Triangulo esférico AABC

Elementos dos tridngulos esféricos

e Vértices: Pontos formados pelo cruzamento de dois circulos maximos, sao os pontos
A, B e C do triangulo esférico AABC (ver figura[14).

¢ Lados: Arcos de circulo maximo com extremidades nos vértices, sdo os lados a, b e
¢, formados pelos arcos BC, AC e AB , e suas medidas sdo encontradas através dos
angulos B/\OC, AOC e A/O\B, respectivamente ( ver figura , podendo ser dado em
graus ou radianos e a soma dos lados de um triangulo esférico é maior que 0° e menor

que 360°, ou seja, 0° < a+ b+ ¢ < 360°.

« Angulos internos: Sio os angulos esféricos formados pelos lados do triangulos, sdo os
angulos ABC, BAC e ACB ( ver ﬁgura podendo ser dado em graus ou radianos e
a soma dos angulos internos de um triangulo esférico é maior que 180° e menor que
540°, ou seja, 180° < ABC + BAC + ACB < 540°.

Classificacao dos triangulos esféricos
. Podemos classificar os triangulos esféricos em relacdo a seus lados e em relacdo a seus

angulos:

Em relacao aos dngulos

-retangulo: triangulo que possui um angulo igual a 90°.
- birretangulo: triangulo que possui dois angulos iguais a 90°.
- trirretdngulo: triangulo que possui os trés angulos iguai a 90°.

- obliqudngulo: triangulo que possui os trés angulos diferentes de 90°.
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- Em relacdo aos lados

-retildtero: tridangulo que possui um lado medindo 90°.

- birretildtero: triangulo que possui dois lados medindo 90°.

- trirretildtero: triangulo que possui os trés lados medindo 90°.

- equildtero: triangulo que possui os trés lados com medidas iguais.

- isosceles: triangulo que possui dois lados e dois angulos com medidas iguais.

- escaleno: tridngulo que possui os trés lados de medidas diferentes.

2.3 LEIDOS COSSENOS NOS TRIANGULOS ESFERICOS

Teorema 2.4. Seja um tridngulo esférico de lados a, b, e c, respectivamente opostos aos angu-

los A, B eC (ver ﬁgum@, entdo vale a relagdo

cosa=cosh-cosc+sinb-sinc-cos A (37)

Figura 15: Triangulo esférico AABC

Demonstragdo. Seja um tridngulo esférico AABC de lados a, b e ¢, com angulos A, B e
C, respectivamente opostos aos lados, sobre uma esfera de centro O e raio unitério, ou seja
OA = 1. Tracando as semirretas AE e AD tangentes aos lados b e ¢ com origem no vértice
A, temos que o angulo DAE = A. E tracando os segmentos OD e OE de forma que estes
segmentos passe pelos vértices B e C, respectivamente, do tridngulo esférico AABC. Como

AE e AD sio tangentes aos lados b e c, respectivamente, conclui-se que os triangulos planos
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AOAE e AOAD sio retangulos em A. Admitindo estas hipéteses iniciais, iremos utilizar a
Lei dos cossenos dos triangulos planos (@ =b?>+c%>-2-b-c-cosa) nos triangulos AODE e

AADE, assim para o triangulo AODE temos que

DE =OFE +0D" —2-0E-OD-cosa (38)

e para o triangulo A ADE temos

DE =AE +AD —2-AE-AD-cosA (39)

Como em ambos os tridngulos tem-se o lado DE em comum, podemos igualar as equa-

coes, e desta forma obtemos que

OE + 0D ~2-OE-OD-cosa=AE +AD —2-AE-AD-cos A (40)
E como os tridngulos AOAE e AOAD sao retangulos, temos que:

No tridngulo AOAE sec AOE = % e tan AOE = %. Como OA=1e AOE = b, e elevando
ambas equacoes ao quadrado obtemos:

seczb:ﬁz, e (41)
tan’b = AE- (42)

Ja para o tridngulo AOAD temos que sec AOD = % e tan AOD = %. Como OA=1e

AOD = ¢, e elevando ambas equacdes ao quadrado obtemos que:

—2
sec’c=0D", e (43)
tan’c =AD" (44)

Substituindo as relacoes (41), (42), e em (40), obtemos

sec’b+sec’c—2-sech-secc-cosa=tan’b+tan’c—2-tanb-tanc-cos A. (45)

E, uma vez que 1 + tan? b = sec? b e 1 + tan? ¢ = sec? ¢, obtemos

2.sech-secc-cosa=2+2-tanb-tanc-cos A. (46)

1 _ 1
sech’ COSC = Gecer

Dividindo ambos os lados por 2 -sech-secc, e uma vez que cosb =

tanb tanc
sech secc’

esinc=

sinb = concluimos que:
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cosa=cosb-cosc+sinb-sinc-cos A. 47

A prova € anéloga para os lados b e ¢, assim sendo valido:

cosb=cosa-cosc+sina-sinc-cosB, e (48)

cosc=cosa-cosb+sina-sinb-cosC. (49)

2.4 LEIDOS SENOS NOS TRIANGULOS ESFERICOS

Teorema 2.5. Seja um triangulo esférico de lados a, b, e c, respectivamente opostos aos angu-
los A, B e C, temos que:

sinA sinB sinC
= = (50)

sina sinb sinc’

Demonstragdo. Seja um triangulo esférico AABC delados a, b e ¢, com angulos A, Be C,
respectivamente opostos aos lados. Do teorema 1.8, temos que:

sinA=1-cos’A, sinB=1-cos’B e sin°C=1-cos*C. (51)
Aplicando a lei dos cossenos para triangulos esféricos cos A = %&Zgo“ em cada uma
das expressoes acima, obtemos :
9~ cosa—cosb-cosc ,
sin“A=1-( _ - (52)
sinb-sinc
. cosb—cosa-cosc ,
sin“B=1-—( - - (53)
sina-sinc
e
.9 A cosc—cosa-cosb ,
sin“C=1—( - - (54)
sina-sinb
Desenvolvendo os quadrados do 2° membro das equacoes, obtemos.
P cos?a+cos?b-cos’c—2-cosa-cosb-cosc
sin“A=1—( — — ), (55)
sin“b-sin“ ¢
9 cos?b+cos?a-cos?c—2-cosa-cosb-cosc
sin“B=1-—( ——— , (56)
sin“ a-sin” ¢
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oA cos?c+cos?a-cos’b—2-cosa-cosb-cosc
sin“C=1-( ——— ). (57)
sin“a-sin“b

Multiplicando , e por Sinlz ot sir}Z ;e sir}ZC, respectivamente, obtemos:

sinA  sin?b-sin?c—cos?a—cos®b-cos’c+2-cosa-cosb-cosc

. - . . . ) (58)
sin®a sin® asin? b-sin? ¢
sin?B  sin?a-sin®c—cos?b—cos®a-cos®c+2-cosa-cosh-cosc

« 2 = 2 ) ) ) (59)
sin“ b sin® asin“ b-sin“c
sinfC sin?a-sin?b—cos?c—cos?a-cos®b+2-cosa-cosh-cosc (60)

sin ¢ sin® asin? b-sin® ¢

Substituindo nos numeradores do 2° membro sin?a = 1 — cos?a, sin’b = 1 —cos®b e

sin® ¢ =1-cos?c, em (58), e (60), obtemos:

sinfA  (1-cos?b)-(1-cos®c)—cos?a—cos®b-cos’c+2-cosa-cosh-cosc

: = 5 5 - , (61)
sin®a sin® asin?b-sin? ¢
sin? B 1- cos? a)(1- cos? c)— cos’b—cos?a-cos®c+2-cosa-cosh-cosc 62)
. - . . . )
sin®b sin® asin? b-sin? ¢
sinfC (1-cos?a)-(1—cos?h)—cos?c—cos®a-cos’b+2-cosa-cosb-cosc (63)
sin? ¢ sinZ asin?b-sin? ¢ )
Desenvolvendo os produtos, encontramos:
sinZ A
— = (64)
sina
1—cos?b—cos®c+cos®b-cos?c—cos’a—cos®*b-cos’c+2-cosa-cosb-cosc
. . . )
sin? asin? b-sin® ¢
sin® B 65)
sin?b
1-cos?a—cos®c+cos?a-cos’c—cos’b—cos’a-cos®c+2-cosa-cosh-cosc

. . . )
sinZ asin? b-sin? ¢
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sin?C
2

c
2

sin

1—cos 2

2 2

a—cos?b+cos?a-cos’b—cos?c—cos?a-cos’b+2-cosa-cosbh-cosc

sin® asin? b-sin® ¢

Simplificando as equacoes e extraindo a raiz quadrada de ambos obteremos:

’

sin A 1—cos?2a—cos?b—cos?c+2-cosa-cosb-cosc
sina

sin? asin? b-sin? ¢

2 2 ’

sinB 1—cos?2a—cos?2b—cos?c+2-cosa-cosh-cosc
asin?b-sin? ¢

sinb sin

sinC \/1—cosza—0052b—coszc+2-cosa-cosb-cosc

sinc sin® asin?b-sin? ¢

Assim, concluimos que:

sinA sinB sinC

sina sinb sinc’

2.5 TRIANGULOS ESFERICOS RETANGULOS

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

Teorema 2.6. Seja um tridngulo ABC com o dngulo A = 3, entdo sdo vdlidas as seguintes

relacgoes:
sinc=sina-sinC,
sinb = sina-sin B,
cosa=cosb-cosc,
tanb =tana-cosC,
tanc = tana-cosE,
tanc=sinb-tanC,
tanb =sinc-tan B,
cosa =cotC- cot]?,
cosC = cosc- sinE,
cosB=cosbh-sinC.
Demonstragao:

(71)
(72)
(73)
(74)
(75)
(76)
(77
(78)
(79)
(80)

As expressoes e sdo obtidas usando a lei dos senos, pois como A = 3 (sinA=1)

isso implica que:
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sinA sinC

— = —— <sinc=sinasinC (81)
sina sinc

analogamente

sinA sinB

—— = —— <> sinb=sinasinB (82)
sina sinb

Enquanto que a expressdo (73), é obtida pela lei dos cossenos para tridngulos esféricos
tomando cos A =0, ou seja,

cosa=cosb-cosc+sinb-sinc-cos A<= cosa=cosb-cosc. (83)

O restante das expressoes nds deixamos como exercicio que encontra-se na sessao (7).
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CAPITULO 3. O GLOBO TERRESTRE

Desde a antiguidade que muitos homens tentam demonstrar a esfericidade da Terra, a
seguir iremos apresentar duas experiéncias realizadas com exito que nos garante tal fato.

¢ Erastostenes de Cirene (276 - 194 a.C.)

Desde o século V a.c. os gregos ja acreditam que a Terra tinha o formato esférico, mas
foi aproximadamente no ano de 200 a.c, que o filésofo Erastéstenes de Cirene conseguiu a
proeza de estimar a circunferéncia da Terra. Ele usou o fato que ao meio dia do solsticio
de verdo em Siene o Sol estava no zénite, ou seja os raios solares estavam perpendiculares
a superficie, pois Siene fica situada no hemisfério norte, mas precisamente sobre o Tropico
de Cancer. Nesse mesmo instante, uma estaca fincada perpendicularmente em Alexandria
projetava uma sombra de aproximadamente % da altura da estaca.

B
A S
C 1 I
\ I
\ I
\ 1
i I
\ a
0
Terra

Figura 16: Modelo da experiéncia de Erastostenes

De acordo com a figura (16), os pontos A e S indicam as localiza¢oes de Alexandria e
Siene respectivamente. Uma vez que os segmentos BC e OS sio paralelos, e o segmento
AB representa a estaca colocada perpendicularmente em Alexandria, temos entdo que o
triangulo A ABC é retangulo em A, ou seja

AC
tan ﬁ = — (84)
AB
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Se AB = h, entdo AC = % - h, entao:

1
s-h 1 1 14,47
8 )
tanp=— <<= tanp = — < arctan— = = .
p h h 8 8 p 360

(85)

Como o segmento BO é transversal entre as paralelas, entdo a e  sdo angulos alternos
internos, portanto @ = . Com isso, sendo C o comprimento da circunferéncia da Terra,
Erastdstenes concluiu que

2T — —
C:F-AS—>C:50-AS. (86)

O arco AS é a distancia entre as cidades de Alexandria e Siene, Na época Erastostenes
sabia que a distancia entre as cidades era de aproximadamente 5000 estadios ( 1 estddio
correspondia aproximadamente a 0,16 km), com isso ele calculou que o raio R da Terra era
aproximadamente R = 6,369 km, bem préximo do valor utilizado nos dias de hoje (6371
Km).

¢ Alfred Russel Wallace (1823 - 1913 d.C.)

Alfred Russel cientista britanico considerado o fundador da Bio-geografia, em uma de
suas viagens entrou em conflito com adeptos de uma seita que acreditava na Terra Plana e
estes prometiam uma quantia em dinheiro para quem provasse o contrario. Russel aceitou
o desafio e utilizando um canal de navegacao de alguns quilémetros de extensao realizou o
seguinte experimento.

Duas estacas de mesma altura &k foram fincadas perpendicularmente ao solo acima da
superficie da 4gua, a uma certa distancia entre elas. Uma outra de altura h’ é fincada per-
pendicularmente no meio do caminho, de forma que fique equidistantes das outras estacas.
Abaixo segue uma figura de como ficou o projeto.

Figura 17: Equema do experimento de Russel

De acordo com a figura, e utilizando medidas do sistema métrico decimal, temos o se-
guinte:
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* O Ponto A e B, sdo topos das estacas h, cujo tamanho sao de 10 metros.

* O ponto D, é o topo da estaca h' e sua altura foi estabelecida de modo que o topo esta
situado na linha de visada de A para B, sua altura ficou em 9,3 metros.

e Como a superficie da Terra é curva, e com isso a 4gua do canal acompanha sua curva-
tura, temos que h' < h.

e Adistanciade Aaté Béde6 Km.
¢ Sendo C o centro da terra e r o seu raio.

Assim, podemos estabelecer as seguintes relagdes:

AC=r+h=BC, (87)
DC=r+H. (88)

Como o triangulo ABC é is6sceles de base AB e DC é altura deste tridngulo, os tridngu-
los ACD e BCD sao retangulos, logo podemos aplicar o teorema de Pitdgoras em um dos
triangulos, portanto:

—2 —2 —=2 — 12 5
AD +DC =AC < AD +(r+h)"=(r+h)“. (89)

Efetuando os produtos notéveis e isolando o raio r, temos:

_AD" + W22 90)
 2-(h-h)
Substituindo os valores determinados acima, concluimos que:
30007 + 9,32 —10?
= =6.428,56 km. 91)

2-(10-9,3)
3.1 PRINCIPAIS REFERENCIAIS

Nao podemos dizer que a Terra tem o formato de esfera, devido ao achatamento nos
polos e a sua superficie irregular, a Terra tem a forma de Geoide, mas levando em conta a
proporcao do seu raio em relacao a essas deformidades, podemos para efeitos de calculos
considerar a Terra com uma esfera, e assim utilizarmos a trigonometria esférica para tracar
rotas aéreas e de navegacao, para tal iremos definir alguns referenciais basicos.

e Polos: Dado um eixo vertical sobre a superficie da Terra, cuja medida seja o didmetro
da esfera celeste, chamaremos de P e P’ os pontos de intersecao entre o eixo e a su-
perficie terrestre, onde P é o ponto superior e denominado polo Norte, e P’ o ponto
inferior e denominado polo Sul.
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e Meridianos: Por P e P’, podemos tracgar infinitos circulos méximos, chamaremos de
meridianos todos os semicirculos que ligam P a P’. Tomaremos como referencia prin-
cipal o meridiano de Greenwich, cidade préxima a Londres, falaremos dele mais a
frente.

e Linha do Equador: Ao tracarmos um plano perpendicular ao eixo vertical, passando
pelo ponto médio de P e P’ aintersecdo do plano com a superficie esférica formarda um
circulo méximo que chamaremos de linha do Equador, e essa linha ird dividir nossa

superficie terrestre, em duas semiesfera, que denominaremos de hemisfério Norte e
Sul.

e Paralelos: Além do plano que forma a linha do equador, podemos tracar infinitos pla-
nos perpendiculares ao eixo PP/, e cada um desses planos formam circulos menores,
a esses denominaremos de paralelos.

* Leste e oeste: A Terra realiza um movimento de rotagao sobre o eixo vertical, a direcao
a qual a Terra gira é chamada de leste e a direcao oposta oeste, uma pessoa ao ficar
com o lado direito voltado para o leste tera a sua frente o Polo Norte.

¢ Geodésia: Também conhecida como ortodromia, é o arco de circulo maximo que
mede a menor distancia entre dois pontos em uma superficie esférica.

e Milha ndutica: Unidade utilizada na navegagao maritima, corresponde a 1’ de meridi-
ano, devido ao achatamento da Terra nos polos, tomamos essa medida na latitude de

45°, e a Conferéncia Hidrogréfica Internacional Extraordindria de 1929, fixou o valor
da milha maritima a 1852 metros.

Rotacéo

e Paralelo
i 1
1
1
1 .
Equador ' ] Meridiano
\
|
[}
%) ¢ - s
Rl i Leste
Qeste r
Polo Sul

Figura 18: Referenciais do Globo Terrestre

3.2 COORDENADAS GEOGRAFICAS

Alocalizacdo de um ponto na superficie terrestre é realizada por meio de duas coordena-
das chamadas latitude e longitude, usualmente representada pelas letras gregas ¢ e A, res-
pectivamente, utilizando como referenciais a linha do Equador e o meridiano de Greenwich.
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¢ Latitude

Como vimos anteriormente, a linha do equador divide o globo terrestre em dois hemisfé-
rios Norte (N) e Sul (S). Dado um ponto A na superficie da Terra, sua latitude serd a medida
referente ao menor arco de Meridiano de extremidades no ponto A e a intersecao deste me-
ridiano com a linha do Equador.

Figura 19: Latitude ¢

Alatitude de um coordenada é usualmente medida em graus, minutos e segundos e sua
medida pode variar de 0 a 5 Norte (N) ou Sul ().

* Longitude

Dado um ponto A em uma superficie esférica, sua longitude serd a medida referente
ao menor arco de paralelo de extremidades no ponto A e a intersecdo deste paralelo com o
meridiano de Greenwich, e a medida em graus serd também igual ao menor arco de equador
compreendido entre o meridiano de Greenwich e o meridiano que contém o ponto A.

=] Meridianc de
Greenwich

Figura 20: Longitude A

A longitude de uma coordenada também é usualmente medida em graus, minutos e se-
gundos e sua medida pode variar de 0° a  Leste (L) ou Oeste (E).

31



A anotacao de uma coordenada no globo terrestre obedece a seguinte regra: primeiro
se escreve a latitude e depois a longitude, indicando para cada coordenada o hemisfério.
Exemplo: A=13°N/112°L.

Em alguns problemas é necessdrio descobrir a diferenca entre as latitudes e longitudes
de dois pontos distintos, iremos simbolizar essas diferencas por A¢ e AA, para isso iremos
dividir em dois casos particulares.

e 1° Caso - Quando os dois pontos estdo no mesmo hemisfério (Norte ou Sul / Leste ou
Oeste.

Dado dois pontos A e B, ambos situados no mesmo hemisfério, a diferenca de latitude e
longitude sera dada pelas seguintes expressoes.

Latitudes: A¢ =|ps—¢sl, (92)
Longitudes: AA=|A4—Apl. (93)

Exemplo: Dados dois pontos de coordenadas A = 75°N;131°L e B = 23°N;72°L. Deter-
mine A¢ e AA.

Solucao:

Latitude A¢ =|75°—-23°|=52°, (94)
Longitude AA=]131°—72°| =59°. (95)

e 20 Caso - Quando os dois pontos estdo em hemisfério distintos (Norte e Sul / Leste e
QOeste).

Dado dois pontos A e B, ambos situados em hemisférios opostos, a diferenca de latitude
e longitude serd dada pelas seguintes expressoes.

Latitudes: A¢ =|pa+ Ppl, (96)
Longitudes : AA=|[A4+Apl. 97)

Exemplo: Dados dois pontos de coordenadas A = 75°N;51°L e B = 23°S;72°E. Deter-
mine A¢ e AA.

Solucao:

Latitude A¢ = |75° +23°| = 98°, (98)
Longitude AA=1]51°+72° =123°. (99)

3.3 FUSO HORARIO
Fuso: Fuso é a superficie esférica delimitada por dois meridianos.

Para estabelecer um horério em cada localidade do globo terrestre divide-se a superficie
da Terra em 24 fusos horarios. Cada um desses fusos € limitada por dois meridianos afasta-
dos 15° um do outro. Assim, de modo geral, cada fuso horério possui uma mesma hora. Por
exemplo, quando é meio-dia em Diadema-SP, que esté localizada na longitude 46°37'24"
Oeste, também serd meio-dia em todas as regioes que estiverem no mesmo.
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Figura 21: Fusos horérios. Extraida de https://brasilescola.uol.com.br

O meridiano de 180°, é chamado de antimeridiano de Greenwich, devido a ele ser fron-
teira dos hemisférios Leste e Oeste, além disso, ele define a Linha Internacional de Mudanca
de Data. Esta linha tem a func¢do de disciplinar as aeronaves e navios que o cruzam. Ao atra-
vessar essa linha se faz necessario a mudanca de um dia no calendério de bordo, utilizando-
se da seguinte regra: Do leste para o oeste diminui-se um dia no calendério, do oeste para o
leste acrescenta-se um dia no calendério. Como o meridiano de 180° ndo passa totalmente
pelo oceano, ele também cruza algumas ilhas habitadas, foi feito alguns ajustes na Linha In-
ternacional de Mudanca de Data, justamente para administrar as atividades socieconomicas
dos habitantes desses locais.
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Figura 22: Linha internacional de mudanca de data.
Extraida de https://nascidosparavoar.files.wordpress.com
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DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS NO GLOBO TERRESTRE

Devido a semelhanca do globo terrestre com uma esfera, podemos utilizar a trigonome-
tria esférica para o cédlculo da distancia entre dois pontos, o calculo dependerd da localiza-
cao destes pontos, iremos ver duas posicoes, quando ambos os pontos estdo situados num
mesmo meridiano ou sobre a linha do Equador, ou quando os mesmos estao em meridianos
e paralelos distintos.

4.1 PONTOS LOCALIZADOS NO MESMO MERIDIANO OU EQUADOR

Vimos que a menor distancia entre dois pontos na esfera se d4 sobre o circulo maximo
que contém esses dois pontos, essa distancia é chamada de geodésia, com isso podemos ter
as seguintes situacoes:

1: Os pontos estarem situados no mesmo meridiano e ou nalinha do Equador, a distancia
entre esses pontos serd dada por:

R i a
Med(AB) = 360° 40075. (100)

OO

Exemplo 1: A cidade de Florian6polis-SC esté localizada na latitude 27°35'49" Sul e lon-
gitude 48°32'58" Oeste, e a cidade de Belém-PA estd localizada na latitude 1°27'18" Sul e
longitude 48°30’9" Oeste, qual a distancia aproximada entre essas duas cidades?

Solugdo: Considerando que Florian6polis e Belém estejam situados no mesmo meridi-
ano, e desconsiderando a diferenca de longitudes entre as cidades, teremos entdo que am-
bas cidades estao localizadas no mesmo circulo méximo ( ver figura[23), bastando calcular a
medida do arco em graus que distam as cidades, assim:

Figura 23: Distancia de Belém e Florian6polis
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Sendo «a o arco de meridiano entre as cidades, e ambas situadas no hemisfério sul, temos
que:

a=27°35'49-1°27'18" = 26°8'31" = 26,1419°.
Entao a medida em quilémetros entre as cidades é dada por:

ooranm  26,1419° ~
Med(26°8'31") = = ——= 40075 = 2910,10 Km.

OBS.: Segundo o site https://pt/distance.to a distancia entre Florianopolis e Belém em
linha reta é de aproximadamente 2908,31 Km, bem proximo do que encontramos.

Exemplo 2: As cidades de Macapa no Brasil e Pontianak na Indonésia estao localizadas a
uma latitude de 0°2’4” Norte e 0°1'54" Sul, respectivamente, e a uma longitude 51°4’ Oeste e
109°19'30" Leste, respectivamente. Calcule a distancia entre as duas cidades.

Solugdo: Podemos observar que ambas as cidades se localizam proximas a linha do Equa-
dor, entao tomaremos por base que as cidades estejam localizadas sobre a linha do Equador,

e $ a medida do arco de Equador ( ver figura[24), como as cidades estdo localizadas em he-
misférios diferentes, temos que:

Figura 24: Distancia entre Macapa e Pontianak

B=51°4"+109°19'30" = 160°23'30" = 160,39°.
Portanto, a medida em km, entre as cidades resulta em:

60,39°
360°

OBS.: De acordo com o site https://pt/distance.to a distancia entre as cidades citadas
em linha reta é de aproximadamente 17.842,83 Km, diferenca aceitdvel devido a pequena
diferenca das latitudes.

1
Med(160°23'30") = 40075 =17.854,53 Km.
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4.2 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS QUAISQUER

Dados dois pontos quaisquer A e B no globo terrestre a menor distancia entre eles serd
a geodésia que contém ambos os pontos. Para encontramos a distancia entre esses dois
pontos, formaremos um triangulo esférico AABP com um dos polos, por exemplo o Polo
Norte, e de lados a, b, p ( ver figura[25).

Figura 25: Triangulo esférico AABP

Solugdo:

* aé o arco de meridiano que contém os pontos P e B.
a =90° —latitude de B, se B pertence ao Hemisfério Norte.
a =90° +latitude de B, se B pertence ao Hemisfério Sul.

* b é o arco de meridiano que contém os pontos P e A.
b =90° —latitude de A, se A pertence ao Hemisfério Norte.
b =90° +latitude de A, se A pertence ao Hemisfério Sul.

e a é o angulo formado pelos lados a e b.
a =longitude de A+longitude de B, se A e B pertencem ao mesmo hemisfério leste ou
oeste.
a = |longitude de A —longitude de B|, se A e B ndo pertencerem ao mesmo hemisfério
leste ou oeste.

* p =distancia entre A e B.

Para encontrarmos o valor de p utilizaremos a lei dos cossenos para triangulos esféricos.

Exemplo 1: Calcular a distancia entre as cidades de Sao Paulo-BRA e Paris-FRA, sabendo
que:
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¢ Sao Paulo - Brasil
Latitude: 23°32'56" S
Longitude: 46°38'20" O

* Paris - Franca
Latitude 48°51'24" N
Longitude 2°21'3" E.

Solugdo: De acordo com os dados das cidades acima e considerando o ponto A como Sao
paulo e B como Paris ( ver figura[26), temos :

N

“ Equador

Greenwich

Figura 26: Distancia entre Sao Paulo e Paris

e a=90°+23°32'56" =113°32'56"
e h=90°-48°51'24" =41°8'36"
e a=146°3820" +2°21'3" = 48°59'23"

Assim, aplicando os dados abaixo na forma da lei dos cossenos temos:

cosp =cos113,5489°-cos41,1433° +sin113,5489° - sin41,1433° - cos 48,9897°

cosp =0,0949
p = arccos0,0949 = 84,5538°

Desta forma a medida de p em quildometros é igual a

84,5538°
Med(84,5538) = “360° -40075=9.412,49 K.

OBS.: De acordo com o site https://pt/distance.to a distancia entre as cidades citadas em
linha reta é de aproximadamente 9.404,66 Km.

Exemplo 2: Calcular a distancia entre as cidades de Roma-ITA e Tokyo-JPN, sabendo que:
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¢ Roma - Italia
Latitude: 41°53'31" N
Longitude: 12°30'41" E.

* Tokyo - Japao
Latitude 35°41'22" N
Longitude 139°41'30" E.

:' Equador

Figura 27: Distancia entre Roma e Tokyo

Solugdo:
De acordo, com os dados acima, temos que:

* a=90°-41°53'31" = 48°6'36",
e b=90°-35°41'22" =54°18'38",
e a=139°41'30" - 12°30'41" =127°10'49".
Assim, aplicando os dados abaixo na lei dos cossenos temos:
cos p = c0s48,11°-cos54,3106° +sin48,11° -sin54,3106° - cos 127,1803°

cosp =0,0242
p = arccos0,0242 = 88,6164°

E a medida de p em quildbmetros é igual a:

.. 88,6164°
Med(84,5538°) = —_—— 40075 =9.864,73 Km

OBS.: De acordo com o site https://pt/distance.to a distancia entre as cidades citadas em
linha reta é de aproximadamente 9.853,54 Km.
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SISTEMA DE COORDENADAS

Neste capitulo, iremos relacionar uma coordenada cartesiana no espaco (x; y; z), com a
sua respectiva coordenada polar, utilizando para tal as medidas dos angulos de latitudes e
longitudes do globo terrestre.

5.1 COORDENADAS NO PLANO

Seja (x, y), coordenadas de um ponto A em um plano 7, e (d,a) a coordenada polar do
ponto A, com isso temos as seguintes relacoes:

X

cosa:E(:»x:cosa-d, (101)
sina:%@y:sina-d. (102)

Figura 28: Ponto A de coordenadas (r,a)

Com base nas relagoes (101) e (102) podemos estender o estudo para as coordenadas no
espaco, e assim fazer a relacdo com as coordenadas esféricas no Globo Terrestre.

5.2 COORDENADAS NO ESPACO
Seja um ponto A no espac¢o de coordenadas (x, y, z) e coordenadas esféricas (r,a, B), ver

figura (29), ao observar os tridngulos retangulos AAOB e 0 AAOA', podemos estabelecer as
seguintes relacoes entre as coordenadas:
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Figura 29: Ponto A de coordenadas (r, a, p)

* Coordenada z - Aplicando a relacdao dos cossenos no triangulo retangulo A AOB:

z
cosff=—<>z=cosf-r.
r

 Coordenada x: Aplicando a relacdo dos cossenos no tridngulo retangulo A AOA'":

d
sinf=—<=d=sinf-r.
r
Como x =cosa-d, entdo:

x=cosa-sinf-r.

e Coordenada y: Aplicando a relagao dos cossenos no tridngulo retangulo A AOA":

d
sinf=—<=d=sinf-r.
r
Como y =sina-d, entao:
y=sina-sinf-r.

Concluimos assim que
(x,y,2) =(cosa-sinf-r,sina-sinf-r,cos f-r)
5.3 A RELACAO DAS COORDENADAS ESFERICAS E GEOGRAFICAS

Localizamos um ponto no globo terrestre através de sua latitude ¢ e sua longitude A,
essas coordenadas estdo associadas as coordenadas esféricas (x, y,z). Para isso, tomemos
como referéncia o centro da Terra com origem (0,0, 0) no sistema cartesiano, o eixo z seria a
reta que contém os Polos Norte e Sul, o plano x, y o que divide os hemisfério Norte e Sul e sua
intersecao com o globo terrestre alinha do Equador, o plano x, z dividird os hemisférios Leste
e Oeste e sua intersecdo com o globo terrestre o meridiano e o antimeridiano de Greenwich.
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emisfério
Leste

Hemisféri
Oeste

Figura 30: Hemisférios Norte/Sul - Leste/Oeste

Vimos que a latitude ¢ é medida a partir da linha do equador e sua medida varia de
—90° < ¢ <90° e sua longitude A é medida a partir do meridiano de Greenwich variando sua
medida em —180° < A < 180°. Ao compararmos os angulos a e A vemos que ambos os angu-
los estao medindo a partir do mesmo ponto de referéncia, mas ao compararmos os angulos
B e ¢ verificamos que o angulo S mede a a partir do eixo y, enquanto o angulo ¢ mede a par-
tir da linha do equador, entdo concluimos que os angulos e ¢ sdo complementares, assim
chegamos a seguinte definicao:

Definicao 5.1. Em uma esfera de raio 1, dado um ponto P pertencente a esfera de latitude ¢ e
longitude A suas coordenadas cartesianas é dado pela expressdo:

(x,¥,2) =(cosA-cos¢-r,sinA-cos¢-r,sin¢g-r) (103)

Figura 31: Ponto P na esfera de raio r
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GEOMETRIA ESFERICA NO SOFTWARE GEOGEBRA 3D

O Geogebra 3D é uma ferramenta computacional de geometria dinamica 3D que per-
mite a construcdo de objetos em terceira dimensdo, assim valorizando o aprendizado de
conceitos matematicos, por ser de livre acesso, pode ser usado em qualquer computador
com acesso a internet bastando para isso acessar o link https://www.geogebra.org/3d, ou
efetuando o download do aplicativo em qualquer smartfone, para isso procure na loja de
aplicativos pelo nome calculadora Geogebra 3D, nesta seccao iremos realizar algumas ati-
vidades que poderao ser utilizados no ensino da geometria esférica, bem como encontrar
distancias no globo terrestre, através das latitudes e longitudes.

* Conhecendo o Geogebra

O Geogebra possui uma interface bem f4cil de trabalhar, ao acessar a pagina observamos
que o programa se divide em duas partes, a direita temos os 3 eixos X, y,z, onde iremos
fazer as construcoes, e na esquerda temos as ferramentas bésicas, podendo ser trocada pela
escrita algébrica da expressao do elemento geométrico, para todas construcoes que iremos
realizar, tomaremos o centro da esfera no centro do plano cartesiano (0,0,0) .

= GegeGebra Calculadora 3D <

a

Ferramentas Basicas

Figura 32: Ambiente Geogebra 3D

6.1 ESFERAS E SEUS ELEMENTOS

o Esferas

Podemos construir esferas no Geogebra utilizando dois procedimentos diferentes:

1° Procedimento

Clique no icone ponto, e clique no centro dos eixos, criando o ponto A que serd o centro
de nossa esfera, repita a operacao, clicando em outro espaco e criando o ponto B, clique no
icone "Esfera: centro & ponto", e clique no ponto A e B nessa ordem formando a esfera de
raio AB (ver figura[33).
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2° Procedimento

Repita a operacao do 1° procedimento para a criar o ponto A (centro da esfera). Em
seguida clique no icone "Esfera: Centro & Raio", e ao clicar no ponto A abrird uma caixa
para digitar o valor do raio. Desta maneira serd criado uma esfera de centro A, e raio r (em
unidades de cm).

Observagdo : Clicando com o botdo direito sobre a esfera, ird abrir uma janela com al-
gumas opc¢des, onde vocé pode configurar alguns estilos da esfera, como cor, transparéncia,
entre outros (ver figura[33).

icones utilizados

'
2, ¥ A
L -
Ponto  Esfera: Centro
\. & Ponto
8 7 Fin %

[ ]
-

Esfera: Centro

\ & Raio
. 10

v

Figura 33: Esfera de centro A e raio r

¢ Construindo circulos miaximos e minimos

A intersecdo de um plano com uma esfera formam-se circulos, que serd méximo quando
esse plano contém o centro da esfera, e minimo quando o plano ndao contém o centro da
esfera.

Circulo minimo

Construa trés pontos usando a ferramenta "pontos"sobre a esfera, de forma que ao es-
colher dois pontos criados estes sejam nao colineares com o centro da esfera. Clique no
icone "Plano por trés pontos"e clique nos trés pontos criados, construindo assim o plano
que passa por esses trés pontos. Clique no icone "Intersecao de Duas"e clique sobre a esfera
e depois sobre o plano, ou vice-versa, assim criando o circulo minimo na esfera (ver figura

34).
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icones utilizados
-A

Ponto Plano por trés
pontos

&

Intersecdo de
Duas

-6

Figura 34: Circulo minimo

Circulo maximo

Para criar um circulo maximo, crie dois pontos quaisquer sobre a esfera com a ferra-
menta "pontos"de forma que esses pontos sejam ndo colineares com o centro da esfera,
usando a ferramenta (plano por trés pontos"”, clique nos dois pontos criados e no ponto
que € o centro da esfera. Apos, clique na ferramenta "Intersecao de duas", e clique sobre a
esfera e plano criando um circulo que é maximo da esfera (ver figura[35).

!

icones utilizados

A o
L] -
Fonto Esfera: Centro
& Raio
e

Plano por trés :
pontos Intersecdo de
Duas

Figura 35: Circulo maximo

Angulo esférico

Construa uma esfera e dois circulos maximos sobre essa esfera, com a ferramenta "reta
tangente"e a intersecao dos circulos maximo iremos construir duas retas tangentes clicando
no ponto de interse¢do e nos circulos maximo, um de cada vez, e com a ferramenta "an-
gulos'clique sobre as duas retas tangentes, assim, vocé terd a medida do angulo esférico
formado pelos dois circulos méximos (ver figura[36).
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icones utilizados

Py

32 L 4
Ponto Esfera: Centro
& Raio
»
e &

-
Angulo Intersecdo de
Duas

o)

A

Feta Tangente

Figura 36: Angulo esférico a

Construindo tridngulos esféricos

Crie trés pontos nao colineares sobre uma esfera de centro A e raio qualquer, construa
trés pontos B, C e D, clique sobre a ferramenta "arco circular”, e clique nessa sequéncia
A—-B-C, repita com os outros pares de pontos, BD e BC, assim, criando o triangulo esférico

BCD (ver figura[37).

icones utilizados

A (=)

- \_,/'

Ponto Esfera: Centro
& Raio

b
‘4

Arco Circular

Figura 37: Triangulo esférico ABCD

Angulos internos dos tridngulos esféricos
Utilizando a figura construida na atividade anterior, com a ferramenta "reta tangente",

clique em um dos vértices do tridngulo e em um dos lados que o compdem, repita o pro-
cesso para o outro lado do mesmo vértice, faga o processo com os demais vértices, meca os
angulos, com a ferramenta "angulo", entre as retas que concorrem cada vértice (para melhor
visualizacdo, pode-se ocultar as retas tangentes na aba 4lgebra) e assim pode ser verificado
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que a soma dos angulos internos de um tridngulo néo resultam 180° (ver figura(38), ainda
pode-se fazer a experiéncia de movimentar os vértices para ver como se comportam os an-
gulos internos.

icones utilizados

'S -
A e

Reta Tangente Angulo

Figura 38: Angulo internos do triangulo ABCD

Distancia entre dois pontos - geodésia
Vimos que a menor distancia entre dois pontos sobre uma esfera é dada pelo menor arco
de circulo maximo que contém os pontos. Por exemplo: Seja dois pontos pertencente a
uma esfera de raio 6cm, e distantes entre si 70° de arco de circulo maximo, sua medida, em
centimetros, sera:
2-m-6-70°

d(AB) = —— = 7,33038cm
360°

No Geogebra, usando a ferramenta "Arco circular"conseguimos encontrar a geodésia
desses dois pontos, para isso, crie dois pontos A e B sobre uma circunferéncia de raio 6 cm
e centro O, apo6s isso com a ferramenta medir angulo, clique sobre os pontos A, O e B, mos-
trando assim o angulo entre os pontos A e B, se necessario ajuste com a ferramenta mover os
pontos A ou B, de forma que o dngulo entre eles seja de 70°. Clique sobre a ferramenta "arco
circular”, e clique no ponto O, A e B, tracando assim o arco circular AB, mude o comando a
direita para mostrar a parte algébrica, e vd até a informacdo da medida do arco circular, que
indicara a medida do arco AB (ver ﬁgura.
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icones utilizados

Y
& @
Ponto Esfera: Centro
& Raio

e R

Engulo Mover

*\
*d

Arco Circular

c : ArcoCircular(0, B, A)

— 7.33038

Figura 39: Arco circular (O, B, A)

6.2 O ESTUDO DO GLOBO TERRESTRE NO GEOGEBRA

Para o estudo do Globo Terrestre no Geogebra iremos padronizar as seguintes relacoes:

 Esfera de centro no ponto A(0,0,0) e raio 6.4 unidades, para compararmos com o raio

da Terra de 6400 Km.

O Polo Sul pelo ponto (0,0, —6.4).

O Polo Norte sera dado pelo ponto (0,0,6.4).

Greenwich

O circulo méximo pertencente ao plano zx formard o meridiano e anti-meridiano de
Greenwich.

O circulo maximo pertencente ao plano xy serd a linha do equador.

Figura 40: Globo Terrestre no Geogebra



Latitude

Construa uma esfera com os elementos listados, crie um ponto P qualquer sobre a esfera,
com a ferramenta "plano paralelo"clique sobre o ponto P e sobre o plano que contém alinha
do Equador, crie o circulo minimo intersecao do plano criado com a esfera. Para nos auxiliar,
iremos criar o circulo médximo (meridiano que contém P) que passa por P e pelos polos da
esfera. Crie o ponto de intersecdo E do meridiano que contém P e a linha do Equador, Com
a ferramenta "angulo", meca o angulo PAE, esse angulo serd a medida da latitude de P ou
de qualquer ponto que esteja no circulo minimo que o contém, com a ferramenta "mover",
voceé podera clicar no ponto P, e movimenté-lo observando a medida de latitude.

icones utilizados
- T

Intersecdo de
Duas

Plano Paralelo
s

kg o

Mover Ponto

»
s

Angulo

Figura 41: Latitude

Longitude

Construa uma esfera com os elementos listados, crie o ponto M, interse¢ao do meridi-
ano de Greenwich e a linha do Equador. Crie um ponto P sobre a linha do Equador e me¢a o
angulo MAP. O angulo formado serd a longitude do ponto P, ou de qualquer ponto que es-
teja sobre o meridiano que contém P, este meridiano pode ser criado construindo o circulo
maximo que passa por P e os pontos N e S, polos da esfera.

Observagdo: Utilizando-se das duas tltimas atividades, pode-se verificar as medidas de
latitude e longitude de um ponto e medir as distancias utilizando-se da atividade distancia
entre pontos.
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icones utilizados

»
4 )
Angulo Intersecdo de
Duas
3 A
L]
Mover Ponto

Figura 42: Longitude

Coordenadas cartesianas
Podemos utilizar a relacao (x, y,z) = (cosA-cos¢-r,sinA-cos¢-r,sin¢-r), mostrada nos
capitulos anteriores para encontrar um ponto no Geogebra.
Como exemplo, usaremos a latitude e longitude da capital de Sao Paulo (¢ = —23.5489° e
A =—46.6388°). Em uma esfera de raio 6,4 unidades no Geogebra, na aba de "élgebra"digite
em uma novalinha de entrada: P = (cos(—46.6388°) cos(—23.5489°)6.4 sin(—46.6388°) cos(—23.5489°)6.4

P = (cos(—(46.6388")) cos(—(23.5489")) - 6.4, sen(—(46.6388°)) cos(—(23.5489°))- 6.4, sen(—(23.5489%)) - 6.4)
— (4.03, -4.27, -2.56)

Figura 43: Coordenada cartesiana do ponto P
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PROPOSTA DIDATICA

Os exercicios abaixo foram desenvolvidos a fim de aprimorar o conhecimento da trigo-
nometria esférica e sua aplicacdo no Globo Terrestre para o célculo de distancias.

Exercicio 1

Os lados AB e AC de um triangulo esférico AABC medem 79°54’ e 73°12' respectiva-
mente, e o angulo formado por esses lados mede 98°12’. Calcule, em graus, o lado BC desse
triangulo.

Solugdo:
Tracando um esboc¢o do triangulo esférico A ABC, temos:

5%12

B

Figura 44: Triangulo esférico AABC
Chamando o lado BC de a e aplicando a lei dos cossenos para triangulo esférico:

cosa =cos73°12"-cos79°54' +sin73°12" -sin79°54’ - c0s98°12’

cosa=-0,08373
a=94°48

Exercicio 2
Usando o Geogebra, desenhe o triangulo A ABC do exercicio 1 com as medidas dadas, e
no final mega o lado BC, e mostre que o lado BC tem medida 94°48'.

Solugdo:

No Geogebra, desenhe uma esfera de centro O e raio r qualquer. Crie os pontos A, B e
C sobre a esfera, com a ferramenta arco circular desenhe os arcos AB, AC, e BC, formando
assim o triangulo esférico ABC. Em seguida faca duas retas tangentes aos lados AB e AC
passando pelo vértice A. Apds isso, meca os angulos AOB, AOC, BOC e o angulo entre as
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retas tangentes. Entdo, mova os vértices A, B e C de forma que AOB = 79,9°, AOC = 73,2° e
o angulo entre as retas tangentes 98, 2°. Desta forma, verificamos que o angulo BOC =94, 8°.

94.8°

Figura 45: Triangulo esférico AABC

Exercicio 3

Calcule a distancia entre as cidades de Sao Paulo e Londres, sabendo-se que Sao Paulo
estd localizada nas coordenadas de latitudes 23°32'51" Sul e longitude 46°38'10" Leste, e
Londres se localiza na latitude 51°30'1” Norte e longitude 0°7'34" Leste.

Solucgao:
Vamos utilizar o Polo Norte como referencia para formar um tridngulo esférico de vérti-
ces situados no Polo norte, Sdo Paulo e Londres que denominaremos por SPL. Sabe-se que

e Lado SP =90° +23°32/51" = 113°32'51".

e Lado LP =90°—51°30'1" = 38°8/59".

Figura 46: Triangulo esférico ASPL
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Aplicando a férmula fundamental da trigonometria esférica, obtemos:

cosSL = cos113°32'51” - c0s38°8'5” +sin113°32'51" - sin8°8'59" - cos 46°30'36"

cos SL = 0,080095.
SL=285°24'21"
Logo, a distancia de Sao paulo a Londres é dada por:

oo 1om 85°2421" N
Med(85°24'21") = = —— 40030 ~ 9496.66K m.

Exercicio 4

Utilizando os dados do exercicio anterior e o software Geogebra, encontre a distancia
entre as cidades de Sao Paulo a Londres.

Solucgao:

Uma das soluc¢des para resolver esse problema utilizando-se do Geogebra, é transformar
as coordenadas esféricas em coordenadas (x, y, z), assim considerando o raio da Terra igual a
6371 km, e o centro da Terra coincidindo com a origem do nosso plano cartesiano, teremos:

Coordenadas de Sao Paulo

x = cos(—46°30'36") - cos(—23°32'51") - 6.371 ~ 4,01

y =sin(-46°30'36") - cos(—23°32'51") - 6.371 = —4,25
z=sin(-23°32'51")-6.371 = —2,55

Coordenadas de Londres

x=cos(—0°7'34") - cos(51°30'1") - 6.371 = 3,97
y =sin(-0°7'34") - cos(51°30'1") - 6.371 = —0,01
z=sin(51°30'1")-6.371 ~ 4,99

Com as coordenadas acima, construa no Geogebra uma esfera de centro O e raio de 6.371
unidades (reduzimos o raio da Terra por um fator ﬁ apenas para melhor visualizacao ao de-
senho). Crie os pontos de coordenadas acima digitando na guia de 4lgebra as coordenadas
dos pontos S(4.01,—-4.25,-2.55) e L(3.97,0.01,4.99) (pode-se digitar as formulas no campo
das coordenadas). Construa o arco circular (O, S, L), e na parte algébrica do Geogebra apa-
recerd a medida desse arco igual a 9.49671 nos fornecendo a distancia entre as cidades de

aproximadamente 9496.71 km (ver figura[47
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@ S = (cos(—46.63611%) cos(~23.5475°): 6.371, sen(—46.63611°) cos(~23 5475 6.371, sen(~23.5475°) - 6.371)
— (4.01, -4.25, -2.55)

L = (cos(—0.126236°) cos(51.500153°) - 6.371, sen(—0.126236°) cos(51.500153°) - 6.371, sen(51.500153°) - 6.371)
— (3.97. -0.01, 4.99)

® c : ArcoCircular(0O, S, L)
— 0.40671

Figura 47: Distancia Sao Paulo - Londres

Exercicio 5
Demonstre que para qualquer tridngulo esférico A ABC sdo validas as relacoes:

- sin B sinC
tanA = sinc N sinb -
g —Cosc-cosB tana—cosb-cosC

~ sin A sinC
tan B = sinc == sina ~
tanp — COSC-COS A m—cosa-cosc

~ sin A sin B
tanC = sinb == sina )
m—cosb-cosA tanc —Cosa-cosB

Solugao:
Seja o triangulo esférico AABC, de lados a, b e ¢, podemos escrever:

cosa=cosh-cosc+sinb-sinc-cosA ()
cosh=cosa-cosc+sina-sinc-cosB (ID
Substituindo (I1) em (I), temos

cosa=cosc-(cosa-cosc+sina-sinc-cosB)+sinb-sinc-cos A

cosa:c032c-cosa+cosc-sina-sinc-cosB) +sinb-sinc-cos A

2

Como cos? ¢ = 1 —sin? ¢, entdo
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cosa= (l—sinzc) -cosa-+cosc-sina-sinc-cosB+sinb-sinc-cos A
cosa=cosa—sin’c-cosa+cosc-sina-sinc-cosB +sinb-sinc-cos A

sinb-sinc-cos A = sin’c-cosa—cosc-sina-sinc-cos B

Dividindo a expressdo por sina-sinc

sinb-cosA sinc-cosa

- - —cosc-cosB.
sina sina
. sinb _ sinB
Pela lei dos senos Sna = sin 7’
sinB-cosA sinc-cosa ~
— = - —Cosc-CcosB.
sin A sina
cosa _ 1 5
Como Sing = g €ntao
sinB sinc ~
— = —cosc-cosB.
tanA tana
~ sin B
tanA= pr —.
tng cosc-cosB

A prova é anéloga para as demais relagoes.
OBS.: As relacoes acima pode ser usada para o cédlculo de dois angulos de um triangulo
esférico, quando é dado o terceiro angulo e os lados que o formam.

Exercicio 6
Dois lados de um triangulo esférico AABC medem b = 62°,¢ = 70° e o angulo A = 91°.
Calcule os angulos Be C.

Solucdo 1
Usando a relagdo do exercicio anterior temos:
~ sin91°
tanB = 707 - == 1,977,
tangos — €0s70°-cos9l
B=63°.
. sin91°
tanC = T - - = 3,034,
tan70c — €0862°-cos9l
B=72°.

Solugdo 2
Pode-se construir o triangulo esférico ABC no Geogebra, utilizando-se os passos do exer-
cicio 2 produzindo a figura
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62°

Figura 48: Angulos Be C

Exercicio 7

Prove as expressoes (74), (75), (76), (77), (78), ([79) e referente ao Teorema 2.6 da
secdo (2).

Solucao -tanb =tana-cosC.
Multiplicando a equagao -sin® b = 1 — cos?(b) por cosd

sinb-cosa cosa

= —cosa-cosb.
cosb cosb
Substituindo ESZZ = cosc de li do 2° membro, e dividindo ambos os lados por sina-

sin b, temos:

sinb-cosa cosc—cosa-cosb

cosb-sina sina-sinb
. A _ cosc—cosa-cosb T sina
Pela lei dos cossenos |i cosC= 220022 e multiplicando ambos os lados por Cosa’
temos:
sinb sina ~
= -cosC.
cosb cosa
sinb _ sina __ 7 .
Como 7 =tanbe ;- = tana, concluimos que:

tanb = tana-cosC.

Solugédo -tanc =tana-cos B.

A prova é anéloga a ih utilizando sin? ¢ = 1 — cos?(c) e seguir os passos semelhantes e
concluir que:

tanc =tana-cosB.

Solugdo -tanc =sinb-tanC.
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Multiplicando (74) 1 - cos?(b) = sin? b por &34

cosb*
€o5a _ cosa-cosh= cosa sin? b.
cos cos
Substituimos a equacao usando COSC = oop.
1 sin? b

COSC—COSG'COSb:COSC'Sinzb@ = .
COSC COSC—CoSa-cosb

sm a

Multiplicamos o segundo membro por & .

1 sinb sinb-sina

cosc sina (cosc—cosa-cosh)’

sin b-sina 1

cosc—cosa-cosb ~ cosC”

Utilizando a lei dos cossenos 1D substituimos

1 sinb 1
cosc sina cosC

Multiplicando ambos os membros da equacao por sinc.

sinc . sinc 1
=sinb- ——- —.
cosc sina cosC

Utilizando (71), substituimos 32< = sinC.

sina

sinc . sinC
=sinb-
CcoSscC cosC

sin C

=tanc S =tan C, concluimos que:

Finalmente,

tanc=sinb-tanC.

Solugdo (77) - tanb = sinc-tan B.

A prova é andloga a , utilizando 1 - cos?(c) = sin? ¢ e seguindo os passos semelhantes
para concluir que:

tanb = sinc-tan B.

Solugdo (78) - cosa = cot C - cot B.
Multiplicando e (77), temos:

tanb-tanc = sinb-sinc-tanE-tané.

P _ sinb _
Substituindo tanb = cosp € ltanc = 2
teremos:

— —  —tanB-tanC.
cosb-cosc

Substituindo por cosa=cosb-cosc.

~ ~ 1
=tanB-tanC < cosa= ———.
cosa tanB-tanC

Como ——=— = cot B cot C, concluimos que:
tan B-tanC
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cosa = COté'COtE.

Solugdo -cosC = cosc-sinB.

Multiplicando e (74),

) ~ oA ~ tanb-sinB-sina
sinb-cosC-tana=tanb-sinB-sina < cosC =

sinb-tana
it1i _ sinb _ sina . . - .
Substituindo tan b = osp €tana=22¢€ fazendo algumas simplificacoes, obtemos:
~  COoS LA
cosC = -sin B.
cosb

Usando (73), concluimos que:

cosC =cosc-sinB.

Solugdo -cosB =cosb-sinC.
A prova é andloga a (79), bastando multiplicar (71) e (75), e concluir que:

cosB=cosb-sinC.
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CONCLUSOES

Neste trabalho fizemos um estudo introdutério sobre trigonometria na superficie de uma
esfera de raio qualquer. Deduzimos a lei dos cossenos e dos senos para tridngulos esféricos.
Em particular, analisamos as propriedades de triangulos esféricos retangulos.

Além disso, fizemos uma conexdo com problemas de navegacao, fuso horario e localiza-
cao terrestre.

Por fim, utilizamos o software Geogebra para construir tridngulos esféricos, bem como
estudar e visualizar com mais clareza as propriedades desses objetos com mais facilidade.

Acreditamos que esse estudo pode ser incorporado no aprendizado dos alunos de ensino
médio, uma que nessa nova era da pds-verdade exista muita gente que acredita que a Terra
é de fato plana.

Além disso, durante a construgdo do trabalho, pude ter uma experiencia didatica quando
leciono geometria, uma vez que antes eu s6 tinha o conhecimento dos tridngulos planos,
assim sempre afirmando quando perguntando que a soma dos angulos internos de um tri-
angulo é sempre igual a 1800, e durante o andamento do trabalho pude mudar minhas pers-
pectivas, podendo ja no ensino fundamental bésico agucar a curiosidade dos alunos quando
perguntado sobre a soma dos angulos internos, comentando sobre outros triangulos, que
quando construido em outras superficies, observamos que o resultado da soma nao é um
valor fixo, podendo variar.

E, pensando no futuro, podemos usar este trabalho para um projeto interdisciplinar, jun-
tamente com as dreas de geografia e fisica, construirmos com os alunos uma pesquisa sobre
o estudo do globo terrestre, podendo expandir esse estudos para as esferas celestes.
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