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RESUMO

Este trabalho foi elaborado com o intuito de apresentar os conceitos basicos de to-
pologia, em especial ao estudo intuitivo de superficies. Inicialmente, abordamos os
conceitos basicos e a definicdo formal de espacos métricos, bem como fungdes conti-
nuas e homeomorfismos. Apresentamos um material sobre topologia basica, definindo
seus elementos e, de maneira intuitiva, estabelecemos a classificagcdo topoldgica para
superficies fechadas. Por fim, apresentamos algumas atividades que, de forma ltidica e

intuitiva, podem ser aplicadas tanto no ensino fundamental quanto no ensino médio.

Palavras-chave: Topologia, Espacos métricos, Homeomorfismo, Espacos topolégicos,

Superficies.
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ABSTRACT

This project was developed with the purpose of presenting the basic concepts of
topology, in particular, the intuitive study of surfaces. Initially, we approach the basic
concepts and the formal definition of metric spaces, as well as, continuous functions
and homeomorphisms. We present a material on basic topology, defining its elements
and, in an intuitive way, we establish a topological classification for closed surfaces.
Lastly, we present some activities which in a playful and intuitive way can be applied

in both elementary and high school.

Keywords: Topology, Metric spaces, Homeomorphism, Topological spaces, Surfaces.
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INTRODUCAO

Durante uma conversa com colegas de profissao fui abordado sobre qual tema seria
trabalhado em minha monografia do mestrado profissional em matemadtica. Durante
alguns instantes comentei que estava pensando em estudar um pouco sobre topolo-
gia. Neste momento me deparei com uma situagdo inusitada quando meus colegas me
abordaram com a seguinte pergunta. — Topologia fala sobre medir distancias?

A confusdo entre comparar topologia com topografia ajudou a decidir que o tema
que eu deveria escrever seria sobre introducdo a topologia e com isso levar aos colegas
professores de matemadtica e aos alunos um saber que nao aparece nos livros didaticos
de matemadtica do ensino bdsico e até mesmo em muitos cursos de graduagao.

Este trabalho tem o intuito de apresentar aos alunos, professores do ensino basico
e interessados em conhecer um pouco sobre topologia uma visdo da matemadtica con-
temporanea. Hoje a matematica continua crescendo e se atualizando, tendo em toda a
parte do mundo pesquisadores que desenvolvem conceitos, artigos cientificos e explo-
ram todos os tipos de subdreas da matematica. Uma dessas subareas da matematica é
dedicada ao estudo da topologia. Existem varios ramos da topologia, como a topologia
algébrica, que usa como instrumento a algebra, a topologia geral, que se utiliza como
instrumento da teoria dos conjuntos. A topologia geométrica € baseada no estudo dos
conjuntos de propriedades que nao se alteram com as deformagdes continuas com in-
versas continuas.

Topologia é uma palavra que resulta dos termos grego topos, “lugar”, e logos, “es-
tudo”, cujo significado é o estudo das propriedades do espaco nédo afetadas por de-
formacgoes continuas. Uma maneira mais intuitiva é ver a topologia como um tipo
de geometria. A geometria estuda os conceitos que se alteram com as deformacoes
e as medidas associadas a elas como: distancia, perimetro, areas, dngulos, volume e
curvaturas. Isso significa que ao fazer comparacdo de tamanho e medidas, de alguma
forma acabam sendo importantes os conceitos geométricos. A topologia nao se im-
porta com medidas, se preocupa com o formato do objeto, mais especificamente, das
propriedades que nao se alteram com as deformacoes. A conexdo entre dois pontos A

e B pode ser feita com uma linha reta ou, de modo equivalente, com qualquer outra
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linha, sendo a distancia entre esses pontos irrelevante em topologia, como mostra a
Figura [T}

Figura 1: Conexdo entre dois pontos.

Sob o ponto de vista topoldgico, quadrados, circulos ou tridngulos sdo considerados
um mesmo objeto bdsico, quando fazemos uma deformacdo continua de um deles
resultando em outro. Isso significa que na topologia nio se fala em comprimentos,
areas, angulos, etc. Na topologia é muito importante o conceito de homeomorfismo,
isto é, transformacoes continuas que podem ser desfeitas. Dois ou mais objetos podem
ser topologicamente equivalentes se um puder ser deformado continuamente no outro
e vice-versa. A Figura 2| ilustra um exemplo de como podemos a partir de alguns

objetos deformar eles continuamente até obter outros.

OEPEERO®O0 ®
FEEeLEARY R

PEEELEERT A
TEPOLERJA
ToPeLOG) 48

Figura 2: Deformando objetos.
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O trabalho estd dividido em cinco capitulos, com os seguintes temas: Espagos Mé-
tricos, Funcoes Continuas, Topologia Basica, Topologia de Superficies, Sugestdo de
Atividades, respectivamente. E que serdo explorados, de forma mais simples e intui-

tiva possivel, da seguinte maneira:

No Capitulo 1, serdo apresentados os conceitos basicos de espagos métrico. Em
especial, veremos como definir em R” trés diferentes maneiras de medir distancias

equivalentes.

No Capitulo 2, apresentamos a nocao de funcdes continuas e algumas propriedades,
destacando as funcoOes Lipschitzianas e a definicio de homeomorfismo em espacos

métricos.

No Capitulo 3, substituiremos a no¢do de métrica, pelos conceitos iniciais de topolo-
gia que sdo baseados em grande parte na teoria de conjuntos, destacando a definicao
de espacos topoldgicos, homeomorfismos, topologia produto, topologia quociente e

exemplos.

No Capitulo 4, apresentamos os conceitos bdsicos sobre topologia geométrica, em
particular serdo tratados de forma intuitiva e geométrica alguns aspectos da classifi-
cacdo topoldgica das superficies. Exemplificamos a diferenca entre geometria e topo-
logia, listamos as deformacoes "legais e ilegais", que afetam ou ndo a topologia de
uma superficie. Apresentamos a definicdo de superficie orientdvel, caracteristica de

Euler-Poincaré e de soma conexa.

No ultimo capitulo, apresentamos algumas sugestoes de atividade praticas, bus-
cando oferecer aos alunos e professores uma introducao ao conhecimento de topologia,
atividades ludicas, manipulacdo geométrica, desenvolvimento 1égico, transformacoes
topoldgicas, exemplos de estruturas topoldgicas e diversas aplica¢des inerentes a topo-

logia.






ESPACOS METRICOS

Espacos métricos, em matematica, especialmente na topologia, é caracterizado por
um conjunto onde a distancia entre quaisquer dois de seus elementos é bem definida.
Uma métrica é uma funcdo que generaliza o conceito de distdncias. De modo intui-
tivo uma distancia entre dois de seus pontos, € nao negativa e deve satisfazer certas

propriedades, como veremos a seguir. As referéncias para este capitulo sao [|5] e [|6].

1.1 METRICAS

Definicdo 1.1. Seja M um conjunto ndo vazio. Uma métrica em M é uma funcao
d: M x M — R que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um ndmero
real d(x, y), chamado a distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes

condi¢bes para quaisquer x,y,z € M:

(1) d(x,y) > 0ed(x,y) =0 se, e somente se, x = V;
(2) d(x,y) =d(y, x); (Simétrica)

(3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z). (Desigualdade Triangular)

Definicao 1.2. Um par (M, d), onde M é um conjunto e d uma métrica em M, é cha-
mado de um espac¢o métrico.
Quando a métrica d for de facil entendimento, podemos escrever somente M para

indicar o espago métrico (M, d).
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Exemplo 1.1. (Funcdo zero-um ou métrica discreta). Sejam M um conjunto qual-

quered: M x M — R uma funcéo definida por

d(x, y) = 0, sex=y
Y 1, sex#y'

Observe que as condicdes (1) e (2) da definicao de espacos métricos sdo claramente
satisfeitas. Para mostrar que d é uma métrica em M basta mostrar que d satisfaz a

propriedade (3). De fato:

i) Se x =z, entdo fica evidente que d(x,z) = d(x,x) =0 < d(x,y) + d(y, z).

ii) Se x # z, temos que d(x,z) = 1. Note que ndo pode ocorrer x = y ey = z,
simultaneamente, sendo assim x # y ou y # z.
Para x #y, temos d(x,z) =1 < d(x,y) + d(y, z).
Paray # z, temos d(x,z) =1 < d(x,y) + d(y, z).

Portanto, a fun¢do d é uma métrica em M e o par (M, d) é um espaco métrico.

Exemplo 1.2. (Métrica usual da reta). Consideremos o conjunto dos nimeros reais
Red: R xR — R, a funcdo definida por

dx,y) = |x—y|.

Mostraremos que (IR, d) é um espago métrico, isto €, que d satisfaz as trés proprieda-

des de métrica.
i) Vale que d(x,y) = |x —y| > 0. Além disso,

dx,y) =0 |x—yl=0=x—y=0x=y.

ii) Como |x —y| = |y — x|, entdo d(x,y) = d(y, x).

iii) Temos que |[x —z| = |[x—y + y—z| < |x—y| + |y —z|. Assim obtemos,
d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).

Portanto, a funcédo d é uma métrica em IR e o par (IR, d) é um espaco métrico.
Observe que esse espaco métrico é uma reta, ou seja, o préprio conjunto IR consiste no

exemplo mais conhecido de espaco métrico munido da funcéo distancia.
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Exemplo 1.3. (Métrica Euclidiana). Consideremos o plano R? e as funcdes d;,d> :
R? x R? — R, definidas por

di((x1,x2), Y1,Y2)) = |x1 —y1| + [x2 — 2|
e
do((x1,x2), (y1,y2)) = max{|x1 — y1|, |x2 — y2|}.

Mostraremos que d; e d, sdo métricas em IR?, isto é, as trés propriedades de métrica

sdo satisfeitas.

Sejam (x1, x2), (y1,42), (21,22) € R%.
Caso dq:

) Temos que dq((x1,x2), (y1,Y2)) = |x1 —y1| + [x2 —y2| > 0.
Além disso,

di((x1,x2), W1,42) =0 & |x1—y1]+|x2—y2| = 0
|x1—y1[=0
| x2—y2[=0
o X1=W
X2 =Y2
i) Como |x1 —y1| + |x2 —y2| = |y1 — x1| + |y2 — x2], entdo

di((x1,x2), (y1,v2)) = di((y1,y2), (x1,x2)).

iii) Veja que

dl((xll XZ)I (21122)) = |x1 - Zl‘ + ‘XZ - ZZ|

IN

lx1 —y1| + [y1 — z1] + |x2 — y2| + [y2 — 22|

lx1 = y1| + [x2 = ya| + [y1 — z1] + [y2 — 22|

di((x1,x2), (y1,¥2)) + di((y1, ¥2), (21, 22)).

Caso dp: As propriedades (1) e (2) da definicdo de métrica sdo imediatas e basta

mostrar que a propriedade (3) € satisfeita para d,.
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iii) Note que do((x1, x2), (z1,22)) = |x1 — 21| ou da((x1,x2), (z1,22)) = |x2 — 22|

Utilizando a desigualdade triangular, temos:

x1—z1] < fx1r =y + [y — oz
< max{|x1 — 1|, [x2 — 2|} + max{[y1 —z1], [y2 — z2[}
e
X2 — 22| < |x2 —yol| + |y2 — 22|

< max{|x1 =y, |x2 —yal} + max{|yr — 2l [y2 -z}

Em qualquer um dos casos, a propriedade (3) é verificada.

Note que a distdncia entre dois pontos na geometria plana, pode ser facilmente
deduzida através de uma demonstragdo analitica no plano, utilizando o Teorema de
Pitdgoras. Observe que, se x = (x1,x2) e y = (y1,2) sdo pontos de R?, esta distincia é

dada por

d(x,y) = /(x1 — y1)? + (x2 — y2)?.

Exemplo 1.4. (R" como espaco métrico). Este exemplo mostra trés formas distintas de
medir distancias em IR" a partir das seguintes métricas:

n

di,y)=> I xi—yil,

i=1

dy(x,y) =max | x;i —y; |,

d3(x/ ]/) =

onde x = (x1, X2, ..., Xp) € ¥ = (Y1, Y2, ..., Yn) € R".

As provas de que d; e dp sdo métricas em IR” sdo semelhantes aos Exemplos 1.2
e 1.3. A seguir, mostraremos que d3 define uma métrica em R” e a partir desse ponto

adotaremos esta como padrdo para os demais exemplos.

i) x,y € R", temos:



1.1 METRICAS

Se x =y,

ds(x, x)

Zn:(xi —x;)?
| =

= \/(x1 —x1)% + o+ (X — xp)?

0

Logo, d3(x,x) =0

Se x #y, temos que Ji tal que x; # y;, dai:

n

d3(x,y) = (D (i — vi)?

i=1

V= y)? + o+ (= )

> V@i—y)? =l xi—yi
> 0
Logo, d3(x,y) > 0
it) Vx,y € R"
d3(x,y) = D _(xi — yi)?

i=1

D LDy — 0P
P

Z 1)2(% — xi)?

n

> (i — x;)?

i=1

d(y, x)

LOgO, d3(xr y) = d3(y/ x)'

iit) Sejam x = (x1,...,Xn), ¥ = (Y1,...,Yn) € 2 = (21,...,24) € R", mostraremos que
ds(x,y) < ds(x,z) + ds(z,y).
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Veja que:

[d3(x, )P

n
> (xi—y)
i1
= > (i—zi+zi—y)
i=1

n

= > (i—z) + 2> (xi—z) @zi—yi) + Y (zi— i)

i1 i=1 i=1
< Xn:(xi —z) + 2 [Xn:(xi —Zi)zl g [Xn:(zi —yi)zl E + zn:(zi — i)
i1 i1 i=1 i=1
2

S i =z + (> (@i —yi)?
i=1 i=1
= [d3(x, Z) + d3(Z, y)]z,

Avalidade da desigualdade acima é obtida pela desigualdade de Cauchy-SchwarzE]
Logo, d3(x,y) < ds(x,z) + da(z,y).

Portanto a funcdo d3 é uma métrica sobre R" e o par (IR"”, d3) é um espaco métrico.

Definicao 1.3. (Métrica induzida). Se (M, d) é um espaco métrico, todo subconjunto
X C M, pode ser considerado como espago métrico se considerarmos a restricdo de d
a X x X, ou seja, usar entres os elementos de X a mesma distancia que eles possuiam

como elementos de M. Quando isto é feito, (X, d) é chamado subespaco de (M, d).

1.2 BOLAS E ESFERAS

Definicdo 1.4. Seja M um espago métrico e 2 um ponto em M. Dado > 0 um nimero

real, definimos bola aberta, bola fechada e esfera da seguinte maneira:

1. A bola aberta de centro a e raio 7 é o conjunto, denotado por B(a;r), dos pontos

de M cuja distancia ao ponto a é menor do que r. Ou seja,

B(a;r)={x e M |d(a,x) <r}.

1 A desigualdade de Cauchy-Schwarz, dada por |x-y| < |x|-|y|, para Vx,y € R", aparece em muitos
contextos da matematica, como na algebra linear, na andlise matematica, na resolugéo de problemas, etc.

A demonstracdo dessa desigualdade pode ser obtida no livro [2]].
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2. A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto, denotado por B|a;r], formado
pelos pontos de M que estdo a uma distdncia menor do que ou igual a r do ponto

a. Ou seja,
Bl;r]={x e M | d(a,x) <r}.

3. A esfera de centro a e raio r é o conjunto, denotado por S(a;r), formado pelos

pontos x € M tais que d(x;a) = r. Assim:

S(a;r)={x € M| d(a,x)=r}.

Note que B[a;r] = B(a;r) U S(a; r) representa uma unido disjunta.

Se X C M é um subespaco de M e a € X, as bolas aberta e fechada de centro a e
raio r em X serdo indicadas, respectivamente, por Bx(a;7) e Bx[a; 7], enquanto a esfera
de centro a e raio r serd indicada por Sx(a; r).

Observe que
Bx(@;r)={x € X |d(a,x) <r}=B@rnX,

Bx[a;r] ={x € X | d(a,x) <r} =Bla;r]NX,
Sx(a;r)y={x € X |d(@a,x)=r}=S@@r)NnX.

Exemplo 1.5. Consideremos M com a métrica do Exemplo 1.1 (métrica “zero-um”),

ou seja,

dx,y) 0, sex=y
X,Y) = .
Y 1, sex#y

Dados x,a € M, temos:
dx,a) <1< x=a e dix,a) > 1< x #a.
Dadosa € M er =1, entdo
B@;1)={x e M |d(x,a) <1} = {a};

S(a;1)={xe M |d(x,a)=1} =M — {a};

Bla;1] ={x € M | d(x,a) <1} = M.
Dadosa € Mer > 1, entdo

B(a;ry={x € M | d(x,a) <r}=M;

11
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Sary={xeM|d(x,a)=r}=0;

Bla;r] = B(a;r) U S(a;7) = MU @ = M.
Dadosa € MeO < r < 1, entéo
Ba;ry={xe M | d(x,a) <r}={a};
S(@;r)={x € M| d(x,a)=r} = &;
Bla;r] = {a} U@ = {a}.

Exemplo 1.6. Considere R com a métrica usual da reta, apresentada no Exemplo 1.2.

Para todo 2 € R e todo r > 0, temos:

1. A bola aberta B(a;r) é o intervalo aberto (a — r, a +r). Com efeito,

Ba;r)={xeR |dx,a) <r}<|x—a|<r& —r<x—a<r&sa—r<x<a+r.

2. A bola fechada B[a;r] é o intervalo fechado [a — r,a + r]. De fato,

Blg;r]={xeR |d(x,a) <r}e|x—a|<r& —r<x—a<rsa—-r<x<a+r.

3. A esfera S(a;r) possui apenas os pontos a — r € a +r, ja que
Swry={xeR|d(x,a)=r} <|x—al|=r.

Exemplo 1.7. No Exemplo apresentamos trés métricas que sdo equivalentes d,

d, e d3 para R?. Vejamos as correspondentes bolas:

1. Considere (R?,d;), onde di(x,a) = |x; —a1| + |x2 — az|. Uma bola aberta de
centro a e raio r corresponde ao interior de um quadrado de centro a e diagonais

paralelas aos eixos, cada uma medindo 2r. Veja Figura 3]
Sea=(0,0)er=1,entdo dqi((x,y), (0,0) = |x| + |y|.
Note que, dado (x,y) € B(a,1) = {(x, y) € R? | |x| + |y| < 1}, temos:
a) Sex=0ely| < l,entdo -1 <y < 1;
b) Sey=0e|x| < 1,entdo -1 < x < 1;
¢) x>0,y>0temosquex+y < 1,ouseja,y<1—ux;
d) x <0,y >0temos que —x+y < 1,ouseja, y < 1+x;
e) x>0,y <0temosquex —y < 1,ouseja, —y <1-—x;

f) x <0,y <0temos que —x —y < 1, ou seja, —y < 1 +x.
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b 5 I

Figura 3: Bola aberta B((0,0), 1) em (R?, d;).

2. Considere (IR?, d>) onde dy(x,a) = max{|x; — a1|, |x2 — az|}. A bola aberta B(a, r)
de centro a e raio r, corresponde ao interior de um quadrado de centro a e lados
paralelos aos eixos com medida 2r cada. Veja Figura[2]

Sea = (0,0) e r =1. Temos da((x,y), (0,0)) = max{|x|, |y|}, entdo B(a,1) =
{(v,y) € R* | max{|x|, [y} <1}.

ek

i 1
1 1
1 1
1 1
i —1.5 |
1 1
[} 1
1 1
i 1
1 1

Figura 4: Bola aberta B((0,0), 1) em (R?, dy).
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3. Considere (IR?,d3), onde d3(x, a) = \/(xl —a1)? + (xp — ap)?. Abola aberta B(a;r) =
{x € R? | d(x,a) < r} corresponde ao interior de um circulo de centro 4 e raio r.
Veja Figura

Sejam a = (0,0) e r = 1. Temos ds((x,y), (0,0)) = \/x* + y2, entdo B(a,1) =
{(x,y) e R? | x>+ y*> < 1}.

~
Sae
e

-2

Figura 5: Bola aberta B((0,0), 1) em (R?, d3).

Definicdo 1.5. Dado um espaco métrico (M, d), um conjunto A C M é um aberto em

M se, para cada ponto a € A, existe r, > 0 tal que B(a,r) C A.

Definicdo 1.6. Seja M um espaco métrico. Um ponto a € M é um ponto isolado de
M se existe uma bola em torno de a que ndo contém nenhum ponto de M, ou seja, se

existe r > 0 tal que B(a;r) = a.

Definicdo 1.7. Quando todos os pontos de um espaco métrico M sdo pontos isolados,

chamamos M de um espa¢o métrico discreto.

Exemplo 1.8. Seja (IR, d) a reta com a métrica usual. Considere o conjunto dos na-
turais IN como subespaco métrico de R com a métrica induzida. Entdo (IN,d) é um
espaco métrico discreto.

Com efeito, dado a € IN, tome J§ < 1, entdo a bola B(a, §) ndo contém nenhum ponto
de IN diferente de a. Veja Figura[6]
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Figura 6: Métrica induzida na reta

Pela arbitrariedade de a, segue que (IN, 2) € um espago métrico discreto.

Analogamente, pode-se mostrar que Z e Z X Z com as métricas induzidas de R e R?,

respectivamente, sdo exemplos de espacos métricos discretos.

Proposicao 1.8. Seja M um espagco métrico. Dados pontos a,b € M tais que a # b, sejam

r>0es > 0tais que r +s < d(a,b), entdo as bolas abertas B(a;r) e B(b;s) sdo disjuntas.

Demonstragdo.

Suponha por absurdo que as bolas abertas B(a;r) e B(b;s) ndo sdo disjuntas, ou seja,

existe x € B(a;r) N B(b;s). Entéo teriamos d(a, x) < r e d(x,b) < s. Assim,
d(a,b) <d(a,x) + d(x,b) <r+s<d(a,b),

onde a primeira desigualdade decorre da condicdo (3) de métrica, e a ultima desi-

gualdade decorre da hipdtese. Logo, chegamos que d(a,b) < d(a,b), o que é uma
contradicdo. Portanto, as bolas B(a;r) e B(b; s) sdo disjuntas.

A Figura[/|ilustra essa demonstragao.

—————

w
l S

-----

Figura 7: Bolas abertas disjuntas.

15
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1.3 CONJUNTOS LIMITADOS

Definicdo 1.9. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Dizemos que X é

limitado quando existe k > 0 constante tal que d(x, y) < k, para quaisquer x,y € X.

Se x,y € X entdo d(x,y) < k, isso significa que k é uma cota superior para o conjunto
das distancias d(x, y) entre pontos do subconjunto X.
A menor das cotas superiores de um conjunto de nimeros reais chama-se o supremo

desse conjunto.

Proposicdo 1.10. Um conjunto X C M é limitado se, somente se, X C Bla;r] para

alguma bola Bla;r] de M.

Demonstragdo. De fato, se X C M para alguma € M er > 0, entdo dados x,y € X
temos
d(xly) S d(x,ﬂ) + d(a,y) S r +r = 21“

Logo, se X C M, entdo X é limitado. Por outro lado, se X é limitado, isto é, se existir
k > 0 tal que
d(x,y) < k

para quaisquer x,y € X, entdo dado a € X, tomamos r = k e teremos que
dx,a) < k=r

para todo x € X, isto é, X C B[a;r].
O

Definicdo 1.11. Seja X um subconjunto limitado de uma espaco métrico M. Chama-
mos diametro de X ao suprem dos numeros d(x, y) com x,y € X. Assim o didmetro

¢ o numero real dado por

diam(X) = sup{d(x,y) | x,y € X}.

Para indicar que X ndo é limitado, escreve-se diam(X) = co. Neste caso, para qual-
quer que seja o numero k, podem-se obter pontos (xi, yx) € X, tais que d(xx, yx) > k.
Observe que se X € limitado e Y C X, entdo Y também ¢ limitado e diam(Y) <

diam(X). De fato, se X € limitado entdo Jk > 0, tal que d(x,y) < k, Vx,y € X. Sejam

2 A definicdo de supremo pode ser encontrada em [2]
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Xo,Yo € Y, como por hipdtese Y C X, entdo xg, yo € X. Logo, d(xo, o) < k e portanto,

Y também ¢ limitado.

Proposicdo 1.12. Sejam a € M e r > 0, entdo B(a;r) é um conjunto limitado e

diam(B(a; r)) < 2r. O mesmo vale para a bola fechada Bla;r] e a esfera S(a;r).

Demonstragdo.

Dados x,y € B(a;r), temos que d(x,a) < r e d(y,a) < r. Assim,
dix,y) <d(x,a) + d(a,y) <r+r=2r.

Veja também que, se x,y € B[a;r], temos que d(x,a) < r e d(y,a) < r. Entéo,
dix,y) <d(x,a) + d(a,y) <r+r=2r.

Da mesma forma, sejam x,y € S(a;r), temos que d(x,a) =r e d(y,a) = r. Logo,
d(x,y) < d(x,a) + d(a,y)=r+r=2r.

O

Observe que pode acontecer que o didmetro seja menor do que 2r. Neste caso, basta

analisar o Exemplo [1.5| para verificar que S(a;7) = @.

Proposicdo 1.13. Se X e Y sdo conjuntos limitados, entdo X UY € limitado.

Demonstragdo.

Fixando um ponto a € X e um ponto b € Y, existem ky,k; > 0 tais que d(x,a) < ky
ed(y,b) <k, paratodox € Xetodoy €Y.

Caso X = @ ou Y = @ ndo hd o que mostrar. Assuma X # JeY # &.

Tomando I = k; + ky +d(a, b), temos que, para x € X e y € Y arbitrarios:
dix,y) < d(x,a) + d(a,b) + db,y) < ki + d(a,b) + kp = 1.

Logo, d(x,y) < I para todo x,y € XUY, o que mostra que a unido X UY é um

conjunto limitado. 0

Note que, aplicando este resultado n — 1 vezes, isto €, usando o principio de indugao,
concluimos que a unido X; U... U X, de n conjuntos limitados é um conjunto limitado.

Em particular, todo conjunto finito, sendo unido dos seus pontos, é limitado.

17
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ESPAGOS METRICOS

1.4 ISOMETRIAS

Definicdo 1.14. Sejam M e N espacos métricos. Uma fungdo f : M — N é cha-

mada imersdo isométrica quando preserva distancias, isto é, quando para quaisquer

x,y € M tivermos d(f(x), f(y)) = d(x,y).
Uma imersdo isométrica f : M — N é sempre injetora pois f(x) = f(y) = d(x,y) =

d(f(x), fy)=0=x=y.

Exemplo 1.9. Seja f : R — R? dada por f(x) = (x,0). Considere as métricas usuais

em R e R2. Temos,

d(f(x), fW) =d((x,0), (1,0) = V(x—yP?+0>= |x—y| = d(x,y).
Portanto, f é¢ uma imersdo isométrica.

Exemplo 1.10. Seja f : R? — RR® dada por g(x,y) = (x,y,0).

Temos,

d(g(x,y), g, y)) = d((x,1,0), (,y,0) = V(x —x)2 + (y—y)? + 02 = d((x,y), (', y)).

Portanto, ¢ é uma imersao isométrica.

Definicdo 1.15. Uma aplicacdo f : M — N é chamada isometria se ela for uma imer-
sdo isométrica sobrejetiva. Toda imersdo isométrica f : M — N define uma isometria
de M sobre o subespacgo f(M) C N.

Exemplo 1.11. A funcéo f : R — R dada por f(x) = —x é uma isometria.
De fato,

d(f(x), f) = [f(x)—fW)|= [-x—(~y)| = d(x,y).

Portanto, f € imersdo isométrica e sobrejetiva. Logo, isometria.

Exemplo 1.12. A funcfo f : R> — R? dada por f(x,y) = (y, x) é uma isometria.
De fato,

d(fx,y), f& ) = d,0, ¢, x) = Jy—y? + (x—x) = d(y, %), (¢, x).
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Como, f é uma funcdo sobrejetiva, segue que f é isometria.

Observacao 1.4.1. Note que a composta de duas isometrias e a inversa de uma isometria

sdo ainda isometrias. Reflexdes, translagoes e rotagbes também sdo isometrias.

Agora vejamos alguns exemplos de func¢oes que néo sdo isometrias.

Exemplo 1.13. A funcdo f : R — R dada por f(x) = |x| néo é isometria. De fato,

d(f(x), fy) = |f(x)—f
= |[x[=[yll
< [x—yl
< dx,y).

Segue da Definicédo que a func¢do f ndo é uma imersdo isométrica e da Definicdo
que a fun¢do f ndo € uma isometria. Por exemplo, d(f(2), f(—1)) = d(2,1) = 1,
mas d(2, —1) = 3, ou seja, d(f(2), f(—1)) < d(2, —-1).

Exemplo 1.14. Sejam R com a métrica usual e f : R — R definida por f(x) = %

Temos que,

d(f(x), f(y)

[f() = fW)
r_Y

2 2

[x =y

' d(x, y)

NI —= DN~

Logo, ndo é uma isometria.
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FUNCOES CONTINUAS

Introduziremos a definicdo de fun¢do continua em um espaco métrico. As fungdes
continuas possuem caracteristicas importantes e ao mesmo tempo estdo presentes em
inumeros eventos do nosso cotidiano. A ideia de continuidade se deve primeiramente
ao matemadtico francés, Agustin Louis Cauchy, que no ano 1821, em sua obra Cour’s
d’Analyse, apresentou a nocdo intuitiva de continuidade. As principais referéncias

bibliograficas para este capitulo sao [2]], [4] e [5].

2.1 DEFINIGAO E EXEMPLOS

Definicdo 2.1. Sejam M e N espacos métricos. Uma funcdo f : M — N é continua
num ponto a € M quando, dado € > 0, é possivel obter § > 0 tal que d(f(x), f(a)) < &,
para todo x € M com d(x,a) < J.

Se f é continua em todos os pontos a € M , entdo f € dita continua.

Observe que em termos de bolas abertas, temos que f : M — N é continua em a se
Ve > 0, 36 > 0 tal que f(B(a;J)) C B(f(a);¢). Veja a Figura

Figura 8: Bolas abertas
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Exemplo 2.1. Considere a fungdo f : R — R dada por f(x) = x? e a métrica usual em
R. Mostraremos que f € continua no ponto a = 0.
Dado ¢, queremos encontrar um ¢ > 0 tal que d(f(x), f(0)) < e para todo x € R que

cumpra d(x,0) < ¢. Isto é, obtemos

2| = [x2—0% < g
ou seja,
x| < Ve
Para tal, é suficiente tomar é = /¢ e teremos

d(f(x), f(0) = |x¥* — 0% < &,

para todo x € R com d(x,0) = |x| < ¢.

Exemplo 2.2. Considere a funcéo f : R — R? dada por f(x) = (x,x). Considere as
métricas usuais em R e R2. Vamos mostrar que f é continua.

Dado ¢ > 0, temos que

d(f(x), f(a)) = d((x,x),(a,a))
= \/(x—a)2+(x—a)2
= V2 |x—a
Tomando J = \2, temos que, se |x —a| = d(x,a) < 4, entdo
€
d(f(x), f(a)=V2-|x—a| < \fz-(s:\/i-\—ﬁ=s.

Logo, f € continua em a4 € R . Como 7 foi tomado de forma arbitraria, temos que f é

continua.

Exemplo 2.3. Considere o conjunto dos naturais IN com a métrica induzida da reta.

Seja P um espaco métrico qualquer, entdo toda func¢do f : IN — P é continua.

Com efeito, dados 2 € IN e ¢ > 0, basta tomar § = 1 e teremos que d(x,a) < ¢
fornece x = a. Assim d(f(x), f(a)) = d(f(a), f(a)) = 0 <e.
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Definicdo 2.2. Uma funcdo f : M — N € uma funcdo de Lipschitz (ou lipschitziana)

se existe k > 0 tal que
d(f(x), f(y)) < k- d(x/y)r VX,y € M.

A constante k é chamada constante de Lipschitz da funcéo f.

Proposicdo 2.3. Se f : M — N € lipschitziana entdo f é continua.

Demonstragdo.

De fato, sendo f uma aplicagdo lipschitziana, existe uma constante k > 0 tal que

d(f(x), f) <k -d(x,y), Vx,y € M.

. 3
Assim, dado ¢ > 0 e tomando 6 = o temos

A(f, f@) < k-dxy) < k- =¢

sempre que d(x,y) < J.
Portanto, f ¢ continua em M.
O

Proposicao 2.4. Se f,g: M — R sdo fungbes lipschitzianas, o mesmo ocorre com f + ¢
ec-f,parac € R.

Demonstragdo.

Temos, por hipdtese, que f e g sdo lipschitzianas, ou seja, existem ki, k; > 0 tais

que
d(f(x), f(y)) <ki-d(x,y), Vx,y € M,
e

d(g(x), g) <k -d(x,y), Vx,y € M.

A seguir, consideramos a métrica usual em RR.

i) f+ g élipschitziana:

23
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Como (f +g)(x), (f +9)(y) € R, temos

d((f + (), (f +®) [(f +8)(x) — (f + W)

= [f(x)+g(x) = (f(y) + gW))|
= |f(x)+g(x) = f(y) — gW)|

= |f(0) = fy)+g(x) — gW)|
[f(x) = fW] + |8(x) — &)
d(f(x), f(y) + d(g(x),8W))
ki-d(x,y) + ka-d(x,vy)

(k1 + ko) - d(x, y).

IN

ININ

Portanto, d((f + g)(x), (f+9)(v)) < (k1 +k2)-d(x,y), ouseja, f + g € lipschitziana.

ii) c- f élipschitziana: Como a imagem da funcdo f é um subconjunto de R, temos

d(c- f(x), c- f(y) e f(x) —c- f(y)
|- (f(x) = fW)
lcl-|f(x) = fW)

lc]- d(f(x), f(¥))-

Como por hipétese f é uma funcéo lipschitziana entdo d(f(x), f(y)) < ki-d(x,y),
Vx,y € M, obtemos

d(c- f(x), c- fw) = le|-d(f(x), f(y) < lc]- k1 - d(x,y).

Tomando |c|- k1 = k3 > 0, com k3 € R, concluimos que

d(c- f(x), c- f(y) < ks-d(x,y).

Portanto, ¢ - f € uma funcao lipschitziana.
Ul

Definicdo 2.5. Se f : M — N ¢ uma funcéo que satisfaz d(f(x), f(y)) < d(x,y) para
quaisquer x, y € M, dizemos que f é uma contracao fraca. Neste caso f € uma funcdo

lipschitziana com constante k = 1 e portanto uma funcao continua.



2.2 PROPRIEDADES DAS APLICAGOES CONTINUAS

Exemplo 2.4. A aplicagdo constante f : M — N, f(x) =c, paratodox € Mec € R ¢
uma contragdo fraca. Pela prépria definicdo, d(f(x), f(y)) = d(c, ¢)=0.

Assim, d(x,y) > 0, para todo x,y € M, obtemos que

d(f(x), f(y) = d(c,c) =0 < d(x,y).

Exemplo 2.5. (Descontinuidade). Sejam M, N espacos métricos. Se f : M — N ndo
¢ continua no ponto a4, chamamos f de uma funcdo descontinua nesse ponto. Isto &,
existe ¢ > 0, tal que para todo § > 0, pode se obter x; € M tal que d(xs,a) < J e
d(f(xs), f(a)) > e. Note que x; depende de 6.

Um exemplo de descontinuidade é a fungéo caracteristica do conjunto Q dos ntime-

ros racionais. Mais especificamente, seja a fun¢édo 7 : R — R dada por:

(x) = 1, sexeQ
7= 0, sengQ.

Em qualquer ponto a € R, v é descontinua. De fato, basta tomar ¢ = 5. Dado é > 0,

1
j-
se a ¢ Q, tomemos x5 € Q tal que |x; — a|< 4. Entdo |y(xs) — y(@)| =1 > % = €.

Agora, se a € Q , basta tomar x5 ¢ Q, segue o mesmo resultado.

Observacao 2.1.1. Dada uma aplicagdo f : M — N, seja Ny C N um subespago tal que
f(x) € Ny para todo x € M. Entdo f pode também ser considerada como uma aplicagdo

de M em Ny, digamos f1 : M — Nj. Entdo f € continua se, somente se, f1 é continua.

2.2 PROPRIEDADES DAS APLICAGCOES CONTINUAS

Proposicéo 2.6. Se f : M — N ¢ continua no ponto a e § : N — P € continua no ponto
f(a), entdo go f: M — P é continua no ponto a, ou seja, a composta de duas aplicagbes

continuas é continua.

Demonstragdo.

Dado ¢ > 0 e sendo g continua no ponto f(a), existe A > 0, tal que

y €N, d(y, f(a)) < A = d(g(y), g(f(a) <e.

25
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Para A > 0 e sendo f continua no ponto a, podemos obter J > 0, tal que
xeM, dx,a) <A =d(f(x), f(a)) <A.
Assim, segue que

d(g(f(x)), g(f(a)) <e.

A Figura [9]ilustra esta demonstragéo:

Mo N P

X N IR A 27 N N 7 Y
Wt e @)

Figura 9: Composicdo de funcoes

O]

Corolario 2.7. Se f : M — N ¢ continua no ponto a € X C M, entdo f |x € continua

no ponto a.

Demonstragdo.
Sendo f |x a funcdo f restrita ao conjunto X, temos uma composicdo do tipo f o i,
onde i : X — M é uma funcdo de inclusdo, ou seja, i(x) = x, com x € X. Assim,
d(i(x), i(a)) = d(x,a), em particular, d(i(x), i(a)) < d(x,a), logo pela Definicdo [2.5] i é
uma contragdo fraca e continua. Como a funcédo f € continua, a Proposicdo nos
permite afirmar que a composigio f o i é continua. Portanto, f |x é continua.

O

Definicdo 2.8. Dados os espacos métricos M, N; e Np, uma aplicagdo f : M —
N; X N equivale a um par de aplicagdes f; : M — Nj e fo : M — Np, chamadas
as coordenadas de f, tais que f(x) = (fi(x), f2(x)) ou f = (f1, f2) para todo x € M.
Considerando-se as projecoes p; : N X N — Nj e pp : N; X N — Ny, tem-se
fi=piofefr=prof,ondeconsideramos em N; X Ny a métrica d[(x1, x2), (y1,Y2)] =

max{d(x1,y1), d(x2,y2)}.
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Proposicdo 2.9. A aplicagdo f : M — Nj x N, € continua no ponto a € M se, somente

se, suas coordenadas f; : M — Nj e f : M — Nj sdo continuas no ponto a € M.

Demonstragdo.
(=) Se f € continua entdo o mesmo ocorre com f; = pyo f e f, = pp o f porque as
projecoes p; e p, também sdo continuas.
(<) Dado € > 0, como f; e f, sdo continuas no ponto a, existem é; > 0 e 5, > 0 tais
que d(x,a) < & = d(fi(x), f1(a)) < e e d(x,a) < & = d(f2(x), f2(a)) < e. Tome
do = min{dy, dy},dai d(x,a) < dp = max{d(f1(x), fi(a)), d(f2(x), f2(a))} < e. Logo f é
continua no ponto 4.

O

Proposicdo 2.10. Se f, g : M — R sdo fungoes continuas com valores reais, entdo f + g,

f-g e f/gquando g(x) # 0 para todo x € M sdo fungbes continuas.

Demonstragdo.

i) Dado a € M, vamos provar que f + g € continua em 4.

Dado ¢ > 0, como f e g sdo continuas em 4, existem 1,6, > 0, tais que

d(x,a) < 61 = d(f(x), f(a) < % e d(x,a) < 6 = d(g(x), g(a) < %

Tome 6 = min{dy, 6,}. Considerando a métrica usual em R

d((f +&)(x), (f +8)(a))

[(f +8)(x) — (f +8)(a)|

= |f(x)+g(x) — f(a) — g(a)|

< |fx) = f@)] + [g(x) — g(a)]
< d(f(x), f(a) + d(g(x), g(a)).

Para x € M tal que d(x,a) < 4, temos que

A((f + (), (f+9)@) < d(fE), f@) + dg), g@) < 5+5 =¢.

Segue que f + g € continua em 4.

As provas que f - ¢ e f/g quando g(x) # 0 para todo x € M sdo funcdes continuas e
podem ser encontradas em qualquer livro de célculo.
O
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2.3 HOMEOMORFISMOS

Definicdo 2.11. Sejam M e N espagos métricos. Um homeomorfismo de M sobre N
é uma bijecfio continua f : M — N cuja a inversa f~! : N — M também ¢é continua.

Neste caso, diz-se que M e N sdo homeomorfos ou topologicamente equivalentes.

Teorema 2.12. Se f : M — N e g: N — P sdo homeomorfismos, entdo go f : M — P

e f~1: N — M também sGo homeomorfismos.

Demonstracdo.

1

Por hipétese f e ¢ sdo bijegdes continuas com inversas f ! e ¢~! continuas. Queremos

provar que g o f ¢ homeomorfismo, isto €, uma bijecdo continua com inversa continua.

i) gof ¢éinjetora:
Dados x1,x2 € M, suponha que g o f(x1) = go f(x2). Entdo g(f(x1)) = g(f(x2)).
Como g € injetora, temos que f(x1) = f(x2). Sendo f injetora, temos x; = x».

ii) go f ésobrejetora:
Dado y € P, como g ¢é sobrejetora, existe a € N tal que g(a) = y. Sendo f
sobrejetora, existe x € M de modo que f(x) = a. Logo, g(f(x)) = g(a) = y.

Portanto, g é sobrejetora.
iii) Pelos itens i e ii concluimos que g o f é bijetora.
iv) go f € continua:
Segue da Proposicao que a composta de funcdes continuas é continua.

v) (go f)~! é continua:

1

Vale que (go f)" ' = flog™!, ecomo f! e ¢g~! sdo continuas, pela Proposicio

2.6} (g0 f)~! é continua.

Deixamos a cargo do leitor a demonstragéo de que f~! é homeomorfismo.
O

Proposicdo 2.13. Seja f : M — N uma fungdo continua. O grdfico da fung¢do f dado
por G(f) = {(x, f(x)) | x € M} é homeomorfo ao dominio M dessa funcdo.
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(x, f1x))
G()

M X

Figura 10: Grafico G(f)

Demonstragdo. Mostraremos que G(f) ¢ homeomorfo ao dominio M da funcéo f.
Considere a funcao
F: M — G(f)
x = (x, f(x)).
Vamos mostrar que F ¢ um homeomorfismo, ou seja, f é uma bijecdo continua com
inversa continua.
i) F é injetora:
Dados x1, x2 € M, se F(x1) = F(x2), entdo F(x1) = (x1, f(x1)) = (x2, f(x2)) = F(x2).
Portanto x1 = x; e F € injetora.
ii) F é sobrejetora:
Dadoy € G(f), dx € Mtalquey = (x, f(x)), entdo F(x) = (x, f(x)) =y.
iii) Pelos itens i e ii concluimos que F é bijetora.
iv) F é continua:
F(x) = (Fi(x), F2(x)) = (x, f(x)) onde Fi(x) = x e Fx(x) = f(x).
Segue da Proposicdo[2.9|que F é continua se, somente se, as fungdes coordenadas

sdo continuas. Como, F; e F, sdo continua, segue que F é continua.

v) F~1 ¢ continua:

Considere a funcao continua

g: G(f) — M
(x, f(x)) = x
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Veja que g € a inversa de F, isto é, ¢ = F~1. De fato,
goF(x) =g((x, f(x)) =x =idm(x).

Fog(x, f(x)) = F(g(x, f(x)) = F(x) = (x, f(x)) = idg-
Logo ¢ = FL.

Portanto, pela Defini¢do [2.11} o grafico da funcdo f é homeomorfo ao dominio M.
O

A Proposicdo fornece uma fonte de exemplos de homeomorfismos como vere-

mos a seguir.

Observagdo 2.3.1. A notagdo S' € a designagdo do circulo unitdrio {(x,y) € R? |
x>+ y> = 1} em R? (Veja Figura . Analogamente, S" designa a esfera unitdria

{(x1, oy Xps1) € R | 22+ +x2,, = 1} em R,

Figura 11: Circulo unitario S!

Exemplo 2.6. O hemisfério norte S! = {(x,y) € S' | y > 0} é homeomorfo & bola
B(0,1) = ]1—1,+1[ uma vez que esse hemisfério é o grafico de f(x) = V1 —x2, x €
] —1, +1[. Veja Figura[12]

Figura 12: Hemisfério norte S1

De maneira geral o hemisfério norte S” = {(x1, ..., x441) € S" | x41 > 0} € homeo-
morfo a bola B(0,1) € R".
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Exemplo 2.7. A reta R é homeomorfa & pardbola P = {(x,y) € R? | y = x?} uma vez

que esta parabola é o grafico da funcio x — x> de R em RR.

Exemplo 2.8. O circulo unitdrio S! = {(x,y) € R*> | x>+ y*> = 1} e o quadrado
Q= {(x,y) € R?| |x| + |y| = 1} do espago euclidiano R? sdo homeomorfos. Veja
Figura De fato, consideremos a funcéio f : Q — S!, definida por:

_ X Y
feoy) = (\/xz+yz ¢ \/x2+y2>.

Ela é continua, bijetora e possui inversa continua.

Figura 13: Homeomorfismo entre o circulo e o quadrado.

Exemplo 2.9. O plano Euclidiano perfurado X = {(x,y) € R*> | x # 0 ey # 0} e
o cilindro circular reto Y = {(x,y,z) € R® | x> + y? = 1} de eixo 0Z sfo também
homeomorfos uma vez que a funcdo f : Y — X dada por f(x,y,z) = (x- €%, y-e*) é

continua, bijetora e possui inversa continua. Veja Figura

Figura 14: Homeomorfismo entre o plano perfurado e o cilindro circular reto.

Exemplo 2.10. (Proje¢do estereografica). Sejam S = {(x,y) € R? | x> + y> =1} e

o ponto N = (0,1). A projecdo estereografica

m:S'—{N} =R
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¢ um homeomorfismo entre o circulo menos um ponto S! — {N} e a reta R. Essa
funcéo leva cada ponto P € S! — {N} em um ponto P’ obtido pela intersec¢io do eixo
das abcissas com a semirreta de origem N, e que contém o ponto P. Veja Figura

Seja P = (x1,11), para determinar analiticamente o ponto P’, recorremos a equacdo da

reta que passa por N e P e tomamos sua interseccdo com a reta y = 0. A equagdo da

y=<ylle)-x + 1.

reta em questdo é

Esta reta intercepta a reta y = 0 no ponto em que

yl—l) X1 X1
O:<7 . 1 = -1 =0 = = — = .
- X + n1—1)-x +x X - p—

Note que y; # 1.

Figura 15: homeomorfismo entre o circulo S' — {N} e a reta RR.

X1
1—y2.

Ou seja, se P € S! — {N}, entdo a projegdo de Pnaretay =0 é r1(P) =

Na projecéo estereografica, a medida que o ponto P se aproxima de N o ponto P’
tende ao infinito, ou seja, P’ fica cada vez mais longe, e dizemos que N é projetado no

infinito.
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O objetivo deste capitulo é a generalizacdo de alguns conceitos mais importantes
utilizados nos capitulos anteriores. Para isto substituiremos a no¢do de métrica, sobre a
qual se fundamenta toda a construcao da teoria dos espacos métricos, pelo conceito de
topologia. A topologia compreende dois ramos principais: topologia geral e topologia
algébrica. Esta primeira € o foco principal deste trabalho e se fundamenta em grande

parte da teoria dos conjuntos. Este capitulo é baseado nas referéncias [7]] e [3].

3.1 ESPAGCOS TOPOLOGICOS

Definicdo 3.1. Uma topologia num conjunto X é uma colecdo 7 de partes de X,

chamados os abertos da topologia, satisfazendo as seguintes propriedades:
(1) 9, XeT,;

(2) Se Aq,..., A, e Tentio AiN..NA, €T;

(3) Se {A;}ics é uma familia qualquer de conjuntos de 7 entdo |J A; € T.

iel

Definicdo 3.2. Um espaco topoldgico é um par (X, T), onde X é um conjunto e 7 é

uma topologia em X.

Exemplo 3.1. Dado o conjunto X = {4, b, c}, dentre as seguintes cole¢des de subcon-

juntos, apenas 71, T3 e 75 sdo possiveis topologias em X:
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Ti=1{9,X};

T2 ={2,{a}, {b},{c}, X};

T3 ={2,{a},{b}, {a b}, X};
Ti={2,{a,b},{b,c}, X};

Ts ={@,{a}, {b},{c} {a,b},{a,c},{b,c}, X}.

Veja uma ilustrago dessa colegbes de subconjuntos na Figura[16}

Figura 16: 71, T3 e 75 séo possiveis topologias.

Note que 7, e 74 néo sdo topologias, pois {a} U {b} = {a,b} ndo pertence 7, e
{a,b} N {b,c} = {b} néo pertence a 7, portanto ndo satisfazem as propriedades da

Defini¢io

Exemplo 3.2. Todo conjunto X # & possui as seguintes topologias:

i) Topologia trivial ou cadtica. Os tnicos subconjuntos abertos de X sdo @ e X,
ouseja, T = {@, X}.

ii) Topologia discreta. Todos os subconjuntos de X sdo abertos, ou seja, 7 é a cole-

¢do de todos os subconjuntos de X.

Exemplo 3.3. Dado o conjunto X = {a,b}, a colecdo 7 = {&, {a}, X} é uma topologia
em X. O par (X, T) é chamado de espaco de Sierpinskﬂ

1 Wactaw Sierpinski, matematico polonés (1882 - 1969).
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Exemplo 3.4. (Topologia usual da reta). Considere o conjunto RR. A cole¢do 7 dada
por:
T={ACR|Vac A, Te>0,(a—¢, at+te) C A}

¢ uma topologia em R, chamada de Topologia usual da reta. Os elementos de 7, na
topologia usual, sdo os subconjuntos A C R de modo que seus pontos sdo centros de

intervalos abertos contidos em A.

Exemplo 3.5. (Topologia do complemento finito ou cofinita). Seja X um conjunto

ndo vazio. A colecdo
T ={A C X | A°é finito ou é X}

¢ uma topologia sobre X.

De fato,

(1) Claramente, F e X € T;

(2) Sejam Aqy, ..., A, € T, queremos mostrar que (n] A eT.
i=1

n ¢ n
Temos (ﬂ Ai> = |J Af e Af ¢ finito ou X, logo a interse¢do também ¢ finita ou
i=1 i=
X.
n

Assim, N A; € T;
i=1

(3) Seja {A;}ic; uma familia qualquer de conjuntos de 7. Queremos mostrar que

U A; € T, ou seja, a unido de quaisquer elementos de 7 é um elemento de 7.
icl

c
Como <U Ai> = N Af e A é finito ou X, logo a unido € finita ou X.
iel

iel
Note que, se X é finito, entdo topologia do complemento finito ou cofinita é igual a to-

pologia discreta.

Definicdo 3.3. Uma topologia 7 em X se diz metrizavel quando existe uma métrica

em X em relacdo a qual os abertos coincidem com os elementos de 7.

Observacao 3.1.1. No caso de ndo ser possivel definir uma métrica d em X de modo
que os abertos de (X, d) sejam os mesmo de (X, T), dizemos que, neste caso (X,T) ndo é

metrizdvel.
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Definicdo 3.4. Duas métricas d; e d, sobre um conjunto M sdo equivalentes se, e

somente se, elas determinam a mesma topologia em M.

Proposicao 3.5. Todo espago métrico M é um espago topoldgico.

Demonstragcdo. Como efeito, dado um espaco métrico (M, d), pela Definigdo [1.5] os
abertos de M como espaco métrico sdo unides de bolas abertas de M. Assim, basta

tomar
T ={X C M| X é unifo de bolas abertas de M },

e 7 sera uma topologia em M. O espaco topoldgico (M, T) terd os mesmos abertos
que (M, d).
O

Definicdo 3.6. Sejam X e Y espacos topolégicos. Uma aplicacdo f : X — Y se diz
aberta quando, para cada aberto A C X, f(A) é aberto em Y.

Definicdo 3.7. Um espaco topoldgico X chama-se um espaco de Hausdorfﬂ quando,
para cada par de pontos distintos x,y € X, existem abertos A, B C X tais que x € A,
ye€eBeANB=a.

Y

Figura 17: Par de pontos distintos em um espaco de Hausdorff.

Em outras palavras, X é um espaco de Hausdorff se dois pontos distintos sempre

podem ser separados por dois abertos disjuntos. Veja Figura

Observacdo 3.1.2. Todo espago métrico é um espago de Hausdorff.

2 Felix Hausdorff, matematico aleméo (1868-1942).
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3.2 CONJUNTOS FECHADOS

Definicdo 3.8. Seja X um espaco topolégico. Dizemos que F C X é um conjunto
fechado em X se I € T.

Observacdo 3.2.1. Isto ¢, um conjunto € fechado se, e somente se, seu complementar é

um conjunto aberto.

Proposicao 3.9. Seja X um espaco topoldgico. Entdo
(a) @, X sdo fechados em X.
(b) Se Fy, F,, ..., F, sdo fechados entdo F; U ... U F, € fechado.

(c) Se {F;}icj é uma familia qualquer de fechados entdo ( F; € fechado.
i€J

Demonstragdo.
(a) E imediato da Definicdo

(b) Sejam Fy, F,, ..., F, fechados, entédo Fj, F;, ..., F; sdo abertos. Veja que
(FRU..UF)=FNFEN..NFE;
que é um aberto. Logo F; U ... U F, é fechado.

(c) Se {Fj}jes € uma familia de fechados, entéo Ff € aberto, Vj. Além disso,
(NE)=UF ¢ aberto. Portanto, |JF; é fechado.
i€l i€l j

O
Exemplo 3.6. Considere a topologia de Sierpinski do Exemplo entéo os fechados

de X sdo @, X e {b}.

Exemplo 3.7. Considere X = {a,b,c} com a topologia 7 = {@,{a}, {b}, {a, b}, X}.

Determinemos os conjuntos fechados de X.

(i) X e & sdo fechados em X;
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(i) Os conjuntos {a} e {b} ndo sdo fechados, de fato:
{a}*={b,c} & T;
{b}={a,c} &£T.

(iii) Os conjuntos {c},{a,c} e {b,c} sdo fechados em X, pois:
{c}*={a,b} € T;
{a,c}*={b} € T;
{b,c}={a} €T.

Exemplo 3.8. Considere a topologia usual da reta do Exemplo entdo todo con-
junto finito é fechado.

De fato, dado x € R, entdo {x} é fechado em IR, pois:
{x}c = (_Oor X) U (xr Oo);

Logo, se A = {x1, ..., x, } temos que:

A= Cj{xi},

Isto é, A é unido finita de fechados, portanto A é fechado.
Observacéo 3.2.2.
(i) A propriedade de ser aberto ou fechado ¢ independente uma da outra.

(ii)) Um conjunto pode ser simultaneamente fechado e aberto, aberto e ndo fechado,

fechado e ndo aberto ou nenhum dos dois.

3.3 BASES

Definicdo 3.10. Sejam (X, 7) um espago topolédgico e B um familia de subconjuntos
de X tal que B C 7. Dizemos que B é uma base para 7T, se para todo A € T, existe
uma familia A C B de elementos da base, tal que:
A=[JB.
BeA

Observacéao 3.3.1.

(i) Como B C T, entdo toda unido de elementos de B também pertence a 7. Os

elementos de B sdo chamados de abertos bdsicos da topologia.
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(ii) Se B é uma base de T, dizemos que BB gera a topologia T ou que T € a topologia
gerada por B.

Exemplo 3.9. Considere X = {a,b,c} com a topologia 7 = {&, {a}, {b, c}, X}. Temos
que B = {{a},{b,c}} é uma base de (X, T) pois todo conjunto de 7, inclusive o &,

pode ser representado como unido de membros de B.

Exemplo 3.10. Seja (X,7) um espago cuja topologia é a discreta. Entdo B = {{a} |

a € X} é uma base da topologia 7. De fato, dado A € 7, A = |J {a}, para todo
acA

aeA.

3.4 SUBESPAGCOS TOPOLOGICOS

Defini¢do 3.11. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico, Y C X, Y # e T3 = {ANY |
A € T)}. A topologia 7; é chamada topologia induzida por 7 em Y e (Y,77) é
chamado subespaco de (X, 7).

Exemplo 3.11. A topologia induzida em [0, 1], pela topologia usual da reta R, é ge-
rada por subconjuntos da forma [0, a), (b, ¢), (d,1], com 0 < a, b, ¢, d < 1. Veja Figura
18]

O = O
a

Figura 18: Topologia induzida [0, 1] C R.

Exemplo 3.12. A topologia induzida no eixo x de R? é a mesma de R, uma vez que
sua intersecciio com uma bola aberta de IR? é vazia ou um intervalo aberto. Veja Figura
19]
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Figura 19: R C R?.

3.5 FUNCOES CONTINUAS EM ESPACOS TOPOLOGICOS

Definicdo 3.12. Sejam X e Y espacos topoldgicos arbitrdrios. Uma fungéo f : X — Y
se diz continua num ponto a € X se, dado um aberto V qualquer de Y com f(a) € V,
existe um aberto U C X de modo que a € U e f(U) C V. Veja Figura 20

X U Y

] V

Figura 20: Representacdo de uma func¢éo continua em espagos topolédgicos.

Se f é continua em todos os pontos de X, entdo f se diz continua.

Exemplo 3.13. Se a topologia de X € a topologia discreta, entdo f : X — Y € continua,
independente de qual seja a topologia de Y. De fato, se a € X e f(a) € V, onde V é
aberto, tomando U = {a} que é aberto de X, entdo f(U) C V.

Exemplo 3.14. Se a topologia de Y é a topologia trivial, ou seja, T = {&,Y}, entdo

f : X — Y é continua, também independente da topologia utilizada em X. De fato se
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a € X, o unico aberto em Y que contém f(a) é o préprio Y e, tomando P = X, entdo
acPef(P)CY.

Exemplo 3.15. Seja X = {a,b,c} com a topologia 7 = {&,{a}, {b}, {a, b}, X}. A
funcdo f : X — X, dada por f(a) = b, f(b) =c e f(c) = a é continua em a e b, mas ndo
¢ continua em c.

Com efeito os abertos que contém f(a) = b sdo X, {b} e {4,b}. Tomando o aberto
P = {a}, entdo f(P) = {b} que esta contido nos trés abertos que contém b. De modo
semelhante pode-se mostrar que f ¢ continua em b.

Agora note que f ndo é continua em c, pois tomando o aberto Q = {a}, que contém

f(c) = a, entdo o Unico aberto que contém c, ou seja, o conjunto X, é tal que

f(x) £ Q={a}.

Proposicao 3.13. Sejam (X, T1) e (Y, T2) espagos topoldgicos. A fungdo f : X — Y é

continua se, e somente se, para todo V € T, temos que f~ (V) € T1.

Demonstragdo.

(=) Suponha que f é continua. Dado V aberto de Y, pela definicdo de continuidade,
para cada a € f~!(V), existe um aberto V, € 7; contendo a tal que f(V,) C V e,
portanto, V, C f~!(V). Segue que

V) =u{Valae fl(v)}
E como unifio de abertos é aberto, entdo f (V) € 7.

(<) Suponha que, dado V € T, vale que f~'(V) € 7;. Queremos mostrar que f é
continua. Para isso, basta mostrar que f é continua em um ponto a € X arbitrdrio.

Com efeito, dado a € X, seja V € T, um aberto que contém f(a). Por hipétese, f~1(V)
é um aberto de X, isto é f"}Y(V) € Ty, ea € f~1(V). Além disso, f(f"}(V)) C V.

Portanto, f € continua em a.

O

Logo, f € continua se, e somente se, a imagem inversa dos abertos de Y sdo abertos

em X.

Exemplo 3.16. Toda funcdo constante ¢ continua. De fato, sejam f : X — Y tal que
f(x) =cparatodox € X eV CY aberto, entdo:
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X, seceV
@, secdV

)= {

Em ambos os casos, f (V) é aberto em X. Logo f é continua.

Exemplo 3.17. Considere [0,277) com a topologia induzida da reta e S' com a topolo-
gia induzida pelo plano R2. A funcfio f : [0,27r) — S' definida por f(6) = (cosf, senf)
¢ uma funcio continua. Se tomarmos um arco aberto de S', independente do arco
conter o ponto (1,0), a imagem inversa desse aberto é da forma [0, a) U (b, 277) ou (a, b),
que sdo ambos abertos na topologia de [0, 27). Veja ilustracdo na Figura [21]

A

[
=

Figura 21: f : [0,27) — S.

Observacao 3.5.1. A continuidade depende das topologias.

3.6 HOMEOMORFISMOS

Dados dois conjuntos X e Y , uma bijecdo f : X — Y identifica cada ponto de X a
um unico ponto de Y e vice-versa. Se X e Y forem espagos topoldgicos, f for continua
e sua inversa f~! : Y — X também for continua, entfio também serfio identificados
cada aberto de X com um unico aberto de Y e vice-versa. Tudo o que puder ser dito
sobre a topologia de X podera ser afirmado sobre a topologia de Y através da identifi-

cacdo dada por f.

Definicdo 3.14. (Homeomorfismo). Sejam X e Y espacos topolégicos. Dizemos que
uma aplicagédo
f:X=Y
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é um homeomorfismo de X em Y quando f for bijetiva, continua e sua inversa f~!

também for continua.

Observacdo 3.6.1. Quando existe um homeomorfismo entre dois espagos topoldgicos,

dizemos que estes espacos sdo homeomorfos.

Sejam (X, 77) e (Y, T;) espagos topolégicos homeomorfos. Essa relagdo serd repre-

sentada por X ¥ Y.

Observacdo 3.6.2. Espacos topoldgicos homeomorfos possuem as mesmas propriedades
topoldgicas. Assim, teremos que espacos homeomorfos sdo iguais do ponto de vista topo-

logico.

Descrever explicitamente um homeomorfismo nem sempre é uma tarefa facil. Po-
rém se um espaco topoldgico X puder ser deformado em outro espaco topoldgico Y
preservando os abertos e de forma bijetiva, a funcdo que leva cada ponto de X no

correspondente de Y serda um homeomorfismo.

Exemplo 3.18. Seja R com a topologia usual da reta. Todo intervalo aberto néo
degenerado (a, b), com a topologia induzida pela topologia usual de IR, é homeomorfo
a R, ouseja (a,b) = R.
De fato, seja f : (a,b) — (—1, 1) definida por:
2x —(b+a
flo= 220D,
f € uma funcdo bijetiva, continua e sua inversa

1, (b—ay+(a+b)
= 3

também é uma funcdo continua. Assim, o intervalo (a,b) = (—1,1). Agora definimos
f:R —(-1,1) por:

f € uma funcdo bijetiva, continua e sua inversa

1y Y
W=

também é uma funcao continua. Logo, R = (-1, 1).

Portanto, temos que R = (a, b).
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Exemplo 3.19. O circulo S' menos um ponto é homeomorfo a um intervalo aberto,
por meio da fungéo f : (0,27r) — S — {(1,0)} definida por f(6) = (cos, senb).

Exemplo 3.20. A projecdo estereografica do Exemplo ¢ um homeomorfismo, logo
S'—{(1,0} ¥ R.

Exemplo 3.21. (Projecao estereografica).

Sejam S* = {(x,y,z) € R® | x* + 1> + 2?

= 1} e o ponto N = (0,0,1). A projecédo
estereografica

m:8—{N} - R?
definida por
X
n:(x,y,z):(li 4 )

-z 1—z

¢ um homeomorfismo entre a esfera menos o polo norte S> — {N} e o plano R?. Essa
funcéo leva cada ponto P € S*> — {N} em um ponto P’ obtido pela intersec¢do do

plano OXY com a semirreta de origem N, que contém o ponto P. Veja Figura

&

Figura 22: S — {N} ~ R2.
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Exemplo 3.22. (Circulo unitario e o quadrado). Sejam S' = {(x,y) € R? | x* + y> =

1} e o quadrado Q = {(x,y) | max{|x|, |y|} = 1} em R? com a topologia induzida pela

topologia usual de IR?, entdo temos um homeomorfismo entre o circulo e o quadrado.

Veja Figura
e
D
h

Figura 23: S = Q.

Considere f : S! — Q que transportar o arco ab de S! no segmento ef de Q, o arco
be de S! no segmento fg de Q, o arco cd de S! no segmento gh de Q e o arco da de S'
no segmento he de Q, definida por:

- (X l) -1 - (f Z)
fan=(2 L) e fren=(5 1Y)
onde m = max{|x|,|y|} e r=1/x2+y2. Fica evidente que f e f~! sdo fung¢des bijeto-

ras e continuas. Logo f é um homeomorfismo e S' = Q.

Exemplo 3.23. (Esfera e cubo unitério). Sejam S? = {(x,y,z) € R® | x> +y? +22 =1}
e o cubo unitério C = {(x,y,z) | max{|x|,|y|, |z|} = 1} em R®. De maneira andloga
ao Exemplo temos um homeomorfismo entre a esfera unitdria e o cubo unitdrio.
Veja Figura

Figura 24: $2 =~ C.
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3.7 TOPOLOGIA PRODUTO

Definicdo 3.15. Sejam X e Y espacos topoldgicos e consideremos o produto cartesiano
XxY={(x,y)| x € X,y € Y}. A topologia produto em X x Y é a topologia que tem
como base a colecdo B de todos os conjuntos da forma U x V, onde U é aberto de X
e V é aberto de Y. Veja Figura 25

Um subconjunto de X x Y sera aberto se for uma unido de produtos de abertos de X e
Y.

Vv UxV

Figura 25: Abertos de X x Y.

Exemplo 3.24. O produto de um circulo S! por um intervalo I é um cilindro. Veja

Figura

UxV

Sl

Dl

Figura 26: Cilindro = S! x I.

Ouseja, S' x I = {(x,y,t) e R®|x®> + y*=1, t € I}.
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Exemplo 3.25. O resultado do produto de dois circulos é o toro T2. Veja Figura

Figura 27: Toro T? = S! x S

3.8 TOPOLOGIA QUOCIENTE

O conceito inicial de topologia quociente aparece com frequéncia em matemadtica
e consiste em auxiliar na formalizacdo da construcdo de objetos. Estes objetos em si,
apresentam formas muita vezes desconhecidas pela maior partes das pessoas e nos

limitaremos apenas a dar uma descricdo intuitiva e geométrica.

Definicao 3.16. Sejam (X, 7) um espago topoldgico, Y um conjunto nao vazio e seja

f: X — Y uma funcdo sobrejetora. Entdo definimos em Y a seguinte topologia:
Tr={VvcY|fl(VvyeT}

Tr é chamada topologia quociente em Y induzida por f.
Utilizando uma ideia mais intuitiva, a colecao 7 de todos os subconjuntos V de Y tais
que f~1(V) séo abertos em X é uma topologia em Y na qual f é uma aplicacfio quoci-

ente.

Exemplo 3.26. Sejam R com a topologia usual, X = {a,b,c} e uma funcéo f : R —
{a, b, c} definida por

x

, sex <0
f(x)=<X b, sex=0

¢, sex>0
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Entdo, Ty = {9,{a},{c},{a,c}, X} é a topologia quociente em X induzida por f.
Veja ilustracdo na Figura

Figura 28: f: R — {a,b,c}.

Definicdo 3.17. Sejam (X, 7), (Y,7Ty) espacos topolégicos e f : X — Y uma funcdo
sobrejetora. A funcéo f que induz a topologia quociente em Y é chamada uma identi-
ficacéo se Ty = T;. Em outras palavras, a topologia quociente induzida por f coincide

com a topologia original de Y.

Exemplo 3.27. A fungdo f : [0,27r] — S definida por f(0) = (cosf, senf) é uma funcéo
sobrejetora. A topologia quociente induzida por f em S! tem os mesmos abertos da

topologia usual de S!. Veja ilustracdo na Figura

L
N

A

Figura 29: f : [0,27t] — S'.
Observe que cada ponto do circulo S! é imagem de um tnico ponto do intervalo
aberto (0,27t), com exce¢do do ponto (1,0), que possui pré-imagem {0,27t}. A ideia

seria como se a fungdo f enrolasse o intervalo no circulo, e depois uni-se suas extremi-

dades, formando o circulo. Assim, dizemos que os pontos {0; 27t} foram identificados.

Veja Figura
é (-
X \\)
N

Figura 30: Intervalo com extremidades identificadas ¢ homeomorfo a S'.

)
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Exemplo 3.28. A projecio p : R? — R definida por f(x,y) = x, é uma funcfio sobre-
jetora, e a pré-imagem de cada x € R é uma reta vertical que passa por (x,0). Veja

Figura

) R? |
A

1 ' '
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 i
1 i
1 1
1 1
I ]
1 1 -

1 0 1 12 X
1 ]
1 ]
1 ]
1 ]
i ]
1 ]
1 1
1 1
1 i
1 i
-1
R
e Cr - X
-1 0 1 2

Figura 31: Projecdio p : R? — R.

Note que a funcdo f induz em R uma topologia quociente igual a usual. Assim, f
¢ uma funcdo de identificacdo, que projeta cada reta vertical em um tnico ponto para
transformar R em RR.

Nos exemplos anteriores, o contradominio Y e a funcéo f jd sdo dados. Porém, em
geral, teremos conhecimento apenas de X. Nesse sentido, queremos identificar alguns
pontos de X para formar um novo espaco Y de tal forma que Y tenha a topologia quo-
ciente com respeito a essas identificacoes. Para formalizar esta ideia, vamos introduzir

as nogodes de particéo e classes de equivaléncias.

Definicdo 3.18. (Particdo). Uma particdo P de um conjunto X é uma colecdo de sub-
conjuntos disjuntos e ndo-vazios de X, cuja unido é X. Cada um desses subconjuntos

serd chamado de classe, e representado por [x] a classe a que x € X pertence.
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Exemplo 3.29. Considere o conjunto X dado na Figura [32]

Figura 32: Exemplo de particdo de classes de homeomorfismos de letras e niimeros.

Note que, nesse exemplo, temos uma particdo P = {A, O, ®, ¥} do conjunto X
formada por subconjuntos {A}, {Q}, {®} e {¥}, chamados de classes. Podemos nos
referir as classes da seguinte maneira:

(Wl=A={Z,5,3 M W},
[B] = @ = {8,B};

[H] =Y = {H};
[P1=Q={6,9,P}.

Definicdo 3.19. (Relacdo de equivaléncia). Seja X um conjunto. Uma relacdo ~ em

X é dita ser uma relacdo de equivaléncia se ela satisfaz:
) x ~x, Vx € X (reflexividade);
i) x~y = y~x, Vx,y € X (simetria);
i) x~y e y~z=x~z Vxyz¢€ X (transitividade).

Essa relacdo particiona X em classes de equivaléncia que sdo subconjuntos de elemen-

tos equivalentes entre si.

Definicdo 3.20. (Classe de equivaléncia). Dada uma relacdo de equivaléncia ~ em
X, seja x € X, a classe de equivaléncia [x] de x é definida como sendo [x] = {y € X |

x ~ y}. Este é o conjunto de todos os pontos de X equivalentes a x.
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Definicao 3.21. Se X é um conjunto e ~ uma relacao de equivaléncia em X, a particao
de x formada por todas as classes de equivaléncia chama-se conjunto quociente e

denota-se por X/~ (lé-se "X médulo a equivaléncia"). Ou seja, X/~ = {[x] | x € X}.

Dada uma relacéo de equivaléncia ~ em um espaco topolégico (X, Tx), obtemos um
novo espaco topolégico (Y, 7y) onde Y = X/~ e Ty é a topologia quociente induzida
pela funcdo f : X — Y, definida por f(x) = [x]. Portanto, chamamos X/~ de espaco
quociente.

Os exemplos a seguir serdo apresentados de forma intuitiva e geométrica, sendo to-

dos homeomorfismos, considerando a topologia quociente.

Exemplo 3.30. (O circulo). Seja X = [0,1] com a topologia induzida de R. Veja a
ilustragio na Figura

Figura 33: intervalo

Podemos agora identificar 0 e 1 como sendo equivalentes. Isso quer dizer que con-
sideramos a relacdo de equivaléncia gerada pela relacdo que associa apenas 0 e 1.
Escreveremos 0 ~ 1 quando fazemos essa constru¢do. Nessa relacdo de equivaléncia,
0 ~ 1 e todos os pontos r € (0, 1) sdo equivalentes apenas a si mesmos. A particdo que

corresponde a isso, é
P={{0,1},{r} |r€ (0, 1)}.

Isso significa que [0] = {0,1} = [1] e [r] = {r}, r € (0,1). Se analisarmos as deforma-
cbes a seguir podemos verificar que [0,1]/~ = S'. Veja a Figura

0 1

A AN
—u OO0

Figura 34: Relacdo de equivaléncia 0 ~ 1.
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Exemplo 3.31. (O cilindro). Seja X = {(x,y) |0<x <1, 0<y <1} =[0,1]> € R%

Considere X com a topologia induzida pela topologia usual de R?. O cilindro {x? +

y>=1]| |z] < 1} é o espago quociente do quadrado X pela relaciio de equivaléncia
(x,y) ~ (x1,y1) & (x,¥) = (x1,y1) ou {x,x1} ={0,1} ey = y1,

para todo (x,y), (x1,y1) € X. Temos, de uma forma mais intuitiva, que a relacdo de
equivaléncia identifica o ponto (0,y) com (1,y), Vy. Veja Figura

N p
|\‘ =
0,y) § =—= ¢(1,y) ‘ t TW

(0,y) ~ (1,y) | \

Figura 35: Relacdo de equivaléncia (0,y) ~ (1,y).

Exemplo 3.32. (O Toro bidimensional T?). O toro é obtido identificando-se os dois
circulo das extremidades do cilindro da forma com que a ilustracdo [36|apresenta. Em
termos do quadrado original, isso corresponde a adicionar a identificacdo (x,0) ~ (x, 1)

no exemplo anterior.

fx, 1)

0,y) ¢ (1,y) | ‘ ‘

______

(x, 0)

(0, ¥}~ (1,y)
(x, 0) ~(x, 1)

Figura 36: Relacdo de equivaléncia (0,y) ~ (1,y) e (x,0) ~ (x,1).
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Exemplo 3.33. (A faixa de Mobius). E obtida através de uma identificacéio de pontos

em um quadrado como mostra a ilustracdo da Figura [37]

=

Figura 37: Relacdo de equivaléncia (0,y) ~ (1,1 —y).

Exemplo 3.34. (A garrafa de Klein). Este notdvel objeto é obtido identificando-se

os dois circulo das extremidades do cilindro de uma maneira totalmente diferente do
habitual. Veja Figura

N.B ¥ &

(x, 0) ‘
©0,y) ~.(1,1-y) !

(x,0) (1)

Figura 38: Relagdo de equivaléncia (0,y) ~ (1,1 —y) e (x,0) ~ (x,1).
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TOPOLOGIA DE SUPERFICIES

Este capitulo apresenta um material basico sobre topologia geométrica; em parti-
cular serdo tratados de forma intuitiva e geométrica alguns aspectos da classificacdo

topoldgica das superficies. As principais referéncias sao [8]], [9] e [10].

4.1 SUPERFICIES: NOGAO INTUITIVA.

Quando pensamos em superficies, logo nos veem a cabeca uma ideia intuitiva que
superficies possuem apenas largura e comprimento sem apresentar espessura ou altura.
Uma definicdo matematica simples de superficies seria uma variedade de dimensao 2.
Sendo assim, superficies sdo objetos de estudos da topologia em dimenséao 2, de que,

a partir de suas variantes topoldgicas, sdo extraidas classificacoes.

Exemplo 4.1. Assumimos que as superficies ndo tem espessura, sendo assim, podemos
construir um modelo de uma superficie fazendo uso de uma material maleavel e/ou

elastico como por exemplo:

(a) Folha de papel.

Figura 39: Folha de papel como superficie.
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(b) Casca de uma esfera.

Figura 40: Casca de uma esfera como superficie.

(c) Céamara de ar.

Figura 41: Casca de uma camara de ar ou Toro como superficie.

Do ponto de vista topolégico, uma superficie € um espaco topoldgico com as mesmas

propriedades locais do plano da geometria euclideana.

4.2 GEOMETRIA E TOPOLOGIA

A geometria de superficies estuda conceitos que se alteram com as deformacdes
como: distdncias, areas, angulos e curvaturas. Porém a topologia de superficies trata
do conjunto de propriedades que nédo se alteram com deformacdes. Note que nosso
objeto de estudo quando esticado ou encolhido, um pouco, em parte ou o todo de uma
superficie, apresentam certas propriedades que se mantém inalteradas. Tais proprie-
dade constituem o que chamamos de invariantes topoldgicos, intrinsecos a topologia
da superficie.

Definicdo 4.1. Uma variedade n-dimensional M é um espaco topoldgico de Haus-

dorff com base enumeréavel e tal que para cada x € M, existem um aberto U C M,
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com x € U e um homeomorfismo ¢ : U — V, onde V ¢ um aberto do R".

Definicdo 4.2. Uma variedade de dimensao dois é chamada de superficie.

Dada uma superficie, listamos a seguir, de maneira intuitiva, quatro deformacdes,
que nao afetam a topologia de uma superficie, essas deformacoes sdo denominadas

deformacoes legais:

(1) Esticar ou inflar a superficie ou partes dela;
(2) Encolher a superficie ou partes dela;
(3) Entortar a superficie ou partes dela;

(4) Cortar a superficie segundo uma linha suave nela demarcada e logo apds colar
novamente, uma na outra, as bordas geradas por esse recorte, resgatando assim

a superficie original com a linha demarcada. (Recorte e colagem).

Observacao 4.2.1. Em uma superficie um corte dd origem a duas arestas que sdo ob-
jetos unidimensionais. Os pares de arestas, gerados por esse corte devem ser orientados
conforme o sentido do corte. Essa orientacdo deve ser respeitada quando se proceder a

colagem, de modo a ndo alterar o tipo topoldgico da superficie.

Definicdo 4.3. (Superficies Isotopicas). Quando uma superficie é obtida de outra
por meio de uma combinacdo qualquer das trés primeiras transformagoes listadas an-

teriormente, em um numero finito de vezes, dizemos que elas sdo isotdpicas.

Definicdo 4.4. (Superficies Homeomorfas). Se uma superficie é obtida de outra por
uma combinacdo das quatro transformacgdes listada anteriormente, em um numero
finito de vezes, dizemos que elas sdo superficies homeomorfas ou topologicamente

equivalentes.

Note que as transformacdes legais sio homeomorfismos e, portanto, a definicdo de
superficies homeomorfas dada aqui implica a existéncia de um homeomorfismo entre

as superficies.

Proposicao 4.5. Todas as superficies isotépicas sdo homeomorfas.
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Exemplo 4.2. A Figura |42/ mostra como podemos utilizar as deformacdes legais para

distorcer continuamente superficies isotopicas.

v U
@b

Figura 42: Superficies isotdpicas.

Note que a figura, no topo a esquerda, € isotdpica a superficie com duas alcas nao-
entrelacadas, no topo a direita, cada superficie sucessiva € uma distorcdo continua da

anterior sem a necessidade do procedimento de recorte e colagem.

Exemplo 4.3. A Figura ilustra o exemplo classico de superficies isotdpicas mais
difundida no mundo, pois em diversas vezes a "xicara" e a "rosquinha", sdo objetos de
comparacdo para exemplificar de forma intuitiva e visual o que é um homeomorfismo.

Este exemplo tdo usual, na verdade, nada mais é que uma deformacéo do toro.

=

Figura 43: Superficies isotdpicas.
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Observacio 4.2.2. A afirmagdo reciproca da Proposi¢do [4.5| ndo é verdadeira, pois ndo
podemos afirmar que duas superficies homeomorfas sdo isotdpicas e no exemplo a seguir

mostramos um contraexemplo.

Exemplo 4.4. (Superficies homeomorfas ndo-isotépicas). A Figura [44{é um exem-
plo de aplicacdo das deformacoes legais em uma superficie, em particular, na transfor-
macado que podemos obter com o uso do recorte e colagem aplicada a uma superficie.

A superficie resultante apos essas deformacdes € homeomorfa a superficie original.

&

Figura 44: Superficies homeomorfas nédo-isotdpicas.

Na ilustracdo podemos perceber que podemos ter, além da utilizacdo das trés pri-
meiras deformacgdes legais, o uso do procedimento de recorte e colagem. Logo apds
a colagem de ambos as bordas, uma na outra, resgatamos entdo a curva original e
a porcao da superficie em torno dela, e assim, obtendo o homeomorfismo entre as

superficies. Porém, no espaco euclidiano tridimensional, elas ndo sdo isotépicaﬂ

1 A demonstragéo formal de que essas duas superficies ndo sdo isotépicas requer o uso de teoria de nds e

foge do escopo desse trabalho.
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Ao contrario das deformacoes legais, listamos a seguir, trés deformagdes que alteram
a topologia de uma superficie, resultando em superficies nio-homeomorfas a superficie

original, essas deformacoes sdo denominadas deformacoes ilegais:

(1) Cortar a superficie, segundo uma curva nela demarcada, e ndo tornar a colar um

no outro, os bordos gerados pelo recorte;

(2) Realizar colagens de modo arbitrario, fazendo com que dois ou mais pontos antes

distintos, tornem-se um s6 ponto da superficie;

(3) Encolher a superficie ou algumas de suas partes, de maneira que os pontos antes

distintos se aglutinem num sé ponto.

Exemplo 4.5. A Figura[45]é um exemplo da aplicagdo das deformacdes ilegais em uma
superficie, em particular, na transformacdo que podemos obter com o uso do recorte
na superficie sem torna-lo a colar um no outro. A superficie resultante apds essas de-

formacoes ndo é homeomorfa a superficie original.

Figura 45: Superficies Nao-homeomorfas.

Observe que ao tentarmos transformar uma esfera em um toro, utilizando defor-
macoes, estaremos quebrando a regra (4) das transformacdes legais que trata sobre
recorte e colagem, tal feito recai sobre a regra (1) das transformacoes ilegais e assim

teremos superficies ndo-homeomorfas.



4.3 SUPERFICIES SEM BORDO, DIAGRAMAS E ORIENTABILIDADE

4.3 SUPERFICIES SEM BORDO, DIAGRAMAS E ORIENTABILIDADE

Quando pensamos no estudo da topologia em dimensdo 2, temos em grande parte,
reservada para a classificacdo de superficies segundo critérios que nao se importam
com grandezas geométricas, mas na ocorréncia interna a si, como furos, bordos e ori-
entacdo. Assim, a partir deste ponto, daremos mais importancia, ao estudo de super-
ficies basicas que, dao origem a outras superficies, por homeomorfismo, soma conexa

ou uma juncdo das duas.

Definicdo 4.6. (Superficie com bordo). Uma variedade n-dimensional M com
bordo é um espaco topolégico de Hausdorff com base enumeravel e tal que para cada
x € M, existem um aberto U C M, com x € U e um homeomorfismo ¢ : U — V,
onde V é um aberto do R" ou V = {(x1, %2, -+, xn) € R" | Y x? < 1,x1 > 0}.

Um ponto p de M é chamado de ponto de bordo se ndo existe aberto V de R" tal
que ¢ : U — V é homeomorfismo. Quando uma variedade ndo possui pontos de

bordo dizemos que ela tem bordo vazio ou é sem bordo.

Definicdo 4.7. Uma variedade com bordo de dimenséo dois é chamada de superficie

com bordo.

Definicdo 4.8. (Superficie compacta). Quando uma superficie pode ser dividida em

um ndmero finito de triéngulosE] chamamos de superficie compacta.

Definicdo 4.9. (Superficie fechada). Quando uma superficie ndo tem bordo e € limi-
tada, ou seja, pode ser subdividida em um numero finito de tridngulos, é denominada

superficie fechada.

Observacdo 4.3.1. Por defini¢do, uma superficie fechada é uma superficie compacta e

sem bordo.

Um tridngulo em uma superficie € um pedaco da superficie que é homeomorfa a uma regido triangular

plana. Um tridngulo em uma superficie também possui 3 vértices, 3 arestas e uma face.
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Exemplo 4.6. Uma retadngulo plano ndo é uma superficie fechada, pois possui um

bordo poligonal retangular. Veja Figura

Figura 46: Superficies com bordo.

Exemplo 4.7. O plano Euclidiano néo tem bordo, porém ndo é uma superficie fechada,

pois nédo pode ser subdividido em um ntmero finito de regides triangulares.

Definicdo 4.10. (Triangulacao). Uma colecdo de triangulos em uma superficie quando
obedecer a certas regras sera chamada de triangulacdo ou triangularizacdo. Estas

regras sao:

(1) Cada dois triangulos distintos da colecdo tem em comum uma aresta ou um veér-

tice ou nada tem em comum,;
(2) Cada aresta de um desses triangulo é comum a exatamente dois tridngulos;

(3) Dado um par de pontos A e B da superficie, existem triangulos A, Ay, ..., A, com
A na regido triangular A; e B na regido triangular A, tal que cada dois triangu-

los consecutivos desta sequéncia tem uma aresta em comuin.

Exemplo 4.8. Quando é possivel triangularizar uma superficie, isso significa que é
possivel cobri-la de formas triangulares, as quais tem em comum, ou um vértice ou
uma aresta ou nada em comum. Além disso, a triangularizacdo de uma superficie nao

¢ Unica. Na Figura temos uma triangularizacdo da faixa de Mobius.
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Figura 47: Triangularizacio da faixa de Mdbius.



4.3 SUPERFICIES SEM BORDO, DIAGRAMAS E ORIENTABILIDADE

Exemplo 4.9. O toro é um exemplo de superficie fechada. Veja Figura

Figura 48: Superficie fechada.

Note que o retdngulo apesar de ter bordo, apés a colagem deixa de existir, e a defor-

macao do cilindro resulta em uma superficie sem bordo.

Definicdo 4.11. (Diagrama plano). Uma representacdo poligonal de uma superficie

¢ chamada de diagrama plano ou modelo plano de uma superficie.

Exemplo 4.10. (Esfera e seu diagrama plano). O diagrama plano da esfera S? pode
ser representada identificando arestas adjacentes nos sentidos indicados conforme a
Figura [49| da esquerda, que também equivale ao diagrama de um disco homeomorfo
conforme a figura [49|da direita.

Figura 49: Diagrama plano da esfera S.

O conceito de orientabilidade permite dividir superficies compactas em duas classes,
orientaveis e ndo orientaveis, e € usada para nos ajudar a classificar, quando tomamos
como base a existéncia ou ndo de orientacao, isto é, quanto a lados internos e externos

de uma superficie.
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Definicdo 4.12. (Superficie orientdvel). Uma superficie é considerada orientavel se
um vetor Y perpendicular a superficie no ponto P pode deslizar ao longo da superficie
de modo que permaneca sempre perpendicular a superficie e quando retornar ao ponto

P continua apontando na mesma direcdo em que comecou. Veja Figura

Figura 50: Superficie orientavel.

De modo mais intuitivo uma superficie é dita orientdvel quando € possivel distinguir

dois lados um interno e outro externo, como por exemplo uma esfera. Veja Figura[51]

Figura 51: Superficie orientavel.

Definicdo 4.13. Uma superficie é dita ndo orientdvel quando existe pelo menos um

vetor perpendicular a superficie e que ndo satisfaz a condicdo na Definicdo [4.12

4.4 PLANO PROJETIVO, TORO, FAIXA DE MOBIUS E GARRAFA DE KLEIN.

A seguir ilustraremos as superficies que sdo definidas abstratamente a partir de cola-
gens estratégicas de pares de arestas de regides poligonais planas. As defini¢des para

cada superficie serd apresentada por meio de exemplos intuitivos.



4.4 PLANO PROJETIVO, TORO, FAIXA DE MOBIUS E GARRAFA DE KLEIN.

Exemplo 4.11. (Toro). O toro, muito conhecido como donnut (ou camara de ar), é
também uma superficie orientavel fechada; resultante da identificacdo orientada das
arestas opostas de um retangulo. Em um diagrama plano, ver Figura o toro é re-
presentado por um retangulo com duas arestas opostas com setas simples de mesma

orientacgdo e outras duas arestas opostas com setas duplas de mesma orientacao.

Figura 52: Diagrama retangular do Toro.

Entéo, para produzir o toro plano, sao colada aos pares, as arestas opostas, ou
seja, os lados opostos do retdngulo, uma na outra. As setas demarcadas no retdngulo
indicam que as arestas de setas simples serdo coladas uma sobre a outra, assim como

as arestas de setas duplas. Veja Figura

Figura 53: Modelo de Toro.

O toro é uma superficie fechada e antes de todo processo de colagem seria possivel

imaginarmos um objeto ou habitante bidimensional se movimentando nessa superficie.

Este objeto ou habitante, conseguiria sair por qualquer ponto da borda e reaparecer
do lado oposto como mostra a Figura e apos a colagem terfamos um habitante

movimentando sobre uma superficie orientada.

3 A colagem, em Topologia, é acdo que desfaz as linhas das arestas, tornando o objeto continuo.
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Figura 54: Habitante bidimensional.

Exemplo 4.12. (Faixa de Mobius). A Faixa de Mobius é a mais elementar superficie
ndo-orientdvel e possivelmente o mais conhecido exemplo de superficie definida abs-

tratamente; tem a particularidade de possuir apenas um tnico e continuo bordo. Veja

Figura

B

Figura 55: Borda continua da Faixa de Mobius.

Podemos representar um modelo desta superficie identificando-se os lados opostos
de um retangulo, como pode ser visto no diagrama da Figura |56, apds um giro de
180° graus, isto é, uma semi-tor¢ao, que pode ser para a direita ou para a esquerda e

colando as setas duplas , como pode ser visto na Figura [57}

Figura 56: Diagrama retangular da faixa de Mobius.
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Figura 57: Modelo da faixa de Mobius.

Uma particularidade dessa superficie é ser ndo-orientavel, assim podemos imaginar
um habitante bidimensional percorrendo a faixa de Mobius. Esse passeio ao longo da
faixa é uma pouco inusitado, pois ao retornar a sua posicdo original, descobre-se que

o habitante girou 180° em torno de si mesmo. Veja Figura

Figura 58: Passeio ao longo da faixa de Mdbius.

O resultado do passeio de nosso habitante é um contra exemplo da Definicdo [4.12]
porque ao se tomar uma vetor perpendicular na superficie da faixa de Mobius e desliza-
lo ao longo da superficie o vetor aponta na direcdo oposta, como inicialmente fazia.
Veja Figura
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Figura 59: Faixa de M&bius ndo-orientavel.

Uma outra maneira de entender a nédo orientabilidade sem o uso de vetores é anali-
sar o diagrama quando 2 arestas estdo identificadas com sentidos opostos, ao cruzar-

mos uma saimos pela outra de cabeca para baixo como ilustra a Figura [60]

Figura 60: Arestas identificadas em sentidos opostos invertem figuras.

Duas curiosidades, que serdo exploradas no capitulo 5, a respeito da faixa de Mobius

dizem respeito a cortes que podem ser realizados em seu modelo de papel.

i) A primeira delas é que, tomado o ponto médio de sua largura e tracado um
corte em toda a extensdo do comprimento da faixa, ela cederd lugar a uma faixa

orientavel, duas vezes maior, com quatro semitorcoes;

ii) A segunda é que, tomado 1/3 da largura e tracado um corte em toda a extensao
até encontrar seu inicio, a fita cederad lugar a uma faixa orientdvel, duas vezes
maior, com quatro semitor¢oes, enodada, como elo de corrente, com uma faixa

de Mobius de mesmo tamanho que a original, apenas 2/3 mais estreita.
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Exemplo 4.13. (Garrafa de Klein). Criada pelo matematico Felix Klein, em 1884, a
Garrafa de Klein é também uma superficie ndo-orientavel, porém fechada, resultante
da identificacdo dos bordos de duas faixas de Mobius, uma com uma semi-torcdo a

direita e outra com uma semi-tor¢do a esquerda. Veja a Figura [61}

Figura 61: Garrafa de Klein e Faixa de Mobius.

Uma segunda maneira de construir a garrafa de Klein abstratamente é tomar como

ponto de partida, um diagrama plano do retangulo. Veja Figura

L
-

Y

Figura 62: Diagrama da Garrafa de Klein.

Observe que na Figura a faixa retangular ao meio da garrafa de Klein é uma
faixa de Mobius.

Y

*‘t Faixa de Mobius Y

A 4

Figura 63: Faixa de Mobius na garrafa Klein.
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A partir do retédngulo plano, colamos a aresta superior na inferior, como na constru-
¢do do toro plano. Em seguida, colamos a aresta esquerda na direita, apds aplicarmos
uma semi-tor¢do de 180° numa das extremidades da faixa retangular. Veja na Figura

[64] o resultado da construgéo da garrafa de Klein no espaco euclidiano tridimensional.

Y

Figura 64: Garrafa de Klein no espaco Euclidiano.
Fonte: Imagem obtida do livro [10].

A Figura[65] apresenta alguns exemplos da garrafa de klein.

Figura 65: Garrafa de Klein.

Imagem obtida em www.kleinbottle.com.
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Exemplo 4.14. (Esfera). A Esfera S?> é uma superficie orientdvel fechada resultante

da identificacdo de arestas adjacentes nos sentidos indicados na Figura

Figura 66: Diagrama poligonal da esfera S°.

Em um diagrama plano, devido ao homeomorfismo entre o quadrado e o circulo, a
esfera também pode ser representada como um circulo com setas de mesma orientacao

como mostra a Figura [67}

Figura 67: Diagrama plano da esfera S.

Para produzir a esfera S?, sdo coladas, as arestas curvilineas de mesma cor ou setas
simples, como mostra a Figura[68] Uma maneira interessante de enxergar a construcéo
da esfera S? é colar as arestas curvilineas de setas simples e tomar o vértice B como

polo norte.
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Figura 68: Exemplo de construcio da esfera S2.

I I |

Assim como mencionado na Definicfio [4.12] a esfera S? ¢ uma superficie orient4vel
e podemos imaginar um habitante bidimensional percorrendo esta superficie como

mostra a Figura [69}

O)®

Figura 69: Habitante bidimensional na esfera S2.

O

Exemplo 4.15. (Plano projetivo). O plano projetivo é uma superficie ndo-orientavel
fechada, sendo obtido a partir de uma quadrado ao se identificar os pares de arestas

opostas, em sentidos opostos, como indicado na Figura [70}
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Figura 70: Diagrama poligonal do plano projetivo.

O plano projetivo pode ser representado por um diagrama plano circular, de duas

arestas curvilineas, com setas de orientacdo opostas, como indica a Figura

Figura 71: Diagrama circular do plano projetivo.

Para construir o plano projetivo podemos tomar como ponto de partida o hemisfério
sul da superficie de uma esfera, ou seja, vamos utilizar uma semi-esfera. Cada ponto
no bordo da semi-esfera deve ser colado com seu ponto diametralmenteﬁ oposto, assim
os pontos A, B e C sio colados no pontos A’, B’ e C’, respectivamente, como mostra a
Figura

4 De um polo ao outro, no sentido do didmetro.
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Figura 72: Plano projetivo a partir de uma semi-esfera.

Uma outra maneira de construir o plano projetivo, a partir do diagrama plano cir-
cular, consiste da colagem da aresta curvilinea direita sobre a esquerda, com uma
retorcdo, o que equivale a colar, os pontos diametralmente opostos do bordo circular,

como mostra a Figura Essa construcdo no plano euclidiano tridimensional resulta

na chamada esfera com um cross cap|

Figura 73: Construcéo do plano projetivo no espaco Euclidiano tridimensional.

5 O cross cap é a representacdo tridimensional do plano projetivo obtida da identificacdo da borda de um

disco com a borda de uma faixa de Mobius.
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Além da representacao classica do plano projetivo no espaco tridimensional, denomi-
nada cross cap, existem outras duas representagcdes chamadas de superficie romana
de Steiner®| e superficie de Boy’| Veja Figura[74

| 2
- | M J
Superficie Romana de Steiner Superficie de Boy

Figura 74: Plano projetivo no espaco tridimensional.

Fonte: Imagem obtida do livro

Agora podemos analisar o diagrama plano circular do plano projetivo e encontra-
remos uma figura muito familiar j4 mencionado anteriormente, a faixa de Mobius,
que apresenta uma indicacao simples sem uso de vetores que o plano projetivo é uma

superficie ndo-orientdvel. Veja Figura[75]

Faixa de Mobius

Figura 75: Faixa de Mobius no plano Projetivo.

6 O matemadtico Jakob Steiner (1796-1863), famoso por suas contribuicdes a geometria, certa vez em férias

em Roma (Itélia), criou um modelo do plano projetivo, batizado por ele de superficie romana.
7 Werner Boy (1879-1914) apresentou, em 1901, em sua tese, defendida na Universidade de Géttingen

(Alemanha), um modelo do plano projetivo conhecida como superficie de Boy
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Isso no permite imaginar um habitante bidimensional que deslocando-se sobre esta
superficie retorna a sua posicdo original, dando uma giro de 180° em torno de si
mesmo. Veja Figura
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Figura 76: Passeio no plano projetivo.

A faixa de Mobius é o exemplo primordial de superficie ndo-orientavel e, destas, é a
primaria; sendo assim, toda superficie que contém dentro de si uma faixa de Mobius €é

uma superficie ndo-orientavel.

4.5 SOMA CONEXA DE SUPERFICIES

Ao contrério da nocao de homeomorfismo, a soma conexa pode ser considerada uma
operacao descontinua. Essa operacdo é realizada pela jun¢do de uma ou mais superfi-
cies resultando em uma nova superficie. Os exemplos de superficies apresentados até
agora, esfera, toro, plano projetivo e garrafa de Klein recebem notagdes para facilitar
o estudo e a identificacdo de somas conexas de superficies fechadas. Para indicarmos
a esfera utilizamos a notacfio S?, para o toro T2, para a garrafa de Klein K? e para o

plano projetivo P2.

Definicdo 4.14. (Soma conexa). Sejam S; e S, duas superficies fechadas e disjun-
tas. A soma conexa de S; e S, é uma nova superficie, que indicaremos por S; # Sy,
que € obtida removendo-se um disco de cada uma das duas superficies e, em seguida,

identificando-se as bordas deixadas pela remocéo dos discos.
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Observacéo 4.5.1. Em topologia, remover um disco de uma superficie é o mesmo que re-

mover um unico ponto. Isso significa que estamos manipulando um objeto perfeitamente
deformdvel que nos permite aumentar o ponto ou furo, até criar um disco que se tornard

uma borda.

Proposicao 4.15. Sejam Sy, Sy e S3 superficies fechadas e disjuntas. A soma conexa de

superficies satisfaz as seguintes propriedades:
i) Comutatividade, S1 # S, = Sp # Sq;
ii) Associatividade, (S1 # Sp) # S3 = 51 # (So # S3);

iii) Existéncia do elemento neutro, S> # S; = Si. A esfera é o elemento neutro dessa

soma.

Exemplo 4.16. (Soma conexa entre toro e esfera). Como a esfera S? é o elemento
neutro da soma conexa de superficies, a soma entre o toro T> e uma esfera S> é
T2 # S? = T2. Ver Figura[77}

Figura 77: Soma conexa T e S°.

Exemplo 4.17. (Soma conexa entre toro e toro). A soma conexa T2 # T? é chamada
de toro de géner(ﬂ 2 ou bitoro. Observe na Figura que foi utilizado um corte
e removido uma pequena regido circular ou disco de cada uma das superficies. Uma
pequena deformacdo em cada uma das figura, puxando cada bordo circular e depois

identificando os mesmos, obtemos a soma conexa T2 # T2.

8 Em superficies orientadas, o género é o ntimero de buracos ou alcas de uma superficie. Por exemplo, o

toro bidimensional possui género 1 e a esfera género 0.
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N /

Figura 78: Bitoro como soma conexa de dois toros.

Exemplo 4.18. (Soma conexa entre bitoro e toro). A soma conexa dessas superficies
¢ obtida de maneira analoga ao Exemplo Veja Figura

S D eeL

Figura 79: Toro de género 3 como soma conexa de bitoro e toro.

Em topologia das superficies, além das quatro superficies basicas, a esfera, o toro, a
garrafa de Klein e o plano projetivo, por meio de um nimero finito de somas conexas

todas as demais superficies fechadas sdo construidas a partir dessas superficies basicas.

Exemplo 4.19. (A garrafa de Klein K?). A garrafa de Klein K? é obtida pela soma
conexa de dois planos projetivos P2, ou seja K> = P2 # P2. Veja Figura[80]
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Figura 80: Garrafa de Klein como soma conexa de planos projetivos.

Ao observar a imagem acima nao fica tdo intuitivo que a soma conexa dos planos
projetivos resulta em uma garrafa de Klein. Porém, no Exemplo 4.15] vimos que o
plano projetivo possui uma faixa de Mobius em seu interior, e por meio do homeo-
morfismo, o diagrama do plano projetivo fica idéntico ao diagrama plano da faixa de
Mébius, veja Figura [81] Além disso, no Exemplo a garrafa de Klein é resultante

da identificacdo de duas faixas de Mobius.

Faixa de Mdbius Faixa de M&biu
—_— Faixa de M&bius R Faixa de Mbius

Figura 81: Homeomorfismo entre o diagrama do Plano projetivo e da faixa de Mobius.

Se temos duas superficies que podem ser representadas pelos seus respectivos di-
agramas planos, é possivel obter a soma conexa delas também representada por um
diagrama plano. Isso possibilita uma visibilidade direta do objeto em sua manipula-
cdo. Esse diagrama da soma € obtido através de encaixes estratégicos das arestas dos
diagramas planos das superficies. Vamos nomear as arestas por letras e indicar sentido
por setas. As arestas marcadas com a mesma letra sdo coladas uma as outras obede-
cendo a direcao das setas nelas demarcadas, de modo a obter a superficie associada ao

diagrama plano referente. Nesse contexto, a soma conexa de duas superficies consiste
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na remocgao de um disco de cada diagrama plano seguido da identificacdo dos bordos

dos mesmos.

A Figura [82|ilustra uma outra maneira de visualizar a soma conexa de dois planos

projetivos e assim conclui-se que P? # P? ¢ topologicamente uma garrafa de Klein.

OO
}

Figura 82: Modelo plano da soma conexa P? # P? = K2,

Fonte: Imagem obtida do livro [10].

Note que ao visualizar a soma conexa de duas superficies através de diagramas,
as aresta podem ser identificadas por letras e demarcadas por setas, isso possibilita
que sua identificacdo se torne ainda mais precisa. As letras utilizadas nos diagramas
planos, seguindo as indicacoes das setas, formam o que chamamos de palavra ou re-
presentacdo por palavras. Essa denominacdo é uma forma de etiquetar e guardar as
informacdes acerca da configuracao poligonal plana de uma superficie.

Para construir uma representacdo por palavra de uma superficie, a partir da repre-

sentacao poligonal plana, procedemos da seguinte forma:

i) Consideramos a representac¢do poligonal da superficie com as arestas que devem
ser identificadas etiquetadas com a mesma letra e com o mesmo sentido da iden-

tificacdo;
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ii) Percorremos toda a borda da representacdo plana fixando um vértice inicial e um
sentido, horario ou anti-horario;

iii) Durante o percurso anotamos, em forma de sequéncia, a letra que da nome a

cada aresta, tomando o cuidado de anexar o expoente "—1", caso o percurso seja
no sentido oposto a orientacdo na aresta.

As representacgoes por palavras, do toro, da garrafa de Klein, do plano projetivo e da
esfera, permitindo-nos, nesses dois ultimos casos, o uso de arestas curvilineas, podem

ser visualizadas na Figura [83|e a partir delas, escrevemos as primeiras representacoes
por palavras, como mostra a Tabela[l]

a a
—‘
b T2 vb b K? b
I O —— <

a a

A
- 5
: /./‘ \ // .
i \ 1"‘ \
/ \ / \
\ | ‘
a{. ke + a a f p? Ya
\ / \ /
\ / \
\ / \ /
N\ / \\ J/
N 4 \ >4
— d —— -
B A

Figura 83: Representacéo poligonal.

Superficie Palavra

Toro plano aba b1

Garrafa de Klein | aba1b

Esfera aa~!

Plano projetivo aa

Tabela 1: Representacéo por palavras a partir da representacdo poligonal.

Utilizando o sentido horario para escrever as representacoes por palavras das super-
ficies, escrevemos, entdo, T2 = aba 'b~!, K> = aba~'b, S*> = aa~! e P? = aa.
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Exemplo 4.20. (Diagrama poligonal do bitoro e sua representacao por palavra). O
diagrama plano do bitoro é representado por um octégono e obtido pela soma conexa
de dois toros. Sua construcdo, seguindo-se o passo a passo indicado na Figura
comeca removendo-se um disco ou uma regido circular de cada um dos toros, tomando
o cuidado que seu bordo circular comece e termine em um determinado vértice do
diagrama. Em seguida, os bordos circulares etiquetados com as letras e e f sdo colados

um no outro, obtendo, assim uma representa¢do octogonal do bitoro.

A b A B g_ B
ay T ka dy T2 yd —
A P A B T B

o P
non
- m

Figura 84: Construcéo poligonal da soma conexa de dois toros.
Fonte: Imagem obtida do livro [10].

Ao escrevermos as representacdes por palavras de uma soma conexa, é conveniente
usar letras diferentes para diferenciar cada superficie. Na Figura temos a soma de
dois toros, um bitoro, onde a representacdo por palavra que corresponde ao octégono
é aba~'b~'cdc='d~! que provém da concatenacfio das palavras aba~'b~! e cdc='d 1,

que sdo as representacoes por palavras dos dois toros utilizados na soma.
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4.6 CARACTERISTICA DE EULER

Leonhard Euler em seus estudos percebeu que as caracteristicas essenciais de um
poliedro sdo as componentes de dimensdo O, 1 e 2 da sua superficie. Euler enunciou
que se um poliedro convexo tem V vértices, A arestas e F faces, entdio V — A+ F = 2.
No entanto, o matematico Poincaré, foi o primeiro a perceber que o teorema de Euler
era um teorema de topologia, ao observar que o numero V — A + F é um invariante

topologico.

Definicdo 4.16. (Invariante topoldgico). Uma propriedade que é preservada por ho-
meomorfismo, isto é, que ndo se altera mesmo quando o espaco é transformado em
outro, por meio de um numero finito de deformacoes continua reversiveis, é chamada

um invariante topologico.

Definicdo 4.17. Seja S uma superficie compacta, com uma triangulacdo T e denote-
mos por v, o nimero de vértices, f o nimero de faces e a o nimero de arestas de T. O

numero X (S) = v —a+ f € chamado de caracteristicas de Euler-Poincaré de S.

Observacdo 4.6.1. Note que este conceito dependeria da triangulagdo escolhida, porém

a caracteristica de Euler-Poincaré ndo depende da triangulagdo de S.

Exemplo 4.21. A Figura[85|apresenta os poliedros de Platdo que obedecem ao teorema

de Euler e a Tabela |[2| apresenta as caracteristicas que elas possuem.

>

\
Do

Figura 85: Poliedros de Platéo.
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Poliedro v f | X(P)=v—a+f
Tetraedro 4 16| 4 4—-6+4=2
hexaedro 8 |12 ] 6 8—12+6=2
Octaedro 6 | 12| 8 6—12+8=2
Dodecaedro | 20 | 30 | 12 | 20—30+12=2
Icosaedro 12 130|120 | 12—30+20=2

Tabela 2: Poliedros de Platdo e sua caracteristica.

Note que todos os poliedros de Platdo apresentam a mesma caracteristica de Euler

igual a 2.

Exemplo 4.22. (Poliedro nio-convexo). A Figura[86|apresenta um poliedro que ndo

obedece ao teorema de Euler, porém mesmo assim, possui uma caracteristica que é

encontrada em outros sélidos pela invaridncia topolégica.

Figura 86: Poliedro nio-convexo.

Nesse caso, o poliedro possui um buraco, e podemos verificar que ele possui 20

vértices, 40 arestas e 20 faces. Logo, sua caracteristica de Euler-Poincaré é X' (P) =

v—a+f=20—40+20=0.

Exemplo 4.23. (Poliedro ndo-convexo II). A Figura |87| apresenta um poliedro que

ndo obedece ao teorema de Euler, mas também possui uma caracteristica que é encon-

trada em outros solidos pela invariancia topologica.
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Figura 87: Poliedro ndo-convexo.

Nesse caso, o poliedro possui dois buracos, e podemos verificar que ele possui 24
vértices, 48 arestas e 22 face. Logo, sua caracteristica de Euler-Poincaré é X'(P) =
v—a+f=24—-48+22=-2.

Exemplo 4.24. (Cilindro). A Figura[88|é um exemplo de triangulagdo do cilindro.

Figura 88: Exemplo de triangulacéo do cilindro.

Como a triangulagdo do cilindro possui 6 vértices, 12 arestas e 6 faces, a caracteris-
tica de Euler-Poincaré de Cé X(C)=v—a+f=6—-12+6=0.

Exemplo 4.25. (Esfera 5%). A Figura é um exemplo de triangulagdo para a esfera.

AVAVS
AVAVY

Figura 89: Exemplo de triangulacdo da esfera.

A caracteristica de Euler-Poincaré para a esfera, superficie que possui triangulacao

com 4 vértices, 6 arestas e 4 faces, é X(S*) =v —a +f=6—-12+8=2.
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86 TOPOLOGIA DE SUPERFICIES

Exemplo 4.26. (Faixa de Mdbius). A Figura 90| é um exemplo de triangulacdo da
faixa de Mobius.

Figura 90: Exemplo de triangulacdo da faixa de Mobius.

A caracteristica de Euler-Poincaré para a faixa de Mobius, superficie que possui tri-
angulacdo com 10 vértices, 27 arestas e 18 faces,é Y(M) =v—a+f =10—-27+18 = 1.

Exemplo 4.27. (Toro). A Figura[91|é um exemplo de triangulacédo do toro.

—_————— s - -

// A 4 /|

Figura 91: Exemplo de triangulacdo do toro.

A caracteristica de Euler-Poincaré para o toro é X(T?) =v—a+f=9—-27+18 =0,

ja que o toro admite triangulacdo com 9 vértices, 27 arestas e 18 faces.

Exemplo 4.28. (Garrafa de Klein K?). A Figura|92[¢ um exemplo de triangulacio da
garrafa de Klein.

W 4‘?—-/ rS
Vi

N

Figura 92: Exemplo de triangulacédo da garrafa de Klein.
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A caracteristica de Euler-Poincaré para a garrafa de Klein é X(K?) = v —a+f =
9-27+18=0.

Exemplo 4.29. (Plano projetivo). A Figura é um exemplo de triangulacdo do

plano projetivo.

A B
ry 4
—
/
7 //
7 //
L/ /
/
Pl ///
/ s
/ / /
Vi P i
v /

m
kS

Figura 93: Exemplo de triangulacédo do plano projetivo.

A caracteristica de Euler-Poincaré para o plano projetivo é X(P?) = v —a+ f =
6—15+10=1.

Proposicao 4.18. Sejam Sq e S superficies compactas homeomorfas, entdo

X (51) = X(S2).

A demonstracdo desta proposi¢do pode ser encontrado no livro [[1]].

A igualdade acima mostra que a caracteristica de Euler-Poincaré é um invariante
topoldgico para superficie desde que ambas sejam orientaveis ou ambas sdo nao orien-

taveis.

Proposicao 4.19. Sejam S; e S, superficies fechadas. Se X (S1) = X (S,) e ambas forem

orientdveis ou ambas forem ndo orientdveis, entdo S, € homeomorfa a S».

A demonstracdo desta proposi¢do pode ser encontrado no livro [[1]].

Proposicao 4.20. A caracteristica de Euler-Poincaré para um poligono qualquer é igual

al.
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Proposicao 4.21. Sejam S; e S superficies fechadas. Entdo

X(S1#Sy) = X(S1) + X(Sa) — 2.

A demonstracdo desta proposi¢cdo pode ser encontrado no livro [1]].

Proposicao 4.22. Seja a caracteristica de Euler-Poincaré um invariante topoldgico, en-

tdo:
1. X(8%) =2;
2. X(T?#...# T?) =2 — 2n (Soma conexa de n-toros);
3. X(P?#...# P?) =2 —n (Soma conexa de n-planos projetivos);
4. X(P># T ... # T?) =1 — 2n (Soma conexa de uma plano projetivos e n-toros);
5. X(K?# T ... # T?) = —2n (Soma conexa de uma garrafa de Klein e n-toros).

Corolario 4.23. Seja S uma superficie conexa, compacta e orientdvel. Entdo
X(S)=2-2g,
onde g éo géneroﬂ de S.

Note que, por esta igualdade para uma superficie S de género maior que 1, ou seja,
excluindo a esfera que possui caracteristica igual a 2, e o toro que possui caracteristica
igual a 0, para n-toros a caracteristica de Euler-Poincaré é sempre um nimero negativo,

como ilustra a Tabela[3l

Superficie | Género | Caracteristica de Euler-Poincaré
Esfera 0 2

Toro 1 0

Bitoro 2 -2

Tritoro 3 —4

Tabela 3: Caracteristica de Euler-Poincaré.

9 Em topologia, o género ou genus de uma superficie é o nimero de buracos que ela possui.
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4.7 CLASSIFICAGAO TOPOLOGICA DAS SUPERFICIES FECHADAS

A Tabela[4]lista as superficies fechadas basica apresentadas até este momento e suas

respectivas notacoes especiais.

Notacao | Supeficie

S2 esfera bidimensional
T? toro bidimensional
K? garrafa de Klein

P? plano projetivo bidimensional

Tabela 4: Superficies bésicas.

A classificacdo topoldgica das superficies fechadas foi apresentada por Brahanﬂ e

descreve duas listas de superficies, as superficies orientaveis e as ndo orientaveis.

Proposicao 4.24. Toda superficie fechada orientdvel é uma esfera ou um toro ou uma

soma conexa de dois ou mais toros.

A demonstracdo desta proposi¢do pode ser encontrado no livro [10].

A seguir, temos a lista infinita das superficies orientdveis que se inicia com a esfera,
essa que € o elemento neutro da soma conexa, seguida pelo toro e pelas somas conexas

de n-cépias de toros, chamados n-toros:
SZ
TZ
T? # T2
T2 # T # T?

T>#T2#T2#..# T2

A soma conexa de n toros planos, nT? = T? # ...# T2, que é um toro de género 1, pode

ser representada por uma regido poligonal plana de 47 lados, neste caso um 4n-agono.

10 Henry Roy Brahana (1895-1972), em sua tese de doutorado defendida em Princeton, Estados Unidos, em
1920.
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Um toro é representado por um retangulo, um toro de género 2 é representado por
um octégono, um toro de género 3 é representado por um dodecagono (12-agono), e
assim sucessivamente. Além disso, no diagrama poligonal de cada uma dessas superfi-

cies, todos os 4n vértices, apos colagens, tornam-se um tnico ponto da superficie.

Proposicao 4.25. Toda superficie fechada ndo orientdvel é um plano projetivo ou uma

soma conexa de dois ou mais planos projetivos.

A demonstracdo desta proposi¢do pode ser encontrado no livro [10].

A lista infinita das superficies ndo orientaveis inicia com o plano projetivo, seguido

das somas conexas de n-cépias de planos projetivos.

PZ
P2 # p?
P2 # P2 # p?

P2# P2# P2 # .. #P%2=npP?

De maneira analoga, a soma conexa de #n planos projetivos, n > 2, pode ser re-
presentada por uma regido poligonal plana de 2n lados, um 2n-agono. A garrafa de
Klein, soma conexa de 2 planos projetivos, é representada por um retangulo, a soma
conexa de 3 planos projetivos é representada por um hexdgono, e assim por diante.
No diagrama poligonal de cada uma dessas somas conexas, todos os 2n vértices corres-

pondem a um unico ponto da superficie.

Um fato interessante é que a soma conexa de um toro e o plano projetivo é uma
superficie homeomorfa a soma conexa de uma garrafa de Klein e um plano projetivo.
Isso significa, T? # P2 = K> # P? e por conta dessa igualdade, podemos verificar através
da linguagem simbolica que a propriedade do cancelamento nao é valida, uma vez
que, ao cancelarmos P2 de ambos os lado da igualdade, terfamos como resultado um
toro igual a garrafa de klein, T? = K2, que neste caso é um absurdo.

Do Exemplo[4.19} vimos que K? = P? # P2 e substituindo essa igualdade na expressio

T? # P2 = K? # P? a operacdo soma conexa verifica,

T? # P> = P> # P* # P,
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Essa igualdade é chamada identidade fundamental da classificacdo topoldgica das

superficies fechadas.

Utilizando a identidade fundamental T? # P?> = P? # P2 # P2, podemos simplificar

ainda mais as somas conexas de n-planos projetivos. Ao somarmos um P? em cada um

dos lados da igualdade T? # P> = P> # P> # P?, obtemos T? # P2 # P2 = P2 # P2 # P2 # P2,

Assim, a soma de quatro cépias de P? é igual a soma de T? com a garrafa de Klein
P2 # P2. Portanto, T2 # K? = P2 # P2 # P? # P2. Somando um P? em cada lado desta

ultima igualdade, obtemos

P2#P2#P2#P2#P2 = T?>#K>#P?
T? # P% # P? # P?
T? # T? # P2.

Repetindo sucessivamente esse processo chegamos as igualdades:

(2n +1)P? = nT? # P?
e
(2n +2)P? = nT? # K?

Podemos a partir destas igualdades concluir que:

i) A soma de um numero impar (2n + 1) de planos projetivos equivale a soma de

n-toros com um plano projetivo;

ii) A soma de uma numero par (2n + 2) de planos projetivos equivale a soma de

n-toros com uma garrafa de Klein.
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SUGESTAO DE ATIVIDADES

Este capitulo apresenta algumas sugestoes de atividades praticas, buscando oferecer
aos alunos e professores uma introducido ao conhecimento de topologia, atividades
lidicas, manipulacido geométrica, desenvolvimento légico, transformacoes topoldgicas,

exemplos de estruturas topoldgicas e diversas aplicacOes inerentes a topologia.

5.1 UMA FAIXA DIFERENTE I

Esta atividade consiste em construir a faixa de Mobius e mostrar que ela apresenta

uma unica face.

(1) Para construir a faixa de Mobius, pegue uma tira de papel de uns 24 cm de

comprimento por uns 3 cm de largura, ou utilize o Apéndice [A}
alba P

Figura 94: Tira de papel.

(2) Cole as extremidades, apds aplicar uma torcdo de 180°;
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Figura 95: Torc¢ao de 180°.

Figura 96: Colando as extermidades.

(3) O resultado obtido é uma faixa com uma unica face.

Figura 97: Faixa de M&bius em tira de papel.

5.2 UMA FAIXA DIFERENTE II

Esta atividade consiste em obter a partir da faixa de Mobius uma faixa orientavel

com dois lados, duas vezes maior, com quatro semi tor¢oes.

(1) Para construir essa nova faixa, pegue uma tira de papel de uns 24 cm de com-
primento por uns 3 cm de largura, construa a faixa de Mobius (ver Secéo |5.1)
e tomado o ponto médio de sua largura trace uma linha em toda a extensao do

comprimento da faixa ou utilize o Apéndice [A}



5.2 UMA FAIXA DIFERENTE II

Figura 98: Faixa de Mobius em tira de papel.

(2) Com a ajuda de uma tesoura, corte a primeira tira ao meio longitudinalmente,
comecando numa ponta e continuando a cortar até regressar ao ponto de par-
tida, o Apéndice [A| possui a marcac¢do em verde com a descrigdo para facilitar o

recorte;

Figura 99: Recorte longitudinal da faixa.

(3) O resultado obtido é uma unica faixa orientavel, duas vezes maior, com quatro

semi torgoes.

Figura 100: Faixa com o dobro de tamanho.
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5.3 UMA FAIXA DIFERENTE III

Esta atividade consiste em obter, de maneira surpreendente, duas faixas entrelaca-

das a partir de uma tnica faixa .

(1) Pegue uma tira de papel de uns 24 cm de comprimento por uns 3 cm de largura,

e tomado o ponto médio de sua largura, trace uma linha em toda a extensao do

comprimento da faixa ou utilize o Apéndice [A}

Figura 101: Faixa de M&bius em tira de papel.

(2) Cole as extremidades, apos aplicar duas torcoes de 180°, ou seja, uma torcdo

completa;

Figura 102: Faixa com uma tor¢cdo completa.

Figura 103: Faixa colada apds uma torcdo completa.

(3) Com a ajuda de uma tesoura, corte a primeira tira ao meio longitudinalmente,
comecando numa ponta e continuando a cortar até regressar ao ponto de partida,

0 anexo 2 possui a marcacdo para facilitar o recorte;



5.4 UMA FAIXA DIFERENTE IV

Figura 104: Recorte da faixa.

(4) O resultado obtido é exatamente duas faixas entrelacadas idénticas a partir de

uma unica faixa.

Figura 105: Faixas entrelacadas.

5.4 UMA FAIXA DIFERENTE IV

Esta atividade é uma variacdo da atividade anterior, e consiste em obter, a partir
de um corte a um terco da borda, uma faixa orientavel duas vezes maior com quatro
semi-torcoes, enodada, como elo de corrente, com uma faixa de Mobius de mesmo

tamanho que a original, apenas % mais estreita.

(1) Pegue uma tira de papel de uns 24 cm de comprimento por uns 3 cm de largura,
e tomado um terco da largura tracar uma linha em toda a extensdo do compri-

mento da faixa ou utilize o Apéndice[A]com a marcac¢io em vermelho a um tergo

da borda;

Figura 106: Faixa de M&bius em tira de papel.
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(2) Cole as extremidades, apds aplicar uma semi torcdo de 180° de maneira a cons-
truir uma faixa de Mébius conforme Sec¢io

Figura 107: Faixa com semi torcdo.

Figura 108: Unindo as extremidades da faixa.

(3) Com a ajuda de uma tesoura, corte a faixa a um terco da borda longitudinalmente,
comecando numa ponta e continuando a cortar até regressar ao ponto de partida,

o Apéndice [A] possui a marcacdo em vermelho para facilitar o recorte;

Figura 109: Recorte da faixa a um terco da borda.

(4) O resultado obtido é exatamente duas faixas entrelacadas, uma sendo a faixa de

Mobius com o tamanho original apenas % mais estreita e a outra, neste caso uma

faixa orientavel, duas vezes maior, com quatro semi torcoes.
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Figura 110: Duas faixas entrelacadas.

5.5 DUAS FAIXAS SIMPLES JUNTAS

Quando juntamos duas faixas perpendicularmente uma na outra e cortamos as am-
bas ao meio longitudinalmente o resultado é muito interessante. Vamos chamar o
resultado desta atividade de setor quadratico, uma referéncia homeomorfa ao setor

circular.

(1) Pegue duas tiras de papel de uns 24 cm de comprimento por uns 3 cm de largura

ou utilize o Apéndice [A]

Figura 111: Duas tiras de papel.

(2) Cole as extremidades de cada tira de papel sem torcer para obter duas faixas

simples com formato cilindrico;

Figura 112: Faixas simples com formato cilindrico.
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(3) Cole uma faixa na outra perpendicularmente;

Figura 113: Faixas coladas perpendicularmente.

(4) Agora com a ajuda de uma tesoura, corte cada tira ao meio longitudinalmente,
comecando numa ponta e continuando a cortar até regressar ao ponto de partida,
0 anexo 2 possui a marcacdo em verde na metade da tira de papel para facilitar

O recorte;

Figura 114: Recorte na linha central de cada faixa.

Figura 115: Recorte apds uma volta em cada faixa .

(5) O resultado obtido é um setor quadratico.



5.6 UMA FAIXAS SIMPLES E UMA FAIXA DE MOBIUS JUNTAS 101

Figura 116: Setor quadrético.

5.6 UMA FAIXAS SIMPLES E UMA FAIXA DE MOBIUS JUNTAS

Quando juntamos duas faixas perpendicularmente, sendo uma faixa simples cilin-
drica e a outra uma faixa de Mobius e em seguida cortamos ambas ao meio longitudi-
nalmente o resultado é andalogo a atividade anterior, ou seja, obtemos uma quadrado

plano. Verifique!

5.7 DUAS FAIXAS DE MOBIUS COM SENTIDO DE ROTAGAO CONTRARIO

Se juntarmos duas faixas Mobius sendo cada uma com sentido oposto de semi tor¢éo

o resultado é apaixonante com dois corac¢des entrelacados.

(1) Pegue duas tiras de papel de uns 24 cm de comprimento por uns 3 cm de largura

ou utilize o Apéndice [A]

(2) Cole as extremidades de cada tira de papel com uma semi torcao com direcoes

opostas de modo a obter duas faixas de Mobius.
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Figura 117: Tiras com sentido contrdrio de semi tor¢éo.

Figura 118: Faixas de Mdbius com sentido de rotacdo opostas.

(3) Cole uma faixa na outra perpendicularmente;

Figura 119: Duas faixas de Mobius coladas.

(4) Agora com a ajuda de uma tesoura, corte cada tira ao meio longitudinalmente,

comecando numa ponta e continuando a cortar até regressar ao ponto de par-



5.8 DUAS FAIXAS DE MOBIUS COM MESMO SENTIDO DE ROTAGAO

tida, o Apéndice Al possui a marcacdo em verde na metade da tira de papel para

facilitar o recorte;

Figura 120: Recorte das faixas.

(5) O resultado obtido sdo dois coragdes entrelacados.

Figura 121: Coragdes entrelagados.

5.8 DUAS FAIXAS DE MOBIUS COM MESMO SENTIDO DE ROTAGAOQ

Se juntarmos duas faixas Mobius com mesmo sentido de rotacdo o resultado é dife-
rente da atividade anterior, onde conseguimos obter dois cora¢des entrelacados. Com
a colagem de ambas as faixas o resultado sera dois objetos diferentes, um deles simé-

trico.
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(1) Pegue duas tiras de papel de uns 24 cm de comprimento por uns 3 cm de largura

ou utilize o Apéndice [A}

(2) Cole as extremidades de cada tira de papel com uma semi torcao cada, de modo

a obter duas faixas de Mobius com mesmo sentido.

Figura 122: Tira com sentido de semi torcao.

Figura 123: Faixas de Mobius com mesmo sentido de rotacéo.

(3) Cole uma faixa na outra perpendicularmente;

Figura 124: Duas faixas de Mobius com mesmo sentido de rotacdo coladas.

(4) Com a ajuda de uma tesoura, corte cada tira ao meio longitudinalmente, come-
¢ando numa ponta e continuando a cortar até regressar ao ponto de partida, o
anexo 2 possui a marcacao em verde na metade da tira de papel para facilitar o

recorte;



5.9 TOPOLOGIA X GEOMETRIA

(5) O resultado obtido apds cada um dos recortes simétricos em ambas as faixa sdo

dois objetos diferentes unidos através de simetria.

Figura 125: Objetos diferentes.

5.9 TOPOLOGIA X GEOMETRIA

A geometria estuda os conceitos que se alteram com as deformagdes e as medidas
associadas a elas como: distancia, perimetro, areas, angulos, volume e curvaturas. Isso
significa que ao fazer comparacdo de tamanho e medidas, de alguma forma acabam
sendo importante os conceitos geométricos. A Figura mostra triangulos iguais,
ou seja equivalentes, pois possuem suas medidas proporcionais, ja os tridngulos da
Figura sdo diferentes, geometricamente, uma vez que suas medidas ndo sio pro-
porcionais. Nestes casos a comparacao ou necessidade de utilizar, uma medida, area,

perimetro ou qualquer outras medidas acabam importando.

N AN

Figura 126: Triangulos equivalentes.
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Figura 127: Tridngulos nédo equivalentes.

A topologia ndo se importa com medidas, se preocupa com certas caracteristicas
do formato do objeto, sendo mais especifico, das propriedades que nédo se alteram
com deformacdes continuas com inversa continua, isto é, homeomorfismo. Tomando
cuidado que essas deformacOes precisam seguir algumas regras ja mencionadas na
Secéo A Figura mostra exemplos de formas topologicamente equivalentes e
a Figura 129 apresenta um contra-exemplo exatamente no fato de uma das formas

possui um buraco e a outra nao.

Figura 128: Formas equivalentes.

Figura 129: Formas néo equivalentes.

A seguir uma proposta de atividades para reconhecer, sem a necessidade de concei-
tos formais, quando uma forma € equivalente topologicamente a outra ou néo, e assim

introduzir a ideia de objetos que apresentam homeomorfismos.
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5.10 RECONHECENDO FORMAS PLANAS TOPOLOGICAMENTE EQUIVALENTES I
Esta atividade possui modelo para ser aplicado em sala de aula. Veja Apéndice

(1) Seguindo o exemplo abaixo observe os pares de formas planas e circule SIM
quando as formas forem topologicamente equivalentes e Nao quando nao forem

topologicamente equivalentes. Comente qual foi o raciocinio utilizado para as

respostas.

Exemplo:

@M ou NAO SIM ou SIM ou ou NAO
Vocé pode esticar a Vocé nio pode obter a A figura da esquerda Vocé pode  esticar a
figura & esquerda para figura a direita possui  um  buraco, figura a direita DETIE
obter a figura a direita deformando & figura a enguantc gue a da obter a figura &

esquerda direita ndo. esquerda.
Figura 130: Exemplo de pares de formas planas.
| O O : : ; ;
SIM ou NAO SIM ou NAO SIM ou NAO

SIM ou NAO SIM ou NAO SIM ou NAO

Figura 131: Reconhecendo figuras topologicamente equivalentes.
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5.11 RECONHECENDO FORMAS PLANAS TOPOLOGICAMENTE EQUIVALENTES II
Esta atividade possui modelo para ser aplicado em sala de aula. Veja Apéndice

(1) Seguindo o exemplo abaixo observe os pares de formas planas e circule SIM
quando as formas forem topologicamente equivalentes e Nao quando nao forem

topologicamente equivalentes. Comente qual foi o raciocinio utilizado para as
respostas.

Exemplo:

4

SIM ou @ ou NAO

Ohbserve que a figura da Observe que as duas
esquerda  possui 4 figuras possuem trés
segmentos e a figura da filamentos.

direita um (inico

+/ >

Figura 132: Exemplo de pares de formas planas.

S P+

SIM ou NAO SIM ou NAO

a)

SIM ou NAO

) ’E}@ ”’D:DD ) O 0

SIM ou NAO SIM ou NAO SIM ou NAO

Figura 133: Reconhecendo figuras topologicamente equivalentes.
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5.12 RECONHECENDO FORMAS TOPOLOGICAMENTE EQUIVALENTES III
Esta atividade possui modelo para ser aplicado em sala de aula. Veja Apéndice

(1) Seguindo o exemplo abaixo observe os pares de figuras e circule SIM quando as
formas forem topologicamente equivalentes e Nao quando ndo forem topologi-

camente equivalentes. Comente qual foi o raciocinio utilizado para as respostas.

Exemplo:

Observe que a figura da direita & uma
deformacdo da “bola”. Interprete
como se a bola tivesse sido amassada
a ponto de ficar no formato do cubo.
Exemplo de Homeomorfismo.

@) ou NAO

Figura 134: Exemplo de pares de formas planas.

a) bl ¢)
) "'I

SIM ou NAO SIM ou NAO SIM ou NAO

. o @@

SIM ou NAO SIM ou NAO SIM ou NAO

Figura 135: Reconhecendo figuras topologicamente equivalentes.
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5.13 RECONHECENDO FORMAS TOPOLOGICAMENTE EQUIVALENTES IV
Esta atividade possui modelo para ser aplicado em sala de aula. Veja Apéndice

(1) Observe o exemplo abaixo e determine quais grupos sao topologicamente equiva-

lentes.

Exemplo:

Rl |

As letras j} e h) s8o exemplos de grupos topologicamente equivalentes. Note que o cachorro € uma modelagem do cubo
através de muitas deformacgtes.

Figura 136: Exemplo de figuras equivalentes.

® O B
d) - 0
C— By &
) h) "
® e o0
k)
i)
(-

0 21

K 4

Figura 137: Reconhecendo figuras topologicamente equivalentes.
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5.14 DESCUBRA AS PROPRIEDADES TOPOLOGICAS DAS SUPERFICIES

Esta atividade consiste em descobrir as propriedades topoldgicas das superficies atra-

vés da utilizacdo de uma bexiga e uma caneta ou marcador colorido. Veja Figura (138

Figura 138: Bexiga vazia.

Desenhe um quadrado no baldo vazio e marque um ponto no seu interior. Veja

Figura[139}

Figura 139: Bexiga vazia com um quadrado desenhado.

Encha o baldo em varios estagios, observando quais propriedades das formas mudam
e quais ndo sdo alteradas, se possivel deforme o baldo inflado de qualquer forma,

exceto cortando, rasgando ou estourando. Veja Figura 140

Figura 140: Bexiga cheia com um quadrado deformado.
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Note que os aspectos geometricos de uma superficie consiste nas propriedades das
formas desenhadas nela que mudam quando a superficie é deformada sem cortar ou
rasgar. Os aspectos topoldgicos de uma superficie consiste nas propriedades das for-
mas desenhadas nela que ndo mudam quando a superficie é deformada sem cortar ou

rasgar.

Agora vamos responder o seguinte questiondrio:

(1) Crie uma lista que inclua as propriedades comuns das formas que mudam e das

que nio sao alteradas.
(2) O que acontece com o ponto no interior do quadrado apds encher a bexiga?
(3) Aborda do quadrado divide a superficie em quantas regides? Quais sdo elas?

(4) Indique se é uma propriedade geométrica ou uma propriedade topoldgica de uma

superficie.

e Comprimento de segmentos e arcos

e Tamanho dos dngulos

e Menor distancia entre dois pontos

e Uma regido fechada

e Numero de regites fechadas

e Numero de vértices

e Numero de arcos entre pares de vértices

e Area de uma regido fechada

e Perimetro de uma regido fechada

e Numero total de arcos (retos ou curvos)

e Numero de arcos que cercam uma regiao

e Curvatura da forma na superficie
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5.15 RECONHECENDO FORMAS TOPOLOGICAMENTE EQUIVALENTES V

Esta atividade possui modelo para ser aplicado em sala de aula. Veja Apéndice

(1) Seuma superficie é obtida de outra por uma combinacdo das quatro deformacoes
legais, em um numero finito de vezes, dizemos que elas sdo superficies homeo-
morfas ou topologicamente equivalentes. Associe a segunda coluna de acordo

com a primeira com base em superficies que sdo topologicamente equivalentes.
Veja Figura[141]

| Esfera

s

Ill. Faixa de Mébius

(=

V. Toro

/AN

V. Bitoro

Figura 141: Associando colunas com formas equivalentes.
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5.16 RECONHECENDO FORMAS TOPOLOGICAMENTE EQUIVALENTES E CLASSI-
FICANDO A LETRAS

Antes de iniciar atividade, é importante ter uma ideia dos invariantes topoldgicos de
objetos unidimensionais em R?. O numero de 3-vértices, 4-vértices, n-vértices, para
n > 3, e o numero de furos no objeto sdo os invariantes topoldgicos que precisamos
identificar.

Podemos pensar em um vértice como um ponto onde varias curvas se cruzam ou se
unem. O numero de intersecoes nas curvas determinam o tipo de vértice.

E muito importante reconhecer que uma estrutura topolégica com um buraco nio
pode ser continuamente reduzido a um tnico ponto. Além disso, uma fungdo que
mapeia um espaco com um buraco para um sem buraco ndo pode ser um homeomor-

fismo.

Exemplo 5.1. A Figura mostra um exemplo onde trés curvas que se cruzam em
um 3-vértices sdo homeomorficas a quaisquer outras trés curvas que se cruzam em um
3-vértice. No entanto, eles ndo sdo homeomorficos a uma unica curva. Este ponto é
ilustrado na Figura[143]

Figura 142: 3-Vértices homeomorfos.

Figura 143: 3-Vértices e uma tnica curva ndo sdo homeomorfos.

Esta atividade possui modelo para ser aplicado em sala de aula. Veja Apéndice

(1) Utilizando o conceito de homeomorfismo para classificar as letras do alfabeto.
Complete os conjuntos abaixo com as letras que séo topologicamente equivalen-

tes. Utilize o alfabeto com 26 letras conforme a Figura (Devemos usar as
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letras impressas nesta atividade, pois alterar a fonte pode alterar os invariantes

topoldgicos da letra.)

A-B-C-D-E-F-G-H-1-J-K-L-M-
N-O-P-Q-R-S-T-U-V-W-X-Y-Z

Figura 144: Alfabeto ap6s a nova reforma ortogréfica.

a kT e

\ Dica: Cabem 12 letras agui! _/I \ Dica: Cabem 4 letras agui! _/I

4 e T o % )

\ Dica: Cabem 2 letras aqui! / \ Dica: Cabem 2 letras aqui! / \ Dica: Cabem 2 letras agui! /

Diica: Cabe 1 letra aguil

Dica: Cabe 1 letra aguil Dica: Cabe 1 letra aguil Dica: Cabe 1 letra aguil

Figura 145: Conjuntos para completar.
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APENDICE A

A.1l FAIXA PARA IMPRESSAO E RECORTE

Utilize este material para construir a faixa de Mdbius e realizar as atividades das

Segoes 5.1} 5:2 53, 54 55,56, 57 58
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APENDICE A - Faixa com marcagdes para recorte




APENDICE B

B.1 MODELO DE ATIVIDADE PARA IMPRESSAOQ

A seguir apresento modelos de atividades para impressao e utilizacdo em sala de
aula, referente as se¢des|5.10} [5.11}|5.12} [5.13}|5.15|e|5.16} caso seja do interesse do

professor.

119



[ Geometria X Topologia — Parte |

[ Nome:

N—J\—J_J

r Data: ___/___/___ - Professor(a): -

Exercicio 1. Seguindo o exemplo abaixo observe os pares de formas planas e circule SIM quando as formas forem
topologicamente equivalentes e Nao quando nao forem topologicamente equivalentes. Comente qual foi o raciocinio

utilizado para as respostas.

@M ou NAO SIM ou SIM ou @) &M ou NAO

Exemplo:

Vocé pode esticar a Vocé n3o pode obter a A figura da esquerda \{OCé p\ode_ esticar  a
figura a esquerda para figura a direita possui  um  buraco, figura a dlre.lta parfx
obter a figura a direita deformando a figura a enquanto que a da obter a figura a
esquerda direita n3o. esquerda.
| O bO : : C)O Q
SIM ou NAO SIM ou NAO SIM ou NAO

/) &R

SIM ou NAO SIM ou NAO SIM ou NAO




[ Geometria X Topologia — Parte

r Nome:

r Data: __/___/___ - Professor(a): -

—J__J__J

Exercicio 1. Seguindo o exemplo abaixo observe os pares de formas planas e circule SIM quando as formas forem

topologicamente equivalentes e Nao quando ndo forem topologicamente equivalentes. Comente qual foi o raciocinio
utilizado para as respostas.

Exemplo:
SIM  ou @M ou NAO
Observe que a figura da Observe que as duas
esquerda  possui 4 figuras possuem trés
segmentos e a figura da filamentos.
direita um unico
= = ’ e )
SIM ou NAO SIM ou NAO SIM ou NAO
e) f) g)
LI ) 0 O

SIM ou NAO SIM ou NAO SIM ou NAO




[ Geometria X Topologia — Parte lll

r Nome:

[ Data: ___/___/___ - Professor(a): -

Exercicio 1. Seguindo o exemplo abaixo observe os pares de formas planas e circule SIM quando as formas forem
topologicamente equivalentes e Nao quando ndo forem topologicamente equivalentes. Comente qual foi o raciocinio
utilizado para as respostas.

Exemplo:

@ ou NAO

Observe que a figura da direita é uma
deformacdo da “bola”. Interprete
como se a bola tivesse sido amassada
a ponto de ficar no formato do cubo.
Exemplo de Homeomorfismo.

c)

b)
=
DA‘

SIM ou NAO SIM ou NAO SIM ou NAO

a)

) B f 9)

SIM ou NAO SIM ou NAO SIM ou NAO




r Geometria X Topologia — Parte IV

r Nome:

r Data: __/___/___ - Professor(a): -

—J__J__J

Exercicio 1. Observe o exemplo abaixo e determine quais grupos sdo topologicamente equivalentes.

Exemplo:

/

h/

As letras j) e h) sdo exemplos de grupos topologicamente equivalentes. Note que o cachorro é uma modelagem do cubo
k através de muitas deformagdes.

J

1Y)
S—

'’

‘ b)

o
e
&

d

J h)

>
=
Ay

k)

©
*
-

-




[ Topologia — Parte |

[ Data: ___/___/___ - Professor(a): -

Se uma superficie é obtida de outra por uma combinacao das quatro deformacdes legais, em um numero finito de
vezes, dizemos que elas sdo superficies homeomorfas ou topologicamente equivalentes. Associe a segunda coluna de
acordo com a primeira com base em superficies que sdo topologicamente equivalentes.

1. Garrafa de Klein ()

= i

IIl. Faixa de Mobius ()

IV. Toro ()

V. Bitoro ()




r Topologia — Classificando Letras ]

[ ome ]

r Data: __/___/___ - Professor (a): - ]

Exercicio 1. Utilizando o conceito de homeomorfismo para classificar as letras do alfabeto. Complete os conjuntos abaixo
com as letras que sdo topologicamente equivalentes. Utilize o alfabeto com 26 letras conforme a imagem a seguir.

A-B-C-D-E-F-G-H-I1-J-K-L-M-
N-O-P-Q-R-S-T-U-V-W-X-Y-2Z

(Obs: Devemos usar as letras impressas nesta atividade, pois alterar a fonte pode alterar as invariantes topoldgicas da letra.)

4 N N

c |

\ Dica: Cabem 12 letras aqui! j \ Dica: Cabem 4 letras aqui! /

4 N N )

K Dica: Cabem 2 letras aqui! / K Dica: Cabem 2 letras aqui! / K Dica: Cabem 2 letras aqui! j

4 N N N O )

\ Dica: Cabe 1 letra aqui! / \ Dica: Cabe 1 letra aqui! / k Dica: Cabe 1 letra aqui! / \ Dica: Cabe 1 letra aqui! /
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