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RESUMO

Este trabalho explora dois grupos de matrizes ortogonais que fazem transformacoes
em dois espacos vetoriais: o Euclidiano e o de Minkowski. O primeiro chamado grupo
de Rotacoes e o segundo grupo de Lorentz, ambos aqui apresentados de forma deta-
lhada. Sugerimos atividades focadas nos anos finais do Ensino Médio, visando contri-
buir no ensino de Geometria Analitica e, em acréscimo, no ensino de Algebra Linear
ainda no Ensino Basico. Vdrias dessas atividades sdo propostas com a utilizacdo do
software Geogebra. Ainda apresentamos relagdes do grupo de Lorentz com a Teoria
da Relatividade Restrita de Einstein, bem como com o famoso e intrigante Paradoxo
dos Gémeos, sendo que, para este ultimo, exploramos uma versdo mais ampla que per-
mite a abordagem do caso com referenciais ndo inerciais. Por fim apresentamos um
exemplo de aplicagdo de conceitos matematicos na area da Fisica e espera-se fornecer,

assim, um texto de apoio para professores dessas duas disciplinas.

Palavras-chave: grupo de rotagéo, grupo de Lorentz, grupos ortogonais, espaco de

Minkowski, paradoxo dos gémeos
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ABSTRACT

This work deals with two groups of orthogonal matrices which are related to trans-
formations in two vector spaces: Euclidean and Minkowski. They are called Rotation
Group and Lorentz Group, respectively, both carefully present. We suggest activities fo-
cused in the final years of high school, aiming to contribute to the teaching of Analytic
Geometry and, in addition, to present Linear Algebra still in Basic Education. Some of
these activities are proposed using the Geogebra software. We also present relations
of the Lorentz group with Einstein’s Theory of Special Relativity, as well as with the
famous and intriguing Twin’s Paradox of the Gemini, and, for the latter, we explore
a broader version which allow us to approach cases with non-inertial frames. In this
work, we provide to present an example of the application of mathematical concepts

in Physics and provide a support text for teachers of these two disciplines.

Keywords: rotation group, Lorentz’s group, orthogonal group, Minkowski’s space,

twin paradox
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INTRODUCAO

Dentre os diversos campos da Matematica, a Geometria Analitica ganha destaque
por propiciar a representacdo geométrica de conceitos algébricos e vice-versa, sua ori-
gem ¢ atribuida principalmente a Descartesﬂ ea Fermalﬂ Né&o menos importante, a
Algebra Linear surge, aparentemente, com Cayleyﬂ que desenvolveu a algebra das
matrizes ligada as transformacdes lineares. A motivacdo para tal algebra nasce com a

descoberta de relacoes ndo comutativas, conforme aponta EVES (2011) [8].

Entre as duas dreas citadas, a Geometria Analitica é estudada, mesmo que introdu-
toriamente, no terceiro ano do Ensino Médio ao abordar a reta e a circunferéncia (e
raramente as conicas). Ja a Algebra Linear é abordada implicitamente e de forma rudi-
mentar no segundo ano quando sdo estudadas as matrizes, determinantes e sistemas
lineares. Porém, existe uma abordagem quantitativa, ou seja, o aluno aprende fazer
operacdes de matrizes, calcular o determinante e resolver um sistemar linear mas nao
sabe ao certo a finalidade de tal procedimento e néo vé aplicagdo desses conceitos nem
mesmo ligados a outros assuntos da Matemadtica. Logo, a motivacdo para este trabalho
¢ apresentar aplicaces simples de Transformacdes Lineares, utilizando para tal dois
grupos de transformacgoes: o grupo de rotagoes e o grupo de Lorentz. Uma motivacio
adicional vem da Fisica: o Paradoxo dos Gémeos que tanto intriga os alunos e aguca a
curiosidade para entender a Teoria da Relatividade Restrita de Einstein. Tal paradoxo
ser4 abordado do ponto de vista da Algebra Linear, pois serd uma consequéncia natural

do grupo de Lorentz.

Assim, este trabalho aborda os grupos de transformacoes em dois espagos particu-
lares: o Euclidiano (R%) e o de Minkowski (R*), onde iremos apresentar exemplos e
aplicacdes de ambos. Tais grupos (principalmente o Euclidiano) sdo amplamente es-
tudados e existem muitas contribui¢des na literatura matemadtica, porém pretendemos
apresentar a comparacdo entre eles, além de trazer aplicagcdes simples que podem ser

utilizadas em turmas de Ensino Médio.

1 René Descartes (1596-1650)
2 Pierre de Fermat (1601?-1665)
3 Arthur Cayley (1821-1895)
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O grupo no espago Euclidiano serd chamado grupo de rotagdes e basicamente con-
siste em transformacoes lineares cujas matrizes sdo ortogonais e para tal faz-se necessa-
rio apresentar as caracteristicas do grupo ortogonal O(n) que é o grupo formado pelas
matrizes ortogonais, tal grupo possui um subgrupo formado pelas matrizes ortogonais
de determinante igual a 1 o qual daremos destaque por determinar rotacoes puras no

espaco Euclidiano, tal subgrupo serd chamado de SO(n).

Ja o grupo no espago de Minkowski serd chamado grupo de Lorentz que nada mais
é do que uma generalizacio do grupo ortogonal no espaco quadrimensional R* mu-
nido de uma métrica que estd de acordo com a ideia de espaco-tempo sugerido por
Minkowski e posteriormente adotado por Einstein. Neste espaco teremos as trés di-
mensoes de espaco usual do espaco Euclidiano mais uma dimensdo que representa o
tempo, pois no conceito de espaco-tempo essas duas grandezas ndo sdo absolutas e
independentes. Apods todas as consideracoes deste grupo faremos sua relacdo com o

famoso Paradoxo dos Gémeos.

A expectativa é que este trabalho seja ttil para professores de Matematica e Fisica
do Ensino Médio, pois apresentaremos propostas de atividades de simples aplicacdo
para os alunos de tal segmento. Para tanto, espera-se que o professor com formacao
em Matematica ou Fisica tenha um prévio conhecimento de conceitos bésicos de Al-
gebra Linear, como nocdo de Espaco Vetorial, Transformacgdes Lineares e operacoes
com matrizes. Para auxiliar o leitor, o primeiro capitulo é destinado a apresentacao de
definicbes de conceitos que serdo utilizados ao longo do trabalho. Por fim, espera-se
também uma pequena familiarizacdo com o software Geogebra para a realizacdo das

atividades.

Esperamos com este trabalho propiciar aos professores de Matematica do Ensino Mé-
dio uma contribuicao para as aulas de aplicacdes de matrizes e conceitos de geometria,
bem como a contribuicdo para as aulas de Fisica ao tratar da Teoria da Relatividade
Restrita e sugerir, de forma ambiciosa, a insercéio do estudo de conceitos de Algebra
Linear no tultimo ano deste segmento de ensino. Ademais, espera-se que tal trabalho
possa ser util para o leitor interessado em conceitos que relacionam a Matematica com
a Fisica. Pela exposicao dos objetivos acreditamos que este trabalho tenha relevancia
na contribuicdo literaria da Matemadtica ja que une conceitos de certa abstracdo com
aplicacoes simples que podem ser facilmente compreendidas por estudantes do Ensino

Basico.

Conforme ja mencionado, no Capitulo 1, apresentaremos defini¢oes e conceitos ba-

sicos para o bom acompanhamento dos capitulos posteriores. Esses conceitos serdo
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concentrados em 4 areas: Algebra, Algebra Linear, Exponencial de Matrizes e Geome-
tria Diferencial. Em Algebra destacaremos a definiciio de grupo e subgrupo e suas
propriedades, fundamentais nos dois capitulos seguintes. Ji em Algebra Linear apre-
sentaremos a definicdo de espaco e subespaco vetorial com suas propriedades e, apds
passarmos pelos conceitos de independéncia/dependéncia linear e base de um espago
vetorial, abordaremos o conceito de produto interno de um espaco vetorial, que tera
grande importancia para definirmos o grupo de Lorentz. Finalizaremos esta parte
definindo e exemplificando as transformacdes lineares, bem como os conceitos de au-
tovetor e autovalor de um operador linear. O conceito de Exponencial de Matrizes
serd apresentado com o objetivo de elucidar as tratativas que serdo feitas no Capitulo
3 ao deduzirmos algumas matrizes que compdem o grupo de Lorentz. Finalmente, al-
guns conceitos sobre Geometria Diferencial serdo apresentados exclusivamente com o

intuito de servir de base para a Proposicdo 2.6 ao final do Capitulo 2.

O Capitulo 2 serd totalmente concentrado em explorar o grupo de rotacdes no es-
paco Euclidiano. Para tal seguiremos o seguinte roteiro: primeiramente iremos definir
uma matriz ortogonal que, associada a uma transformacao linear, provoca uma rota-
cdo em vetores no espa¢o. Em seguida definiremos o Grupo Geral Linear das matrizes
quadradas invertiveis para entdo tratarmos do caso especifico, principal objetivo deste
capitulo, o Grupo Ortogonal O(n), que é formado pelas matrizes quadradas cuja in-
versa é sua matriz transposta, ou seja, as matrizes que compdem O(n) sdo ortogonais.
O grupo O(n) possui um subgrupo SO(n) cujas matrizes ortogonais possuem determi-
nante unitario e, apos definirmos para o caso de dimensdo geral n apresentaremos os
subgrupos SO(2) e SO(3), ou seja, as matrizes que provocam rotacdes no plano IR? e no
espaco IR3, aprofundaremos o estudo desses subgrupos e iremos deduzir a forma geral
dessas matrizes. Ao final do capitulo mostraremos uma forma interessante de expres-
sar a rotacdo provocada pelas matrizes de SO(3) através da parametrizacdo em termos
dos angulos de Euler que sao frequentemente utilizados para descrever a orientacdo

de um corpo rigido. Mostraremos ainda a dimensao do grupo de Lie SO(n).

No Capitulo 3, o foco serd definir o grupo de Lorentz. Iniciaremos definindo a forma
bilinear (produto interno) do espaco vetorial R" para entdo apresentar o espaco R”
(espago pseudo-Euclidiano) que, para n = 4 e v = 1, é apresentado como espaco de
Minkowski. Tal espaco é munido do produto interno Lorentziano, uma forma bilinear
simétrica que é ndo-degenerado, ndo positivo e ndo negativo-definido. Apds esses
conceitos poderemos definir o grupo O(p,n) e, em especifico, para p =1l en =3, o

grupo O(1, 3), os pardmetros p e n representam respectivamente o tempo e as trés co-

3
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ordenadas de espago de um evento no espago-tempo de Minkowski. Aprofundaremos
o estudo nos subgrupos SO(1,1) e SO(1, 3) que sdo os subgrupos de O(p, n), forma-
dos pelas matrizes ortogonais 4 x 4 de determinante unitdrio, afim de determinarmos
a estrutura dessas matrizes. Por fim, faremos a ligacdo de SO(1,3) com as famosas
Transformacoes de Lorentz que servem de base para a Teoria da Relatividade Restrita
(TRE) de Einstein.

O Capitulo 4 traz uma aplicacdo das Transformacoes de Lorentz e consequentemente
do grupo de Lorentz: o Paradoxo dos Gémeos. Tal ideia é amplamente conhecida e
foi inicialmente enunciada na forma de uma “experiéncia mental” cuja finalidade era
trazer contradicdo na Relatividade Restrita. Iremos abordar esse paradoxo em sua
forma tradicional para referenciais inerciais e, em uma forma ndo muito convencional,
para referenciais nédo inerciais. Mostraremos que na verdade ndo ha paradoxo, pois os
postulados da TRE néo sdo contrariados e, de forma mais profunda, iremos mostrar

que a aparente diferenca entre as idades dos gémeos €, de fato, possivel.

Ja no Capitulo 5, traremos exemplos de aplicacoes no Ensino Médio utilizando as
matrizes do grupo de rotacdo e do grupo de Lorentz. Comecaremos com O conceito
de comutatividade, sendo que durante o Ensino Médio raramente se mostra operacoes
ndo comutativas ficando tal conceito restrito a multiplicacdo de matrizes. Assim, ire-
mos mostrar a ndo comutatividade de rotacdes em R® e proporemos uma atividade
detalhada que pode ser facilmente realizada com o auxilio do Geogebra. Ainda vamos
propor a efeito de desafio para os alunos verificarem (geometricamente) a ndo comu-
tatividade de reflexdes em IR?. Apds isso, iremos propor uma atividade, mostrando
os passos detalhadamente, que aborda figuras planas de mesma area tanto para figu-
ras poligonais quanto para a circunferéncia que serd transformada em uma elipse de

mesma drea pelas matrizes do grupo de Lorentz.

Finalizando traremos nossas considera¢des finais, onde pretendemos expor as con-

tribui¢cdes deste trabalho para o ensino e divulgacdo da Matematica.
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Neste capitulo apresentaremos algumas definicées e conceitos bdsicos sobre Algebra, Al-
gebra Linear, Exponencial de Matrizes e Geometria Diferencial. Para o bom entendimento
e acompanhamento dos capitulos subsequentes recomenda-se a leitura deste, porém o

mesmo pode ser dispensado caso o leitor seja familiarizado com os conceitos citados, em

especial os de Algebra e Algebra Linear.

1.1 ALGEBRA

Definicao 1.1. Um grupo é um conjunto ndo vazio G munido de uma operacado bindria

denotada conforme segue:

u:GxG—=aG
(a,b) eGxG—axbeG

Tal operacdo satisfaz os seguintes axiomas para quaisquer a,b, c € G:
e Associatividade: (ax b) xc =ax* (bx*c);

e Identidade: Je € Gtalqueexa=ax*xe=g;

1_

Lsxa=axal=e.

e Existéncia de Inverso: 34! € Gtal que a~
Conforme observa MARTIN (2010) em [14], a nota¢do utilizada acima é chamada
de notagdo multiplicativa. Alguns grupos possuem um axioma adicional, a saber: a
operacao bindria é comutativa. Isso significa que a x b = b x a para quaisquer a,b € G.
E comum, neste caso, o emprego da notagdo aditiva, representada por + ao invés de x,

ou seja:
(a,b) e GXG+—a+b.



NOGCOES GERAIS

Neste caso, o grupo € dito abeliano, e a identidade e € G é usualmente denotada
por 0 e chamada de elemento neutro e o inverso de a € G é chamado oposto de a e

denotado por —a.

Definicdo 1.2. Um subconjunto H de um grupo G é chamado de subgrupo de G se

satisfaz as trés propriedades a seguir

(S1). H néo é vazio.

(S2). Paratodo a,b € H, temos que ax b € H.
(S3). Para todo a € H, temos que a~l e H.

Proposicdo 1.1. O subgrupo H munido da operagdo bindria de G é um grupo, ou seja,

sua operagdo satisfaz os axiomas de grupo.

Demonstragdo. Vamos definir por y a operagdo bindria, que d4 a H a estrutura de

grupo, obtida pela restricdo da operacgédo * de G, ou seja,
w:HxH—H
(a,b)¢c HxHw~—~axbe H
Vamos verificar que p satisfaz os axiomas de grupo:
A propriedade (S1) garante que existe a € H.

Como u € arestricdo da operagdo * sobre G, que € associativa, segue que y € também

associativa.

Por (S3),a~!' € Hee, por (S2), temos que a*a~! € H, logo e € H. Como a operacio

i € a restricdo da operacdo * de G, vale que axe =e*xa =a paratodoa € H.
Finalmente por (S3) temos que todo a € H possui inverso em H.

Portanto H é um grupo. O

Proposicao 1.2. Seja H C G, onde G € grupo. Se H # @ e, se para todos a,b € H,

temos que a~' x b € H (onde * é a operacdo de G), entdo H é subgrupo de G.

Demonstragcdo. Obviamente, H satisfaz (S1).

Basta observar entdo que, tomando b = a temos, das hipSteses acima, que 2~

1

xa =

e € H. Dai, como a,e € H segue que a~ ' xe =a~! € H, ou seja, vale (S3).

Por fim, se a,b € H temos que a—!,b € H e, portanto, (a~ )" xb=axb € H. Logo
vale (S2). O
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Defini¢édo 1.3. Sejam G e G’ dois grupos e considere a aplicacdo ¢ : G — G’. Dizemos
que ¢ € um homomorfismo se P(x xy) = P(x) * P(y),Vx,y € G tal que G e G’ sdo

munidos da operacéo *. Neste caso dizemos que os grupos G e G’ sdo homomorfos.

Definicdo 1.4. Uma aplicacdo ¢ : G — G’ tais que G e G’ sdo grupos chama-se
isomorfismo se for um homomorfismo bijetor. Neste caso dizemos que os grupos G e

G’ sao isomorfos.

Definicdo 1.5. Um conjunto A, munido de duas operacoes bindrias + e -, € dito anel

se:
e A munido da operacdo + é um grupo abeliano;

e Para todos a,b,c € A temos (a-b)-c = a-(b-c), ou seja - € uma operacao

associativa;
e Paratodosa,b,c € Atemos:a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c.
Um anel é dito comutativo se a operagdo - é comutativa, ou seja, se a-b = b - a para

todos a,b € A.

Definicdo 1.6. Um conjunto K, munido de duas operacoes bindrias + e -, é dito corpo

se:
e K é um anel comutativo;

e Existe 1 € K (diferente do elemento neutro 0 da operacdo +) talquel-a=a-1=

a, para todo a € K. 1 é denominado identidade de K;

1

e Paratodoa #0existea ' € Ktalquea '-a=1

Observacao 1.1.1. Ao longo deste trabalho trabalharemos exclusivamente com os corpos

dos numeros reais R e dos complexos C.

1.2 ALGEBRA LINEAR

1.2.1 Espago e Subespago Vetorial

Definicdo 1.7. Um conjunto E ndo vazio é chamado espaco vetorial (ou espago linear)
se seus elementos, chamados de vetores possuem duas operacdes, a saber: a adi¢cdo
representada pelo simbolo +, que para cada par de vetores v,u € E corresponde a

outro vetor u +v € E, chamado a soma de v e u, e a multiplicagdo por um ntimero
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escalar representada pelo simbolo *, que para cada escalar « num corpo K e para cada

v € E corresponde a um novo vetor « x v € E, chamado o produto de « por v.

Essas operacoes devem satisfazer, para quaisquer u,v,w € E e a, f € K os axiomas

listados abaixo:
e Axiomas para a adi¢do

Comutatividade: v+u = u +v.

Associatividade: (v+u)+w =v+ (u+w).

Elemento neutro: Existe um elemento 0 € E, chamado vetor nulo, tal que

v+0=0+0=n0.

Simetria: Existe um elemento —v € E, chamado simétrico de v, tal que

v+(—v)=—v+v=0.

e Axiomas para a multiplicagdo

Associatividade: (a * B) xv = a * (B *v)

Distributividade em E: a % (v +u) = & x v+« * u.

Distributividade em K: (¢ + f) xv =a x v + B x 0.

Identidade: Para todo v € E temos 1 v = v.

Observacado 1.2.1. Note que um espago vetorial E munido da operagdo + é um grupo

comutativo com elemento neutro e = 0.

De modo a simplificar nossa notagdo, neste trabalho, escreveremos simplesmente av

para denotar « x v, ou seja a multiplicagdo de v pelo escalar «.

Definicdo 1.8. Seja um conjunto X, subconjunto de um espaco vetorial E. X é dito

subespaco (vetorial) de E se:
e Se paratodos u,v € X, temosu+v € X;
e Separatodosa € Kev € X, temosaxv € X;

onde + e x sdo as operacgdes do espaco vetorial E.

Proposicdo 1.3. Se X é subespago de um espago vetorial E, entdo X munido das opera-

¢Oes de E é também um espago vetorial.

Demonstracdo. As propriedades de comutatividade, associatividade, identidade e dis-

tributividade sdo imediatas uma vez que as operagoes em X sdo as mesmas de E.
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As propriedades de elemento neutro e simetria decorrem dos fatos abaixo facilmente

verificaveis:
e 0xv=0;
o () xv=—v;
onde v é um elemento qualquer de X. O

1.2.2 Dependéncia e Independéncia Linear

Definicdo 1.9. Dizemos que um vetor v num espaco vetorial E é combinacdo linear

dos vetores vy, vy, ...,0, Se existem aq,ay, ..., &, € K tais que:

0= i n;0;.
i=1

Definicdo 1.10. Um conjunto X subconjunto de um espago vetorial E é dito linear-
mente independente (L.I.) quando nenhum vetor em X é combinacéo linear de outros

vetores em X.

O Teorema a seguir traz um importante critério para a verificacdo de conjuntos

linearmente independentes:

Teorema 1.1. Se a tinica combinagdo linear do vetor nulo a partir dos vetores vy, ..., vy
vetores do espago vetorial E é aquela com todos os coeficientes nulos entdo o conjunto

X ={vy,...,0,} € L.L Ou seja se:

n
thivi:0$a1:1x2:---:lxn:0
i=1

entdo X = {vy,...,v,} € L.L

Demonstragdo. Ver [12] (pg. 25,26).

O]

Definicdo 1.11. Um conjunto X, subconjunto de um espaco vetorial E, é dito line-
armente dependente (L.D.) se ele nédo for L.I., ou seja quando pelo menos um vetor

v € X é combinacdo linear dos outros vetores de X.

LIMA (2016) chama a atencdo para a seguinte observagdo sobre os conjuntos li-

nearmente dependentes: Se um conjunto X = {vy,...,v,} € L.D. ndo é possivel
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afirmar que qualquer vetor de X é combinacdo linear dos demais. Por exemplo se
v=(1,2),u=3,4)ew = (48) entdo X = {v,u,w} C R? é um conjunto L.D., pois

w = 4v + 0u porém u ndo é combinacdo linear de v e w.

1.2.3 Base de um espago vetorial

Definicdo 1.12. Uma base de um espago vetorial E é um conjunto B C E linearmente
independente que gera E, ou seja, todo vetor x € E se exprime de modo unico, como

combinacéo linear de elementos v; € B.
n
X = lei?}i
i=1
onde os coeficientes a1, . .., &, sdo chamados de coordenadas de x na base B.

Os exemplos a seguir ilustram as chamadas bases candnicas.

Exemplo 1.1. Base canénica de R%. Seja B = {(1,0),(0,1)} C IR?, temos que B é base

canonica de R2.

De fato, B gera R?, pois todo vetor (x,y) € R? é uma combinacdo linear de B
(x,y) = x(1,0) +y(0,1)
Além disso B é L.I., pois para todo escalar a; € R temos que
«1(1,0)+a2(0,1)=(0,0) = a1 =a =0

Exemplo 1.2. Base canénica de R®. Seja B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R3, temos

que B ¢é base canonica de R3.

De fato, B gera R3, pois todo vetor (x,y,z) € R® é uma combinacio linear de B
(x,y,2) =x(1,0,0)+y(0,1,0) + z(0,0,1)
Além disso B é L.1., pois para todo escalar a; € R temos que
a1(1,0,0) +a2(0,1,0) + «3(0,0,1) = (0,0,0) = a1 =ap = a3 =0

Exemplo 1.3. Base canénica de R". Generalizando os exemplos anteriores, temos

que os vetores v = (1,0,...,0),...,v, = (0,...,0,1) constituem uma base canonica
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B={v1,...,0,} de R".

O exemplo a seguir ilustra um conjunto X C RR® que apesar de ser L.I., ndo é base

de IR?, pois ndo gera esse espaco vetorial.

Exemplo 1.4. Seja X = {(1,1,1),(1, —1,0)} em R3. Temos que X é L.I., pois para todo

escalar a; € R:
w1(1,1,1) +a2(1,—-1,0)=(0,0,0) = a1 =2 =0
Porém X n#o gera R3, pois para todo vetor (x,y, x) em R3, temos que:
(x,y,z)=a(1,1,1)+b(1,-1,0)=(a+b,a — b,a)

Assim temos o sistema

X = a+b
y = a—>»
zZ = a

Cuja solugdo gera o conjunto Y = {(x,y,z) C R®>: x+y —2z=0}. Logo X gera Y C IR?,
mas nio gera R3.

Portanto X é base de Y, subespaco vetorial de IR?, mas néo é base de R3.

1.2.4 Produto interno

Definicdo 1.13. Seja E um espacgo vetorial sobre um corpo K (onde K é R ou C). Um

produto interno em E é uma aplicacdo
(,}:ExXE =K,
que satisfaz as seguintes propriedades para todos u,v,w € E e a € K:
e Linearidade:
(au,v) = a(u,v)
(u+v,w) = (u,w)+ (v, w)
e Simetria (hermitiana):
(u,0) = (v,u),

onde z = x +iy = x — iy € o complexo conjugado de z.

11
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e Positividade:

se u #0.

se e somente se u = 0.

Observacdo 1.2.2. No espaco de Minkowski usaremos ao invés de um produto interno,
como descrito na defini¢do acima, um produto que ndo satisfaz a hipdtese de positividade,
porém satisfaz que:

(u,v) =0, Vo € E=u=0.
Tal propriedade € conhecida como a ndo-degenerescéncia do produto.

Definicdo 1.14. A norma de um vetor v é o niimero real nio negativo ||v||= /{7, v),

ou seja, ||v||?= Y, a? para todo vetor v = (ay, . . ., &y).

De forma geral, uma norma em um espago vetorial E é qualquer funcao real deno-

tada por ||||: E — R que, para todo « € R e v, w € E cumpre as condi¢des abaixo:

1. |lv+wl||< ||v||+]|w|| (desigualdade triangular);
2. [|ac-ol[= [a-[[o]];
3. v#0=|[|v||[>0ev=0<=||v||=0

Para ||-|| como na Definigdo [1.14} essas trés condi¢Ges pode ser facilmente demons-
tradas. Para o leitor interessado, as demonstracoes das propriedades acima e mais
detalhes sobre a norma num espaco vetorial podem ser encontrados em [[1]] p. 19 e
20.

Observacdo 1.2.3. A norma acima definida é chamada norma Euclidiana. No espago
de Minkowski utilizaremos a norma chamada de norma Lorentziana que, segundo men-
ciona COUTO E LYMBEROPOULOS (2018) em [13], ndo é de fato uma norma, pois
existem vetores ndo nulos tais que essa norma € zero, além de ndo valer a desigualdade
triangular. Porém, apesar dessas diferengas em relagdo d norma Euclidiana, a norma Lo-
rentziana (ou pseudo-Euclidiana) satisfaz a relagdo ||Av||= |A|||v|| para todo A € R e v

um vetor pertencente ao espaco de Minkowski.

Defini¢do 1.15. Uma base B = {ey, ¢y, ...,e,} de E é dita ortonormal se:

e (¢j,e;) =1,paratodoi=1,...,n;
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e (e;,e;) =0, parai # .
Proposicao 1.4. Se B = {ey, e, ...,e,} é uma base ortonormalde E, e u = (uy,uy, ..., Uy)

ev=(v1,02,...,04), OUSEA, U =) 1 Uje; eV =), Vej, entdo:

(u,v) = iuiﬁ- (1.1)

Demonstragdo.

O]

Observaciio 1.2.4. E fdcil ver que, se para uma base de E, reciprocamente definirmos
o produto de u = (uy,uy,...,uy) e v = (v1,0y,...,0,) pela equagdo (L.1I)), entdo (-,-)

torna-se um produto interno de E.

1.2.5 Transformagées Lineares

Definicdo 1.16. Sejam E e F espacos vetoriais, a aplicacdo T : E — F é dita uma trans-
formagdo linear, se para todo v, u € E e para todo « € R, valem as duas propriedades

a seguir:

o T(v+u)="Tw)+T(u);

e T(axv)=ax*xT(v)

Como consequéncia da definicio acima temos as seguintes propriedades das trans-

formacoes lineares:

e A imagem do vetor nulo de E é o vetor nulo de F, ou seja, T(0) = 0, para 0 € E;

e T(—v)=—T(v),Vv € E;

o T(v—u)=Tw) —T(u),Vo,u € E

Teorema 1.2. Sejam E, F espagos vetoriais e B = {by,...,b,} uma base de E, Vv € E e

Va € R temos que:

13



14 NOGOES GERAIS

e U=un1b1+ - +a,by;

o T(v)=wa1T(b1) +---+a,T(by)
Demonstragdo. Ver [12]] (pg. 39, 40). O

Pelo teorema citado, é possivel determinar qual a regra da transformacdo linear
apenas conhecendo as imagens de cada vetor b pertencente a base B do dominio E na

transformacdo T : E — F, ou seja, os valores T(b) que T assume nos vetores b € B.

O exemplo a seguir ilustra uma das transformacdes lineares de principal objetivo
deste trabalho.

Exemplo 1.5. Rotacdo de dngulo 8 em torno da origem em R?. Trata-se da operacfio
R : R? — IR?, que associa cada vetor v € IR? & imagem R(v) que resulta em uma
rotacéio de Angulo 6 no sentido anti-hordrio em torno da origem. E facil verificar que R
¢ uma transformacéo linear, pois para todo v, u € R? temos que R(v + u) = R(v) + R(u)

e para todo « € R temos que R(« * v) = a * R(v).

A figura a seguir deixa claro que R(v + u) = R(v) + R(u), neste exemplo temos 6 = 90

Figura 1: r=v+u, v = R(v +u),v' = R(v), u’' = R(u)

Pelo Teorema 1.2 podemos determinar qual a lei de formacdo da transformacéo R,

para isto basta determinar a imagem do vetor v = (x,y) em R2.
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Para um vetor v = (x, y) € IR? arbitréario, seja R(v) = (x',y’). Queremos descobrir x’ e
y'. Por simplicidade, consideremos os vetores da base can6nica em {(1,0), (0,1)} C R?,
adotando e; = (1,0) e e = (0, 1), temos que a imagem dos vetores (e, e;) por rotacdo 6

serd R(e1) = (cos6, senf) e R(ep) = (—senb, cosb).

Dai temos:

< ¥ ) = R(v) = R(xe1 + yez) = xR(e1) + yR(e2) =

x(cos0, senf) + y(—senb, cost) =
cos® —sent X
senf)  cosO y

A finalizac@o do exemplo acima sugere que € possivel estabelecer uma relacdo entre

uma Transformacéo Linear e uma matriz. Essa relacao € definida a seguir:

Definicdo 1.17. Matriz de transformagdo. Seja a transformacdo linear T : E — F, onde
E e F sdo espacos vetoriais finitos de dimensdes respectivas m e n ndo necessariamente
iguais. Considerando uma base (b4, ...,b,) € E, a matriz m X n cujas colunas sdo os
valores T(bj), parai =1,...,nej=1,...,m é denominada matriz de transformagéo
de T.

Teorema 1.3. Existe uma bije¢do entre o conjunto das Transformagoes Lineares T : R" —

IR" e o conjunto M« de matrizes reais n X n.

Demonstragdo. Fixemos uma base {ej,e,...,e,} de R". Considere a funcdo F que

associa a T a matriz A = (a;j) definida por:
n
T(e]-) = Zaijei. (1.2)
i=1

Assim considerando duas operacdes T e T’ conforme definido acima, observamos
que se T e T’ tém mesma imagem por F, entdo T(e;) = T'(e;) paratodo j € {1,...,n}.

Logo, por linearidade, T(v) = T'(v) para todo v € R". Logo JF é injetora.

Por outro lado, dada A € M, «, defina T por (1.2) e estenda a v € R" por linea-
ridade. Segue que T, por definicdo, satisfaz (1.2]), e tem, portanto, imagem A por J.

Logo JF é sobrejetora. O

15
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Definicdo 1.18. Seja a transformacdo linear T : E — F com E e F espacos vetoriais
finitos munidos de produto interno. A transformacédo Adjunta de T é a transformacéo

T*:F — E tal que, paratodo v € E e w € F vale:

(To,w) = (v, T*w).

Verifica-se que T* de fato é uma transformacio linear, pois dados w, w’ € F temos

que paratodov € E:
(v, T"(w+w")) = (To,w +w') = (To,w) + (To,w') = (v, T*w) + (v, T*W'),
e assim vem:
(v, T"(w+w")) = (v, T"w+ T"W') = T (w+w') = T"w+ T w.
De forma andloga temos que T*(aw) = aT*w. Portanto T* é uma transformacao linear.

A Adjunta de uma transformacao linear possui diversas aplica¢des e conclusdes inte-

ressantes. Para mais informacdes sobre a Adjunta ver [12] cap. 11.

1.2.6 Autovetor e Autovalor

Definicdo 1.19. Seja v um vetor ndo nulo em um espaco vetorial E, chamaremos v de

autovetor do operador linear T : E — E quando existe A € R tal que
To = Av.

O numero real A serda chamado de autovalor do operador T quando existir um vetor

ndo nulo v € E tal que a vale a equagdo apresentada acima.

De forma analoga definimos:

Definicdo 1.20. Seja v um vetor ndo nulo em um espaco vetorial E, chamaremos v de
autovetor da matriz A da base canonica do operador linear T : E — E quando existe
A € R tal que

Av = Av.

O numero real A sera chamado de autovalor da matriz A com as mesmas condicoes da

definicdo anterior.

Observacdo 1.2.5. Um operador linear ¢ uma transformagdo linear T : E — F quando

os espagos vetoriais E e F sdo iguais, ou seja, se T : E — E entdo T é um operador linear.
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Determinar o autovetor e autovalor de um dado operador T é o mesmo que deter-
minar o autovetor e autovalor da matriz A que é a matriz na base canonica de T. Para

tal vamos adotamos o seguinte procedimento:

Dado o operador A : E — E e a matriz identidade I de mesma ordem que A
podemos reescrever a equacdo Av = Av na forma (A — AI)v = 0, ou seja, temos um
sistema linear homogéneo que possui uma solu¢do ndo trivial v # 0, assim para que A
seja um autovalor de A é necessario e suficiente que o operador A — Al : E — E ndo

seja invertivel, o que equivale a dizer que det(A — AI) = 0. (Ver Teorema [2.2)).

Note que pela ultima condicdo € possivel determinar um polindomio que serad cha-

mado de polindmio caracteristico de A que denotaremos por c4(x):
ca(x) =det(A — xI)

De fato c4(x) sera um polinomio de grau n se A for uma matriz n x n. Assim A sera
um autovalor de A se c4(A) = 0, ou seja, se A for a raiz do polindmio caracteristico
ca(x). Além disso, é possivel encontrar os autovetores de A associados a A, pois v sera
determinado pela condicdo (A — Al)v = 0. Logo, os autovetores v sdo as solucées ndo

nulas desse sistema homogéneo.

Exemplo 1.6. Vamos encontrar os autovalores e autovetores do operador T : R? — R?

cuja matriz na base canénica é

1 -3
4 -6

A=

Primeiramente determinamos o polindémio caracteristico de A, como:

1 -3 x 0 1—x -3
A—xl= — = ,
4 —6 0 «x 4 —6—x

Entao,
cax) =det(A—xI) =1 —x)(—6 — x) +12 = x> + 5x + 6 = (x +2)(x + 3).
Portanto, as raizes de c4(x) sdo Ay = —2 e Ay = —3.

Para determinar os autovetores associados aos autovalores encontrados utilizamos
o fato que (A — Al)v = 0. Assim:

1 -3 A O U1 0
4 —6 0 A (%) 0

17
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37)1 — 37)2 _ 0
4v1 — 40, 0

Assim 3(v; —vp) = 0 e 4(v; —vp) = 0, logo v1 — v, = 0 = v = v,. Portanto os

autovetores associados ao autovalor A; = —2 sdo todos vetores da forma

1
k<1>,comk€lR.

Analogamente determinamos os autovetores associados ao autovalor A, = —3:

1 -3 Ay 0 v\ (0
4 —6 0 /\2 (%] 0
4091 — 30, 3 0
401 — 30y 0
Assim 4v1; — 3v, =0, logo v1 = %vz. Portanto os autovetores associados ao autovalor

Ay = —3 sdo todos vetores da forma

k(i),comkEIR.

Concluimos entdo que os autovalores do operador T sdo —2 e —3 enquanto que seus

w

autovetores sao da forma k(1,1) e k(%, 1).

Uma aplicacdo dos autovalores e autovetores de grande importancia diz respeito a

diagonalizacdo de matrizes:

Definicdo 1.21. Uma matriz n X n € uma matriz diagonal se todos seus elementos nao
pertencentes a diagonal principal sdo nulos, ou seja, se D é uma matriz diagonal entéo

sua forma é:

A O - 0
0 Ay --- 0 .

D=1 _ . .| =diag(Ay, Ag, -, A)
0 0 - A,

onde Ay, Ay, - -+, A, SA0 nimeros reais.

Diagonalizar uma matriz possui grande vantagem pois os cdlculos efetuados com
uma matriz diagonal sdo simples, conforme afirma NICHOLSON (2015) em [16] p. 88.
Autovalores e autovetores relacionam-se com a diagonalizacdo de matrizes conforme

O teorema a seguir:
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Teorema 1.4. Seja A uma matriz n X n entdo A € diagonalizdvel se, e somente se, possui
autovetores X1, Xp, - -+, X, tais que sdo colunas de uma matriz P invertivel. A matriz
diagonalizada de A serd a matriz P~1AP = diag(A1, A2, - -+, Ap), onde para cada i, A; é

o autovalor de A associado a X;.

Demonstragdo. ver [|16] p. 88 O

Exemplo 1.7. Vamos diagonalizar a matriz A do exemplo Como

1 -3
A= ,

seus autovalores sdo A; = —2 e A, = —3 com autovetores associados X; = k(1,1) e
X, = k(%,l), com k € IN. Como k é arbitrario e ndo nulo, por simplicidade iremos

atribuir k = 1 para X; e k = 4 para X;, logo teremos os vetores coluna

1
X1=< >6X2=
1

3
Como a matriz P = [X3 Xp] = ( | 4 > é invertivel, pelo Teorema|l.4 temos que

piap_ (M O )_ -2 0
0 A 0o -3/’

que é a matriz A diagonalizada

Mais exemplos sobre autovalores, autovetores e diagonalizacdo de matrizes podem
ser obtidos em [16] (p. 84 a 90).

1.3 EXPONENCIAL DE MATRIZES

No capitulo 3 para definirmos as matrizes do grupo de Lorentz utilizaremos a ideia

de exponencial de matrizes, sendo assim, apresentaremos nesta secao sua definicao.

Uma das caracterizacoes mais comuns da funcido exponencial é através da série:

[o0]
=)

=1

n

=

=

S

A convergéncia dessa série segue facilmente pelo teste da razdo. Detalhes sobre a
convergéncia e a equivaléncia desta com outras caracterizacdes da fun¢do exponencial

podem ser encontrados em [18].
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Seja IL(IR") o espaco dos operadores lineares A : R” — R". Podemos definir em

L(R") a norma de um elemento A por:

| Ax]

|A|l=sup = sup ||Ax]|. 1.3)
0 x| x|=1

O espaco IL(IR") munido desta norma é um espaco normado completo.
E imediato da definicio de || A|| que:

[Ax[|< [[A]l [|x],  Vx € R

Disso segue que:
IAB||< [[A]l [[BIl,
e, por inducao:

A< [lAf".

Como

e} n
4l =y~ 14l
¢ nZ:(:) n!

e, param,p > 0, temos

A AP A" [A["™
_— ... < + ..+ .
m! (m+ p)! m! (m+ p)!
Isso implica que a série
(o) An
W/

n=0
¢ de Cauchy e, portanto, convergente.

Assim definimos:
Definicdo 1.22. Seja A € M(n) uma matriz quadrada nxn, definimos a exponencial
da matriz A por :

A2 A3 Al o An
exp(A):eA:I+A+i+§+...+ﬁ+...: -

Analogamente, podemos definir o operador:

A? A3 A
T(t)=exp(At)=eAt=I+At+§t2+§t3+---+ﬁt”+---=Z—t”.
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E facil ver que T(t) é solucdo do problema de valor inicial (de soluciio tinica):

X'(t) = AX(H)
X(0) =1

A exponencial de matrizes é munida de algumas propriedades, porém para o obje-
tivo deste trabalho apresentaremos apenas duas delas:
1. Se A pode ser escrita da forma A = PBP~! entfio e? = PeBP~!

De fato, temos que
A? = PBP'pBP~! = pB?P!

A3 = PBP'pBP 'pBP! = pPB3p!

A* = A%2A% = pR?P~'pB?P~! = PB*P!

Logo,
A" = pBp~1pBp~!1...pBp~1 = pp"p-1
n vezes
Portanto,
© An > pprp-1 © pn
€A= —:Z =P<Z—>P71—P€BP71
n=0 n! n=0 n! n—>0 n!

2. Se AB = BA entdo eA*B) = ¢AeB

De fato, considere a funcio o(t) = e'4e'B

,Vt € R, sua derivada serd o'(t) =
Aet4e!B 1 ¢4 BetB, Como A e B comutam podemos reescrever a tltima igualdade

da seguinte forma: ¢’(t) = Aet4e!B + Bet4e!B = (A + B)e!4e!B.

Assim temos que:
o' (t) = (A + B)o(t)

0(0) = I, pela definicdo da exponencial de matrizes

Portanto

U(t) — et(A+B)

¢ a tnica funcdo que satisfaz as duas condicdes acima. Em particular para t = 1

temos que e(A+B) = ¢AeB,

Maiores detalhes da exponencial de matrizes podem ser encontrados em [3]] e [19].
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1.4 GEOMETRIA DIFERENCIAL

O conteudo desta secdo é de maior complexidade do que o apresentado até o pre-
sente momento e visa Unica e exclusivamente oferecer um contexto para a Proposi-
cdo apresentada no final do Capitulo [2) que trata da dimensdo do grupo de rota-
coes (como variedade diferencidvel). Para maiores detalhes em geometria diferencial

ver [5]], [[6]]. Para maiores detalhes em célculo em varias variaveis ver [1].

As definicOes e proposicdes a seguir foram adaptadas de [6].

Definicdo 1.23. Um subconjunto M C R" é uma variedade diferencidvel (mergulhada
em R") se, para cada p € M, existe uma vizinhanca V de p em R” e uma aplicacdo
¢ : U — VN M de uma aberto U de R" (m < n) sobre VN M C R" tal que:

1. ¢ é diferencidvel;
2. ¢ é homeomorfismo, isto é, continua com inversa continua;
3. Para todo g € U a diferencial dg, : R™ — R" ¢ injetiva.

¢ é denominada parametrizacdo ou sistema de coordenadas em p. Nesse caso, dizemos

que a dimensédo de M é m.

Proposicdo 1.5. Sejam ¢ : U C R™ — M C R" um sistema de coordenadas de uma

variedade diferencidvel M, e q € U. O subespago vetorial de dimensdo m,
dpe(R™) C R”,
coincide com o conjunto de vetores tangentes a M em ¢(q).
Demonstragdo. Seja 7y : (—¢,€) = @(U) C M uma curva diferencidvel com (0) = ¢(qg),

e v = 4/(0). Tomando B = ¢ ' o :(—¢e) — U, temos, pela defini¢io de diferencial
que dgy(B'(0)) = v. Logo v € dgy(R™).

Reciprocamente, seja v = dg,(u), com u € R™. Tome B : (—¢,¢) — U definida por

B(t) =tu+gq,
e tome y = ¢ o B. Novamente, pela definicdo de diferencial temos que v = 7/(0), ou
seja, v € tangente a M em ¢(q).

Como d¢, é, por definicéo injetiva, segue que a dimensio de d¢,;(IR™) é a mesma de

M, ou seja, m. O
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Definicdo 1.24. Sob as hipdteses da Proposicdo anterior, se p = ¢(gq) definimos entdo

TyM = d¢4(R™), e denominamos tal subespaco de IR"” como espaco tangente a M em

p.

Definicio 1.25. Uma Algebra é um espaco vetorial munido de um produto interno, ou
seja, é uma estrutura que consiste em um conjunto com as operacoes usuais de adicao
e multiplicacdo por escalar. Caso a multiplicacdo dos elementos do espaco vetorial seja

associativa chamamos de Algebra associativa e os conjuntos deste espaco sdo anéis.

Observacao 1.4.1. Uma variedade diferencidvel munida de uma operagdo de grupo dife-
rencidvel é conhecida como Grupo de Lie. O espago tangente T,G a um Grupo de Lie G na
identidade e herda de G uma estrutura natural de dlgebra e é, por isso, conhecida como
Algebra de Lie de G.
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O GRUPO DE ROTAGOES

As rotagdes no Espago Euclidiano sdo transformagoes realizadas por matrizes com ca-
racteristicas especificas, denominadas matrizes ortogonais que pertencem ao grupo orto-
gonal. Neste capitulo apresentaremos o grupo de rotagdes e especificamente seu subgrupo

de rotagdes puras SO(n).

Iniciaremos abordando a defini¢do de uma matriz ortogonal.

2.1 MATRIZ ORTOGONAL

Definigéo 2.1. Uma matriz A = [a;;] € My, € ortogonal se (a;,a;) = 0sei # je

<ai,a]-> =1sei=j,ondei, j=1,...,n tal que a, é a n-ésima coluna de A.

Sendo assim uma matriz € dita ortogonal se suas colunas sdo uma base ortonormal
de um subespaco de dimensao m de R", tal que m < n, ou seja, se o produto interno
de duas colunas distintas é nulo e se o produto interno de uma coluna por ela mesma

€ unitdrio.

Proposicao 2.1. Se uma matriz A ortogonal for uma matriz quadrada, entdo A € inver-

stvel e A~1 = AT (sua inversa é igual & sua transposta).

Demonstragdo. Considere a matriz quadrada genérica de ordem n:
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Sua transposta sera:

Al =

Assim o produto da matriz transposta de A pela matriz A é dado por:

2 2 2
ap tax t+---+a, ccc A1181p F+a21020 + 0+ Ap1nn
ATA =
2 2 2
A1pdq1 +apdol + - -+ Apply1 - - aj, +as, + -+ g,

O que, pela defini¢do de produto interno é equivalente a:

(a1,a1) (ai,a2) -+ (a1, an)
ATA - (a2,a1) (az,a2) --- (a2, an)
(an,a1) (aw,a2) -~ (an an)

Como A ¢ ortogonal temos que (a;,a;) =0sei #je (a;a;) =1sei=j,logo:

0 --- 0
T 01 .---0
ATA=| | =L
00 --- 1
Portanto, A € inversivel e sua inversa é sua matriz transposta. O

Coroldrio 2.1. Uma matriz quadrada A € My, é ortogonal se , e somente se, ATA = I,

Demonstragdo. Pela proposicdo 2.1 temos que se uma matriz A,,, € ortogonal entdo

A"t = AT o que implica que ATA = I,.

Se ATA = I, ento as linhas de A formam um conjunto de 1 vetores ortonormais
em IR", sendo assim, para matrizes quadradas, linhas ortonormais equivalem a colunas

ortonormais, logo A é ortogonal. O

Pelo corolario acima é facil notar que uma matriz quadrada ortogonal € invertivel.
Tais matrizes serdo cruciais para nossos propositos, pois trabalharemos com grupos for-
mados por matrizes desta forma. Sendo assim, definiremos o grupo formado por todas
matrizes quadradas invertiveis, os demais grupos abordados ao longo deste trabalho

estardo contidos neste grupo.
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2.2 GRUPO GERAL LINEAR

Definicdo 2.2. O Grupo Geral Linear GL(IR,n) é o grupo das matrizes quadradas
invertiveis com elementos reais, munido com a operac¢éo bindria que é a multiplicacio

usual de matrizes.
GL(R, 1) = {M € Mak(R, n), det(M) # o}

Observacao 2.2.1. O grupo das matrizes quadradas de ordem n com elementos reais

serd denotado por Mat(R, n).

Proposicao 2.2. Seja o sistema linear com n equagdes e n incognitas MX = B, onde B
¢ a matriz coluna (by, b, ..., b,) e X a matriz coluna das solugdes (x1,x2,...,xn). Se M

for invertivel temos que pela Regra de Cramer cada solugdo é obtida por

_ det M[i; b]

Xj=———,i=1,...,n,
! det M

onde M(i, b] € a matriz obtida de M substituindo sua i-ésima coluna por B.

Demonstracdo. ver [[12] p. (254, 255). O

Proposicao 2.3. Uma transformagdo linear T € injetora se, e somente se, leva vetores L.I.

em vetores L.I.

Demonstragdo. ver [[12] (p. 61) O

Proposicao 2.4. Sejam E e F espacos vetoriais de dimensdo finita, temos que a transfor-

magdo linear T : E — F € invertivel se, e somente se, € injetora.

Demonstragdo. ver [[12] (p. 63) O

Teorema 2.1. Teorema do Produto (Teorema de Binet). Se A e B sdo matrizes qua-
dradas, entdo det(AB) = det A - det B.

Demonstragdo. ver [[16] p. 82. O

Teorema 2.2. Seja M € Mat(IR, n) temos que M é invertivel se e so se det(M) # 0.
Demonstragdo. Se M for invertivel entdo existe M~! tal que MM ™! = I e assim temos

que det(tMM~1) = 1, pelo Teorema do Produto temos que det(M) - det(M~1) = 1, logo
det(M) # 0.
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Vamos agora considerar o sistema linear homogéneo MX = B, ou seja, B é a matriz
coluna com elementos nulos (0, ...,0). Sendo assim, temos como uma solucio trivial
do sistema X = (0,...,0). Como a solucdo do sistema é dada pela Regra de Cramer
(proposicao 2.2) temos que detM # 0. Seja agora T a transformacdo linear que possui
como matriz caracteristica a matriz M, assim pela solucéo trivial do sistema, T(x) =
0 = x = 0 e pela proposicdo 2.3 T é injetora, por fim pela proposicao 2.4 T é
invertivel. Portanto detM # 0 = M ¢é invertivel. O

Teorema 2.3. GL(IR,n) é um grupo G munido da operagdo bindria de multiplicagdo

usual das matrizes.

Demonstragdo. Seja a operacao

u:GxG—G
(a,b) e GxG—a-beG

Temos que G possui o elemento neutro da multiplicacdo I, pois det(I) =1 # 0 =
I € G. Além disso G possui o elemento inverso da multiplicacdo, pois para todo A € G,
temos que detA # 0 e como detA -detA~! =1 = detA~1 #0, assim A~! € G. Por fim
G é dotado da operagdo associativa de acordo com a associatividade da multiplicacao

usual das matrizes, conforme se observa a seguir:

Sejam as matrizes A = [ajjluxn; B = [bijlnxn € C = [cijluxn, tal que A,B,C € G.
Temos que a multiplicacdo A - B resulta em uma matriz cujo o elemento da primeira

linha e primeira coluna é dado por
n
Y ayibir.
i=1

Ao efetuar a operacdo (A - B) - C, temos que o elemento da primeira linha e primeira
coluna deste produto é dado por

n n

) ( Zﬂl]’bﬁcn) ,

i=1 " j=1
que trata-se de uma expressdo com numeros reais, logo vale a associatividade. Proce-
dendo da mesma forma para todos os elementos da matriz produto, cada elemento é

uma entrada real associativa. Logo a operacdo de multiplicacdo em G é associativa. []
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Definicdo 2.3. O Grupo Ortogonal denotado por O(n) é o grupo das matrizes orto-
gonais de ordem 7 com elementos reais, ou seja, o grupo das matrizes quadradas cuja

inversa € igual a matriz transposta.

O(n) = {M € Mat(R,n), M~ = MT}

Lema 2.4. Sejam A e B matrizes quadradas, entdo (A - B)T = BT - AT,

Demonstragdo. Sejam A e B matrizes quadradas:

an a1p b1 bin
A = e B = . 7
anl Ann b bun
Temos que:
anby +---+ayby - anby + -+ a1buy
A-B=
ambi + - +aubpn - ambi+ -+ Qb
Assim:
anby + - +apby - an1b11 + aunbm
(A-B)f =

allbln +---t alnbnn o anlbln +--t annbnn

Além disso, temos que:

b1 b an an1
Bl=| ¢ . it JeAl=| ¢ o1,
biy -+ bun Ain - Aun
Logo:
apby +- - +ayby - ay1b11 + annbm
BT . AT —
allbln +et alnbnn e anlbln +--t annbnn

Portanto, (A - B)T = BT . AT. O



30

O GRUPO DE ROTAGOES

Teorema 2.5. O(n) € um grupo.

Demonstragdo. Considere as matrizes A, B € O(n), entdo tais matrizes sdo quadradas

e ortogonais, logo A~' = AT e B~1 = BT,

Utilizando o lema [2.4] temos que:
(A-B)-(A-BYT=(A-B)-BT-ATY=A-T-AT=1.

Assim, (A-B)~! = (A-B)T e o produto A - B € O(n). Logo O(n) C GL(n) e portanto

€ um grupo.
O

Teorema 2.6. Para qualquer matriz quadrada A tem-se que o determinante de A € igual

ao determinante de sua transposta, ou seja, det(A) = det(AT).
Demonstragdo. ver [[1]] p. 103. O

Considerando o Teorema acima juntamente com o Teorema temos o seguinte

Corolario:

Corolario 2.2. O determinante de uma matriz ortogonal € 1 ou —1.

Demonstragdo. Seja a matriz ortogonal M, temos que det(I) = 1 = det(MM™1!) =1,
mas M~! = MT = MMT = I, entdo det(MMT) = det(M) - det(MT) = [det(M)]* = 1.
Portanto det(M) = +1. O

Assim, o grupo ortogonal O(n) é composto por dois conjuntos conexos, um cujo
os elementos possuem o determinante igual a 1 e outro cujo os elementos possuem
determinante igual a —1. Destacaremos o primeiro por ser formado por matrizes ca-

racteristicas de rotacdes no espaco Euclidiano.

Definicdo 2.4. O conjunto de todas as matrizes ortogonais com determinante igual a

1 formam um grupo:
5O(m) = { M € Mat(R,m), M~* = M e det(M) = 1}

Proposicao 2.5. O conjunto SO(n) € um subgrupo de O(n).
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Demonstragdo. De fato, como SO(n) é formado por matrizes ortogonais de determi-
nante unitario, temos que SO(n) néo é vazio, além disso a identidade I pertence a
SO(n).

Sejam A,B € SO(n) , como det(A) = 1 e det(B) = 1, temos, pelo Teorema do
Produto, que det(A - B) = det A - det B =1, portanto A - B € SO(n).

Por fim, se A € SO(n) entdo sua inversa também pertence a SO(n), pois A é ortogo-
nal e portanto, A~! = AT, ou seja, detA = detAT = detA~1 = 1.

Assim, SO(n) verifica todas as condicoes de um subgrupo conforme afirma MARTIN
(2010) em [14] (p. 8). O

A principal aplicagdo do grupo SO(n) para as transformacoes no espaco Euclidiano
diz respeito aos grupos SO(2) e SO(3), pois as matrizes desses grupos determinam
rotagdes puras no plano e espaco Euclidiano. Sendo assim, daremos atencdo especial

a esses grupos.

2.3.1 O grupo SO(2)

Definicdo 2.5. O grupo das matrizes ortogonais de ordem 2 de determinante unitario
¢ denominado SO(2).

S0(2) = {M € Mat(R,2), M~ = MT e det(M) = 1}

Para determinar a forma geral das matrizes de SO(2) utilizaremos consideracdes ins-

piradas em [2].

Considere uma matriz genérica A € SO(2), ou seja, uma matriz quadrada de ordem

2 com elementos reais. Como A é ortogonal tem-se que A~! = AT, assim:
bl

ann a2 - axp  —ai2 air a1
az1 a2 —d1 a1 a2 a2
Para determinar a matriz inversa de A utilizamos a regra de Laplace para matrizes

quadradas, ou seja, A~! é dada pela transposta da matriz dos cofatores de A dividida

pelo determinante de A, que € 1, neste caso, pois A € SO(2).
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Logo temos que a1 = ax € a;p = —dp1 € podemos escrever a matriz da seguinte

a1 a4
A=
—diz 411

Como det(A) = 1, temos que a%l +a%2 = 1. Podemos, entdo, escrever a1 € aip na

forma:

forma a1 = cos(f) e a1 = —sen(6), com 0 € (—rr, 7]. Portanto as matrizes do grupo

SO(2) possuem a seguinte forma:

A@) = < cos(f) —sen(H) )
sen(0)  cos(9)

Sendo assim, a matriz A é uma matriz de transformacdo que determina uma rotacdo
de 0,0 € (—m, ] em torno da origem do espaco euclidiano IR?, denominado plano

euclidiano (ver Exemplo 1.5).

Exemplo 2.1. A imagem abaixo ilustra a transformagdo do vetor v = (x,y) € R?
quando submetido ao operador R : R? — IR?, que associa cada vetor v no vetor Ro,

sendo que a matriz de R é a matriz A(f), para 6 = 7, determinando uma rotagéo de v.

Figura 2: Rotagéo do vetor v para 6 =

Estudaremos agora as propriedades do subgrupo de O(n) para n = 3, tal grupo
denominado SO(3) é formado pelas matrizes quadradas de ordem 3 que determinam

rotacdes no espaco euclidiano R3.

2.3.2 0O grupo SO(3)

Definicdo 2.6. O grupo das matrizes ortogonais de ordem 3 de determinante unitario
¢ denominado SO(3).

S0(3) = {M € Mat(R,3), M~ = MT e det(M) = 1}
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Para determinar a forma geral das matrizes de SO(3) usaremos ideias inspiradas em
[12].

Queremos determinar a matriz A de transformacfo do operador T : R® — R tal
que A € SO(3), sendo assim A é uma matriz ortogonal e consequentemente T é um

operador ortogonal.

Definicdo 2.7. Um operador linear T : E — E é ortogonal se sua matriz de transforma-
cdo, em uma base ortogonal, for ortogonal, ou seja, se suas colunas constituem bases

ortonormais.
Observacao 2.3.1. Uma base de um espago vetorial é ortonormal quando for ortogonal
e todos seus vetores possuirem norma unitdrid.

O Teorema a seguir mostra formas de verificar se um operador linear é ortogonal.

Teorema 2.7. Seja um operador linear T : E — E, onde E é um espago vetorial de
dimensdo finita provido de produto interno, se T for um operador ortogonal entdo as

afirmagoes abaixo sdo verdadeiras.

(1) T preserva norma: ||Tv||=||v||, Vv € E;
(2) T preserva distdncia: ||Tu — Tv||= ||u — v||,Yu,v € E;
(3) T preserva produto interno: (Tu, Tv) = (u,v),Vu,v € E;

(4) T*T = Ig, onde T* € a transformagdo adjunta de T.

Demonstragdo. Se T é um operador ortogonal entdo existe uma base ortonormal B =
{v1,...,v,} C E. Sendo assim, para todo vetor v = («y,---,a,) € E temos que sua

norma é: ;
[o][P=)_ af.
i=1

Como {Tvy,...,Tv,} C E é um conjunto ortonormal, entdo:

n

|| To||?= vaz( =Y a2 =[o| %,
i=1
logo ||Tvl||= ||v||, assim provamos a afirmacéo (1).
Se vale (1) entdo ||Tu — To||= ||T(u — v)||= ||lu — v||, logo a afirmagdo (2) estd

provada.

Considere agora u = (ay,...,a,) € v =(B1,...,Pn) entdo a norma a seguir fica:

n n

n n
[|u — vH2= Z(”i — ;)% = 2“12 — ZZuivi +Zv$.
i=1 i=1 i=1 i=1



34

O GRUPO DE ROTAGOES

Pela definicdo de produto interno podemos reescrever a igualdade acima da seguinte
forma:

||t —0[]= [ |u] *~2(u, 0) + |[o] P,
e portanto:
1

(u,0) = 5 (Il [P+] o] P~ Ju — o] ).
Utilizando as afirmacoes (1) e (2) vem:

1

(u,0) = 5 (|/Tul P+/| Tol 2~ [ Tu = To| [2) = (Tu, To).
E assim fica provada a afirmacéo (3).
Por fim, utilizando (3) temos que
(u,v) = (Tu, To) = (u, T*Tv),

logo T*Tv = v para todo v € E e portanto T*T = [r o que prova a afirmacao (4).

O]

Corolario 2.3. Toda matriz de um operador ortogonal possui autovalor real igual a 1 ou
—1.

Demonstragdo. De fato, pela definicdo de operador ortogonal a norma de uma trans-

formacéao é preservada, assim de Tv = Av temos:
[[of|=1[Tol[= [[Av]|= |A[l]o]],
logo |A|=1. O

Teorema 2.8. Se o operador ortogonal T : E — E deixa invariante o subespago F C E

entdo T deixa invariante o complemento ortogonal F.

Demonstracdo. Seja w € F*, queremos provar que Tw € F, ou seja, que (Tw,v) =0
para todo v € F. Como T deixa invariante qualquer vetor u € F temos que Tu € F,
isto é, dado u € F existe v € F tal que v = Tu. Logo (Tw,v) = (Tw, Tu) = (w,u) =0,
poisw € F- eu € F. O

Teorema 2.9. Autovalores diferentes de um mesmo operador linear correspondem a au-

tovetores linearmente independentes.
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Demonstragdo. Considere o operador linear T : E — E e vy,...,v, vetores ndo nulos
em E. Aplicando T nesses vetores temos que Av; = A;v; parai = 1,...,n, tais que os
numeros reais Aq,..., A, sdo todos distintos. Vamos provar que esses vetores sdo L.I.
por indugéo em n.

Para n = 1 a afirmacdo é trivial, sendo assim, supondo vdlido para todo n vamos

mostrar que vale para n + 1. Considere agora a seguinte combinacao linear:
X101+ -+ XUy + Ay 10p41 =0 2.1

Aplicando o operador T em ambos os lados da igualdade acima e lembrando que

Av; = A;jv; temos:
A&+ -+ A& O + Ay 18010541 = 0 (2.2)

Multiplicando o equacéo por A,,1 e o subtraindo o resultado membro a membro

da equagéo temos:
(M = Apr)agor + -+ (A — Aoy = 0
Por hipdtese os vetores vy, ..., v, sdo L.I. Entdo:
(M —Apag = - -+ = (A — Apg)ay = 0.

Como os autovalores sdo todos distintos, temos que as n diferencas na equacdo acima
sdo todas ndo nulas, logo #; = --- = a, = 0. Sendo assim, a equacdo é rees-
crita como &,,410,41 = 0. Como v,,1 # 0 segue que «,,1; = 0. Portanto, a igualdade
representada na equacao s6 ocorre quando todos os coeficientes «; sdo nulos, ca-

racterizando assim a demonstracao do Teorema. O

O Teorema acima tem uma consequencia crucial para nossos propdsitos, pois consi-
derando um operador linear T : R” — R" e um conjunto X = {vy,...,v,} com v; ndo
nulos, aplicando o operador T em X temos que Tv; = AMvy,...,To, = A0, com A;
dois a dois distintos, entdo X é uma base de IR", pois os vetores de vq,...,v, sd@o L.I. e

assim X € L.I. e além disso gera IR” . Assim a matriz de transformacdo A nesta base é:

M
Ay

An

na qual os termos que ndo aparecem sdo iguais a zero, ou seja, A € uma matriz diago-

nal, tal que os elementos da diagonal principal sdo os autovalores de T.
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Teorema 2.10. Seja T : E — E um operador ortogonal num espago de dimensdo finita
munido de produto interno. Existe uma base ortonormal de E tal que a matriz A do

operador T tem a forma:

A= —-1 ,
cosx, —senwq

senwy  CoS®q

coso —Senuy

seni;  CoSiy

onde os termos ndo representados sdo iguais a zero.

Parte da demonstracdo a seguir foi inspirada na demonstracdo original feita em [[12]].

Demonstragdo. Pelo Coroldrio temos que a matriz de transformacdo de uma base
de T possui autovalores reais iguais a 1 ou —1. Considere uma base ortonormal B =
{v,u} C E tal que v e u sdo vetores em R?, ou seja, v = (a,c) e u = (b, d). E possivel
escrever o vetor v atribuindo um nuamero real 6 tal que a = cos(f) e c = sen(). Como B
é ortonormal temos que u é perpendicular a v, assim (v, u) = 0 = ab = —cd. Porém a

matriz A = [v, u] relativa a base B é ortogonal e assim temos que det(A) = £1. Sendo

b
A= ( ‘ P ) = |ad — be|=1.

[

assim:

Para ad — bc = 1 temos que

dcos(6) = 1 + bsen(6) (2.3)
Pela condicfo de ortogonalidade entre v e u temos: bcos(6) = —dsen(f) = b = _fjf(’é()e),

para 6 # 7 assim substituindo b na equacéo Vem:

—dsen(6)

dcos(f) =1+ W

sen(f) = dcos>(0) = cos(0) — dsen’(6),
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assim d = cos(f) e consequentemente b = —sen(f). Portanto a matriz A fica caracteri-
zada como uma matriz do subespaco SO(2) que provoca uma rotacdo de angulo 6 no

sentido anti-hordrio em relacfio & origem de IR?.

Procedendo de forma andloga para ad — bc = —1 vamos obter que d = —cos(f) e

b = sen(f). Sendo assim, a matriz A tem duas possibilidades:
Ao cos(@) —sen(H) oU A = cos(@) sen(H) .
sen(f)  cos(9) sen(f) —cos(9)
No primeiro caso, o polinédmio caracteristico de A, p(A) = A2 — (2cos(9))A + 1, néo

possui raizes reais salvo para § = 0 e 6 = 7, pois se assim fosse terifamos A = +1. J4 no

segundo caso, p(A) = A% — 1 possui raizes +1, que sdo os autovalores j& determinados
pelo Coroldrio

Considere agora um operador ortogonal T : E — E, temos que se E = IR?, sua matriz

de transformacédo tem as seguintes possibilidades:

( 1 0 ) ( -1 0 ) ( cos(0) —sen(H) >
, , she =D
0 -1 0 1 sen(f)  cos(9)

Porém se E = RY com k finito e considerando, para k = 2 a base ortonormal
By = {v1,u1} C E temos que Avy = cos(0) - v1 — sen(6) - uy, Auq = sen(6) - v1 + cos(6) - u.
Temos pelo Teorema que o complemento ortogonal de B; em E+- é um subes-
paco invariante por A. Prosseguindo de forma andloga, sempre com bases de dimen-
sdo 2 teremos uma base ortonormal By = {vy,uy,..., v, ux} C E* tal que Av; =
cos(6;) - v; — sen(6;) - u;, Au; = sen(6;) - v; + cos(9;) - u; parai = 1,...,k. Logo a matriz
de transformacdo do operador ortogonal T é uma matriz diagonal cujos elementos

sdo os autovalores de T e as matrizes caracteristicas de rotagdes provenientes da base

ortonormal By. O

Observacdo 2.3.2. A matriz do teorema acima pode ndo possuir elementos iguais a 1
ou —1, bem como pode ndo conter nenhum dos blocos 2 x 2, caracteristicos de rotagoes.
Conforme salienta LIMA (2016) em [12], p. 182.

Pelo Teorema acima temos que a matriz R da transformacéo T : R® — RR? pode

ser da forma:

1 0 0 -1 0 0
0 cos(@) —sen(f) | ou 0 cos(f) —sen()
0 sen(f) cos(9) 0 sen(d) cos(6)
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Finalmente, se R € SO(3) entdo det(R) = 1 e portanto R pode ter a forma abaixo ou

suas permutagdes:

1 0 0
0 cos(@) —sen(6)
0 sen(f) cos(9)

Note que tal matriz determina uma rotacéio em rela¢do ao eixo x de R® = {x,y,z}.

As matrizes de rotacdo em relacfio aos outros eixos de R® sdo:

cos(f) 0 sen(H) cos(f) —sen(@) 0O
0 1 0 e sen(f) cos(@) O
—sen(6) 0 cos(6) 0 0 1

Sendo assim, as trés matrizes apresentadas que denotaremos R1, R, e R3, respectiva-
mente, determinam rotagdes de angulo 6 no sentido anti—horéri em torno do eixo de

R3 que contém os vetores invariantes em relacfio a tranformacéo T : SO(3) — SO(3).

2.3.3 Os dngulos de Euler

Uma forma interessante de expressar as matrizes de rotacdo do grupo SO(3) (em
relacfio aos eixos de R®) é através da parametrizacio das rotacdes em R3 em termos
dos chamados dngulos de Euler conforme aborda MOSHE (2000) em [15].

Definicdo 2.8. Angulos de Euler. Dado um sistema de coordenadas cartesiano em
R3, os 4ngulos ¢ € [0,27],0 € [0,77] e ¢ € [0,27] sdo independentes parAmetros
que determinam rotagdes sucessivas no sistema de coordenadas em uma sequéncia

especifica. Esses 4ngulos sdo chamados Angulos de Euler.

Adotaremos inicialmente o sistema de coordenadas A = (x, v, z) e a sequéncia inicia
pela rotacdo de A pelo dngulo ¢ em torno do eixo z através da matriz R3 € SO(3)
(figura 2). O novo sistema de coordenadas denotaremos por ¢ = (7, s, t). Logo temos a

transformacéo ¢ = R3(¢)A.

1 O que explica a diferenca de sinal nos senos entre R; e as outras duas matrizes
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&
- ||

Figura 3: O sistema de coordenadas A é transformado no sistema ¢ pela rotacdo de A em torno
de z pela matriz Rj

No segundo estdgio (figura 3) os eixos de ¢ sdo rotacionados em torno do eixo r pelo
angulo 0 através da matriz R; € SO(3) determinando o novo sistema de coordenadas

C’ = (r’,s/, t’). Assim, temos a seguinte transformacao: C’ = Rq(0)¢.

zir

Figura 4: O sistema de coordenadas ¢ é transformado no sistema ¢ pela rotacfio de & em torno
de r pela matriz Rq

Finalmente, no terceiro estagio (figura 4), ocorre a rotagdo do sistema C’ pelo an-
gulo ¥ em torno do eixo t através da matriz R3 € SO(3) determinando o sistema de

coordenadas A = (x, y,, z). A transformaciio dessa tiltima etapa serd A" = R3(1,b)§/
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Figura 5: O sistema de coordenadas ¢ é transformado no sistema A’ pela rotacio de ¢ em
torno de ¢ pela matriz Rs

A matriz completa da transformacao A" = RA é dada, portanto, pelo seguinte pro-

duto matricial: R = R3(1)R1(0)R3(¢) e teremos a seguinte matriz:

cospcosp — cosOsengsentyp —cospseny — cosbcospsenyp  senipsentd
R=| sentcosp +cosbsengcosyp —sentpseng + cosbcosgcosyp —cosipsentd

senfseng senfcosg cost

Observacéo 2.3.3. De acordo com BARATA (2020), os dngulos de Euler sGo amplamente
utilizados na Mecdnica para descrever a orientagdo de um corpo rigido, pois os dngulos
@, 0 e P sdo pardmetros independentes e cada um pode variar de maneira arbitrdria. Mais
detalhes sobre a utilizacdo dos dngulos de Euler podem ser obtidos em [2]] (p. 1252) ou

em qualquer bom livro de Mecdnica Analitica.

2.3.4 Dimensdo do grupo (de Lie) SO(n)

- . . . , —1
Proposicao 2.6. A dimensdo do grupo (de Lie) SO(n) é dada por %

Demonstragdo. O grupo SO(n) pode ser munido de uma estrutura de variedade dife-

e . ;. 2
renciavel, o que o torna uma “hipersuperficie” mergulhada em R™ .
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Observamos que a dimensdo de uma variedade diferencidvel é igual a dimensdo do
espaco tangente a essa variedade em qualquer um de seus pontos (no caso de Grupos
de Lie, isso equivale a dizer que a dimensdo de um Grupo de Lie € igual a dimensao
da sua Algebra de Lie). Assim sendo, mostraremos que a dimensdo do espaco tan-
gente de SO(n) sobre a matriz identidade I tem dimensao @ Tal espaco tangente,

usualmente denotado por so(n) é a dlgebra de Lie do grupo SO(n).

Seja v : (—1,1) — SO(n) uma curva regular com *(0) = I. Sabemos que, para todo
t € (—1,1) vale y(t)y(t)T = I. Derivando essa igualdade e usando a regra do produto

para derivada de matrizes obtemos:
7Y YO + (OB = 0.
Calculando em t = 0 e usando que ¥(0) = 7(0)” = I obtemos:

7O+ O =0,

ou seja, um vetor tangente a variedade SO(n) sobre a identidade I, é uma matriz
A =9'(0)tal que A+ AT =0, ou AT = —A.

Se AT = — A observamos que a matriz A é a forma:

0 aip 413 414 e a1p
—ain 0 a3 a4 e Aoy
—a13 —ax3 0 axy e a3
—a14 —dp4 —d34 0 . A4n
—A1lp —d2n —A3n ... —Amu-1n 0

Facilmente observamos que A é univocamente determinada pelos @ numeros

reais acima da diagonal (nula).

Assim, vemos que so(n) tem dimensdo @, donde obtemos que a dimensdo de
SO(n) é também 21, O
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Neste capitulo abordaremos um grupo de rotagbes em RR* conhecido como Grupo de
LorentzE] que possui grande utilidade na Teoria da Relatividade. Tal grupo se diferencia
do grupo de rotagbes do Espago Euclidiano abordado no capitulo anterior por principal-
mente estar definido no Espago de Minkowssz] cujo produto interno é ndo-degenerado e
ndo positivo definido. Inicialmente, definiremos o produto interno pseudo-Euclidiano que
servird de base para determinar o produto interno Lorentziano. Apds isso, definiremos
o grupo de Lorentz em R" para em seguida apresentar o Grupo de Lorentz mais simples
com duas dimensoes (uma de espago e outra de tempo) e entdo abordar o grupo de quatro
dimensoées (trés de espaco e uma de tempo), objetivo principal deste capitulo. Por fim,
demonstraremos que os elementos deste grupo determinam as famosas transformagoes de

Lorentz, base para a Relatividade Restrita.

Definicdo 3.1. Uma forma bilinear simétrica (produto interno) B : V x V, onde V é

um espaco vetorial sera:
1. positiva-definida se B(v,v) > 0,Yo #0 € V;
2. negativa-definida se B(v,v) < 0,Vv #0 € V;

3. ndo-degenerada se B(v,w) =0,Vw € V= v =0.

Definicdo 3.2. Para todo n > 2 definimos a forma bilinear (-,-), : R” x R” — R

conforme segue:

<x1 ]/>1/ = X1Y1 S Xn—vYn—v — Xn—v+1Yn—v+1l — *°° — XulYn, (31)

onde x = (x1,...,X,) ey = (y1,...,Yn) sdo vetores em R"

1 Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928)
2 Hermann Minkowski (1849-1909)
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Para diferenciar do produto interno Euclidiano convencional, chamaremos a forma
bilinear definida acima de produto interno pseudo-Euclidiano conforme nomenclatura
utilizada por COUTO E LYMBEROPOULOS (2018) em [13].

O espaco R7 é definido como o espago pseudo-Euclidiano de indice v. Esse espaco é
provido das operacoOes usuais de soma e multiplicagdo por escalar do espaco vetorial
IR”, munido com o produto interno pseudo-Euclidiano conforme a equagéo 0]
espago de Lorentz-Minkowski € o espaco pseudo-Euclidiano para v = 1, ou seja, L = RY.

Para mais detalhes sobre o espaco de Lorentz-Minkowski ver [13].

Ap6s as consideragoes apresentadas definimos o espago de Lorentz-Minkowski para

n =4 que, por simplificacdo chamaremos de apenas espaco de Minkowski.

Defini¢ido 3.3. O espaco de Minkowski, denotado por L* é o espaco de Lorentz-
Minkowski em 4 dimensoes (n = 4) provido das operacbes usuais de soma e multi-
plicacio por um escalar de R*, munido do produto interno pseudo-Euclidiano (-, -)r

que chamaremos de produto interno Lorentziano.

De acordo com a equagéo temos que para todo vetor x,y € L* o produto interno

Lorentziano sera:
(X, y)L = x1y1 + X2Y2 + X3Y3 — XaY4
Proposicao 3.1. O produto interno Lorentziano € provido das seguintes caracteristicas:
i. € ndo-degenerado;

ii. € ndo positivo-definido;

iii. € ndo negativo-definido.
Demonstragdo. Provaremos (i) por contraposi¢do, ou seja, dado x # 0, onde x; # 0
entdo existe y # 0 tal que (x,y). = 0. De fato, para que (x,y). = 0 é necessario

que x1Yq + X2Y2 + X3Yy3 = X4y, sendo assim dado x = (1,1,1,1) existe um y # 0, por

exemplo, y = (1,1,1,3) tal que (x,y). = 0, logo ndo-degenerado.

Para (ii) basta usar o contra-exemplo x = (0,0,0,1) = (x,x); = —1 logo ndo

positivo-definido.

Por fim, para (iii) bastar usar outro contra-exemplo x = (1,1,1,1) = 2 logo néo

negativo-definido. O
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Definicdo 3.4. O grupo O(p,n). Grupo das matrizes ortogonais de elementos reais,
cujas colunas formam uma base ortonormal de R!” munido do produto interno Lorent-

ziano.

Proposicao 3.2. Toda matriz L € O(p, n) € invertivel e sua inversa é determinada por

um produto especifico conforme segue:

L™ = y(p, n)LTy(p, n),

onde 1(p,n) é a matriz diagonal com p elementos +1 e n elementos —1 a qual, por

simplicidade, denotaremos de agora em diante apenas por 1.

-1

Demonstragdo. Seja uma matriz genérica L € O(p, n) de ordem p +n

an T A1p A1(p+1) T A1(p+n)
L= Apr -t App App+1) 7 Ap(p+n)
Ap+n1 ~ 7 Gp+lp Gp+)(p+1) T G(p+1)(p+n)
Apem1 =0 Apan)p Apn)(p+l) " A(p+n)(p+n)
Sua transposta sera:
a11 s ap1 Ap+1)1 s Ap+n)1
LT = p w0 App Ap+sp 7 Ay
Ai(p+1) " App+1)  Ap+)(p+1) " Ap+n)(p+1)

B(p+n)  **° App+n)  Ap+l)(p+n)  ~°° A(p+n)(p+n)
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Tomando agora o produto 7 LT temos:

a11 s ap1 Ap+1)1 s A(p+n)1

yLT = a1p e App Ap+1)p T A(p+n)p
—Ap+1) T App+l)  TAp+D)(p+l) T T A(pen)(p+1)

“Mp+n) 0 TApprn)  TAp+l)(pn) 0 T A(pn)(p+n)

Assim, multiplicando o resultado acima a direita por # temos:

ai T ap1 —Ap+1 0 T Apan)l

a1p App Ap+p 0 T Apan)p
—Ap+1) T App+l)  Ap+D)(p+l) T A(pn)(p+1)

“Mp+n) 0 TApprn)  Ap+)(prn) 0 A(pen)(ptn)

Por fim, multiplicando a matriz obtida pela matriz original L temos:

p p+H )4 p+n 14 p+n }l p+71
2 2
Z”il - Z i ):“Mip* Z j14ip Zﬂilﬂl(wl)* Z i1 j(p+1) ):ﬂilﬂi(pmr Z i1 8i(p+n)
i=1 i=p+1 i=1 i=p+1 i=1 i=p+1 i=1 i=p+1
14 ’ pn 14 ) ptn ) 14 ’ p+n p ’ p+n
Yaipain = ) aipaiy Yap,— L ap Y ipfipe1) = D Aipfipe) Y ipigpem) = X PipTigpem)
i=1 i=p+1 i=1 i=p+1 i=1 i=p+1 i=1 i=p+1
14 p+n 14 ptn 14 ) p+n ) 14 ptn
*Zﬂi(pn)ﬂilfz Aips1)din - *}Zﬂf(pmﬂxpfz Ai(p+1)ip 7Zai(p+1)+‘Z Ai(p+1) *Z”i(pﬂ)”i(wn)*,Z Ai(p+1)Ai(p+n)
i=1 i=p+1 i=1 i=p+1 i=1 i=p+1 i=1 i=p+1
P p+n 4 p+n 14 p+n P ) p+n )
’Z”i(p-v—n)”il* Z Aip+m)di1 *Zﬂ«pmwi;ﬁ Z Ai(p+n)ip *Z”i(pm)”i(pﬂ)* Z Ai(p+n)Ai(p+1) - *Zﬂi(pm)* Z Ai(p+n)
i=1 i=p+1 i=1 i=p+1 i=1 i=p+1 i=1 i=p+1

Porém pela definicdo do produto interno pseudo-Euclidiano temos, pela equacéo

que a matriz acima fica simplificada da seguinte forma:

<a1/ a1> e <a1/ ap> <(11, ap+1> e <a1/ ap+n>

(ap,a1) -+ (ap,ap) (ap,apin) - (ap, pin)

_<[1p+1/a1> _<ap+1,ap> _<ap+1/ap+1> _<ap+1/ap+n>

_<ap+7l1 a1> e _<ap+n/ up> _<ap+nap+1> e _<ap+1’l/ ap+n>

Como L é ortogonal temos
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1 0 0 0
0
LTyL =
nLon 0 1
0 0 0 -1
O que conclui a demonstracao. O

Sendo assim, podemos reescrever a definicdo do grupo O(p,n) conforme segue:
O(p,n) = {L € Mat(R, p+n), L~" = yLTy}

Proposicao 3.3. Toda matriz L € O(p, n) possui determinante 1 ou -1.

Demonstragdo. Seja I; a matriz identidade, pela definicdo de L € O(p, n) temos que
LyLTy = I. Entéo,

1 =det(I;) = det(LyLTy) = det(L)det(LT)(det())* = (det(L))?.
Portanto, se L € O(p, n), temos que det(L) = +1 O

Definicdo 3.5. O subgrupo SO(p,n) C O(p, n) é composto pelas matrizes de O(p, n)

com determinante igual a 1.

SO(p,n) = {L € Mat(R,p+n), L~ =yLTy e det(L) = 1}

Verifica-se de forma andloga a Proposicdo[2.5|que SO(p, n) é um subgrupo de O(p, n)

3.2 0S GRUPOS DE LORENTZ

No que diz respeito as transformacoes cujas matrizes pertencem ao grupo O(p, n)
estudaremos os casos para o grupo O(1, 3), ou seja, utilizaremos o grupo formado por
matrizes ortogonais de elementos reais, cujas colunas formam uma base ortonormal

do espaco L4, conforme definido em Sendo assim, esse grupo sera provido do
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produto interno Lorentziano que pode ser representado por uma matriz #, chamada

matriz da métrica de Minkowski:

-1

Para fazer uma familiaridade com o apelo fisico das Transformacoes de Lorentz e
coeréncia com a notagdo do grupo (1, 3) faremos uma permutagao dos eixos de # de tal
forma que apenas seu primeiro termo sera positivo, ou seja, adotaremos os parametros

p=1en =3 e assim teremos:

Neste caso o produto Lorentziano (ou métrica de Minkowski) ficara definido por:
(X, ¥)L = X1y1 — X2Y2 — X3Y3 — X4V4

O fato de adotarmos esses parametros tem relacdo direta com as transformacdes pos-
siveis no Espaco de Minkowski ou, conforme o mesmo definiu, espaco-tempo. Segundo

argumenta Barata (2020) em [2], p. 1161:

“... € fato elementar da natureza ser possivel descrever um evento por meio de quatro
numeros que especificam sua posigdo e seu instante de tempo, medidos em algum sistema

de referéncia.”

Sendo assim, é conveniente os parametros utilizados, sendo que, p representa o ins-
tante em que o evento ocorre e n as trés coordenadas de posi¢cdo do evento do espaco
Euclidiano convencional. Portanto, o conceito de espaco-tempo tem similaridade com

o0 espaco matematico IR*, porém com outra forma de medir 4ngulos e comprimentos.

A métrica de Minkowski é elemento fundamental do grupo O(1, 3) que definiremos
adiante. Tal grupo é denomidado Grupo de Lorentz cujas matrizes determinam as

transformacdes de Lorentz cruciais para a Teoria da Relatividade Restrita.
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Por simplicidade, iniciaremos abordando as caracteristicas do grupo O(1, 1), ou seja,
o Grupo de Lorentz para os parametros p=1en =1.

3.2.1 O grupo de Lorentz em 1 + 1 dimensoes

Definicao 3.6. O grupo O(1,1) (grupo de Lorentz em 1+ 1 dimensdes) é definido
como:

0(1,1) = {L € Mat(R,2), L' = yLTy},

;7:(;_01).

Assim L é uma matriz quadrada de ordem 2x2 com det(L) # 0, logo € invertivel.

onde

a b
Considerando L = ( p ) , pelo método de Laplace determinamos a inversa de L
c

B d —b
L= detl(L) ( ) :
—c a

Por defini¢fio, temos que 7LTy = ( —ab _dc > .

Pela proposicao 3.3, det(L) = 1, portanto temos que:
d —b —
= ? ¢ ,sedet(L)=1
—c a -b d
—d b _
ou = ‘ ¢ ,se det(L) = —
c —a -b d

Definicao 3.7. Define-se o subgrupo SO(1,1) C O(1,1) com determinante unitario
conforme segue:

0(1,1) = {L € Mat(R,2), L™ = yLTy e det(L) = 1},

Mostraremos a seguir como determinar a forma geral das matrizes de SO(1,1) e

consequentemente das matrizes de O(1, 1) conforme consideracdes inspiradas em [2].

. a b ~ 71 . d _b a —C
Sejal = € SO(1,1),entdo L™ " = 5Ly, assim = .
c d —c a -b d
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Logo temos que a = d e b = c. Como det(L) = 1 temos que a> — b? = 1. Sendo assim,

podemos reescrever o subgrupo SO(1, 1) da seguinte forma:

b
s0(1,1) = {L € Mat(R,2) | L = < Z ),a,b €R, comaz—bzzl}
a

A relacdo a> — b*> = 1 pode ser escrita como a2 = ++/1+b2. Sendo assim, SO(1, 1)

pode ser redefinido por dois componentes conexos, que denotaremos AI e Ai:

V1+b2 b
i ),belR},

Al ={Lec Mat(R,2) | L=
{ ®2) | (b L

—V1+b? b
At ={L e Mat(R,2) | L = beERS.
A

Parametrizando b € R na forma b = senh(x), com & € R, como cosh*(x) — senh?(x) =

1 verificamos que:

Al = {L € Mat(R,2) | L = ( cosh() - senh(a) ) € R},

senh(a) cosh(x)

senh(a) —cosh(a

AL = {L € Mat(R,2) | L = ( —cosh(a)  senh(w) > ae IR}.
)

Os elementos de O(1, 1) que nédo pertencem a SO(1, 1) possuem determinante igual
a —c

—b

—d b
a —1. Logo, sdo matrizes que satisfazem ( ) = (
c —a

) e portanto

b
sdo da forma ( ab > com a? — b% = —1.
—b —a

Procedendo de forma andloga aos componentes conexos de SO(1,1) temos que o
grupo que contem os elementos de O(1,1) com exce¢do dos elementos de SO(1,1)

pode ser definido por dois componentes conexos, que denotaremos Al e AY:

V1+b? b
i ),beIR},

A =L e Mat(R,2) | L =
{ ®.2)] < —b —V1+0D?

Afz{LEMat(]R,Z)]L: ( —Vi+b: b ),beIR}.

—b V1452
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Parametrizando novamente b € R na forma b = senh(a), com a € R, verificamos

Al = {L € Mat(R,2) | L = ( cosh(x)  senh(x) ) ae ]R},

—senh(a) —cosh(x)

que:

Al = {L € Mat(R,2) | L = ( —cosh(x) senh(x) ) we ]R}.

—senh(x) cosh(a)
Portanto o grupo O(1, 1) é a unido de quatro componentes conexos:

0(1,1) = Al uAtuAT UAY.

A notacao utilizada para os componentes de O(1, 1) segue o seguinte padrdo: o sim-
bolo + é utilizado para componentes cujas matrizes L € O(1, 1) possuem determinante
igual a 1 e o simbolo — quando o determinante de L € O(1,1) é igual a —1. J4 os
simbolos 1 e | sdo utilizados quando o elemento da primeira linha e primeira coluna

de L € O(1,1), que denotaremos de Ly, € tal que Lgy > 0 e Ly < 0, respectivamente.

Expandindo a ideia do grupo O(1,1) € O(p,n) para p = 1 e n = 3 definiremos o
grupo O(1, 3).

3.2.2 O grupo de Lorentz

Definicdo 3.8. O grupo das matrizes ortogonais 4x4 que satisfazem a relagdo abaixo

¢ chamado de grupo de Lorentz.
0(1,3) = {L € Mat(R,4), L™ =yLTy}.

Por simplicidade e coeréncia com a conclusdo do grupo O(1,1) denotaremos O(1, 3)

por A.

Sabemos pela proposicao que det(L) = +1, assim para as matrizes L que satisfa-
zem det(L) = +1, define-se o subgrupo SO(1, 3), denotado por A,.

Ay =S0(1,3) = {L € Mat(R,4), L™' = yLTy e det(L) = 1}.

Ja o subgrupo de A com determinante igual a —1 denotaremos por A _:

A_={L € Mat(R,4),L™" = yLTy e det(L) = —1}.
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Por sua vez A, e A_ possuem dois componentes conexos conforme segue:
Al = {L € Mat(R,4), L' = yLTy,det(L) =1 e Loy > 0},
AL = {L € Mat(R,4),L " = yLTy,det(L) =1 e Loy < 0},
Al = {L € Mat(R,4), L~ = 4Ly, det(L) = —1 e Loy > 0},
AV ={L € Mat(R,4), L~ = yLTy,det(L) = —1 e Loy < 0}.
Portanto A = AI U Ai U Ai U Af.

Com o objetivo de estudarmos a estrutura das matrizes do grupo de Lorentz vamos

abordar dois de seus subgrupos importantes.
e Os subgrupos de rotacoes

Se R é uma matriz 4x4 da forma

0

onde ry é uma matriz que pertence a O(3), ou seja, uma matriz ortogonal caracteris-
tica do grupo de rotagdes, entdo R € A, pois satisfaz R~! = 7Ry. Sendo assim, o
conjunto das matrizes da forma de R acima forma um subgrupo de A. Chamaremos

esse subgrupo conforme a notagéo utilizada em [2]: Rot.

Por sua vez, Rot possui um subgrupo denotado por SRot formado por matrizes da
forma de R tal que det(R) = 1. Neste caso, rp é uma matriz que pertence a SO(3), como
por exemplo:

1 0 0
ro=1|1 0 cos(@) sen(f)
0 —sen(f) cos(6)

e Os boosts de Lorentz

Este conjunto de matrizes de Lorentz de importancia na Fisica é formado pelos “bo-

osts’B| de Lorentz. Para determinar as matrizes dos boosts de Lorentz é conveniente

3 Conforme [2] este vocabuldrio é geralmente utilizado em Fisica para denominar transformacdes entre
sistemas de coordenadas inerciais que envolvam apenas mudancas de velocidades. Do inglés to boost:
impulsionar, empurrar, impelir.
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escrever as matrizes de Lorentz L € A como a exponencial de uma matriz w (ROCHA
et al.,2013 [17]):

L=e¢e“.
onde

0 a b c 0 0 O
a 000 0 O e

w = + ,
b 0 00 0 —d 0 f
c 000 0 —e —f o

ou ainda,
w=aM;+bM,+cM.+dM;+eM, +fo, (3.2)

tal que 4, ..., f sdo parametros reais arbitrarios.

E possivel escrever de outra forma a expressdo acima. Definindo a relacdo antissi-

métrica com dois indices, w*? = —wP*, conforme segue:

2 c=wB d=w'?e= w13,f = w?. (3.3)

a=w",b=u"
Da mesma forma enumeramos as matrizes My, ..., My:

M, = Mo1, My = Moz, M = Moz, Mg = Mo, Me = Miz, My = Mps. 3.4)

Desta forma temos que w = 3w M.

E portanto, temos que:

L = e29" M (3.5)
Da Eq. (3.2) vamos tomar como tnico pardmetro nédo-nulo a = ¢. Logo:

PMor = 5 Myp = L(p) =

Vamos calcular a relacdo acima de acordo com as propriedades da exponencial de

matrizes. Temos que:

0 ¢ 00 » 0 0 0 0 ¢> 00
$ 000 ) 0 ¢2 0 0 , | ¢ 000
Mp = ’(M): I(M):
PMa=1 00 ¢ o |/ WM 0 0 oo | WM 0 0 00
0000 0 0 00 0 0 00
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assim por diante. Logo a exponencial fica:

1+‘§—?+... 4>+%?+... 0 0

oM 4>+‘§—?+... 1+"2’—T+ 00
e 01: . . ,

0 0 10

0 0 01

Expandindo a exponencial de acordo com a série de Taylor temos que:

2 43
e‘/’=1+4>+(£+¢—+...,

20 3!
2 3
91 g &
e ¥=1 4>+2! 3!+....
Subtraindo membro a membro as equacdes acima temos:
3 3 A
24>+2%+---=e¢—e‘¢:>¢+%+---=%=senh(4>).

Agora somando membro a membro as mesmas equacoes temos:

P et et N s
2e2gp e et = e = Ty = cosh(g).
Portanto,
cosh(¢p) senh(p) 0 0
L = oMo — senh(¢) cosh(¢) 0 0
0 0 10
0 0 01

3.2.3 As matrizes do grupo de Lorentz

Ap0s as consideracoes sobre os dois subgrupos de A apresentaremos algumas matri-
zes de transformacdo deste grupo. Cabe ressaltar que tais matrizes pertencem apenas
ao componente AI € A, pois os demais componentes ndo possuem a estrutura de

grupo pois ndo sdo fechados para a operacao de produto.

Do subgrupo de rotagdes SRot temos as seguintes matrizes:

10 0 0 1 0 0 0 1 0 0
01 0 0 0 cos(B) 0 sen(9) 0 cos(f) —sen(0)
0 0 cos(@) —sen(0) ’ 0 0 1 0 0 sen(f) cos(9)
0 0 sen(f) cos(9) 0 —sen(@) 0 cos(6) 0 0 0

- o O O
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que determinam rotagdes no espaco-tempo por um angulo 6 no sentido anti-hordrio em
torno dos eixos espaciais x, y e z, respectivamente. E facil notar que SRot é isomorfo a
SO(3).

Dos boosts de Lorentz determinamos outras trés matrizes que pertencem ao grupo

de Lorentz:
cosh(¢p) senh(¢) 0 0 cosh(¢) 0 senh(p) 0 cosh(¢) 0 O senh(¢p)
senh(¢) cosh(¢) 0 0O 0 1 0 0 . 0 10 0
0 0 10 senh(¢) 0 cosh(¢p) O 0 01 0
0 0 01 0 0 0 1 senh(¢p) 0 0 cosh(¢p)

que determinam transformacoes no eixo temporal e em um eixo espacial entre dois
referenciais inerciais. Tais transformacoes sdo chamadas transformagoes de Lorentz

que demonstraremos a seguir.

3.2.4 As transformagoes de Lorentz

Vamos agora a interpretacdo fisica das matrizes pertencentes ao grupo de Lorentz,
ou seja, partindo de uma matriz especifica de A queremos obter as equacdes das Trans-

formacoes de Lorentz. Para tal utilizaremos a matriz caracteristica de LI € Ai.

Estamos interessados em mostrar que a matriz L! é uma matriz de transformacéao en-
tre dois referenciais inerciais que se distanciam um do outro com velocidade constante.
Denotaremos os referenciais de R e R/, sendo que no instante ¢ = 0 os referenciais coin-
cidem, quando entio R’ se desloca com velocidade v constante em relacdo a R. Em
certo instante f um evento e ocorre na origem de R’. Os referenciais R e R’ determinam
coordenadas no espago-tempo, ou seja, possuem quatro coordenadas R = (xg, x1, X2, X3)
e R' = (x{, x{, x5, x%), sendo a primeira a coordenada temporal e as demais coordena-
das espaciais. Aplicando a transformacdo R’ = LIR veremos qual a relacdo entre as

coordenadas temporal e espacial de R e R’.

De R’ = LI R temos que:

x4 cosh(¢p) senh(¢p) 0 0 X0
xy | | senh(¢) cosh(¢) 0 O X1
| 0 0 10 X2
x4 0 0 01 X3
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Logo podemos escrever cada coordenada de R’ conforme segue:

cosh(¢p)xo + senh(¢)x;
senh(¢)xo + cosh(¢)xq
X2

X3

(3.6)
3.7)
(3.8)
3.9

Interpretando fisicamente as transformacoes acima e para que a equacao (3.6) fique

dimensionalmente correta ao substituirmos x{, por t' e xy por t (pois assumimos que

x;, € xo sdo as coordenadas temporais de R’ e R, respectivamente) fagamos a seguinte

substituicao:

xy = ct'e xg = ct,

onde ¢ é uma constante que representa o valor da velocidade da luz no vacuo para

qualquer referencial inercial. Assim:

cosh(¢)t + senh(cp)%
senh(¢)ct + cosh(¢)x1
X2

X3

(3.10)
(3.11)
(3.12)
(3.13)

Como supomos que R’ se desloca com velocidade v constante na dire¢io x em rela-

cdo a R e em certo instante ¢ um evento e ocorre na origem de R’ queremos verificar

qual a relagdo entre as coordenadas temporais ' e t e entre as coordenadas espaciais

x7 e x1. As outras coordenadas espaciais x, e x3 permanecem inalteradas.

Figura 6: Evento e ocorre na origem de R’ que se desloca com velocidade v em relacio a R
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Pelas consideracdes adotadas temos que x} = 0 e x1 = vt, que substituindo na equa-
cao (3.11) fica:

0 = senh(¢)ct + cosh(¢p)vt = tgh(¢$) = —%. (3.14)

A partir da identidade cosh?(¢) — senh?(¢) = 1, temos, em conjunto com a equagio

acima,
2 v
C

senh?(¢) = %(1 + senh?(¢)) => senh(¢) = £——C——

=
1%
1-5

Como senh(¢p) = —Zcosh(¢) e cosh(¢p) > 0 V¢ € R,

cosh(¢p) = _

Por fim, como senh(¢p) = tgh(¢p)cosh(¢),

senh(¢p) = — \/12_7

Retornando para as transformacoes (eq. (3.10) a (3.13)) temos:

(%
= t—an
= vz'
a2
x, _ x1 — ot
1 _02/
T2
/
Xy = X2,
I _
X3—JC3

As transformacdes acima sdo chamadas Transformagbes de Lorentz e descrevem a
relacdo do tempo e espaco de um referencial R’ que se move com velocidade constante
v em relacdo a outro referencial R. Tais transformacdes estdo em consonadncia com
a Teoria da Relatividade Restrita de Einstein’l Maiores detalhes sobre a Teoria da

Relatividade podem ser encontrados em [7].

Cabe ressaltar que poderiamos utilizar qualquer matriz L. € A, porém para isso pre-
cisamos que exista uma identificacdo com a estrutura de grupo para os componentes
At,Afr e Af, j& que esses ndo sdo fechados para a operacdo de produto. Para tal uti-
lizaremos outro subgrupo de O(1, 3), o qual definimos conforme abordado em [2] (p.
1171):

4 Albert Einstein (1879 - 1955)
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e Troca de paridade e reversdo temporal

As matrizes a seguir sdo elementos do grupo de Lorentz:

1 0 00 1 0 0 1 00
0 -1 00 01 0 010
Py = , Py = , P3= ,
0 1 0 00 -1 0 0 01
0 01 00 0 1 00 0 -1
1 0 0 0 -1 0 0 O
0 -1 0 0 1 00
P: ,eT:
0 -1 0 010
0 0 -1 0 01

E f4cil verificar que tais matrizes pertencem a A, pois respeitam a condicfio L~! =

17LT17. Além disso, verifica-se que P = P, P, Ps.

As matrizes P, P;, P, e P; sdo chamadas matrizes de troca de paridade, pois provocam
reversdes dos eixos de coordenadas espaciais de R*. A matriz T é chamada matriz de

reversdo temporal, pois ocasiona inversdo da coordenada temporal de IR*.
Agora utilizando as matrizes P (troca de paridade) e T (reversdo temporal) temos:

Seja LI S AI, assim:

cosh(¢p) senh(p) 0 0

1= senh(¢p) cosh(¢) 0 0O
' 0 0 10
0 0 01

Definimos as matrizes dos demais componentes de A conforme segue:

° Li =TPLtalque L € Ai

Assim:
-1 0 0 O 1 0 0 O —cosh(¢) senh(¢) 0 0
L= 0 100 0O -1 0 O senh(¢) —cosh(¢) 0 0
’ 010 0 -1 0 0 10
0 01 0 0 -1 0 0 01
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Portanto,
cosh(¢)  —senh(¢) O
Li _ —senh(¢) cosh(¢p) O
0 0 1
0

0 0

_ O O O

e L' =P LtalqueL € AT

Logo:
1 0 00 cosh(¢)  senh(¢) 0 0
= 0 -1 00 —senh(¢) —cosh(¢) 0 0O
- 0 10 0 0 10
0 01 0 0 01
Portanto,
cosh(¢p) senh(¢) 0 0
- senh(¢) cosh(¢) 0 0O
B 0 0 10
0 0 0 1

o Lf:TLtalqueLGAf

Logo:
-1 0 0 O —cosh(¢) senh(¢) 0 0O
L= 1 00 —senh(¢) cosh(¢p) 0 O
- 010 0 0 10
0 01 0 0 01
Portanto,
cosh(¢)  —senh(¢p)
L' =

0 0

0
—senh(¢) cosh(¢p) O
1

0 0 0

- o O O

Logo, utilizando tais defini¢oes temos a identificagdo com a estrutura de grupo con-
forme queriamos. Os componentes AT,,Afr e A sdo chamados de classes laterais de

um subgrupo normal.






O PARADOXO DOS GEMEOS

Quando foi enunciada por Einstein, a Teoria da Relatividade Especial (TRE) trouxe des-
confiangas do meio cientifico, pois mesmo sendo bem fundamentada era dificil abandonar
a ideia de tempo absoluto que era difundida desde Galileu. Como era de se esperar, cientis-
tas e pensadores elaboraram conceitos e/ou experimentos que poderiam refutar as ideias
de Einstein. Talvez a mais famosa de todas ficou conhecida como o Paradoxo dos Gémeos,
ndo por ter conseguido derrubar a TRE e sim por sua originalidade. Neste capitulo mostra-
remos sua origem e iremos extrapolar esse paradoxo, sendo que inicialmente foi proposto
para referenciais inerciais e iremos mostrar que para referenciais ndo inerciais a ideia de

gémeos com idades distintas pode ser algo ndo tdo absurdo.

Idealizado por Paul Langevin e discutido pela primeira vez na Primeira Conferéncia
Solvay em 1911 na cidade de Bruxelas (Bélgica), o paradoxo dos gémeos foi enunciado
como uma simples “experiéncia mental” cujo objetivo era mostrar contradicdes na

Teoria da Relatividade proposta por Einstein seis anos antes.

Nesta experiéncia dois gémeos se separam em um dado instante, iniciando um deles
uma viagem a uma estrela distante em uma nave que se desloca a uma velocidade
proxima da velocidade da luz e regressa a Terra no local onde se separou de seu irméo.
Ao encontrar-se com seu gémeo que ficou na Terra verifica que este estd mais velho,

mostrando assim que o gémeo viajante envelhece mais lentamente.

O paradoxo aparece quando a experiéncia for realizada do ponto de vista do gémeo
viajante, este pode afirmar que quem se deslocou foi o gémeo que estd na Terra e
posteriormente retornou até o ponto inicial. Neste sentido, o gémeo que ficou na
Terra esta mais novo do que aquele que estd na nave. Porém esse paradoxo é apenas

aparente, pois ndo existe simetria nas duas situagdes descritas. O gémeo viajante ndo
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estd em um referencial inerciaﬂ sendo que o mesmo acelera ao partir da Terra e ao
inverter o sentido de movimento, logo fica claro que ele quem esta viajando e nédo o

contrario desfazendo assim o paradoxo. [10].

4.1 O PARADOXO PARA REFERENCIAIS INERCIAIS

Desfeito o paradoxo, vamos exemplificar uma situagéo e verificar o estranho efeito
da Relatividade Restrita:

Exemplo 4.1. Vamos chamar os gémeos de A e B e considerar que B é o viajante
espacial e viaja até uma estrela distante da Terra com velocidade igual a 0, 8c, onde ¢
representa a velocidade da luz. Considere ainda que o tempo de ida e volta de B € de
20 anos, tempo este medido pelo relégio de A que permaneceu na Terra, qual serd o

tempo desta viagem medido pelo reldgio de B?

Antes de dar a resposta vale a pena fazer algumas consideracoes: A e B estdo em
referenciais diferentes, enquanto A permanece em repouso na Terra (referencial R), B
desloca-se com velocidade v = 0,8c em relagdo ao referencial R, logo estd em outro
referencial R’. Estamos supondo que R’ é um referencial inercial, ou seja, estamos
desconsiderando as aceleracOes que B teve ao partir da Terra, ao inverter o sentido de

movimento quando atingiu a estrela e quando “aterrissa” para reencontrar A.

Dadas as consideracdes podemos dar a solugdo utilizando a primeira equagdo das

Transformacoes de Lorentz determinadas na pagina 55:

(%
_ t—?X1

7
_2
2

onde x; representa a distdncia percorrida por B durante a viagem, t' o tempo medido

t/

pelo relégio de B e t o tempo medido pelo relégio de A. Como nao possuimos o valor

de x; faremos uma pequena alteracdo na equagao acima:

Como B se desloca com velocidade constante, da cinematica cldssica temos que

X1 = vt, assim:

t— 2t t1—2 2
po el Ly Ma) 1-— 4.1)
_ _ c
c? 2

Um referencial sera dito inercial se para todo corpo neste referencial, na auséncia de forcas externas,

mantiver constante seu vetor velocidade
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Apenas analisando a ultima equacio é facil perceber que t' < t, pois como v < ¢ 0
termo que multiplica ¢ é menor que 1. Utilizando as informacdes fornecidas temos
que: t' =204/1— 0’2—‘2“2 =20-0,6 = 12 anos. Portanto o gémeo viajante, ao retornar,

estard 8 anos mais novo do que o gémeo que ficou na Terra.

O diagrama representado na figura a seguir, adaptado de [11]], ilustra a viagem

apenas de ida de B no espaco-tempo em direcdo a estrela.

tl

=2

Figura 7: Referenciais R e R’

Nesta figura, os eixos t X x representa o referencial R onde o gémeo A permaneceu
em repouso e os eixos t' x x’ representa o referencial R’ do gémeo viajante B. Cada
par de eixos esta graduada com unidades de tempo e sdo representados eventos (¢ em
R e ¢’ em R’) que ocorrem em cada referencial para o tempo préprio de duas unidades.
Enquanto que para o gémeo A o evento e ocorre em t = 2 0 evento ¢’ ocorrerd em t = 3,
mas para o gémeo viajante B o evento ¢’ ocorre em seu relégio préoprio em t’ = 2, sendo
assim enquanto que para A o evento ¢’ demora 3 unidades de tempo para acontecer
para B este evento ocorre em 2 anos mostrando assim que para B o tempo é mais

lento.

A justificativa para os eixos no referencial R’ serem inclinados em relacgfo aos eixos
de R refere-se ao segundo Postulado da Teoria da Relatividade Especial de Einstein
que afirma que o médulo da velocidade da luz é constante independente do referencial
adotado. Sendo assim, como a velocidade é determinada pela razdo entre a varicédo da
posicao (Ax) e a variacdo de tempo (At) para manter essa razao constante, as projecoes
ortogonais entre o caminho do raio de luz e os eixos deve ser constante. A figura a

seguir ilustra a situacdo:
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J_lt

Figura 8: A velocidade da luz (¢ = 1) é constante independente do referencial. Perceba que a
razdo entre os segmentos que ligam a “linha de luz” aos eixos de R e a razdo dos segmentos

que ligam “a linha de luz” aos eixos de R’ sdo iguais, ou seja, % = 8—8.

Agora vejamos o diagrama da viagem de ida e volta do gémeo B conforme exempli-
ficado.

-
Af t'=12 anos

7

t =20 anos

t'=6anos

tl

t=10anos

Figura 9: Para uma velocidade de v = 0,8¢c o tempo de viagem do gémeo B é de 12 anos
enquanto que para o gémeo que ficou na Terra esse tempo é de 20 anos.
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4.2 0 PARADOXO PARA REFERENCIAIS NAO INERCIAIS

O PARADOXO PARA REFERENCIAIS NAO INERCIAIS

Vamos abordar agora o caso mais “real” do Paradoxo dos Gémeos, ou seja, iremos

considerar as aceleracoes do gémeo viajante e exemplificar a situagéo.

Para tal considere que gémeo viajante B realize os seguintes movimentos:

1.

parte do repouso do mesmo ponto onde esta o gémeo A estaciondrio na Terra,
acelera com uma aceleracdo constante a por certo tempo t4 medido no relégio

de A até atingir uma velocidade v em relagdo a A;

. viaje com velocidade constante v durante um tempo fc também medido no reld-

gio de A;

. desacelera com aceleracao de mesmo moédulo a que adquiriu no primeiro passo

pelo mesmo tempo t4 até atingir o repouso para inverter o sentido de movi-

mento;

volta a acelerar com aceleracdo a porém agora em sentido oposto ao inicio da
viagem (na direcdo de A) pelo tempo ¢4 até atingir a mesma velocidade v porém

com sentido oposto a inicial;

mantém constante sua velocidade v pelo intervalo de tempo f¢;

. por fim, reduz sua velocidade com a mesma desaceleracdo a pelo mesmo tempo

t4 até aterrissar em encontrar seu irmao A alguns anos mais velho do que ele.

A aceleracdo a é chamada de aceleracdo propria de B, que ¢ a aceleragdo do gémeo

viajante absoluta invariante (ver [9] p.7 nota de rodapé [12]). Assim temos, de acordo

com a Hipdtese do Relo’gioﬂ que o tempo proprio ' do gémeo B é dado por:

¢ =/\/1 - (@fdt (4.2)

De acordo com a equacio (3.14), pdgina 55, temos que —¢ = tgh(¢), onde ¢ é um

parametro arbitrario. Assim temos que

v = —cigh(p),

A Hipdtese do Reldgio é uma generalizacio da dilatagdo do tempo proposta por Einstein. Os dois postu-

lados da Relatividade Especial foram formulados para referenciais inerciais, no caso de referenciais nio

inerciais basta considerar o movimento total como uma composi¢cdo de movimentos inerciais de desloca-

mento infinitesimal, todos com velocidades constantes. Ver mais em [9]]
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derivando essa equagéo em relagéo a ¢ fica

jl:[)) = —csech?(¢). 4.3)
Além disso pela definicdo de aceleragdo temos que
Cdt’

logo a equacgao (4.3) fica

adt _ 2 _ ;C 2
% = —csech”(¢) = dt = p sech”(¢)d¢.

Agora podemos reescrever a equacdo (4.2) da seguinte forma:

v = [ 1t~ Ssea())dg,

usando a relagdo sech?(¢) + tgh?(¢) = 1, a equagio acima fica

< [ sech(@)dg,

cuja integracdo da
t' = —zc—aarctg(senh(cp)) + sech(p)tgh(e),

t = —iarcsen(tgh((p)) + mtgh((l?) 4.4)

Observacdo 4.2.1. Na equagdo acima usamos a relagdo arctg(senh(¢)) = arcsen(tgh(¢)).

ou seja,

Vamos fazer a verificagdo de tal relagdo:

Tomando y = arctg(senh(¢)) temos que

tg(y) = senh(¢p) = tg*(y) = senh*().
Usando a relagdo fundamental cosh?(¢) — senh?(¢) = 1 vem
tg*(y) = cosh?(p) — 1 = tg*(y) + 1 = cosh*(¢),

ou seja,
secz(y) = cosh2(4>) = cosz(y) = sechz((p).

Usando as relagoes fundamentais da trigonometria e da trigonometria hiperbdlica temos:

1 —sen’(y) = 1 — tgh*(¢) = sen?(y) = tgh*(¢).

Como as fungdes na ultima igualdade acima sdo positivas para todo y e ¢ podemos escre-

ver

sen(y) = tgh(¢) = y = arcsen(tgh(9)), ¢ > 0
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Agora, novamente utilizando a equacéo (3.14) vamos reescrever a equacao (4.4) da

seguinte forma:

t' = arcsen( U) + o ( U)
2 c c2 c/ ]’
Por simplicidade vamos fazer a seguinte mudanca de varidvel:
)= 1
1- &

prosseguindo temos:
, c v v
t' = ——arcsen| — — | + —.
2a c 2a7y
Como a aceleragdo considerada é constante, pela Cinematica bdsica temos que v =
%

at =t = -, assim:

t = Carcsen( at>+t
- 2a c 2y’

Pela equacdo (4.1) proveniente das equagdes de Lorentz juntamente com o fator de
Lorentz temos que t = t'. onde t é o tempo medido pelo referencial inercial R e t' o
tempo medido pelo referencial néo inercial R’. Logo:

t = Carcsen( mf)+t/:>t’ v Carcsen( at)
- 2a c 2 2 2a c/’

Portanto concluimos que:
’ c at
t' = ——arcsen| — |.
a c

Com essa conclusdo, o tempo medido pelo referencial R’ na sequéncia de movi-

at 4

mentos realizada pelo gémeo viajante B fica ;arcsen (T) nas etapas com movimento

acelerado ou retardado 1,3,4e 6 e tcy/1 — %5 nas etapas com movimento uniforme 2
e 5 definidas na pagina 63.

Observacdo 4.2.2. Vale ressaltar que a acelera¢do adotada pelo gémeo viajante B é
arbitrdria, porém seu produto com o tempo medido pelo gémeo A ndo ultrapassa c, tal
fato se deve por dois fatores: o primeiro pela restricio do dominio da fun¢do arco seno
que deve ser limitado no intervalo [—1,1]. O outro fator se deve ao segundo postulado da
TRE que afirma a velocidade da luz c é uma velocidade limite. Assim mesmo que o gémeo

B acelere durante um tempo infinito sua velocidade ndo ird aumentar infinitamente.

Tal mudanca é denominada nas Transformacoes de Lorentz de fator de Lorentz, pois aparece com frequén-

cia ao relacionar referenciais.
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Exemplo 4.2. A efeito de exemplo considere que o gémeo B parta do repouso da Terra
com uma aceleracdo constante cuja intensidade vale 10% da velocidade da luz por
unidade de tempo, ou seja, a = 0, 1¢ até adquirir a velocidade v = 0, 8c. Considerando
os tempos t4 = 3 e fc = 4, ambos medidos em anos pelo relégio do gémeo A, as etapas

do movimento de B conforme descrito na pagina 63 ficam:

c

2. th=41/1- 08 ~2 4

1. #) = ﬁarcsen(o"%) ~ 3,047

3.ty = ﬁarcsen(ofc) ~ 3,047
4. t) = ﬁarcsen(offc> ~ 3,047

5.t =4/1— 08P ~ 04

2

/I _ ¢ 0,3c\ ~
6. t; = gcaresen | = ) ~ 3,047

Somando todos os tempos, temos que para o gémeo A passou-se 20 anos enquanto
que para o gémeo viajante B 16,98 anos. Assim, ao encontrar seu irméo, B estara

praticamente 3 anos mais jovem.

Algumas consideragdes valem a pena serem citadas. Note que utilizamos no exemplo
acima o mesmo tempo para o gémeo geoestaciondrio A (t = 20) utilizado no exemplo
porém o tempo do gémeo viajante B obtido foi 5 anos a mais, isso se deve ao
fato do tempo decorrido para B atingir a velocidade de 0, 8c. Fato mais curioso ocorre
quando verificamos apenas a relagéo entre t' e t nas etapas de movimento uniforme-
mente variado: adotamos t = 3 e obtivemos ' = 3,047 anos, ou seja, para B o tempo
passa mais rapidamente (¢ > t), assim enquanto B estiver alterando sua velocidade
ele envelhecera mais rapido que A, porém conforme ja verificado, enquanto sua velo-

cidade for constante em relacdo a A seu envelhecimento sera mais lento.

Uma pergunta natural neste caso é: para quais valores de aceleracdo e tempo o
gémeo B envelhece mais lentamente que A mesmo durante seu movimento variado?

A resposta é nunca! No existem tais valores tal que ¢’ < t, conforme se verifica:

(i) Durante o movimento acelerado temos que ¢ e arcsen (”{) sdo ambos positivos

e como arcsen(x) > x,Vx > 0 temos que

at at c at c at
arcsen(—) > — = farcsen<—) > - —,
c c a c
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logo t' > t, para todo ¢

(i) No caso do movimento retardado temos que o médulo da aceleracdo é negativo

at
[

at at c at c at
arcsen(—) < — = farcsen<—> > - —.
c c a c a c

entdo ; e arcsen( ) sdo ambos negativos e como arcsen(x) < x,Vx < 0 temos

que

logo t' > t, para todo t.

0.5

- -05 05 1

Figura 10: Na figura a curva verde representa o grafico de f(x) = arcsen(x) e a reta vermelha o
gréfico de g(x) = x. Assim temos que f(x) > g(x),Vx > 0e f(x) < g(x), Vx < 0.

Note que, na figura, quando t se aproxima de 0 mais préximo teremos f(x) de g(x),
ou seja, quanto menor for o tempo que o gémeo B ficar variando sua velocidade, menor
serd a diferenca entre t' e t, porém isso tem um custo: sua velocidade néo serd grande
o suficiente para causar uma aparente dilatacdo do tempo durante o movimento uni-

forme de sua trajetoria..
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Apés as consideragcdes mais abstratas tratadas nos capitulos anteriores, abordaremos
algumas aplicacoes que podem ser utilizadas como propostas de atividades para o ensino
de matemdtica na educacdo bdsica, mais precisamente no Ensino Médio. Tentaremos

explicitar os detalhes de cada atividade mostrando a motivagdo e objetivos de cada uma.

5.1 COMUTATIVIDADE DE ROTAGOES

Desde os primeiros contatos com as operagoes basicas no inicio do Ensino Funda-
mental o aluno percebe a comutatividade multiplicativa dos niimeros inteiros, ou seja,
verifica que a - b = b - a para qualquer a,b € Z. Apesar de tal propriedade ndo ser
demonstrada (ou axiomaticamente assumida), o mesmo acontece quando trata-se dos

numeros reais.

O primeiro contato do aluno com a ndo comutatividade ocorre ja no Ensino Médio
quando ¢é estudado o produto de matrizes. Entdo, o aluno percebe que ocorre casos
onde ao multiplicar duas matrizes o resultado pode ser diferente se trocarmos a ordem
deste produto, ou seja, A-B # B- Aonde A € My,xn € B € My,«x,, sendo que, ao
longo do Ensino Médio, geralmente, ndo lhe é apresentada outra situacdo onde néo
ocorre a comutatividade de alguma operacdo e, entdo o aluno acredita que a ndo

comutatividade é uma excecao exclusiva da multiplicacdo de matrizes.

Sendo assim, a seguinte atividade proposta tem como objetivo apresentar um con-
ceito de facil compreensdo do aluno do Ensino Médio e que apresenta uma relacdo

ndo comutativa: a rotacdo de figuras geométricas e, para tal, utilizaremos a rotacao
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de vetores como base. Acreditamos que tal atividade pode ser realizada de forma in-
terdisciplinar nas disciplinas de Matematica e Fisica, pois operacdes de vetores é um
assunto abordado no ensino de Dindmica que faz parte do curriculo da 12 Série do
Ensino Médio. Vale ressaltar, que nesta proposta utilizares os conceitos do grupo de

rotacoes abordados no capitulo 2.

Primeiramente vamos mostrar que a rotagio de vetores é comutativa no espago R?

o0 que néo ocorre para rotacdes em IR3. E entdo faremos a proposta de atividade.

5.1.1 Rotagdo em R?

Proposicéo 5.1. A rotacdo de um vetor em R? por matrizes de SO(2) é comutativa.

Demonstragdo. Seja v = (x,y) € R? e duas matrizes A(x), B(8) € SO(2), tal que a # B.

Por simplicidade ch amaremos A(x) e B(B) apenas de A e B, ou seja,

Aw) = A = cos(a) —sen(a) B(B) = B = cos(B) —sen(B)
sen(w) cos(w) |’ sen(B) cos(B) )

Queremos mostrar que B(Av) = A(Bv), temos que
A cos(w) —sen(w) X xcos(n) — ysen(x)
0= . = ,
sen(a)  cos(x) y xsen(a) + ycos(a)
Logo temos que

( cos(B) —sen(pB) ) . < xcos(x) — ysen(x) >

sen(B)  cos(B) xsen(a) + ycos(a)

( xcos(a)cos(B) — ysen(a)cos(B) — xsen(a)sen(B) + ycos(a)sen(p) )

xcos(a)sen(B) — ysen(a)sen(B) + xsen(a)cos(B) + ycos(a)cos(P)

B(Av)

_ < xcos(x + B) — ysen(a + B) )

xsen(x + B) + ycos(x + )

E facil perceber que A(Bv) terd o mesmo resultado:

By - cos(B) —sen(pB) X L xcos(B) — ysen(p)
- sen(B)  cos(p) y - xsen(P) + ycos(pB) ’
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Assim,

A(Bo) = ( cos(e) —sen(u) > ' ( xcos(B) — ysen(p) )
sen(x)  cos(x) xsen(B) + ycos(pB)

[ xcos(B)cos(a) — ysen(B)cos(x) — xsen(B)sen(a) + ycos(B)sen(«)
- xcos(B)sen(x) — ysen(B)sen(a) + xsen(B)cos(x) + ycos(B)cos(x)
B ( xcos(a + B) — ysen(x + B) )

xsen(x + B) + ycos(x + B)

Portanto, a operacio de rotacfio de um vetor em IR? é comutativa. Cabe ressaltar

que se x = 3 a operacdo continua sendo comutativa, conforme o leitor poderd verificar
facilmente. O

A proposicao acima € explicitada pela figura a seguir.

Figura 11: O vetor v é rotacionado pelo dngulo a originando o vetor u que por sua vez é

rotacionado pelo angulo f resultando no vetor w. Ao rotacionar v por f§ origina-se o vetor w’
que entdo é rotacionado por « resultando em u’.

5.1.2 Rotagdo em R3

Proposicio 5.2. A rotacdo de um vetor em R® por matrizes de SO(3) ndo é comutativa.

Demonstragdo. Basta tomarmos como contra exemplo A e B matrizes de SO(3) que

efetuam rotacdes em eixos distintos de R® = (x, y, z).
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Sejam A(6), B(f) € SO(3) matrizes de rotacdo em relacdo ao eixo x € R3 e em
relacdo ao eixo z € R3 respectivamente, ou seja,

1 0 0 cos(f) —sen(d) 0O
A@)=A=| 0 cos(®) —sen® |, BO)=B=] sen®) cos@®) 0
0 sen(f) cos(0) 0 0 1

Seja um vetor u = (x,v,z) € R3. Queremos mostrar que B(Au) # A(Bu).

De fato,
1 0 0 X x
Au=| 0 cos(@) —sen(@) |- | yv |=| ycos(@)— zsen(P)
0 sen(f) cos(9) z ysen(0) + zcos(0)
Logo,
cos(f) —sen(d) O X
B(Au) = | sen(®) cos@®) 0 |- | ycos(6)— zsen(6)
0 0 1 ysen(6) + zcos(0)
xcos(6) — ycos(9) + zsen®(6)
= | xsen(0) +ycos?(0) — zcos(9)sen(6)
ysen(0) + zcos(0)
Porém, temos que,
cos(f) —sen(d) 0O x xcos(6) — ysen(0)
Bu=1 sen(®) cos() 0 |- | y |= xsen(0) + ycos(6)
0 0 1 z z
Assim,
1 0 0 xcos(6) — ysen(0)
ABu)=1 0 cos(d) —sen(®) | - xsen(0) + ycos(0)
0 sen(d) cos(6) z

xcos(0) — ysen(0)
= xsen(0)cos(0) — ysen()cos(0) — zsen(0)
xsen?(0) + ysen(0)cos(6) + zcos(6)

Portanto, claramente a operacdo ndo é comutativa. Observe na figura abaixo.
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Figura 12: O vetor v € inicialmente rotacionado por um dngulo « em torno do eixo x determi-
nando o vetor u que por sua vez é rotacionado pelo angulo 8 em torno do eixo z determinando
o vetor w. Ao rotacionar v por § em torno do eixo z tem-se o vetor w’ que entdo é rotacionado

por « em torno do eixo x determinando por fim, o vetor u'. Verifica-se facilmente que w # u’

O

5.1.3 Proposta de atividade

A seguinte proposta tem como publico alvo alunos da 32 série do Ensino Médio, pois
a esta altura possuem familiarizagdo com o conceito de matrizes, rota¢des, conicas e
nocdes de geometria analitica. Primeiramente, o professor pode fazer as verificacbes
da comutatividade de rotaciio de uma figura plana em R? e da ndo comutatividade de
uma figura em RR3 aplicando as respectivas matrizes em cada vértice do poligono ou
poliedro. Caso considere que a turma possui boa maturidade matemadtica, pode fazer

as devidas demonstracoes conforme apresentadas nos tépicos 5.1.1 e 5.1.2.
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Apos a verificagdo algébrica é conveniente realizar as rotacoes das figuras geome-
tricamente, assim a atividade torna-se mais lidica e melhora a compreensao do tema.

Sugerimos o uso do software Geogebraﬂ

Os passos a seguir sdo apenas sugestdes e podem ser adaptados livremente pelo

professor.
e Rota¢des em RR?

E conveniente disponibilizar um computador para cada dupla de alunos, assim um
aluno auxilia o outro na atividade. Apds acessarem o Geogebra entregue aos alunos

uma folha com as instrucdes ou escreva-as na lousa:

1. Insira um tridngulo escaleno ABC clicando em “poligono” de tal forma que um

dos vértices (digamos o ponto A) coincida com o origem dos eixos ordenados;

B S ol s IP AN

@ A = Interse¢io I>_ Poligono

- (0.0 I:J- Poligono Regular

B=(41 . .
O ( ) D\- Paoligono Rigido c
O c=(23) L} Poligono Semideformavel

t1 = Poligono(A, B, C :
@ ( ) B

-5

a = Segmento(B, C,t1) : A
@

— 2.83

b = Segmento(C, A, t1 :
) ( )

- 30 Poligono

Selecione todos os vértices e, entdo, o vértice inicial novamente

¢ = Segmento(A, B,t1) ;
0

— 4,12

Figura 13: O ponto A é a origem dos eixos de R?

As rotacOes efetuadas nas etapas a seguir serdo todas no sentido anti-horario:

2. Utilizando a funcdo “Rotacdo em Torno de um Ponto” rotacione o tridngulo por

um 4ngulo de 60° em torno do ponto A determinando assim o tridngulo A’B'C’;

1 E possivel utilizar a plataforma on-line pelo link https://www.geogebra.org/ ou fazer o download

através do link https://www.geogebra.org/download. O aplicativo é gratuito e estd disponivel para iOS,
Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux.

Para verificar um tutorial completo de utilizagéo do Geogebra acesse
https://www.geogebra.org/m/XUv5mXTm.
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5.1 COMUTATIVIDADE DE ROTAGOES

- (0.0) =h N Reflexdio em Relacio a uma Reta
P o :
B' = Girar(B,60°,A) .*" Reflexdo em Relacdo a um Ponto

— (-2.87, -2.96) k_ ]
o Inverséo

C' = Girar(C,60°,A) s N
J»+ Rotacéo em Torno de um Ponto

— (-3.6,-0.23) "

=¥ Translacéo por um Vetor

t1" = Poligono(A’, B, C') ;i B
.~ Homotetia

— 5

a" = Segmento(B’, C', t1)
— 2.83
b' = Segmento(C', A', 1)

— 3.61 B

¢ = Segmento(A, B', 1) Rotaciio em Tomo de um Ponto

Selecione primeiro o objeto, depois o centro e, entdo, o &ngulo de rotacdo

— 4.12

Figura 14: O ponto A coincide com o ponto A’

. Rotacione o tridngulo A’B’C’ por um 4ngulo de 45° em torno do ponto A’ (que

coincide com o ponto A) determinando por fim o tridngulo A”B”C"” (perceba

que o ponto A” coincide com o ponto A;

— (0.0) E) N Reflexdo em Relacio a uma Reta
b Girar (R 45° i c
B" = Girar(B',45°, A) _0‘ Reflexéo em Relacio a um Ponto
— (0.07, -4.12) \: N
. o Inverséo
C" = Girar(C', 45°, A) ‘' ) k
&+ Rotacio em Torno de um Ponto
~ (238.-27) % Translacao por um Vetor
wr caop ) A"

11" = Poligono(A”,B",C") B )
.~ Homotetia
— 5

a” = Segmento(B",C",11")

— 2.83

b" = Segmento{C", A", 11")

— 361

Rotacéo em Torno de um Ponto
Selecione primeiro o objeto, depois o centro e, ento, o angulo de rotacédo

¢" = Segmento(A”, B", 11"}

— 412

Figura 15: O ponto A coincide com o ponto A”

Agora rotacione o tridngulo ABC por um angulo de 45° em torno do ponto A

determinando o tridngulo A}B/Cj;

77



78

APLICACOES

A AL P00 LN e

@ 0 0 o

@

A = Intersegdo(EixoX, EixoY)

- (0.0)
B=(41)
C=(273)

tl = Poligono(A, B, C)
— 5

a = Segmento(B, C,t1)
— 2.83

b = Segmento(C, A, t1)
— 3.6l

¢ = Segmento(A, B,t1)

— 412

=h X Reflexdo em Relagéio a uma Reta |

Cc

.*" Reflexdo em Relaco a um Ponto
: . =

_\ Inversdo
’ ﬁ.o Rotacéo em Torno de um Ponto B @

| =
-; Translacéo por um Vetor A
©x !

_.' * Homotetia

Rotacdo em Tormno de um Ponto
Selecione primeiro o objeto, depois o centro e, entdo, o dngulo de rotacdo

Figura 16: O ponto A coincide com o ponto A}

5. Finalmente rotacione o tridngulo A{BjC] por um angulo de 60° em torno do

ponto A determinando o tridngulo DEF.

R A SO O\ e e

— 412
D = Girar(A},60°,A)
- ©.0)
E = Girar(B},60° A)
— (0.07, -4.12)

= Girar(C{,60°,A)
— (-2.38,-2.71)
t2 = Peligono(D, E,F)
— 5
d = Segmento(E, F,t2)
— 2.83

e = Segmento(F, D, t2)

— A1

:f\ x Reflex&o em Relacdo a uma Rela

_0‘ Reflexdo em Relac&o a um Ponto

. .
_\ Inverséo

é. Rotacdo em Torno de um Ponto

-/"; Translac&o por um Vetor

_.' * Homotetia

Rotacgdo em Tomo de um Ponto
Selecione primeiro o objeto, depois o centro e, entdo, o &ngulo de rotacdo AJUDA

Figura 17: O tridngulo A”B”C" coincide com o tridngulo DEF

Os alunos devem notar que o tridngulo A”B”C" coincide com o tridngulo DEF mos-

trando assim que a rotacio em torno de um ponto do plano R? é comutativa.
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e Rotacdes em R3

A proposta de construgdo que realizaremos a seguir é andloga a anterior, porém efe-
tuaremos rotacdes no espaco R com o objetivo de ilustrar a ndo comutatividade de
rotacOes neste espaco. Sendo assim sugerimos que cada dupla de alunos receba as

seguintes instrucoes:

1. Primeiramente é necessario trocar o plano da tela inicial do Geogebra para o
plano tridimensional, para tal clique no menu de op¢des no canto superior direito
e entdo em “Exibir”, habilite a caixa ‘Janela de Visualizagdo 3D” e desabilite a

caixa ‘Janela de Visualizacao”

b @ & N o *@

B Arquivo

~ Editar

¢ Disposicoes

A/ BJanela de Algebra

x= [Calculg Simbolico (CAS)

* @ [lJanela de Visualizacio

@ Janela de Visualizacio 2
-
iF OPlanilha
A OCalculadora de Probabilidads
& OProtocolo de Construcéo
COCampo de Entrada

[JBarra de Navegac&o

Q

Figura 18: Tela inicial do Geogebra com o plano tridimensional

2. Insira um triangulo (ndo necessariamente regular) e entdo insira uma pirdmide
utilizando como base o tridangulo criado. Insira um ponto em cada vértice da

piramide determinando, assim, a piramide ABCD.
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Iy -A/Avb-q)t’g.cﬁx,nac:@:

Nimero :N ,‘.
- Piramide
a=1 :
@ 5 5 @ ﬁ Prisma
Bonto *a Fazer extrusao para Piramide g 'y
fﬁ Extrus&o para Prisma 5
Q© aA=(01) Ao
B one 4
B=(401 :
© (.0.1) a Cilindro
@ c- (2.31) . Q Tetraedro
O bp=(323 : Bl cubo
Piramide D Planificacéo

O d = Pirsmide(tL, D) ﬂ Superficie de Revolucdo

— 3

Segmento 7 T

Figura 19: Piramide ABCD

3. Crie as matrizes M e N sendo M a matriz de rotacdo em relacdo ao eixo x e N
a matriz de rotacdo em relacdo ao eixo z (utilize como parametro o dngulo «).

Conforme apresentado na proposi¢ao

4. Utilizando a fung¢do “Girar em torno de uma reta” rotacione a piramide ABCD
pelo angulo « através do eixo x (eixo vermelho). Utilizando a matriz M deter-
mine os pontos A’ = MA, B’ = MB, C' = MC e D' = MD, note que esses pontos

coincidem com os vértices da piramide rotacionada.

Na figura a seguir apresentamos a pirdmide A’B’C’'D’ (em amarelo) em duas

perspectivas diferentes

Figura 20: Piramide AB’C’D’
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5. Rotacione a pirdmide A’B’C’'D’ pelo 4ngulo « através do eixo z (eixo azul). Agora
utilizando a matriz N determine os pontos A” = MA’, B” = MB’, C" = MC’ e
D" = MD’, note que esses pontos coincidem com os vértices da nova pirdmide
rotacionada.

Novamente, na figura a seguir, a pirdmide A”B"”C"”D" destacada em verde é

apresentada em duas perspectivas diferentes.

Figura 21: Pirdmide A’B"C"D”

Os passos seguintes sdo repeticoes dos passos 4 e 5 apenas trocando o eixo de

rotacdo em cada um, ou seja:

6. Rotacione a pirdmide ABCD pelo dngulo a através do eixo z (eixo azul). Utili-
zando a matriz N determine os pontos E = NA, F = NB, G= NCe H = ND,
note que esses pontos coincidem com os vértices da piramide rotacionada (em

azul).

Figura 22: Piramide EFGH
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7. Rotacione a piramide EFGH pelo angulo « através do eixo x (eixo vermelho). E
por fim, utilizando a matriz M determine os pontos E' = ME’, F/ = MF, G' = MG

e H' = MH, note que esses pontos coincidem com os vértices da nova pirdmide

rotacionada (em rosa).

Figura 23: Pirdmide EFG’'H’

Assim, nota-se claramente que a pirAmide A”B”C”D" (em verde) néo coincide com
a pirdmide E'F’G'H’ (em rosa) e portanto nio ocorre a comutatividade de rotacoes

em RR3.

5.2 A NAO COMUTATIVIDADE DE REFLEXOES

A reflexiio em IR? é ndo comutativa conforme se observa a seguir:

Seja o vetor u = (x,y) € R? e duas matrizes M, N caracteristicas de reflexdes:

1 0 01
> N 4
0 -1 10
onde M determina uma reflexdo em relacio ao eixo das abscissas de R?> e N uma

reflexdo em torno da reta y = x.
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Assim temos que,

logo,
0 1 —
N(Mu) = T )= Y.
10 -y X
Invertendo a ordem das reflexdes temos:

() (1))
(). (2)+(2)

Portanto N(Mu) # M(Nu) o que mostra a nfio comutatividade de rotacdes em R?

assim,

Figura 24: Reflexdo ndo comutativa. Na figura v = Mu,v’ = N(Mu),w = Nu e w' = M(nu),

claramente v’ # w'. Na verdade w’ é a reflexdo de v’ em torno da origem dos eixos

5.2.1 Proposta de atividade

A proposta a seguir pode ser sugerida pelo professor em forma de desafio para a
turma, pois apds trabalharem com a ndo comutatividade de rotagdes, espera-se que

estejam familiarizados com a aplicacdo de matrizes e com a utilizacdo do Geogebra.
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A ideia é concluirem a ndo comutatividade da reflexio em IR? por conta prépria,

sendo assim sugerimos os seguintes passos:

1. Insira uma figura plana qualquer no plano R?, por exemplo um tridngulo retin-

gulo

Figura 25: Triangulo retangulo ABC

2. Utilizando a func¢éo “Reflexdo em Relacdo a uma Reta” ou a funcao “Reflexdo em
Relacdo a um Ponto” solicite aos alunos que efetuem duas reflexdes distintas do
triangulo ABC e entdo refletindo-o novamente com as mesmas reflexdes porém

em ordem invertida verifiquem o resultado.

N

\| .E' Reflexso em Relac&o a uma Retal
| .*" Reflexdo em Relacfo a um Penlol

{ x Inversio A

1 : « Rotacdo em Torno de um Ponto

I .;. Translac&o por um Vetor

" Homotetia

Figura 26: Triangulo retangulo ABC
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O desafio consiste em achar resultados diferentes nas sucessivas reflexdes. O espe-
rado é que os alunos percebam que devem realizar rotacOes em torno de retas que ndo

sdo perpendiculares.

5.3 FIGURAS DE MESMA AREA

No ensino de geometria os alunos do Ensino Médio se depararam constantemente
com figuras geométricas de mesma area, porém a tratativa é sempre de forma geomé-

trica utilizando as equacdes de drea de tridngulos e quadrilateros.

Pretendemos abordar o tema utilizando transformacées e mostrar ao aluno que uma
figura plana pode ser transformada em outra que possui a mesma area, para tal utili-
zaremos as matrizes do grupo SO(1, 1), ou seja, a matriz de Lorentz em 2 dimensoes
com elementos reais. Cabe ressaltar que transformacoes com as matrizes de SO(2)
também preservam a area de figuras, pois apenas as rotacionam, porém a intensao

nesta proposta é mostrar figuras distintas de mesma area.

Primeiramente é necessario demonstrar o teorema a seguir para efetivarmos a pro-

posta.

Teorema 5.1. Sejam A e B duas figuras planas tal que B =T - A onde T : R*> — R? é
um operador linear com matriz de transformagdo M. Entdo a razdo entre as dreas de B

e A ¢ o determinante de M.

Demonstragdo. Considere as bases canonicas e; = (1.0); ex = (0.1) € IR?, bem como a

transformacéo linear T : R? — IR?, sendo que:

T(e1) = (a,c) e T(ep) = (b, d).

. . - , a b
Assim temos que a matriz de transformagédo de T é: My = P ) .
c
a b 0
Considerando agora a matriz em IR que contém Mr: M= | ¢ d 0 |,temosque
0 01

M é uma matriz de transformacio em R® que transforma um vetor em RR® deixando

invariante o plano z = 0.
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Sendo assim, podemos adotar os vetores e; = (1,0,0) e e; = (0, 1,0) da base canonica
de R? e aplicar a transformacéo T cuja matriz de transformacio é a matriz M. Teremos
como resultado dois vetores u,v no plano z = 0, tais que u = M(e;) = (a,¢,0) e
v=(b4d,0)

Figura 27: Os vetores e; e e, transformados por T

Podemos determinar a area de um paralelogramo pelo produto vetorial dos vetores

que o determinam conforme se observa a seguir:

Figura 28: Paralelogramo g de vértices A, B, C, D e de altura h

A altura do paralelogramo da figura em relacédo ao lado AB é:
h = ACsen(x).
Assim a area do paralelogramo g serd dada por:

Area(q) = AB - AC - sen(a) = ||ul|-||v]|-sen(a) = ||u x v||
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A definicao e justificativa da relacdo do produto vetorial com a drea de um paralelo-

gramo podem ser encontrados em [4].

Finalmente, retornando nos vetores u = M(e;) = (a,c,0) e v = M(e2) = (b,4,0) e

calculando o produto vetorial entre eles temos:

[luxv||= = (ad — bo)k,

[
U0~
o o =

ou seja, ||u x v||= detM - k, onde k é a area do quadrildtero determinado por e; e e,

pois ||e; X ex||= k.

Portanto o determinante de M pode ser interpretado como um fator de ampliacdo

ou contracdo da area do quadrildtero de lados e; € e;.

Generalizando, podemos adotar o procedimento acima para qualquer figura plana e
concluir que o determinante da matriz da transformacédo T : R> — R? aplicada a essa
figura serad a razdo da area da figura transformada pela area da figura original. Para

tal basta utilizar o Método da Exaustdo.

2 D

Figura 29: Pelo Método da Exaustio é possivel dividir o poligono A em quadrilateros cada vez
menores até que se obtenha o quadrildtero determinado por e; e e, que pela transformagéo T
teremos a figura B formada por quadrilateros determinados pelos vetores u e v

O]

Verifica-se facilmente que como consequéncia do Teorema acima temos que se apli-

carmos a matriz de transformacdo do grupo SO(1,1) teremos como resultado uma
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figura de mesma darea euclidiana que a inicial, pois o determinante da matriz L €
SO(1, 1) é unitdrio.

5.3.1 Proposta de atividade

A seguinte proposta destina-se a alunos das 22 e 32 séries do Ensino Médio, pois
€ necessdario que ja tenham estudado multiplicacdo de matrizes. A ideia é aplicar a
matriz L € SO(1, 1) em figuras planas e verificar que a drea é preservada. Novamente,
os exemplos apresentados a seguir servem de apoio e podem ser alterados livremente

pelo professor da turma.
e O Poligono Lorentziano
Sugerimos os seguintes passos nesta atividade utilizando o Geogebra:

1. Insira a matriz L € SO(1,1) na ‘Janela de Algebra” com parimetro « e habilite
para que o controle deslizante fique visivel na ‘Janela de Visualizacdo” e entao

construa um poligono qualquer, como por exemplo um pentdgono ndo regular.

BN TN SIP AN R

a=1 A a1

cosh(a) senh(a)

L= ( senh(a) cosh(a) )

154 1.18
- 1.18 1.54

© a-(22
Q B=(31)
Q© c=(62
Q@ bp=(749
QO E=(45)

Figura 30: Poligono ABCDE

2. Aplique a matriz L em cada vértice do poligono ABCDE determinando assim os
pontos A’ = LA,B’ = LB,C' = LC,D’ = LD e E’ = LE. Insira o poligono cujos

vértices sdo esses NOVos pontos.
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@ A= (LA) a=1
— (-0.74, 0.74)
@ ¥-=L® E
— (-3.45, -1.98) D
@ ¢ =(LQ)
— (-6.01, -3.97)
@ ©v=0D
— (-6.1, -2.08)
® E = (LE)
— (-0.3, 3.01)
@ pol2 = Poligono(A',B",C', D", E')
— 115 c

Figura 31: AB’C’'D’E’ é o poligono transformado pela matriz de Lorentz 2x2.

3. Verifique com os alunos que os poligonos ABCDE e A’B'C'D'E’ possuem a
mesma area. O préprio Geogebra fornece a area desses poligonos e indepen-
dente do valor do parametro «, as areas coincidem. Perceba que no exemplo
a seguir a drea permanece constante em 11,5 para dois valores distintos de «,

conforme ilustrado a seguir:

Bl A % ) a=104
O b=(79 ‘N ERAENER
O E=(45) i E

® poll = Poligono(A,B.C,D,E) :
Area do pol. 1 el
® a = Segmento(A, B, poll) ‘ C
— 141

® b = Segmento(B, C, poll)

— 3.16
/ pol2
c = Segmento(C, D, poll : .
® ( ) b B

— 2.24

o pol2 = Poligono(A',B',C",D',E')

.‘i'rea do pol.2

Figura 32: Transformacéo do poligono ABCDE (poll) para « = 5.
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poll = Poligono(A,B,C,D,E)
Area do pol. 1
® a = Segmento(A, B, poll)
— 141

b = Segmento(B, C, poll)
@

— 3.16 A

¢ = Segmento(C, D, poll)
©
— 204

® pol2 = Poligono(A,B',C",D', E')

Area do pol.2
p

. A = ; _5
Figura 33: Transformacéo do poligono ABCDE (poll) para a = <.

e A circunferéncia Lorentziana

A seguinte proposta, similar com a anterior, tem como objeto mostrar que ndo ape-
nas poligonos sdo transformados em outros poligonos de mesma drea. Sendo assim,
iremos transformar um circunferéncia através da matriz de Lorentz e verificaremos
que teremos como resultado o que parece ser uma elipse que terd a mesma area da

circunferéncia inicial.

Para determinar a area das figuras a seguir utilizamos o conceito da Soma de Rie-
mann. Obviamente , o professor ndo precisa definir esse conceito com os alunos, po-
rém acreditamos que explorando o Método da Exaustdo é possivel mostrar aos alunos,

mesmo que intuitivamente, como determinar area de figuras ndo poligonais.

1. Novamente insira a matriz L € SO(1,1) com parametro « e habilite o controle
deslizante visivel na ‘Janela de Visualizacdo”. Agora construa uma circunferéncia
de centro A e raio qualquer. Entdo clique com o botdo direito do mouse sobre a

circunferéncia, vd em “configuracgdes”, “Algebra” e selecione “Forma paramétrica”
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o

}

DI SICNsIFANEIES
@ A=(456) ", @=096

) c : Circulo(A, 3)

— X = (-4, 6) + (3 cos(t), 3 sin(t))
a=0.96 :
314 ® T®

Lo cosh(or) senh(a)
| senh(a) cosh(a)

15 111
- 111 15

Figura 34: Circunferéncia c. Note que na caixa de entrada logo abaixo do objeto “c” esta a
forma paramétrica

2. Aplique a matriz L no ponto A determinando assim o ponto A’.

Rl L 0O 4L N = @

Q A=(206 N =il
: @ :

® c: Circulo(A, 3)

— X = (-4, 6) + (3 cos(t), 3 sin(t))

a=1
@ 314 ® T®

L= cosh(a) senh(a) .AI

| senh(a) ecosh(e)
( 154 117 )

- 1.17 1.54
® A= (LA)

— (0.86, 4.55)

Figura 35: Ponto A determinado pela aplicacdo da matriz L no ponto A para a = 1,0 rad.

3. Na caixa de entrada digite o comando “Curva” e entdo escolha a primeira opcdo
“<Expressdo>, <Expressdo>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>".
Utilizaremos apenas uma expressdo, sendo assim em um dos campos “<Expres-
sdo>" escreva a forma paramétrica da circunferéncia C aplicando a matriz L,
ou seja: (A’ + L(3cos(t),3sen(t)). Insira em uma varidvel t e valor inicial e final
respectivamente 0 e 27t. Ao teclar Enter determinaremos uma elipse ¢’ que é a

circunferéncia ¢ transformada pela matriz L.
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© A=(406) A

® ¢ : Circulo(A, 3)

— X = (-4, 6) + (3 cos(t), 3 sin(t))

a=1
@ -3.14 L LNO)
[ cosh{a) senh(a)
L= ( senh(a) cosh(a) )
1.55 1.18
- (1,13 1,55)
@ N=tA

— (0.9, 456)

¢ = Curva(A’'+ (L (3 cos(t),3 sen(t))),t,0,2 m)

oo(LAY+ (( ;‘::EZ; z::éz; ) (3 cos(t), 3 sen(t}))

Figura 36: Curva ¢’: circunferéncia c transformada pela matriz L. Note na dltima linha da

caixa de entrada a forma paramétrica da curva ¢’

Para verificarmos que a curva ¢’ e a circunferéncia ¢ possuem a mesma area

interna realize os seguintes passos:

4. Crie um controle deslizante n de valor minimo 3 e maximo 30 (o valor maximo

pode ser diferente, porém quanto maior melhor). Crie um ponto B na circunfe-

réncia c.
a=-1
® ¢ : Circulo(A, 3) N — T
— X = (-4, 6) + (3 cos(t), 3 sin(t) rg?_
a=1 H
O 314 @ Tr@

o

L= ( cosh(a) senh(a) )

senh(a) cosh(a)

155 118
- 118 155

° M= (LA : /
— (0.9, 4.56)

-7 : L~

n
@ 3 ® 30 ®
B = Ponto(c) :
@]
— (-3.84,9) ®©

Figura 37: O controle deslizante n e ponto B pertencente a circunferéncia c.

5. Na caixa de entrada digite o comando “Sequéncia” e escolha a quarta opcdo
“<Expressdo>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>". Em “<Expres-
sdo>" digite o comando “Girar” e escolha a segunda opcio “<Objeto>, <An-

gulo>, <Ponto>". Atribua uma variavel i para a Sequéncia com Valor Inicial 1 e
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no Valor Final o controle deslizante n. Finalmente no comando “Girar” rotacione

A i- 0o
o ponto B por um angulo de % em torno do ponto A.

a=1

O A=(456) N —

n=7

@ c: Circulo(A, 3) I

— X = (-4, 6) + (3 cos(t), 3 sin(t))

a=1 H B

314 ® m™®

Lo cosh(er) senh(a)
"\ senh(a) cosh(a)

155 1.18
- 1.18 1.55

® A= (LA)

— (0.9, 4.56)
n=7 i
@ 3 ® 30 @® U

B = Ponto(c)
@]
— (-384,9) ®

I1 = Sequéncia (Girav(B, @ .A) i1, r\)

— {(-6.25, 7.99), (-6.96, 5.48), (-5.44, 3.37), J-2.

o

©

Figura 38: Circunferéncia c com o ponto B rotacionado em relaco ao centro A parai=7. Em
destaque a Sequéncia I1.

6. Nomeie um dos pontos da sequéncia I1, por exemplo por C, para tal utilize o
comando “Ponto” na caixa de entrada e escolha a primeira opcao “Ponto (<Ob-
jeto>)” e no “objeto” digite I1. Utilize o comando “Poligono (<Ponto>, <Ponto>,

<Numero de vértices>" e insira p poligono poll = (B, C, n)

. . —
(1.55 1.13) N —m———
- \ 118 155
@ A=A
— (0.9, 4.56)
n=7 H
® 3 L 0 5

B = Ponto(c)
O
— (-3.84,9) ®©

o i-360° -
o I1 = Sequéncia (GII”EJI(B, — :A).I, l,n)

— {(-6.25, 7.99), (-6.95, 5.48), (-5.44, 3.37), (-2.

C = Ponto(I1)
O
— (-6.25, 7.99) ®

O poll = Poligono(B,C,n)

— 2463 h

Figura 39: Poligono pol1 com sete vértices.
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7. Agora insira uma nova sequéncia similar com a I1 utilizando a quarta opgéo
“<Expressdo>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>" e em “<Expres-
sdo>" insira L - I1(i) ou seja, a sequéncia [1 transformada pela matriz L e entdo
insira a variavel i com valor inicial 1 e valor final . Por fim, utilizando a primeira
opcdo do comando “Poligono”: “Poligono (<Lista de pontos>)” crie o poligono

pol2 cuja lista de pontos é 2.

@ "- Sequéncia(Girar(B,g,A)J,I.n) N ———a—
— {(-6.25, 7.99), (-6.96, 5.48), (-5.44, 3.37), (-2.
o C = Ponto(I1) :
— (-6.25, 7.99) ®©
@ ™i- Poligono(B, C, n)
— 2463
@ - Sequéncia(L I1(i),i,1,n)
— {(-0.23, 4.99), (-4.29, 0.27), (-4.44, -1.21), (-0

pol2 = Poligono(12)
@

— 24.63

Figura 40: O Poligono pol2 fica inscrito na curva ¢’.

8. A atividade € finalizada observando que a drea do poligono poll é igual a 4rea
do poligono pol2 e conforme aumenta-se o numero de vértices dos poligonos
(aumentando-se n) a drea do poligono poll se aproxima da drea da circunferén-
cia ¢ e a drea do poligono pol2 se aproxima da area da curva ¢’. Portanto as areas

de ¢ e ¢’ sdo iguais.

h o . a=1
C = Ponto(I1) N e

O
— (-4.52, 8.96) C) S

I1 = Poligono(B, C,n)
e ~
— 28.04

® 12 = Sequéncia(L 11(i),i,1.n)

=]

— {(3.59, 8.53), (2.37, 7.47), (1.08

pol2 = Poligono(12)
@

— 28.04

[0

Figura 41: Os poligonos poll e pol2 para n = 28, quanto maior o valor de n mais préximas
ficam as dreas dos poligonos ¢ e ¢’. Em destaque as areas de pol1 e pol2.



CONSIDERACOES FINAIS

Diante do apresentado neste trabalho, acreditamos que conseguimos mostrar com
detalhes as caracteristicas dos grupos de rotacdo e de Lorentz. Em ambos mostramos
que tratam-se de grupos ortogonais nas suas respectivas métricas (Euclideana e de
Minkowski).

No caso do grupo de rotacoes, apresentado no Capitulo 2, apds definir uma matriz
ortogonal, mostramos que o grupo ortogonal O(n) satisfaz as propriedades de grupo
e estudamos mais a fundo as caracteristicas de seu subgrupo de matrizes de determi-
nante unitdrio, SO(n). Determinamos entdo a forma geral das matrizes dos grupos
SO(2) e SO(3). Para tal foi necessdrio a demonstracdo de Teoremas que envolvessem
conceitos como operadores ortogonais, espago invariante, autovalores e autovetores.
Chamamos a atencdo para o Teorema 2.10, onde todos os conceitos citados foram

utilizados para concluirmos a forma das matrizes de SO(3).

No Capitulo 3, exploramos o grupo de Lorentz e, para tal, partimos do espaco
pseudo-Euclidiano R? munido de um produto interno especifico, chamado produto in-
terno pseudo-Euclidiano, e, tomando v = 1 e n = 4, definimos o espaco de Minkowski
R*, munido do produto interno Lorentziano. Assim, pudemos definir o grupo O(p, n)
das matrizes ortogonais em R* munido do produto interno Lorentziano e seu subgrupo
SO(p, n) composto das matrizes de O(p, n) com determinante unitdrio. Assim como foi
feito para o grupo de rotacdes, aprofundamos o estudo para o grupo SO(p,n) nos
caso especiais SO(1,1) e SO(1, 3), estes chamados grupos de Lorentz e determinamos
a forma de suas matrizes. A atencdo especial deste capitulo fica por conta da relacdo
das matrizes de SO(1,3) com a Teoria da Relatividade Restrita, pois mostramos que
as TransformacoOes de Lorentz podem ser obtidas através de uma transformacao linear

cuja matriz de transformacao é a matriz L € SO(1, 3).

Assim, apds o estudo desses grupos mostramos aplicacoes desses conceitos. Primei-
ramente, abordamos o Paradoxo dos Gémeos e acreditamos que tal assunto pode ser
abordado no Ensino Médio pelo professor de Fisica pelo menos no caso mais comum
para referenciais inerciais. A abordagem para referenciais nao-inerciais pode servir de

aprofundamento do caso. Outras aplica¢des dos grupos SO(2), SO(3) e SO(1, 1) foram
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mostradas e detalhadas em atividades que podem facilmente serem aplicadas no En-
sino Médio em Matematica dentro do contexto da Geometria Analitica ou no estudo

de Matrizes.

Finalmente, acreditamos que o presente trabalho contribuiu de alguma forma para
a divulgacdo da Matematica e pode servir de apoio para inserir no Ensino Médio a

nocio intuitiva de Algebra Linear.
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