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RESUMO

A ligacdo entre conteddos de duas ou mais disciplinas deve ser sempre
incentivada pois permite que o aluno elabore uma visdo mais ampla a respeito
dos assuntos envolvidos. O objetivo principal deste trabalho é estimular o
interesse dos alunos a usarem o software OpenModelica, para auxiliar no
aprendizado e consequentemente na solucdo de problemas de matematica.
Para realizar o objetivo proposto foram desenvolvidas varias solucbes de
problemas matematicos utilizando a modelagem via interligacdo de blocos do
OpenModelica. As solugdes propostas nesse trabalho ndo séo Unicas, 0 que
torna este assunto atraente jA que cada um podera desenvolver a sua propria
solucéo. Pretende-se dessa forma mostrar os beneficios no aprendizado através
da correspondéncia das areas da matematica e informatica de modo a estimular

os alunos a utilizarem a tecnologia para auxiliar na compreensao da matematica.

Palavras chaves: Modelagem Matemaética, Aprendizado, OpenModelica.



ABSTRACT

The link between contents of two or more subjects should always be encouraged
as it allows the student to develop a broader view of the issues involved. The
main objective of this work is to stimulate students' interest in using
OpenModelica software, to aid in learning and, consequently, in solving math
problems. To achieve the proposed objective, several solutions to mathematical
problems were developed using OpenModelica block interconnection modeling.
The solutions proposed in this work are not unique, which makes this subject
attractive as each one will be able to develop their own solution. It is intended in
this way to show the benefits in learning through the correspondence of the areas
of mathematics and information technology in order to encourage students to use

technology to help in the understanding of mathematics.

Keywords: Mathematical Modeling, Learning, OpenModelica.
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1 INTRODUCAO

O OpenModelica é um ambiente de codigo aberto, que modela, simula e
realiza otimizacdo, baseado na linguagem Modelica orientada a objetos

fundamentada em equacdes.

Muito além de montar diagramas de blocos e codigos 0os conhecimentos
de modelagem computacional € um aprendizado benéfico para outras areas de
formacdao tanto para criangas como para os adultos.

Os conceitos de logica e raciocinio fazem parte tanto da utilizacdo de
softwares como da mateméatica. Por exemplo, modelar para aprender
matematica, fara com que os alunos enxerguem o0s problemas matematicos de

maneira mais logica e sabera o que deve ser feito para soluciona-los.

Explorar a modelagem matematica de fenbmenos é uma 6tima pratica de
como aplicar a matemética no cotidiano. A descricAo matematica do
comportamento de fenbmenos permite, prever por exemplo, o desempenho do
fendbmeno em tela. Por fim, estudar os conceitos matematicos de modelagem, a
aplicacao destes modelos ao dia a dia, usando para isso também o0s conceitos
de modelagem computacional, fara com que os problemas sejam resolvidos de

forma muito mais otimizada.

A linha a ser seguida toma como principio 0s seguintes objetivos
especificos: Desenvolver a modelagem matematica de alguns sistemas fisicos e
naturais. Mostrar como se criar a partir do modelo matematico, modelos
computacionais através do OpenModelica. Apresentar 0s principais recursos do
OpenModelica que serdo utilizados para resolver os modelos matematicos e
motivar os alunos a utilizarem ferramentas computacionais para auxiliar o

aprendizado da matematica.



18

Na secdo 2 tem-se uma contextualizagcdo do processo de modelagem
matematica associada a modelagem por software e uma breve descricdo sobre

softwares de modelagem

Na secédo 3 é realizada a descri¢cdo resumida do software OpenModelica
e como se da alogica de criacdo de modelos através de diagramas de blocos. A
abordagem sobre a resolucdo de alguns problemas mateméaticos também é
descrita nesta se¢éo. E nesta secéo que sdo dados exemplos majoritariamente
de atividades que tenham relagcdo mais direta com os contetdos do ensino
basico e cujo desenvolvimento ndo demandam conhecimentos excessivamente
complexos. Os professores e alunos do ensino basico e médio podem utilizar o
contetido descrito no inicio da secéo 3 até a subsecdo 3.6.2 como base para
desenvolver seus proprios modelos, relativos a algum outro assunto de
matematica basica ndo exposta neste trabalho. Nas subsecdes 3.6.3 e 3.6.4 sdo
utilizados exemplos de aplicacdes utilizando célculo diferencial e integral e
destinam-se a alunos e professores dos cursos de nivel superior em matematica,
fisica e engenharias que desejam ampliar o uso de ferramentas computacionais
para a solucdo de problemas de calculo ou iniciar o aprendizado de uma primeira

ferramenta computacional.

A secéo 4 trata da modelagem de equacOes diferenciais, equagdes no
espaco de estados e de sistemas dindmicos com o OpenModelica. Toda a secéo
4 é indicada a alunos e professores de nivel superior em matematica, fisica e
engenharias. Essas atividades s&o mais direcionadas ao professor e ao aluno
gue desejam enriquecer o repertorio de recursos de ensino/aprendizagem. Deste
modo, o professor e aluno podem incorporar algumas das modelagens aqui
apresentadas em seus estudos e pesquisas, e na medida que passarem a
dominar as ferramentas tecnologicas poderédo entdo criar modelos, integrar os
modelos existentes com novas linguagens de programacdo e até realizar
confrontos entre modelos para saber o mais adequado a determinado tipo de

problema.

E a secao 5 apresenta as consideracdes finais do trabalho.
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2 MODELAGEM MATEMATICA

Um modelo matematico descreve através de equacdes matematicas o
comportamento de um sistema. Construir um modelo adequado é sempre o
primeiro passo na descricdo de um sistema porgue é tecnicamente inviavel saber
a resposta deste sistema a uma excitagdo ou perturbacdo, sem uma
representacdo matematica do seu progresso com o tempo. Modelos
matematicos sdo obtidos pela aplicacdo das leis da fisica aos pontos de
interesse do sistema. Uma andlise critica deve ser empregada para avaliar a
complexidade do modelo com a exatiddo da andlise, devemos entao,
estabelecer uma conciliagéo entre a simplicidade do modelo e a precisdo dos
resultados da andlise.

De acordo com Kraig (2018, p.1)

Na solucéo de problemas de engenharia, é necessario compreender e
determinar a resposta dindmica de sistemas fisicos que podem
consistir em varios componentes. Esses esforgcos envolvem
modelagem, analise e simulagdo. Geralmente, construir um sistema
protétipo e conduzir testes experimentais pode ser impraticavel ou
muito caro para um projeto preliminar. Assim sendo, a modelagem
matematica, a andlise e a simulagdo de sistemas de engenharia

auxiliam imensamente no processo de projeto.

Ainda de acordo com Kraig (2018, p.1), “Modelagem: O processo de
aplicar as leis fisicas fundamentais apropriadas de modo a determinar as
equacdes matematicas que adequadamente descrevem o comportamento do

sistema de engenharia”.

Conforme Ogata (2010, p. 12), “a modelagem matematica de um sistema
dindmico é definida com um conjunto de equag¢fes que representam a dinamica

do sistema com preciséo, ou pelo menos, de forma bastante aceitavel”.

Na obtengdo de um modelo matematico relativamente simplificado,

frequentemente torna-se necessario ignorar certas propriedades fisicas
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inerentes ao sistema. Se os efeitos que essas propriedades ignoradas tém sobre
a resposta forem pequenos, pode-se obter boa aproximacéo entre os resultados
da analise de um modelo matematico e os resultados do estudo experimental do
sistema fisico (Ogata, 2010). E extremamente recomendado que as previsdes
de um modelo mateméatico, sejam realizadas também, através de simulacdes
computacionais, principalmente quando se tem um numero grande variaveis

envolvidas no processo.

Existem diversas ferramentas de simulagcéo que podem ser usadas, cabe
ao usuario perceber a que melhor se adequa ao modelo matematico criado. As
simulacdes que tratam de modelos lineares tornam mais facil a sua utilizacdo no
computador exigindo inclusive menos ciclos de calculo. Deve-se, portanto, ter
em o cuidado quando se usa modelos nao lineares pois 0 tempo requerido a sua
solucdo é bem mais elevado, ou seja, o modelo deve ser suficientemente
sofisticado para mostrar os aspectos relevantes da solucéo do problema sem se

tornar muito pesado para as ferramentas computacionais disponiveis.

Para Costa (2018)

Modelagem pode ser compreendida como uma metodologia de ensino
gue possibilita ao estudante abordar conteidos matematicos a partir
de fenbmenos de sua realidade, e tem como objetivo explicar
matematicamente situagdes do cotidiano, das mais diferentes areas da
Ciéncia, com o propésito de educar matematicamente. Ela permite uma
inversao do “modelo comum” de ensino, visto que, por meio da
modelagem selecionam-se primeiramente os problemas e deles
emergem os contelildos mateméticos, de modo a resolvé-los.

Conforme definicdo expostas a modelagem matematica consiste no
exercicio ou na procura de caracterizar matematicamente um fenémeno. Com a
modelagem pode-se ensinar matematica de modo que os alunos a percebam no
seu cotidiano, ja que esses alunos poderao traduzir para linguagem matematica

as suas observagoes.

As aplicacdes dos modelos matematicos vao desde a descri¢do sistemas
mecanicos, elétricos, fluidos, térmicos, fenbmenos econdmicos, epidemioldgicos

dentre outras inuUmeras aplicagbes. Importante ressaltar que os resultados
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obtidos a partir de um modelo matematico especifico sédo aproximacdes e a sua
utilizacdo pratica deve ser sempre verificada por meio da comparacao da sua

solucéo (como os resultados da simulacdo) com os resultados experimentais.

Por isso, destacam Marcel e Mirian (2016, p. 17) que “Assim, o
computador deve estar inserido em atividades essenciais, tais como aprender a
ler, escrever, compreender textos, entender graficos, contar, desenvolver no¢cdes
espaciais etc. E, nesse sentido, a informatica na escola passa a ser parte da

resposta a questdes ligadas a cidadania.”.

2.1 Ferramentas de Simulacao

Diversos softwares comerciais e gratuitos de simulacdo tém sido
desenvolvidos como ferramentas para os usuarios analisarem sistemas. Vamos
discutir brevemente alguns desses programas de modo a exemplificar a

modelagem matemética e a analise dos sistemas.

OpenModelica € um ambiente de modelagem e simulacdo baseado na
linguagem Modelica (linguagem de modelagem orientada a objetos que permite
a modelagem de sistemas dindmicos) de cddigo aberto destinado ao uso

industrial e académico.

O Simulink é uma ferramenta numérica de simulacdo que faz parte do
programa MATLAB desenvolvido pela MathWorks. Ele usa uma interface gréfica
gue possibilita a criagéo de representacdes em diagrama de blocos dos sistemas
a serem simulados, no qual cada bloco representa uma operacao de entrada e
saida. O Simulink é usado para simular os mais diversos tipos de sistemas, tais
como sistemas mecanicos, elétricos, bioldgicos, meteoroldgicos dentre outras

infinidades de sistemas.

O Xcos é um simulador de sistemas dinamicos no dominio do tempo. Ele
pode realizar simulacbes com tempo discreto e continuo. O Xcos € composto de

um editor grafico, onde é possivel projetar modelos de sistemas dinamicos
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hibridos. Os modelos podem ser projetados, carregados, salvos, compilados e

simulados.

LTspice € um software de simulacdo SPICE de alto desempenho, que faz
a captura esquemaética e a visualiza através de formas de onda. No LTspice
temos aprimoramentos de modelos de dispositivos eletroeletronicos para facilitar
a simulacdo de circuitos analégicos. Incluidos no download do LTspice estédo
macromodelos para a maioria dos reguladores de comutacdo de dispositivos
analogicos, amplificadores, bem como uma biblioteca de dispositivos para

simulacédo geral de circuitos.

Wolfram Mathematica (conhecido como Mathematica) é um programa de
computador, que implementa um sistema de &lgebra computacional. Contém
diversas bibliotecas de programacéao prontas a serem usadas para diversos fins
em varias areas das ciéncias exatas. O programa insere-se em diversas areas
da engenharia, biologia, quimica, processamento de imagens, financas,
estatistica, matematica, além de outras areas.

PSIM é um pacote de software de simulacdo de circuitos elétricos,
projetado especificamente para uso em simulacdes de circuitos de eletronica de
poténcia e acionamento de motores, ele também pode ser usado para simular

qualquer circuito eletrénico.

Excel é um editor de planilhas eletrbnicas produzido pela Microsoft para
computadores e tem a principal funcéo de organizar e formatar folhas de célculo,
com férmulas matematicas. Possui pacotes de fungbes matematicas e de
engenharia. O Excel € um software de facil utilizacdo o que permite que 0s
seus usuarios rapidamente dominem varios dos seus recursos. As tabelas
construidas com o Excel sdo compostas por linhas e colunas, e a

interseccao entre uma linha e uma coluna, chamada de célula.

O Excel também é étimo para trabalhar com a Matematica, pois diversos

modelos matematicos ja prontos, estdo disponiveis para uso. Modelagens de
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problemas que envolvem transferéncia de calor e que sdo resolvidos através das

funcdes de Bessel, podem ser analisados através da funcdo BESSELJ no Excel.

A distribuicdo normal, estudada em estatistica, € uma das distribuicdes de
probabilidade mais utilizadas para modelar fenbmenos naturais. No Excel
podemos utilizar a funcdo DIST.NORM.N para modelar fendbmenos com

distribuicdo de probabilidade do tipo normal.

Ha também diversas funcdes da matematica basica ja prontas para serem
utilizadas no Excel tais com como fun¢bes trigonométricas, hiperbdlicas,
logaritmicas entre outras. Algumas fun¢des basicas sao excelentes para modelar
sistemas da fisica classica que trata do movimento retilineo e do movimento

circular.

Resumindo, deve ser observado que todas as ferramentas de simulagéo
numérica sdo construidas usando os principios basicos de modelagem
matematica. Ou seja, a lei da Fisica apropriada (por exemplo, segunda lei de
Newton, lei das tensfes de Kirchhoff, Lei de Newton do resfriamento) é aplicada
ao sistema especifico (mecanico, elétrico, fluido etc.) de modo a desenvolver as
equacOes que descrevem a dinamica do sistema, que entdo sao resolvidas

através de algum algoritmo computacional.

A proposta é trazer o OpenModelica como a ferramenta de simulag&o
numeérica escolhida para obtencéo das respostas de sistemas dindmicos lineares
e ndo lineares e de solucdo de problemas matematicos e com isso mostrar aos
estudantes que as tecnologias de informatica associadas ao ensino da
matematica € um dos caminhos para ampliar o raciocinio logico, apoiar o
aprendizado, complementar o processo de ensino e difundir a informacéo. Os
exemplos descritos nesse trabalho buscam justamente motivar o aluno na

direcao anteriormente exposta.
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2.2 Introducéo ao OpenModelica

O OpenModelica pode ser instalado em méaquinas com sistemas
operacionais, Windows, Linux, Mac ou em outro sistema operacional, diferente
deste, através da criacdo de uma maquina virtual. Os requisitos para que se
tenha um desempenho satisfatério é que a maquina tenha uma memaoria RAM
de no minimo 4Gb e um espaco livre em disco de aproximadamente 2Gb para a
instalacédo do programa. Pode ser instado em méaquinas de 32 e 64 bits.

.OMEdit — OpenModelica Connection Editor € a interface grafica do
Usuério para edicdo de modelos graficos no OpenModelica. Ele € implementado
em C++ usando a biblioteca de interface grafica OMEdit que fornece véarios
recursos faceis de usar para criar, navegar, editar e simular modelos. Iniciando
o OMEdit uma tela semelhante a mostrada na Figura 1 aparecera indicando que

esta comecando OMEdit.

Figura 1: tela de abertura do OMEdit

Fonte:https://www.openmodelica.org/doc/OpenModelicaUsersGuide/latest/ome
dit.html.

A janela de boas-vindas do OMEdit mostra a lista de arquivos abertos

recentes e a lista de ultimas noticias de https://www.openmodelica.org. Ver

Figura 2.


https://www.openmodelica.org/
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Figura 2: janela de abertura do OMedit.

1
- m] X

o& OMEdit - OpenModelica Connection Editor
File Edit Yiew Simulation FMI Export Debug Git Jools Help
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Fonte:https://www.openmodelica.org/doc/OpenModelicaUsersGuide/latest/ome
dit.html.

A janela de modelagem fornece a interface onde o usuario pode criar e
projetar seus modelos. Ver Figura 3.

Figura 3: janela de modelagem do OMEdit

ot OMEdit - OpenModelica Connection Editor - O x
File [Edt Miew Smulation FMI Ezport Debug Gt Jooks Help

twHB @eoe \® -5 0 3 9 X
Libraries Browser x| A4 DCMotor®
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Lbraries |
[E3 @ OpenModehca
& _| ModelicaServices
& . Complex
= P Modelica

= o ModelicaReference

X:-12407 v:-3234 @ Wekome oA Modsing Broting @ Debuggng

Fonte:https://www.openmodelica.org/doc/OpenModelicaUsersGuide/latest/ome
dit.html.
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A janela de graficos mostra os resultados da simulacdo dos modelos e se
tornara automaticamente ativa quando a simulacao do modelo for concluida com

sucesso. Ver a Figura 4.

Figura 4: janela de graficos do OMEdit
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Fonte:https://www.openmodelica.org/doc/OpenModelicaUsersGuide/latest/ome
dit.html.

Para criar uma classe no OMEdit, que é o passo inicial para iniciarmos a
modelagem dos nossos problemas matematicos, deve-se escolher qualquer um
dos seguintes métodos:

e Selecione Arquivo > Nova > Nova Classe Modelica no menu.

o Clique no botéo barra de ferramentas New Modelica Class.

e Cligue no botdo Criar novas classes Modelica disponivel na parte
inferior esquerda do Welcome Perspective.

e Pressione Ctrl+N.

Apos criar a classe deve-se inserir um nome para o arquivo de modelagem

gue sera gerado. Ver Figura 5.
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Figura 5: janela para nomear o modelo a ser criado no OMEdit
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Para iniciar a criacdo do modelo deve-se utilizar a biblioteca contendo uma
lista com as classes do Modelica onde essas classes sdo compostas de blocos
e sub-blocos. As classes sdo mostradas em uma estrutura de arvore com nome
e icone. Para adicionar blocos de componentes arraste os icones dos modelos

desejados da biblioteca escolhida e solte-os na janela de modelagem.

Para conectar um bloco de um modelo a outro, o usuario primeiro precisa
mover 0 mouse sobre o conector do bloco. O cursor do mouse mudaré de cursor
de seta para cursor cruzado. Para iniciar a conexao pressione o botao esquerdo
e mova-se mantendo o botédo pressionado. Agora solte o botdo esquerdo. Mova-
se para o conector final e clique quando o cursor mudar para cursor cruzado. Na
Figura 6, foi realizado a conexéo de duas fun¢des rampas a um bloco de soma.

No ponto de saida do bloco soma as duas fun¢cfes rampas estardo somadas.

Figura 6: conex&o entre blocos

mantendo o botao

funcao prESSiDnEd[} ate
conectar ao bloco
_/_ﬁ desejado
duration=... @ » +?dd
Gy
ram

-

duration=...
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Cada bloco de um modelo é traduzido em cédigo C/C++ que o transforma
em um conjunto de variaveis, parametros, equacoes, algoritmos e funcdes. Estes
Blocos serédo avaliados em funcdo de uma variavel de integracédo (em geral o
tempo). Os blocos estdo organizados em sub-blocos com aplicagoes
especificas.

2.2.1 Bibliotecas do OpenModelica

A seguir sdo mostradas algumas bibliotecas do OpenModelica e alguns

dos seus respectivos blocos:

Biblioteca Continuous: biblioteca de sistemas de controle de tempo
continuo. Nesta biblioteca encontramos blocos como a funcdo de integracao,
derivacdo, modelagem no espaco de estado, funcdo de transferéncia, filtros
entre outras fungdes. Parte dos blocos da biblioteca Continous esta mostrada na
Tabela 1.

Tabela 1: blocos da Biblioteca Continous que seréo utilizados.

bloco descricao
inteqrm- Ve 7 . .
/ A saida deste bloco é a integral do sinal de entrada, com a
[ ke
opcao de reinicializacéo.
k=14
derl
» der) A saida deste bloco é a derivada do sinal de entrada.

Biblioteca Logical: biblioteca de componentes com entrada e saidas de
sinais booleanos. Nesta biblioteca nés temos as operacdes logicas de “and”, “or”,
“xor”, dentre outras. E possivel saber quando uma fungéo é maior ou menor que
outra ou quando uma fungdo é maior ou menor que um determinado valor. E
possivel chavear sinais através de uma condicao logica, detectar o cruzamento
por zero de sinais entre outas fungbes. Parte dos blocos da biblioteca Logical

esta mostrada na Tabela 2.
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Tabela 2: blocos da Biblioteca Logical que serao utilizados.

bloco descrigcao
areaterTh... , , , .
A saida deste bloco é 1 quando a entrada é maior que o valor de
» >
- referéncia do bloco e 0 quando menor.
lessThres. , , ,
A saida deste bloco € 1 quando a entrada € menor que o valor
< b

de referéncia do bloco e 0 quando maior.

A saida deste bloco € 1 quando a 12 entrada € menor que a 22

entrada e 0 em caso contrario.

121

greater

A saida deste bloco € 1 quando a 12 entrada é maior que a 22

entrada e O em caso contrario.

Biblioteca Math: esta biblioteca trabalha com numeros, funcbes e

operacdes reais. Possui blocos para o célculo das operacbes com funcdes

basicas tais como as trigonométricas, exponencias, logaritmicas e estatisticas,

entre outras funcbes. Parte dos blocos da biblioteca Math esta mostrada na

Tabela 3.
Tabela 3: blocos da Biblioteca Math que seréo utilizados.
bloco descricao
add
.t . .
/\:(JE}; A saida deste bloco é a soma das duas entradas.
Ly 5
> add3
+1 . . A
i1 o4 b A saida deste bloco é a soma das trés entradas.
o+l
product

27

A saida deste bloco é o produto das duas entradas.

¥y ¥
b

division

A saida deste bloco é a divisdo da primeira entrada pela

segunda.

sin

T\

A saida deste bloco é o seno da entrada.
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A saida deste bloco € a tangente da entrada.

Biblioteca Source: esta biblioteca possui funcdes que geram sinais reais,

booleanos e inteiros. Parte dos blocos da biblioteca Source esta mostrada na

Tabela 4.

Tabela 4: blocos da Biblioteca Source que serdo utilizados.

_‘H/’_L

bloco descricao
clock _
U Esse bloco gera um sinal de tempo. Pode ser usado para
simular os valores desconhecidos de uma variavel.
startTime...
const
—r Esse bloco gera um sinal real constante.
k=k
rampl

Esse bloco gera um sinal na forma de uma rampa.

Biblioteca BlocksComplex: esta biblioteca realiza a operagbes com

nameros complexos. Operacdes com fungcbes complexas podem ser realizadas

com essa biblioteca. Sinais com fun¢gdes complexas também sdo gerados com

blocos dessa biblioteca. Parte dos blocos da biblioteca BlocksComplex esta

mostrada na Tabela 5.

Tabela 5: blocos da Biblioteca BlocksComplex que seréo utilizados.

bloco

descricao

con

E

7z

A saida deste bloco é o conjugado complexo do sinal de

entrada.

7.:

PT
1l
E

A saida deste bloco é o valor de um ganho multiplicado pelo

sinal de entrada.

add

€]

A saida deste bloco é soma complexa dos dois sinais da

entrada.
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add3 . . ~ L
] A saida deste bloco é soma complexa dos trés sinais da
C.. +!

e | entrada.

A saida deste bloco é produto complexo dos dois sinais da

entrada.

A

Esse bloco gera um sinal complexo constante.

Vérias outras bibliotecas estdo disponiveis para a modelagem de

sistemas elétricos, mecanicos, hidraulicos etc.
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3 MODELAGEM DE PROBLEMAS MATEMATICOS COM O
OPENMODELICA

Ja na resolucédo de problemas matematicos, utilizaremos os blocos do
OpenModelica para traduzir o referido problema matematico para a linguagem
de diagramas de blocos. A visualizagcdo da montagem do problema através de
diagramas de blocos do OpenModelica possibilita a integragdo de

conhecimentos, convergindo para a busca da solucéo do problema.
3.1 Sistemas de equac0es lineares

Um sistema de equacdes lineares com m equacgdes e n incognitas é um
conjunto de equacdes do tipo:

(( Q11X+ QX + o+ ApXy = Ky
a21x1 + azzxz + -+ aann = kz

Lamlxl + ApaXxy + o+ QpnXn = ki (1)

Existem varias formas de se resolver sistemas lineares. Trataremos aqui
da solucao de sistemas de duas equacdes e duas incognitas e de trés equacao
e trés incognitas. Primeiramente iremos obter uma solucdo algébrica e
posteriormente vamos modelar o sistema através do diagrama de blocos do
OpenModelica para se obter as respostas de forma grafica. Seja um sistema
linear de duas incognitas:

{alx + bly = k1
azx + be == k2 (2)

E sabido que a solucéo deste tipo de sistema é:

_al*kz_az*kl _bl*kZ_bZ*kl
y_a1*b2—a2*b1ex_a1*b2—a2*b1 (3)
Seporexemploa, = 2; b, = 3; ky = 2; a, = 4; b, = =5; k, = —14,

teremos:
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{Zx +3y=4
4x — 5y = —14 4)

e como solucédo x iguala —1 e yigual a 2.

Vamos resolver este sistema usando o OpenModelica. Utilizaremos os
blocos de gain e add da biblioteca Math, e o bloco const da biblioteca Source.

Ver Figura 7.

Figura 7: blocos da biblioteca Math e Source.

gain add const
‘ : pj+%
] —_—
[
k=k 1 k=k

Inicialmente realiza-se a montagem descrita na Figura 8. A configuracao
da montagem da Figura 8 é feita de tal forma que tenhamos a variavel y isolada.
A entrada desconhecida x sera multiplicada por um ganho igual a —0.6666,
posteriormente o somador add ird realizar a soma de —0.6666x com a constante

1.333333. Evidente que a saida do somador sera igual ao valor de y.

Figura 8: modelagem da primeira equacao do sistema (4).
aairi

X -0.6666x +add
"D‘ "5
k=-0.666. .. +1

v =-0.6666x + 1.3333

const

k=1.333333

De maneira semelhante realiza-se a montagem descrita na Figura 9,
referente a equacéo 2, do sistema (4).
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Figura 9: modelagem da segunda equacgé&o do sistema (4).

ainl
S 0.8x add1

oA
k=0.5

+1 v=08x+ 28

constantl

k=2.8

A conclusdo que o aluno deve chegar é que como o valor da incégnita x
da primeira equacao do sistema (4) deve ser igual ao valor da incognita x da
segunda equacao do sistema (4), entdo deve haver uma interligacdo entre as
linhas do diagrama de blocos do OpenModelica que representam a mesma
variavel x do sistema (4). O mesmo raciocinio aplica-se para a variavel y. O
diagrama final do OpenModelica que resolvera o sistema (4) sera conforme

Figura 10.

Figura 10: modelagem que resolve o sistema (4).

gain
X -0.6666:x +add

k=-0.886... )

v =-0.6666x + 1.3333

const

k=1.333333

inl
e 08x add1
+
o

k=0.8 1 | y— 08x+ 28

constantl

k=2.8

A resposta dada é da forma grafica e numérica. Observar que o valor de
x € o valor de entrada dos blocos gain e gainl. Observando a janelas grafica

gerada no OpenModelica e marcando a opcéao de entrada do bloco gain (entrada
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u) vemos que o valor de x € —1. Ver Figura 11. O valor de y é dado pela saida
do bloco add. Observando a janela grafica gerada no OpenModelica e marcando
a opc¢do de saida do bloco add (entrada u) vemos que o valor de y é 2. Ver Figura
12.

Figura 11: resposta grafica gerada no OpenModelica para o valor de x do
sistema (1).

gain.u

-1.2

-1.4
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time (s)

=

Figura 12: resposta grafica gerada no OpenMdelica para o valor de y do

sistema (1).
add.y
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2.5
.
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Seja um sistema linear de trés incégnitas:

ax + bly + C1Z = k1
a,x + by +cz =k,
a3x + b3y + C3Z == k3 (5)

A regra de Cramer para a solucdo de sistemas lineares com trés
incégnitas € uma técnica de resolucdo adequada para este pequeno numero de
equacOes. Essa regra estabelece que cada incognita em um sistema de
equacOes algébricas lineares com trés incognitas por exemplo pode ser
expressa como uma fracao de dois determinantes, com denominador D e com o
numerador obtido a partir de D trocando-se a coluna de coeficientes da incognita

em questao pelas constantes k;, k,, k5.

a, b,
D = az b2 CZ
az bs c3 (6)
Por exemplo, x € calculada por:
ki by ¢
ky by ¢
_ k3 bz «c3
x= D 7
De forma semelhante calcula-se y:
a ki
a, k; ¢
_lag ks c3
y= D ®)
ez
Z= D ©)

Vamos resolver como exemplo o sistema (10) usando o OpenModelica.
Utilizaremos os blocos de ganho e de soma da biblioteca Math, e o bloco

constante da bhiblioteca Source.
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2x—3y+z=-6
3x+5y—2z=72
x+y+z=7 (20)

Os passos para resolver este sistema é:

i. Escreva uma das variaveis em funcao das outras duas;
i.  No OpenModelica monte o diagrama de blocos para cada varidvel que foi
isolada;
iii. No OpenModelica Interligue as linhas que representam as mesmas

incognitas.

De i: escrevemos as equacdes do sistema isolando o valor de x

(L, _3y_z_
x—2 > 3
S5y 2z 2
x——?+?+§
x=-y—z+7 (12)

De ii: montamos o diagrama de blocos de acordo com a Figura 13, Figura
14 e Figura 15.

Figura 13: variavel x da 12 equacdao do sistema (11) como funcéo de y e z.

gain 3},
y 2
E—
k=3/2
gainl z I +?dd3 _E_5_3
z 2 -
EEE— e 2
—p
k=-1/2
const
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Figura 14: variavel x da 22 equacdo do sistema (11) como funcéo de y e z.

gain2 Sy
y Y
—M
k=-5/(3
gain3 add3l .
- % — r=— 5?} + % +§
— 1 p——
— 1
k=2[3
const2
k=2/3

Figura 15: variavel x da 32 equacdao do sistema (11) como funcéo de y e z.

gain4
}.‘

k=-11

gains add32
5
z -z x=—-y—z+7
1 1 4
—P +1
k=-11
constl
k=7

De iii: realizamos a montagem final conforme a Figura 16.
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Figura 16: o diagrama de blocos final que resolve o sistema (11).

k=3/2
i dd3
ainl il
+}+
k=-1(2 i

k=-5/3
- 3
ain3 -ﬁ?
B +1+
K23 1
-
k=27

- 3

ain5 _i@
41+

- +1

A solucéo para o sistema (11) usando (06), (07), (08) e (09) é x = —1,y =
5,z = 3. e quando usamos o OpenModleica para observar a solucdo grafica
apresentada, ver Figura 17, encontramos justamente os mesmos valores,

mostrando assim a assertividade da montagem.

Figura 17: grafico que mostra a solucao do sistema (11).

add3.y

gain.u gainl.u
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time (s)
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3.2 Solucdes reais de equacdes do segundo grau com o OpenModelica

Seja uma equacao do segundo grau:
ax?+bx+c=0 (12)

As solucdes reais deste tipo de equacdo sdo dadas pela féormula de

Bhaskara
B —b + Vb2 — 4ac
x= 2a (13)

Vamos resolver uma equacédo do segundo grau usando o OpenModelica.
Utilizaremos os blocos de ganho e de soma da biblioteca Math, e o bloco
constante da biblioteca Source, ver figura 06. Inicialmente deve-se isolar o termo
bx na equacéo (12), posteriormente dividir os dois membros por b.

ax® ¢
X= ————

b b (14)
Vamos usar como exemplo a equacao (15) para encontrar as raizes

utilizando o OpenModelica.

x2=3x+2=0 (15)
3 x% 2
=373 (16)

Com o valor de x isolado a interligacdo procede-se como indicado na

Figura 18 para realizar a interligacdo dos blocos do OpenModelica.

Figura 18: diagrama de blocos de uma solu¢édo da equacao (15) com o
OpenModelica.

y product gain Z 2 x= 2
’—p 2 add ¥r=—+=
—E{L)_x4+>”3—.+ 3 3
- + H—
x =1/3 L 5

const

k=273

O valor desconhecido de x é aplicado na entrada do bloco produto. A
saida do bloco produto resulta em x2. Entdo x? é multiplicado pelo bloco de

ganho que possui valor de um terco. A saida do bloco de ganho €, portanto, um
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terco de x2. Por Ultimo temos o somador que ird adicionar o valor da constante
dois tercos ao valor de um terco de x?2, que é justamente o valor de x. Com essa

sequéncia conseguimos montar exatamente a equacgéao (16). Aqui o diagrama de

., . . x% 2
blocos montado ir4 convergir para um valor tal de x, tal que x seja igual a 5 5

Observando a resposta obtida no OpenModelica constatamos que uma
das raizes da equacédo (15) foi calculada e estd mostrada na forma gréfica, ver
Figura 21, cujo valor mostrado € o numero 1. A outra solu¢cdo nao foi possivel
obter de forma grafica, isso porque quando o software converge para resolver o
modelo proposto ele para na primeira solugdo encontrada para a equacéo. E
importante observar que a montagem nao deve se resumir a simples procura do
resultado, mas buscar na matematica as lacunas que foram deixadas pelo

software para se resolver o problema proposto.

Vamos entéo utilizar a geometria analitica para resolver a lacuna deixada
pelo software. Sabemos que a representacdo grafica de uma equacao do
segundo grau no plano cartesiano € uma parabola. Seja o ponto V = (x,,,y,,) 0
vértice de uma pardbola, sabe-se que a abscissa x, esta no ponto médio das
abscissas das raizes da equacdo do segundo grau que representa essa
parabola, se esta equacdo do segundo grau admitir raizes reais. Se
conhecermos entdo uma das raizes e a abscissa do vértice desta parabola entédo
seremos capazes de determinar a outra raiz. Para a equacéo (15) parte do seu

grafico é mostrado na Figura 19, a expressao matematica para o calculo do

vértice €:
b
WS T (17)
X1 + Xy
=T (18)
b
Xy = 2X, — X => x2=—2£—x1 => xzz—a—xl (19)
Para o caso da equacgéo (15) temos que b= —3ea =1, entdo x, =

— _Tg — 1 = 2. Através da Figura 19temos a nocao gréfica do que foi descrito.
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Figura 19: gréafico da equacao (15) mostrando o vértice V.

05
0 05 1 15 2 25
V = (1.5, -0.25)
-05

Para implementar no OpenModelica esse procedimento matematico
) b ~ . .
fazemos o célculo do valor de — — para a equacao (15) e inserimos esse valor no

bloco que esta representado por constl e o resultado subtraimos do valor da
primeira raiz encontrada. Na Figura 20 temos o modelo final dos blocos que
resolvem a equacédo (15). O procedimento descrito juntamente com o modelo
mostrado na Figura 20 resolve qualquer equagédo do segundo grau com raizes

reais. Na Figuras 21 e na Figura 22 sdo mostradas as solucdes para a equacéo
(15).

Figura 20: diagrama de blocos que resolve equacao (15).

X roduct a qain -2 x¢ 2

x*© ¥ o _
add x=—++=-
@ “r\ 3 -~+I:I 3 3 add1
i + - -1
¥ 1(1.!'3 g €5 @

—»

const

constl

alw
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Figura 21: primeira solugao da equacgéao (15).
add.y

7T T T T
] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
time (s)

Figura 22: segunda solucado da equacao (15).

addl.y

(=]
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[ury

T T T T T T T T T T T T T T !
0.2 0.4 0.6 0.8 1
time (s)
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3.3 Operacdes basicas com numeros complexos

A biblioteca ComplexBlocks do OpenModelica contém blocos nas suas
entradas e saidas séo utilizados sinais complexos. Com esta biblioteca é
possivel realizar as operagfes basicas com nameros complexos. Por exemplo
se queremos realizar as operacdes basicas de soma, subtracdo, multiplicacéo e
divisdo de numeros complexos basta usar o bloco ComplexConstant desta
biblioteca para representar um nimero complexo e os blocos de operacao da
biblioteca ComplexMath. Clicando duas vezes no bloco ComplexConstant &

aberto uma janela para inserirmos o valor do nimero complexo que desejamos.
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A sintaxe para inserir uma constante complexa é Complex(Re,Im) onde Re é a

parte real do nUmero complexo e Im € a parte imaginaria.

Como exemplo fazendo z; = 2+ 3i e z, = 4+ 5i, as operagles e as
respectivas montagens de como se proceder para resolver as operagdes estao

mostradas na Tabela 6.

Tabela 6: operacdes basicas com numeros complexos no OpenModelica.

a) z; + 2, b) z; — 2z, C) z1 * 7,
complexc... EDEM‘-- complexC ..

— add — add e product
k=Comple |\C/:®— k=Comple EC:(E)— k=Cormnpl |®_
= = t =Comple... H
complexC. .. 'C—I EUEM‘-- 'C—I complexC... '—I
k=Comple... k=Comple... k=Comple...

d) z1/z, e) z
EDEMI..

— | division complexC .. conj
k=Comple... |E>_ I S
complexC. .. I_l

| k=Cnmnle

—

k=Comple...

Nas Tabelas 7 e 8 sdo apresentadas as saidas no formato de graficos.

Tabela 7: resultado da soma e subtracdo de z; € z,.
z1+ z, Z1 — Zy

—— addty.im

addlyre

add.y.im add.y.re

Name: add.y.im
v 0

it 0.088 =
ilename: matcomple_res.mat

7.5 -1.5 i

74 4
Name: add1.y.im
1 Value: -2 3t 0.03 s

Filename: matcomple,_res.mat

-2.5
6.5 1 1

Name: add.y.re
0 0.2 Value: 6 at 0.23 5
Filename: matcomple_res.mat
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Tabela 8: resultado da multiplicacéo, divisdo de z, e z, e conjugado de z,.

* /
Z1 * Zy Z1/2Z, Zq
product.y.re product.y.im division. y.im division.y.re conj.y.im conj.y.re
257 0.6 2
] MName: conj.y.re
1 MName: division.y.re Value: 23t 0 <
] Name: product.y. 1 ‘ - | i y 1 ]
20 + v:l:: szrt:t ;.cosy&":n 0.5 - Value: 0.560976 at 0.072 < ] Fl!snama _matmmp\e_re; mat
Filename: matcomple_res.mat Filename: matcomple_res.mat | g
15 7]
0.4 o
] 1 i
10 4
. 0.3
54 1
0.2 o
0 4
-3
5 0.1 q Mame: conj.y.im
] 1 Value: -3 at 0 s
] 4 Filename: matcomple_res.mat
-10 —————— Name: product.yre = 1 Name: division.y.im R — T g T g
0 Value: -7 2t 0.076 5 0 ——— Value: 0.0487805 at 0.08 s — 0 0.2
Filename: matcomple_res.mat 0 Filename: matcomple_res.mat

3.3.1 Solucbes complexas de equacdes do segundo grau com o OpenModelica

O método anterior para a solucdo de uma equacgao do segundo grau com
raizes reais falha quando temos uma solu¢cdo complexa das raizes desta
equacado. Vamos desenvolver um método geral que nos dara tanto a solucao
complexa como a real pura. Para a solucdo tento complexa como real de uma
equacao do segundo grau, montamos um diagrama de blocos como base na
férmula de Bhaskara.

A equacdo (13) é entdo modelada no OpenModelica. Inicialmente
inserirmos trés blocos onde estardo os valores dos coeficientes a, b e c de ax? +
bx + ¢ = 0, depois buscamos realizar a montagem de forma a se montar a
formula de Bhaskara. Multiplicamos o valor de a através do bloco de ganho,
gainl, que possui valor de —4. Isso resulta um valor de —4a na saida do bloco
gainl. O valor de —4a é multiplicado com o valor de c através do bloco product?2,
0 que resultara na saida desse bloco o valor de —4ac. Apés o bloco que
representa o valor de b inserimos um bloco de produto, productl, que pegara o

valor de b e multiplicara por ele mesmo, resultando em b2,

O bloco de soma add somara os valores de b? — 4ac. Logo apds o bloco

de soma add temos um bloco que extrai a raiz quadrada dos valores de sua
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entrada, aqui representado pelo bloco sqrtl. Na saida de sqrtl vamos obter
entdo vb? — 4ac. Utilizamos agora outro bloco de soma add1, para somarmos o
valor da saida de sqgrtl com o valor de —b, obtendo assim —b + Vvb? — 4ac.

Utilizamos agora um bloco division para realizar a divisdo de —b + Vb? — 4ac por

~ . L. -b+Vb%-4ac _ . .
a, teremos entédo na saida do bloco division —e finalmente multiplicamos
e 1 —-b+Vb2—4ac .
este Ultimo resultado por 5 bara termos ————. que € 0 resultado que

queriamos encontrar.

Estamos utilizando para essa montagem blocos da biblioteca
ComplexBlocks do OpenModelica por isso podemos ter valores reais negativos
dentro da raiz que o programa tratard as operacdes de forma adequada
conforme a algebra complexa. Na Figura 23 temos a montagem no
OpenModelica para a solucdo de uma equacao do segundo grau com raizes

complexas.

Figura 23: diagrama de blocos para solucdo de equacdo do segundo grau com
raizes complexas.

complexC. .. in 1
o —1 LI5S
| — 57— dac
k=Comple..  k=Comple... —b+p2—age bt VbT—dac
a
complexC. . 'Ca-fjA‘ f division f gain
, | producti b2 |>®_ i—| l\ —b+bT—4dac
@_.; — c (::-—
k=Comple | VbT—dac kl{ph... 2a
add sartl
|:C.. b2 — dac /
—4q  product? C |—|
complexC. —dac 2
a
c |3:):(_>_ ¥ B division 1 ain2
k=Comple M |E_

Como exemplo para testar a montagem proposta vamos resolver a
equacdo x2+ 10x +50 =0. Esta equagdo tem como solucdo x; = -5+
5ie x, = —5 —5i. Inserindo os valores de a = 1,b = 10 e c = 50 na montagem
da Figura 23 teremos como saida do bloco gain a Figura 24 e a saida do bloco

gain2 os graficos da Figura 25 e da Figura 26.
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Figura 24: raizes reais e imaginarios da 1° solucéo de x? + 10x + 50 = 0.

gain. y.im gain.y.re
o
L |
.4 —
— |
2 —
|:| —]
_2 —]
_,4 —
-b = T T T I T T T I T T T T T T T T T T T |
] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

time (s)

Verificar que na notacdo dada para esta resposta 0 OpenModelica adotou
gue a parte imaginaria da saida do bloco gain € um grafico vermelho, enquanto
o grafico azul representa a parte real da saida deste mesmo bloco. Observando
a saida obtemos que a primeira solucdo de x2 + 10x + 50 = 0 tem como parte

real de —5 e parte imaginaria de 5.

A saida da segunda solucéo de x? + 10x + 50 = 0 tem como parte real de
—5 e parte imaginaria de —5. Como os valores foram iguais para a parte
imaginaria e real ndo é interessante visualizar estas solu¢cdes no mesmo gréfico,
ficando mais didatico utilizar dois graficos, um para a parte real e outro para a
parte imaginaria. Para o bloco gain2, as Figuras 24 e 25 mostram parte real e

imaginaria da segunda solucéao:
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Figura 25: valor real da 2° solugdo de x? + 10x + 50 = 0

2
2]
4]
5]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
time (s)
e Figura 26: valor imaginario da 2° solugédo de x? + 10x + 50 = 0

i
Ln

(=31
= —
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T
=
(=11
[
P
—

time (s)

Outra forma de se resolver a equagdo x? + 10x + 50 = 0 € montar o
diagrama de blocos conforme mostrado na Figura 27. Para montar o diagrama
de blocos da Figura 27, foi isolado o x que esta multiplicando o 10 da equacéo
x?+10x+50=0 obtendo —0.1x> —5=x. O valor desconhecido de x é
aplicado na entrada do bloco produto. A saida do bloco produto resulta entdo em
x2. x2 é multiplicado por uma constante igual a —0.1 do bloco add. Ent&o antes
do bloco add realizar a soma com o valor da constante —5 ele multiplica x? por
—0.1. Com essa sequéncia conseguimos montar exatamente a equacao
—0.1x% — 5.
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Aqui o diagrama de blocos montado ira convergir para um valor tal de x,
tal que x seja igual a —0.1x> —5. Observando a resposta obtida no
OpenModelica constatamos que apenas uma das raizes complexa foi
encontrada. Para encontrar a segunda raiz basta aplicar a saida do bloco add a
entrada de um bloco que calcula o conjugado. Entdo na saida do conjugado do

bloco conj n6s temos a segunda raiz.

Figura 27: modelagem para equacgdo do segundo grau raizes complexas.

x M‘ -
x- add conj
e S
X C...
—01x2-5=x

complexC ...
-5
]

k=Comple...

Os graficos gerados pelo diagrama de blocos mostram as solucdes da
equacao do segundo grau com raizes complexas. O grafico mostrado na Figura
28 mostra os valores da primeira solucdo da equacdo x? + 10x + 50 =0, e 0

grafico mostrado na Figura 29 mostra a segunda solucao.

Figura 28: valores reais e imaginarios da 12 solucdo de x% + 10x + 50 = 0.

add. y.im add.y.re

f=3
|

[ ]
PN AT T AT N T I [N NN NN

time (s)
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Figura 29: valores reais e imaginarios da 22 solucdo de x? + 10x + 50 = 0.

COnj.y.im conj.y.re

time (s)

3.4 Solucdes de equacdes trigonométricas e exponenciais com o
OpenMOdelica.

Com o OpenModelica € possivel resolver equacdes trigopnométricas para
isso basta isolar x de um lado da equacéo. O artificio para se isolar x de um lado

da equacao é somar x a ambos os lados da equacao.

Vejamos 0 seguinte exemplo. Resolver a equagédo sen(x) = 0.5. Para
resolver esta equacdo somamos x a ambos os lados da equacgéo o que nos da
x + sen(x) = 0.5 + x. Isolando o valor de x obtemos: x = x + sen(x) — 0.5. Para
realizar a montagem dessa equagédo no OpenModelica, utilizamos o bloco sin,
gue mostra na saida o seno da entrada. Ao se ter um valor desconhecido x na
entrada desse bloco o valor do sen(x) € calculado e a esse valor do sen(x) é
somado x e —0.5 o que resultard em x + sen(x) — 0.5, e claro que esse valor é
igual ao nosso proprio x. Por isso foi realizado a realimentagcéo dessa saida para
a entrada do bloco sin. O valor de x que faz convergir esse modelo é a solugéo
da equacao sen(x) = 0.5. Na Figura 30 é mostrado a modelagem através dos

diagramas de blocos para a solucao de sen(x) = 0.5.
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Figura 30: montagem para solu¢cédo da equacao sen(x) = 0.5 .

const

k=-0.5
sin addl
x| /‘\J SEﬂ{x]h +a.:|.:| » +1+ x+sen(x)—05=x
MRS — 5
+1 x + sen(x)

A solucao gréfica obtida ap6s o modelo convergir é dada pelo grafico da
Figura 31. Observar que o valor que resolve a equacdo trigonométrica num
intervalo de 0 a 2w é 30° ou 0,52359... rad. e o valor obtido pela simulacéo é
0,523599.

Figura 31: solucéo grafica da equacao trigonométrica sen(x) = 0.5

sin.u (rad)
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Como outro exemplo vamos resolver a equacao sen(x) +e* = 2. Para
resolver esta equacdo somamos x a ambos os lados da equacédo o que nos
dax + sen(x) +e* =2+ x. Isolando o valor de x obtemos: x=-2+x+
sen(x) + e*. Para realizar a montagem dessa equacdo no OpenModelica,
utilizamos o bloco sin, o0 bloco exp e um bloco de valor constante. Ao se ter um
valor desconhecido x na entrada do bloco sin e do bloco exp o valor do sen(x) e
de e* serdo calculados e a esse valor do sen(x) e de e* sdo somados o valor de

x mais —2, o que resultara em—2 + x + sen(x) + e*, e claro que esse valor é
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igual ao nosso proprio x. Por isso foi realizado a realimentacéo dessa saida para
a entrada do bloco sin e do bloco exp. Na Figura 32 vemos a montagem para

implementar no OpenModelica a solugdo para a equacao sen(x) + e* = 2.

Figura 32: montagem para solucdo da equacao sen(x) + e* = 2

sin )
% sen(x)
XD add3 it x = —2 +x + sen{x) + e*.

e* +1 +
L J P+l + L 51
+1

—2 + sen(x) + e*

b

const

A solucédo grafica obtida apés o modelo convergir € dada pelo grafico da
Figura 33. Observar que o valor que resolve a equacdo trigopnomeétrica num
intervalo de 0 a 4 € 0.4487. Com o método apresentado acima é possivel resolver

uma infinidade de equacoes.

Figura 33: gréfico da solucdo da equacao sen(x) + e* = 2

add.y add.u2

0.5 5

7 l
0.4 Mame: add.y

N Value: 0.448672 at 0.646 =
0.3 4 Filename: senex_res.mat |
0.2
0.1

4+t
i 0.2 0.4 0.6 0.8 1

time (s)

No OpenModelica é possivel encontrar o valor da conhecida identidade
trigonométrica sen?(x) + cos?(x) = 1. Para isso uma montagem possivel seria a

da Figura 34. Um bloco clock produz valores reais, esses valores reais séo
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inseridos na entrada do bloco sin que por sua vez calcula o seno dessa entrada
e aplica na entrada do bloco product. Nas duas entradas do bloco product
entramos com sen(x), que resultar4 na multiplicacéo de sen(x), vezes o sen(x),
e, portanto, sen?(x). De forma analoga na parte inferior da montagem temos o
mesmo procedimento, mas agora ao invés de se utilizar o sen(x), utilizamos o
cos (x). Por fim somamos os valores do sen?(x) + cos?(x). Apds simular esta
montagem obtemos o gréfico da Figura 35 com o valor obtido igual a 1. Observar

0s ruidos encontrados nesta simulacéo.

Figura 34: montagem para encontrar o valor da identidade trigopnométrica
sen?(x) + cos?(x).

daock sin

¥ sen{x) product .
e B /\] sen®(x)

startTime... \_._{ >_|_’ add

dodkd cos A sen?(x) +eost(x) =1
- +1
A X \/ cos (x) L roduct1
starfTime... \—D—{': cos3{x)

Figura 35: valor da identidade trigonométrica sen?(x) + cos?(x)

add.y

A LU L

T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
time (s)

Sabendo que sec x = 3, calcular o valor da expressdoy = sen?(x) +

2tan?(x), utilizando a modelagem através do OpenModelica.
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O procedimento para solucionar esse problema é primeiro resolver a
equacao sec (x) = 3, que pode ser reescrita como cos (x) = 0.3333333. aforma
de resolver a equacado cos (x) = 0.3333333 € somar x a ambos os lados da
equacao x + cos (x) = 0.3333333 + x e depois isolar o valor de x. x + cos (x) —
0.3333333 = x.

Para realizar a montagem dessa equacao no OpenModelica, utilizamos o
bloco cos, que mostra na saida o cosseno da entrada. Ao se ter um valor
desconhecido x na entrada desse bloco o valor do cos(x) é calculado e a esse
valor do cos(x) € somado x e —0.333333 que resultara em x + cos(x) —
0.333333, e claro que esse valor é igual ao nosso proprio x. Por isso foi realizado
a realimentacdo dessa saida para a entrada do bloco cos. Entdo na saida do

bloco add3 nds temos a solucéo de sec (x) = 3.

O valor de x que resolve a equacédo sec (x) = 3, é entdo aplicado na
entrada de um bloco que calcula o seno e na entrada de um bloco que calcula o
valor da tangente. Inserimos ent&o o valor do seno de x,e da tangente de x, num
bloco produto para se ter na saida do bloco produto o valor do seno ao quadrado
de x e da tangente ao quadrado de x, por fim inserimos um bloco de soma add
com ganho de valor 2 para se multiplicar a tangente ao quadrado de x por 2 e
no final desse bloco add ter o valor do célculo do seno ao quadrado de x mais 2
vezes a tangente ao quadrado de x. Na Figura 36 temos a montagem para o

célculo de y = sen?(x) + 2tan?(x), se sec (x) = 3.

Figura 36: montagem pro célculo de y = sen?(x) + 2tan?(x), se sec (x) = 3.
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O resultado da expressao acima € 16.8889 e € mostrado na Figura 37.
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Figura 37: valor da expressédo y = sen?(x) + 2tan?(x), quando sec (x) = 3.
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Consideracoes sobre a solugéo de equacgoes:

a) Uma rotina de gréaficos deveria ser incluida no programa para se ter uma
ideia de onde realmente encontra-se a solucao.

b) devido a precisdo do software no final dos célculos, a estimativa final da
raiz deverd sempre ser substituida na funcéo original para calcular se o
resultado é realmente zero. Essa verificacdo nos resguarda parcialmente
daqueles casos nos quais a convergéncia oscilante ou lenta pode levar a
valores pequenos, enquanto a solugdo ainda esta longe da raiz.

c) O diferencial do OpenModelica € que ele ndo te da féormulas prontas para
desenvolver as solugcbes matematicas. Tem-se que utilizar os

conhecimentos matematicos aliados com os conhecimentos do software.
3.5 Graficos das conicas: elipse, hipérbole e parabola
3.5.1 Aelipse

E uma figura plana classificada como uma conica, pois ela pode ser obtida
da seccao de um plano em um cone. a elipse é estudada a fundo na geometria

analitica, sendo possivel descrevé-la por meio de uma equacao que leva em

consideracao seus elementos. Os principais elementos da elipse s&o: eixo maior,
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eixo menor, distancia focal, focos F1 e F2. Para construir o grafico da elipse no

OpenModelica, é necessario conhecer a sua equacao.

Tomemos por exemplo a equacgéo (20). Essa Equacao representa uma
elipse com eixo maior sobre o eixo dos x de tamanho 4.

x? (20)
- 2 12
z tY

Para representarmos graficamente a equacao da elipse (20) isolamos por

o valor da vaiavel y.

x2
= [1-Z
Y 4

Com esse valor de y isolado € possivel plotar todos os pontos da elipse
gue estdo acima dos eixos das abscissas. Para plotarmos os pontos da elipse
gue estao abaixo do eixo das abscissas fazemos:

x2
=_[1-Z
Y 4

Para implementar essa equacao no OpenModelica utilizaremos o bloco
clock para gerar os valores de x, depois utilizamos um bloco para fazer a
multiplicacdo de x vezes x e se obter x2. Posteriormente multiplicamos por x?

por 0.25 através de um bloco de ganho (bloco gain). Na saida do bloco ganho

Z o . 2
nos utilizamos um somador com o valor negativo paraz € somamos com um

. 2 , ] :
valor constante 1, assim obtemos 1 —z , por fim extraimos a raiz quadrada da

~ , f 2 .
expressao anterior paraseter |1 — E , através do bloco sqgrtl. Observar que com

esse procedimento € possivel obter o gréafico da elipse que estdo acima do eixo
das abscissas. Para se ter a parte inferior do grafico acrescenta-se ao diagrama
de blocos do OpenModelica um bloco de ganho com uma constante multiplicativa
de —1. Entao se fizermos a unido da saida do bloco sqrtl com a saida do bloco

gainl o resultado sera o gréafico da elipse.
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Figura 38: modelagem da equacéo da elipse fz +y? =12
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O resultado obtido através da montagem da Figura 38, pode ser visto na
Figura 39.

Figura 39: grafico da elipse.
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3.5.2 A hipérbole

E definida como a intersecéo entre uma superficie cénica circular regular
e um plano gque passa pelas duas metades do cone. Além disso, a hipérbole
também pode ser classificada como o conjunto de todos os pontos coplanares,
para os quais a diferenca das distancias a dois pontos fixos &€ sempre constante.
Para construir o grafico da hipérbole no OpenModelica, é necessario conhecer a

sua equacgao.

Tomemos por exemplo a equacgéo (20). Essa Equacao representa uma

hipérbole com eixo maior sobre o eixo dos x de tamanho 4.
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x? (21)
2 _ 12

= —yt=1

4

Para representarmos graficamente a equacédo da hipérbole (21) isolamos
o valor da vaiavel y.

= |[-1+Z=
y +7

Com esse valor de y isolado é possivel plotar todos os pontos da hipérbole
gue estdo acima dos eixos das abscissas. Para plotarmos os pontos da hipérbole
gue estao abaixo do eixo das abscissas fazemos:

x2

=—[-1+Z=
y t7

Para implementar essa equacao no OpenModelica utilizaremos o bloco
clock para gerar os valores de x, depois utilizamos um bloco para fazer a
multiplicacdo de x vezes x e se obter x2. Posteriormente multiplicamos por x?

por 0.25 através de um bloco de ganho (bloco gain). Na saida do bloco ganho

. . 2 _
noés utilizamos um somador para somar % com o valor constante -1, assim

2 . ] . ~ .
obtemos —1 +§ , por fim extraimos a raiz quadrada da expresséo anterior para

2 L. . . ,..
se ter /—1 + E , através do bloco sqrtl. Aqui ha de se ter cuidado pois a geracao

dos valores no clock, seréo no intervalo de -4 até 4 (pré-configuracdo do tempo
de simulacdo no OpenModelica) e para a equacao da hipérbole do exemplo
dado, quando o clock percorrer os valores de -2 a 2 os valores recebidos pelo

bloco sqgrtl serdo negativos.

Dai a necessidade de se utilizar o bloco sqrtl da biblioteca complexa do
OpenModelica. com esse procedimento é possivel obter os pontos do gréafico da
hipérbole que estdo acima do eixo das abscissas. Para se ter a parte inferior do
grafico acrescenta-se ao diagrama de blocos do OpenModelica um bloco de
ganho, também da matematica complexa, com uma constante multiplicativa de -
1. Entao se fizermos a unido da saida do bloco sqrtl com a saida do bloco gainl
o resultado ser& o grafico da hipérbole. O resultado obtido através da montagem

da Figura 40 pode ser visto na Figura 41.
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Figura 40: modelagem da equacédo da elipse fz —y% =12,
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Figura 41: gréfico da hipérbole.
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3.5.3 A parabola

A parabola pode ser obtida quando um cone circular reto é secionado por
um plano paralelo a uma geratriz e obliquo ao eixo do cone e 0s pontos que
pertencem tanto ao plano como ao cone sdo observados. A parabola é uma
curva plana aberta e seus ramos podem ser prolongados ao infinito. Para
construir o grafico de uma parabola tomemos novamente a equacdo do segundo

grau (15), de posse desta equacao fazemos a montagem descrita na Figura 42.
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Figura 42: modelagem da equacéo da pardbola x? — 3x + 2.
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A variavel x da equacao do segundo grau é modelada no OpenModelica
com o bloco de clock. O clock representa um relégio que percorre um conjunto
de valores numéricos com inicio, fim e passo de acordo com a com a
configuracdo da simulacao. A multiplicacdo de dois blocos de clock resultard em
x%. Se multiplicarmos um bloco com um valor constante -3, no caso aqui
modelado pelo bloco const, pelo bloco de clock o produto é igual a -3x. Por fim
somamos, através do bloco add3 os valores de x? — 3x com o valor 2 do bloco
constl e obtemos x? —3x + 2. Posteriormente simula-se esse projeto e
conseguimos visualizar a representacdo grafica da equacdo da parabola x? —
3x + 2. O resultado pode ser visto na Figura 43. Observar que onde o gréfico

tem os seus valores iguaisazeroéemx =1ex = 2.
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Figura 43: visualizacdo grafica da equagdo x? — 3x + 2
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3.6 Estudo do sinal de funcdes, solucdo de inequacfes e aplicacdes de

derivadas e integrais

Esta secdo trata do estudo de sinais de funcdes, da resolucdo de
inequacdes, e algumas aplicacGes de derivadas e integrais. As aplicacfes de
calculo abordadas e modelados através do OpenModelica foram problemas de

maximo e minimo e problemas para o célculo da area de superficie.

3.6.1 Estudo do sinal de funcdes

Seja a funcdo f:A — B definida por y = f(x). Vamos resolver o

problema “para que valores de x temos f(x) > 0,f(x) <O0ouf(x) =07".

Resolver este problema significa estudar o sinaldafuncdoy = f(x). para
cada x pertencente a seu dominio. Para se estudar o sinal de uma funcéao,
quando ela esta representada no plano cartesiano, basta examinar se a
ordenada de cada ponto da curva € positiva, nula ou negativa. A titulo de
exemplos vamos realizar o estudo do sinal de alguns tipos de fungdes no

OpenModelica.
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Iniciaremos com o estudo do sinal da funcéo f(x) = 2x — 1. Montamos

0 modelo dessa funcdo no OMEdit através do diagrama de blocos.

O bloco de clock gera valores que simulam a variavel x. Inserimos no
bloco Const o valor 2. Multiplicamos ent&o o bloco clock pelo valor 2 através do
bloco product para se ter na saida o valor igual a 2x posteriormente somamos
esse valor de 2x com outro valor de —1 de um outro bloco const. Teremos entéo
na saida do bloco add o valor de 2x — 1, esse valor € entdo comparado através
dos blocos légicos, lessThreshold (< 0) e greaterThreshol (> 0). O bloco logico
lessThreshold executa a operacdo de encontrar os valores de xonde 2x- 1
seja menor que zero. O bloco légico greaterThreshold executa a operacao de
encontrar os valores de x onde 2x - 1 seja maior que zero. Na Figura 44 temos

a montagem final para o estudo da fungéo f(x) = 2x- 1.

Figura 44: montagem para o estudo do sinal de 2x - 1
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O bloco lessThreshold tem saida igual a 1 quando a funcédo € menor que
um valor de referéncia, no caso em estudo nosso valor de referéncia é 0. Na
Figura 45 vemos a saida do bloco lessThreshold indicando que os valores da

funcéo f(x) é menor que zero para x menor que 0.5.
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Figura 45: saida gréfica do bloco lessThreshold.
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O bloco greaterThreshold tem saida igual a 1 quando a funcdo € maior
que um valor de referéncia, no caso em estudo nosso valor de referéncia é 0. Na
Figura 46 vemos a saida do bloco greaterThreshold indicando que os valores da

funcéo f(x) é maior que zero para x maior que 0.5.

Figura 46: saida grafica do bloco greaterThreshold.
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Mais um exemplo de estudo do sinal de fungbes. Seja a funcéo f(x) =

x%? - x — 6, queremos verificar com o OpenModelica o sinal de f(x).

Montamos entdo o diagrama de blocos da Figura 47. Observar que agora

a varavel x ndo esta sendo gerada por um sinal de clock e sim por sinal do tipo
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rampa (bloco ramp da biblioteca source). Fazemos a multiplicacdo de 2 rampas
através do bloco product, e na saida do bloco product encontramos o valor de
x?2, posteriormente realizamos a soma de um bloco ramp, que modela a variavel
x com um bloco constant com o valor de —6. por ultimo colocamos os blocos
l6gicos de maior e menor para realizar o estudo do sinal da funcédo. O que é
interessante notar também com esse exemplo é a geracdo dos valores da
varavel x com o bloco rampa, demonstrando assim que as possibilidades de

resolucdo de um problema séo inumeras.

Figura 47: modelagem para o estudo do sinal da fungdo x? - x — 6.
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A saida do bloco lessThreshold indica os valores em que a funcéo
x? - x — 6 € menor que 0. Observar que pela Figura 48 o intervalo aberto entres

—2 e 3 é o intervalo que satisfaz a condicgéo.

Figura 48: saida do bloco lessThreshold, onde x2 - x — 6 <0
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A saida do bloco greaterThreshold indica os valores em que a funcgéo
x? - x — 6 € maior que 0. Observar que pela Figura 49 o intervalo aberto entres

menor que —2 e maior que 3 € o intervalo que satisfaz a condicédo.

Figura 49: saida do bloco greaterThreshold, onde x? - x — 6 > 0
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3.6.2 Problema com Inequacéo

Resolver o sistema de inequacdes:

{3x—2>4x+1
5x+1<2x—-5 (22)

Inicialmente deve-se montar os modelos das inequac¢des de acordo com
0 ja exposto neste capitulo. O diferencial deste modelo sera a inser¢éo do bloco
less, do bloco greater e do bloco and. O bloco less verifica se o sinal da conexéo
superior € menor que o sinal da conexao inferior, se sim entdo a saida do bloco
less é 1, sendo entdo a saida € 0. Da forma similar o bloco greater verifica se o
sinal da conexdo superior € maior que o sinal da conexao inferior, se sim entédo
a saida do bloco less é 1, sendo entdo a saida é 0. O bloco and mostra na saida
o valor 1 quando as duas entradas tiverem entradas 1, portanto na saida do bloco
and sera 1 quando os sinais dos blocos less e greater forem 1. A situacéo
descrita é equivalente a interseccéo da solucdo da inequacao 3x —2 > 4x + 1,
com a solucéo da equacgao 5x + 1 < 2x — 5. O modelo em diagrama de blocos
da solucéo de (22) esta mostrada na Figura 50 e a solugéo do sistema na Figura
51.
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Figura 50: modelagem do sistema de inequacdes (22)
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Figura 51: solucao do sistema de inequacdes (22)
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3.6.3 Problemas de maximos e minimos

Encontre o ponto sobre a parabola y? = 2x mais préoximo de (1,4). A

distancia entre um ponto P = (x,y) da parabola e o ponto Q = (1,4) é:

d=J(x -1+ (y— 4)? (23)

- - ~ 1 . ~
Como P esta na parabola entdo x = > y?2. E substituindo essa expressao

em (23), d ficara:
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4= J(%y2_1>2+(y_4)2 (24)

Neste ponto utilizaremos o OpenModelica para se criar um modelo que

minimize (24). Para isso utilizaremos bloco Pythagoras que calcula distancias.
Com as entradas desse bloco sendo os termos %yz —1 e y — 4. Nosso modelo

calcula a distancia d entre o ponto P e Q em funcado de y. Utilizamos os blocos
zeroCrossing e triggeredSampler para descobrir onde d = 0. Depois
utilizaremos os blocos greaterThreshold (>) e lessThreshold (<) para verficar
onde d’' > 0 e d’ < 0 que corresponde justamente ao teste da primeira derivada
para se descobrir os valores de maximos e minimos globais de funcdes. A Figura

52 mostra a modelagem para o problema de otimizacao.

Figura 52: diagrama de blocos para o problema de otimizacéo
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Na saida grafica do bloco triggeredSampler, Figura 53, vemos que d’ = 0
em y = 2, entdo 2 é ponto critico de d. A saida gréafica de lessThreshold, Figura
54, nos diz que d’ < 0 se y < 2. A saida grafica de greaterThreshold, Figura 55,
nos diz que d’ > 0 se y > 2, entdo conclui-se que y = 2 € um minimo de d'. e

quando y = 2,x = 2, entdo o ponto R = (2,2) € o ponto procurado.



Figura 53: saida do bloco triggeredSampler mostrando onde d’ = 0.
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Figura 54: saida do bloco lessThreshold, mostrando onde d’ < 0.
lessThreshold. y

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

03

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
time (s)

Figura 55: saida do bloco greaterThreshold, mostrando d’ > 0.
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3.6.4 Area de superficie

Conforme Swokowski (1995, p. 432), “se uma funcéo f é suave e f(x) >
0 em [a, b], entdo a area S da superficie gerada pela revolucéo de do grafico de
f em torno do eixo-x € dada por:”
b
S=| 2 1+ [f'(x))%d
| 2nf COVTT T GOP o5
Vamos utilizar (38) para calcular a area da superficie gerada pela rotacao do

gréfico de y = v/x de (1,1) a (4,2):

4 1 2
S = j 2mx%5 (1 + [ 05] dx
1 2x™ (26)

Agora vamos modelar (39) utilizando o OpenModelica. Como o

OpenModelica possui o bloco de integral pronto, podemos utiliza-lo para calcular
(26). Montamos o integrando com os blocos da biblioteca Math, conforme
descrito na Figura 56. O valor da area calculada foi 30.84 e esta mostrada na

Figura 57.

Figura 56: modelo em diagrama de blocos para o célculo de (26).

starthime... k=21



Figura 57: célculo da area de y = vx entre (1,1) e (4,2).
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4 MODELAGEM DE EQUAGCOES DIFERENCIAIS, EQUACOES NO
ESPACO DE ESTADOS E DE SISTEMAS DINAMICOS COM O
OPENMODELICA

De acordo com Ogata (2010, p. 3), “Um sistema é a combinacao de
componentes que agem em conjunto para atingir determinado obijetivo. A ideia
de sistema néo fica restrita apenas a algo fisico. O conceito sistema pode ser
aplicado a fen6bmenos abstratos dindmicos, como aqueles encontrados na

economia.”

Um sistema dindmico é um sistema no qual as variaveis de saida atuais
dependem das condi¢des iniciais, ou da energia armazenada, do sistema e/ou
das variaveis de entrada anteriores. As variaveis dindmicas de um sistema, por
exemplo, deslocamento, velocidade, tensado, pressao, entre outras, variam com
o tempo. Entdo para modelar sistemas dinamicos necessitaremos determinar
sua resposta através de uma representacdo matematica da sua dinamica.
Tomando como base o modelo matematico construido, utilizaremos um modelo
computacional, baseado nas equacdes matematicas obtidas, para se ter as

respostas graficas do sistema dinamico.

Vivenciamos diariamente os mais diversos tipos de sistemas aumentarem
a sua complexidade e necessitarem de maior precisdo. Sistemas complexos de
engenharia por exemplo podem ter varias entradas e varias saidas e quando
tentamos modelar tais sistemas de alta complexidade a forma matematica mais
conveniente é utilizar equacbes no espaco de estados em conjunto com as

equacdes diferenciais.

Com o OpenModelica € possivel modelar equacdes diferenciais e
equacgdes no espaco de estado, e com a modelagem dessas duas ferramentas
matematicas através de diagrama de blocos do OpenModelica a trasferencia do
modelo matematico de um sistema dinamico para o0 modelo computacional torna-

se muito mais simples.
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4.1 Modelagem de equacdes diferenciais de primeira e segunda ordem

Seja a equacao diferencial linear de primeira ordem da forma:

dy _
- Try=g(® (27)
Onde p e g sdo funcbes dadas da variavel independente t.

De acordo com Boyce e DiPrima:

Muitos dos principios ou leis que regem o comportamento do
mundo fisico sao proposi¢des, ou relacdes, envolvendo a taxa segundo
a qual as coisas acontecem. Expressas em linguagem matemética, as
relacdes séo equaces e as taxas sdo derivadas. Equagfes contendo
derivadas séo equacg6es diferenciais. Portanto para compreender e
investigar problemas envolvendo o movimento de fluidos, o fluxo de
corrente elétrica em circuitos, a dissipacao de calor em objetos sélidos,
a propagacdo e deteccdo de ondas sismicas, ou aumento ou
diminuicdo de popula¢des muitos outros € necesséario saber alguma

coisa sobre equac®es diferenciais.

O nosso objetivo é determinar uma solugéo grafica da equacao (27). Para
determinar uma solucdo grafica da equacéo (27) construiremos um modelo de
diagrama de blocos que vai representar tal equacédo. Para ilustrar o procedimento
tomemos a equacdao diferencial de primeira ordem:

dy 1 1t
dt = 2 2 (28)
Rearranjando a equacgéao (25) e isolando o operador derivada temos:

dy 1 +1§
dac 277 2° (29)

O procedimento para se montar a solugédo é: fazer o bloco integrador

d ~ . P ., . , . .
receber d—’t’, entdo na sua saida nos teremos a variavel y, depois nos inserimos

t t .
um bloco ramp para gerar os valores de > €sses valores de > Sao inseridos no

t
bloco exp gerando os valores de e3, por Gltimo nds inserimos um bloco de soma

1 .. 1 L ~
acopla ganhos de valores — > paraa variavel y e de valor > baraaes, entdo na
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saida do bloco add nés teremos a equacdao diferencial requerida, que entrando
no bloco integrador obtemos o valor da varavel y. Na Figura 58 temos a
montagem do procedimento descrito. Na Figura 59 temos a solucao grafica da

equacao (29).

Figura 58: modelagem para gerar a solucdo gréfica de (29).

J

ﬁ inteqrger v ramp
dt / _/—
k=14 duration=... i
3
I E——
O
1 1 ¢ 1 *—‘/ a—
27 2 g3 exp

Para a geracdo do grafico que representa a solucado da equacdo (29)

considerou-se o valor a condigéo inicial y = 4 quando t = 1.

Figura 59: solucdo da equacéo (29)

integrator. y
3
4.5—5
=
35—5
33
2.5—2
2_:| T | r 1
0 1 2 3 4 3 &
time (s)

Vamos agora utilizar o mesmo procedimento descrito no item anterior para
resolver a equacéo diferencial linear de segunda ordem do tipo:
y'+by +cy = g(t) (30)
Para ilustrar vamos modelar a equacéao diferencial:
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V' +y =2y =2t (31)

Monta-se a modelagem conforme a Figura 60, que € um procedimento
analogo ao anterior e acrescenta-se um bloco de soma com 3 entradas. A
terceira entrada do bloco de soma vai ser responsavel por adicionar a funcao

g(t) ao modelo. Na Figura 61 temos a solugéo gréafica de (31).

Figura 60: modelagem para gerar a solucéo gréafica de (31).

V" integrzagor v integratgrl v
/ -_/
k=14 k=18
-1
+#2
—ar T 1
¥y +2y+ 2t w—=
2t djiijﬂ_:...
ramp

Figura 61: solucdo grafica de (31)

integrator 1.y

1T T T
0 0.5 1 1.5 2
time (s)

Nota 01: as equacgdes diferenciais utilizadas como exemplos foram retiradas do
livro de equagbes diferencia do livro Equacdes Diferenciais Elementares
Problemas de Valores de Contorno autores Willim E. Boyce e Richard C. DiPrima
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4.2 Modelagem de sistemas dinamicos: circuito elétrico RLC paralelo
Seja o circuito elétrico:

Figura 62: circuito elétrico RLC paralelo
4 l P

i R —_
O Loz

Fonte: livro Fundamentos de Andlise de Circuitos Elétricos

1+

Supor que no instante inicial a tensdo no capacitor sejade v = Vo e a
corrente inicial no indutor sejade i = Io, N0Sso objetivo € modelar o circuito para
encontrar v para t > 0. De acordo com David, John, Johnny (2012, p. 219) a
equacao que modela o circuito da Figura 62 é:

d’v 1dv 1 dig

—_ - = —

a2 TRar I dt (32)

e as frequéncias naturais para esta equacao sao:

2

_ 1 4 ( 1 ) 1
%127 T9rc T J\2rC) T LC (33)

Neste caso se L > 4R? entdo as frequéncias naturais s, , sdo nimeros

reais e distintos e temos o0 caso de um circuito superamortecido, com:

v = AleSt 4+ A2e5%t (34)

Como exemplo, suponha R = 1Q,L =§H,C =-FVo =2V,lo =

—3Aeig = 0. Temos:

d?v | 4dv 3
mtigpt;v=0-coms, =-1es, =-3

e portanto,
v = Ale t + A2e7 3
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parav(0) = 2Vev'(0) = 4 g
Que sao usadas para se obter A1 =5 e A2 = -3 e desta forma:

v = 5et—3e73

A modelagem descrita na Figura 63, resolve equacdes diferenciais de
segunda ordem e pode ser usada para modelar o circuito RLC paralelo. Na

Figura 64 temos o grafico da tensao de saida no capacito.

Figura 63: diagramas de blocos que modela o circuito RLC paralelo.

' inteqrayr integraigr 1
}:r },.F }:r
—™ / >
}:r” = j'_;'_'!":rr + ey
+1lg—
+
+1 1%
add
Se fizermos no modelo do diagrama de blocob = —4ec = —3 entdona
. . ~ L g d?v  4dv | 3
saida do bloco integrador 1 teremos a solucao grafica de =t tIv= 0 com

as condicdes iniciais de v(0) = 2V ev'(0) = 4 E

Figura 64: solugéo grafica da equacéao diferencial de segunda ordem

integrator 1.y
3 7
2.5 =
1.5—;
13
0.5 2
0.5 N LA LR | LA L B L
] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
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4.3 Modelagem de sistemas dinamicos: linhas de corrente de sistemas

hidraulicos, linhas de emisséo e trajetoria.

Uma linha de corrente consiste huma linha continua tracada num fluido,
tangente em todos os pontos ao vetor velocidade. Para um escoamento
bidimensional em regime permanente suponhamos que as linhas de correntes

sao dadas pela solucéao da equacao diferencial;

y _ ¥
dx x (35)
Podemos escrevé-la da forma:
dy _
Yax T Y (36)

O OpenModelica possui um bloco pronto para se calcular derivada e
resolver (36) de forma simples. A modelagem da Figura 65 é uma das formas de
se resolver problema. O resultado da simulagdo mostra a geracao de uma linha
de corrente (para o valor inicial de x e y iguais a 1) conforme pode ser visto na

Figura 66.

Figura 65: modelagem para solucao grafica de (30)

v gain v
derivative k=-1
'!|_:l'
I— L I:"I_'!.’
product
l{_: 1 dx—.
L8
dy
X
dx
dodk x
N

startTime...
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Pode-se construir véarias linhas de corrente utilizando valores iniciais

diferentes para x e y.

Figura 66: solucdo grafica de (36)

gain.u

= =
2 R 2 =
[ T I T R Y
I||||I||||I||||I||||I||||I||||I||||I

o]
=
en

]

i
[}
=
Ln

L T B e e e R
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0012 0.014 0.016
time (s)

=

4.4 Modelagem de sistemas dinamicos: Sistema mecéanicos e equacdes

no espaco de estado

Considere-se o sistema mecanico indicado na Figura 67. Admita-se que
0 sistema seja linear. A forca externa u(t) € a entrada do sistema e o
deslocamento y(t) é medido a partir da posicdo de equilibrio na auséncia de
forca externa. Esse € um sistema monovariavel (uma entrada e uma saida) a
equacao do sistema é:
my” + by + ky = u(t) (37)
Onde b € uma constante de amortecimento e k a constante de elasticidade

da mola.
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Figura 67: sistema mecanico
I

forga u(t) = entrada

l equilibrio (s/ forga)

deslocamento y(t) = saida

o

L

Fonte: livro Engenharia de Controle Moderno

De acordo com Ogata a equacéo diferencial (37) pode ser resolvida
através de equacdes no espaco de estados, que sdo equacgdes que modelam

sistemas dinamicos. As equacdes no espaco de estado sédo dadas por:

x'(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (38)
Onde:

x = vetor de estado

x’'= derivada do vetor de estado em relacdo ao tempo
y = vetor de saida

u = vetor de entrada ou vetor de controle

A = matriz do sistema

B = matriz de entrada

C = matriz de saida

D = matriz de transmissao direta

Para o exemplo dado (33) torna-se:

x1'7 _ Ok 1b x1 (1)
=] g
y=1ol[} (39)

O OpenModelica possui um bloco pronto para modelar equagdes no

espaco de estados. Se tivermos m = 0.125,b = 2,k = 24eu = 2,

escrevemos (39) como:
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[g] = [—f92 —116] [E + [g] u
y =10l (40)

Vamos agora modelar (40) através do OpenModelica para se ter a
resposta y que nos mostrara o deslocamento do bloco m em relagéo a posi¢ao

de equilibrio. A Figura 68 mostra o modelo pronto.

Figura 68: Modelagem através de equacdes no espaco de estados.

step ateSpace

i

startTime...

O deslocamento y da massa m, do sistema mecanico da Figura 67 é

mostrado na Figura 69.

Figura 69: resposta y para as equacdes no espaco de estado (40).
integrator 1.y

=

—

[
|

=
—

[ B s | [ B e
[ B s | [ R e
L8 B Y Lo R = =

[}

=
[
d

T T I T | T I T | T I T | T I
0.2 0.4 0.6 0.8 1
time (s)

[}

E possivel modelar as equagdes no espaco de estado através de
diagramas de blocos. Na Figura 70 vemos uma proposta para modelar as

equacdes no espaco de estado do sistema mecanico da Figura 67.
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Figura 70: diagrama de blocos que modela o sistema da Figura 67.

iz X2 = X4 Xy =Y
Lh 1/m —I- -[ J > j >
‘?‘Q b/m

T k/m

Fonte: livro de Engenharia de Controle Moderno.

Utilizando o OpenModelica vamos criar 0 modelo para as equacdes no

espaco de estados tomando como base a Figura 70.

Figura 71: modelagem em diagrama de blocos da equacéo (40)
1

step gain

u ; add x2' inteqraeer x2 inteqramrl x1 =1y
j 1
/\:O I / . /
startTime... k=31 -1
k=14 k=14

Ippe
-
+1
.

T k=161 m

gainl k
k=192 —
m

L

F 3

A saida do diagrama de blocos da Figura 71 é mostrada na Figura 72.
Evidente que a curva gerada € a mesma curva Figura 69, o que mostra que o
modelo criado no OpenMOdelica através de diagramas de blocos simula as
equacdes no espaco de estado j& disponiveis também no OpenModelica. Este
exemplo mostra a versatilidade o software, uma vez que, dispbe-se de varios

recursos para se modelar o mesmo sistema.
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Figura 72: saida y do diagrama de blocos da Figura 71.
integrator 1.y

=
=
)
=
Y
=
=11
=
=]
=

time (s)

Modelagem de sistemas dindmicos: motor em corrente continua.

O modelo de um circuito eletromecanico de um motor de corrente continua

excitacdo independente estd mostrado na Figura 73. O circuito do

enrolamento de armadura € modelado como tendo:

a)

b)
c)

d)

veloc

Uma resisténcia constante Ra, em série com uma indutancia constante
La.

Uma indutancia La que modela a indutancia do enrolamento da armadura,
Uma fonte de tensédo Va representando a tensdo nos terminais da
maquina e

Uma tenséo Ea designada como tensédo interna gerada na armadura.

Um enrolamento de campo que é representado por uma resisténcia

constante Rf, e uma indutéancia constante Lf.

Como o fluxo de campo liquido de entreferro sendo designado por ¢ a

idade do eixo de armadura é representada por w e 0 conjugado induzido,

torque de atrito do motor e o torque de carga no eixo do motor sdo indicados por

Tm, Trot, TL respectivamente.
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Figura 73: modelo elétrico e mecénico de um motor CC

La Ra Ia
2 e o
o0 AW
Va
o

Aplicando a lei das tensdes de Kirchhof na figura XX teremos a seguinte

equacao:

_ dla
Va—La*E+Ra*1a+Ea (41)

Escrevendo a equacdo em termos de impedancias elétricas:
Va(s) = s*La*la(s) + Ra x la(s) + Ea(s) (42)

Isolando o valor da corrente:

Va(s) — Ea(s)

la(s) = s*La+ Ra (43)

Da teoria de maquinas elétricas a tensdo gerada interna da maquina CC
é dada por:
Ea=Kaxq@px*w (44)

Onde Ka é uma é uma constante que depende da forma construtiva da
maquina ¢ € o fluxo gerado no enrolamento de campo e w é a velocidade no
eixo do motor. O conjugado induzido desenvolvido pela maquina é dado por:

Tm=Kax*g@x*la (45)

A lei de Newton para sistemas rotacionais diz que o somatorio dos torques
aplicados & um corpo é igual ao momento de inércia vezes a aceleragdo angular.

A equacéo de torque é dada entéo por:

dw
=g (46)
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Os torques aplicados ao motor de corrente cc sdo os toques magnéticos
o torque de atrito do motor e o torque de carga. O torque resultante sera entéo
Tm —Trot — TLo que da: Tm — Trot — TL = ] *x w, mas torque de atrito rotacioal
é proporcional a velocidade mecéanica da maquina, Trot = B * w, onde B é uma

constante chamada de coeficiente de atrito. Podemos escrever Tm — TL = B *

dw
W+]*E.

Agora escrevemos as equacdes considerando as impedancias

mecanicas:
Tm(s) —TL(s) = B *w(s) + sJjw(s) 47
Tm(s) — TL(s)
W) =178 (48)

Para montarmos o diagrama de blocos iniciamos com as equagfes da
elétrica, equacbes 41, 42 e 43, depois inserimos a equacao que da o torque
magnético em funcdo das grandezas elétricas, equacdo 45, posteriormente
subtraimos o Torgue magnético do Torque de carga e dividimos pela impedancia
mecanica para se obter a velocidade mecénica no eixo da maquina, equacao 48.
Por fim utilizamos a equacédo 44 que faz a ligacdo entre a parte mecanica e

elétrica. O diagrama de blocos que modela o motor CC é descrito na Figura 74.

Figura 74: diagrama de blocos que modela as (laquagﬁes do motor CC

Torque de carga

‘ rad
Va(s) 1 Ia(s) Tm 1 w (T)
sLla + Ra Kap "\ - sf+B -

Ea(s)

- || Kg(p -} Y

Vamos utilizar dados usuais de uma maquina CC:

Ra = 70Q
La = 160mH
B = 3.1m



Jmotor = 13m kg *» m"2
Jcarga = 35mkg x m”"2
Ka*@ =05Wb

Va = 65V
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A ideia para esse modelo € saber o comportamento da velocidade do

motor e da corrente que circula por esta maquina quando é aplicado uma carga

externa. Essas informacfes sdo importantes para se realizar o controle de

velocidade do motor CC, e regular a poténcia que deve ser aplicada a esse motor

para se ter uma resposta adequada de velocidade.

Figura 75: modelagem motor CC

T

Larcin...

ransf..

bis)

NE

te dd1
— add ransf... ain -?
| Wt b(=) +
Ml " als) =
startTi... 205
k=0,

gain1

De posse do diagrama de blocos que modela as equacgfes elétricas e

mecanicas da maquina CC montamos o diagrama de blocos, Figura 75, no

OpenModelica. A modelagem através do OpenModelica nos fornece graficos

para visualizar o comportamento da velocidade do motor CC, Figura 76, e a sua

corrente, Figura 77.
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Figura 76: velocidade do motor CC
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Esses dados visuais permitem ao projetista verificar se a velocidade do
motor variou de forma significativa na presenca de uma nova carga e se a

corrente ultrapassou o limite permitido de acordo com as especificacdes da

maquina.
Figura 77: corrente do motor CC
— ftransferFunction. y
g
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4.6 Modelagem de sistemas dinamicos: medi¢cdo de energia elétrica e o

seu faturamento.

O célculo da energia elétrica consumida pelos aparelhos eletrodomésticos

pode ser feito com base na poténcia e no tempo em que cada um desses
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aparelhos permanece ligado, de modo que a energia elétrica consumida seja
calculada em quilowatt-hora (kWh). A Tabela 9 mostra valores tipicos de

poténcia de eletrodomésticos e de lampadas, com o tempo médio diario de uso.

Tabela 9: lista de equipamentos e suas poténcias

Equipamentos Poténcia Quantidade | Tempo médio de
(kw) uso diario (h)
Chuveiro elétrico 7.5 2 0.1666
Ar-condicionado 1.4 2 8
Geladeira com freezer
240 L 0.0131 1 24
Tv 40’ 0.075 3 5
Maquina lavar roupas 0.8 1 1
Notebook 0.0015 2 10
Lampadas 0.020 15 3
Ventilador 0.014 1 8

A energia média consumida diariamente = (poténcia em watt/1000) x
(tempo em horas) = total em kWh. Para saber o valor da conta de energia
multiplica-se o kWh mensal vezes o valor da tarifa de energia. Em Rondoénia a
tarifa de energia tem o valor de R$ 0.6845 por kWh.

O modelo da Figura 78, € composto pelos equipamentos da Tabela 9.
Cada equipamento € ligado e desligado com a abertura da chave switch que
simula os interruptores de uma instalagéo, o bloco booleano simula 0 momento
gue uma pessoa liga ou desliga os equipamentos, os blocos de ganho simulam
a quantidade de equipamentos e o bloco integrador simula o medidor de energia
elétrica ja com os valores em Reais da energia consumida. Com este modelo,
graficos importantes sao obtidos tais como a curva de carga diaria de uma
residéncia, a quantidade de energia consumida diariamente e o dispéndio diario

com a energia elétrica.
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Figura 78: modelo para o célculo da fatura de energia.
Chuvei =- d GEIadE ) : - - E

k=0.0131

O gréfico da Figura 79, mostra a curva de carga da poténcia diaria de uma
residéncia, deduz-se pelo grafico que os aparelhos que mais consomem energia

sdo o ar-condicionado e o chuveiro elétrico.

Figura 79: curva de carga diaria de uma residéncia

add32.y
20
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5]
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Na Figura 80, temos o grafico do custo diario da energia elétrica de uma
residéncia que tem como eletrodomeésticos a lista descrita na Tabela 9. Verifica-
se que no final no final de um dia o dispéndio com a energia elétrica foi de
aproximadamente R$ 19,32. Um modelo como este é extremamente util para se

fazer um uso mais racional da energia elétrica visando a economia.
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Figura 80: curva do dispéndio com energia elétrica durante um dia

integrator.y .
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4.7 Modelagem de sistemas dinamicos: Lei de esfriamento de Newton

De acordo a empirica lei de esfriamento de Newton, a taxa de esfriamento
de um corpo € proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo e a
temperatura do meio ambiente. Suponha que T(t) denote a temperatura de um
corpo no instante t e que a temperatura do meio ambiente seja constante, igual
a Tm. Se dT /dt representa a taxa de variacdo da temperatura do corpo, entdo a

lei de esfriamento de Newton podera ser expressa matematicamente como:

ar

Vamos supor que a temperatura de um corpo seja de 70° num instante
inicial e que a temperatura ambiente seja de 23° depois de quanto tempo a
temperatura do corpo igualara a temperatura ambiente? Suponha que o valor de

k para este corpo seja de —0.4321 entdo a equacao 49 pode ser escrita como:

dT
— = —0.4321T + 9.9383
T + (50)

De acordo com a teoria de equacgOes diferenciais, esta € uma equacgao

diferencial ordinaria de primeira ordem e a sua solucéo € da forma exponencial.
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Figura 81: diagrama de blocos que modela a lei de Newton do resfriamento

const

: k=9.9...
ntegre... gain

k=9 k=-0.4...

. . . ar
O bloco integrador calcula a antiderivada de = encontrado o valor da

funcdo T(t). Para que a funcdo T(t) convirja exatamente para a equacao

proposta ajustamos os valores da constante —0.4321, no bloco de gain, para

multiplicar a funcdo temperatura e por Gltimo somamos esse valor a constante

9.9383. Este modelo, ver Figura 81, do OpenModelica converge exatamente para

a solucéo da equacao (50) com a condicao inicial da temperatura do corpo estar

a 70°C. A Figura 82 mostra o decaimento da temperatura do corpo até préximo

a temperatura ambiente. A

aproximadamente apds 10 horas o corpo estara na temperatura ambiente.

Figura 82: decaimento da temperatura acordo com a lei de resfriamento de

integrator.y
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resposta entdo a pergunta é de que
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4.8 Modelamento de sistema dinamico: cabo suspenso

Suponha um cabo suspenso sobre a acao do seu préprio peso, conforme
a Figura 83. Um exemplo dessa situagdo pode ser observado em redes de
distribuicdo aéreas de energia elétrica onde os condutores estdo suspensos

sobre a acdo do seu préprio peso.

Figura 83: cabo suspenso pela a¢do do proprio peso

WV

T2

T2sin(f)
P2 g

' T2cos(8)

71 | P1 : x

(0,0) (x,0)

Vamos examinar somente a por¢cao do cabo entre o ponto mais baixo P1
e o ponto arbitrario P2, 3 forcas estdo agindo no cabo o peso da por¢cdo P1P2 e
astensbes T1,T2 em P1 e P2 respectivamente. Se w for densidade linear medida
em Newton por metro e s for comprimento do segmento P1P2, seu peso sera ws
A tensdo T2 tem 2 componentes, uma horizontal e outra vertical,
respectivamente dadas por T2cos(0) e T2sin(6). Da fisica podemos escrever as

equacdes de equilibrio:

|T1| =T1 =T2cos(8) ews = T2sin(0) (51)

Fazendo a divisdo da equacao anterior:
T2sin(8) ws

T2cos(0) T1 (52)
Ou
ws
tan(0) = T1 (53)

Que vai resultar em:
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dy ws
dx T1 (54)

O comprimento do arco entre os pontos P1 e P2 € dado por:

s=foxmd" (55)

Onde podemos reescrever como:
d dy\?
ds _ (1 H(2) )
dx dx (56)

Derivando a equacéo (54) com relacdo a x

d’y w ds
_ — x —
dx? T1 dx
ou
d’y w dy\?
o =71 (1 +(2) )

A equacédo (57) € o modelo matematico, ver Figura 84, que descreve a
curva de um cabo suspenso apenas pelo seu préprio peso. Esta equacao (57) é
uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem redutivel & primeira ordem
através de uma substituicdo de variaveis, sua solucdo nos leva a uma expressao
do tipo y(t) = m = cosh(k *t), onde m e k sdo constantes, esta equacdo é
chamada de equacao da catenaria. Para visualizar a curva que é descrita pela
equacao (57) vamos modela-la utilizando 2 blocos de integracao para se calcular
a antiderivada da funcédo y e depois manipulando os blocos de raiz quadrada, de
produto e um bloco constante para implementar a expressao de dentro da raiz e
assim construir a equacéao (57). Para esta modelagem vamos supor que w/T1 =
1.



93

Figura 84: diagrama de blocos que modela a equacéao (57)

in.tE/gt. in?
k=% k=%
E-nd”rt add earti
Fotal - =
o T . //

congt

k=1

E o gréfico gerado estd mostrada na Figura 85, este grafico, conforme

exposto representa a curva de um cabo sob a a¢éo Unica do seu proprio peso.

Figura 85: gréfico da catenaria
integrator 1.y

time (s)

Foram dados apenas alguns exemplos de modelagens com o
OpenModelica pois a lista de possibilidades € infinita. Observar que a sequéncia
de modelagem € sempre realizar interpretacao fisica do sistema a ser modelado
para posteriormente utilizar as equagbes matematicas adequadas e por fim
através de software traduzir essas equacdes para uma linguagem

computacional.
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5 CONCLUSAO

Uma das principais vantagens de se utilizar o OpenModelica como
ferramenta para o aluno estudar matematica € o favorecimento a utilizacdo da
interacdo entre disciplinas. Duas disciplinas intercambiando conhecimentos

torna o aprendizado mais atrativo, saindo um pouco do método tradicional.

Ao se propor usar o OpenModelica, outra clara vantagem que se destaca
€ capacidade de motivar os alunos a buscarem com esta ferramenta tecnoldgica
solugdes a problemas matematicos saindo do lugar comum de apenas aplicar
férmulas. A mudanca do jeito pensar e a capacidade de testar as solugbes é

inovador e interessante.

O aprendizado por si s6 do OpenModelica ndo garante que um problema
matematico seja resolvido, ou uma modelagem seja construida adequadamente,
o aprendizado da matematica é primordial e indispenséavel, e é evidente que o
conhecimento matematico vai nos dizer se a resposta dada pelo software é

minimamente aceitavel.

A quantidade de recursos do OpenModelica é enorme e impossivel de se
contemplar tudo em apenas um trabalho, por isso deixo como sugestdes para
futuros trabalhos a utilizacdo da algebra matricial e o uso das transformadas de
Laplace e Fourier para aplicacbes em sistemas elétricos, térmicos e de

comunicacao.

Por fim nunca se deve focar em apenas um meio para unir matematica e
computacgédo, explorar mais softwares que tratam de matematica € muito valioso
pois a infinidade de problemas que surgem pode requerer que diferentes tipos
de recursos computacionais sejam utilizados para a sua solu¢cdo. Um aluno deve
sempre buscar aperfeicoar a sua capacidade de escolher quais recursos e o

mais eficiente utilizar para atacar um problema.
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