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RESUMO

Nas séries iniciais do 2° segmento do ensino fundamental introduzem-se
calculos sobre areas de figuras planas elementares tais como: paralelogramos,
trapézios, retangulos, triangulos e circulo apresentando assim muitas férmulas.
De modo invariante, tais férmulas dependem de medidas de seus lados, raios e
etc. O objetivo deste trabalho € mostrar que todas as areas destas figuras
podem ser calculadas por uma unica formula, desde que consigamos sobrep6-
las num reticulado de tal modo que seus vértices coincidam com pontos deste

reticulado.

O calculo destas areas sera feito com o uso do teorema de Pick, um
matematico austriaco que desenvolveu trabalhos e publicou artigos cientificos
sobre véarios dominios da Matematica. Esta formula € construida aos poucos
com raciocinio baseado em conhecimentos prévios sobre triangulos,

comecando do bésico até a sua demonstragdo formal.

Ao final deste trabalho fazemos uma abordagem sobre area de circulos
e com o uso do teorema de Pick conseguimos uma boa aproximacao do

namero m (pi).

Palavras-chaves: Areas, triangulos fundamentais, figuras planas,
poligonos reticulados, malha reticulada, Teorema de Pick.



ABSTRACT

In the initial series of the 2nd segment of the school are introduced
calculations on elementary areas of plane figures such as parallelograms,
trapezoids, rectangles, triangles and circle featuring so many formulas. So
invariant formulas such measures depend on their sides, rays and so on. The
objective of this work is to show that all areas of these figures can be calculated
by a single formula, provided that we can superimpose them on a lattice such

that its vertices coincide with points of this lattice.

The calculation of these areas will be done using the theorem Pick an
Austrian mathematician who developed scientific papers and published articles
on various areas of mathematics. This formula is built gradually with reasoning
based on prior knowledge about triangles, starting from basic to its formal

demonstration.

At the end of this study we approach area on circles and using Pick's

theorem we get a good approximation of the number 1 (pi).

Keywords: areas, triangles fundamental plane figures, polygons reticulated,
reticulated mesh, Pick's Theorem.
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1. Introducéo

Nas séries iniciais do 2° segmento do ensino fundamental introduzem-
se as figuras planas elementares tais como: paralelogramos, trapézios,
retangulos, triangulos e circulos bem como as respectivas formulas para suas
areas. De modo invariante, tais formulas dependem de medidas de seus lados,
raios e etc. No maximo, ensinam-se figuras planas que, de modo conveniente,
sdo decomponiveis naquelas. Pode-se afirmar que, de um modo geral, a
Geometria na escola béasica brasileira ndo avanca além disso, nesse topico

particular.

O célculo de &reas de figuras planas desempenha um papel fundamental
nos mais diversos ramos da Matematica e em muitas aplicacbes a outros
ramos do conhecimento. Desde muito cedo o estudante se depara com o
conceito de calculo de areas e no laboratério o pesquisador ainda tem
necessidade de calcular areas. Quando tais figuras planas sdo poligonos
regulares nao é tao dificil calcular sua area, em contrapartida se torna um tanto
complicado quando estas figuras sdo poligonos com muitos lados e néo

regulares.

George Alexander Pick foi um matematico, que nasceu em 1859, em
Viena, Austria. Morreu em 1942, com 83 anos, num campo de concentragao,
durante e Il Guerra Mundial. A sua carreira profissional decorreu,
essencialmente, na Universidade de Praga, embora tenha trabalhado e estado
ligado a outras universidades da Europa. Pick desenvolveu trabalhos e
publicou artigos cientificos sobre varios dominios da Matemética, mas aquele
gue o tornou mais conhecido foi o Teorema com o seu nome, que permite
calcular a area de poligonos simples, desenhados sobre uma malha reticular

(em rede), pela simples contagem de pontos.

Definicdo 1.1: Os pontos do plano cartesiano cujas coordenadas sao
nameros inteiros sdao chamados de pontos reticulados. Um reticulado é,
portanto, um conjunto de tais pontos. Um poligono reticulado é aquele cujos

vértices sdo pontos reticulados.
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Figura 1.1 — Uma malha reticular.

2. Calculando Areas Contando Pontos

Antes de conhecer esta formula, vamos calcular de uma maneira mais
trabalhosa, a 4rea de um poligono particular cujos vértices estdo sobre pontos

de uma malha.

Problema 2.1: Na figura 2.1 temos um pentagono nao regular ABCDE

cujos vértices sao pontos de uma malha. Como calcular a area deste

pentdgono?

: oA :
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Figura 2.1 — Pentdgono nao regular ABCDE com vértices sobre uma malha.

Uma solugéo seria completar esta figura de modo que ela forme um
retangulo, ver figura 2.2.
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Figura 2.2 — Completando o pentdgono de modo que este forme um retangulo.

Agora repare que, a area do retangulo EFGH € a soma das areas dos
triangulos EFA e AGB com a area do trapézio BHDC mais a area do pentagono
ABCDE, ou seja,

Agren = Agra + Aage + Apupc + Aascpe
Calculando estas areas, temos que,

3x5 4x3 (3+2)

7)(5: 2 + 2 + 2 X2+AABCDE

35 = 7,5 + 6+ 5 +AABCDE
AABCDE = 35 - 7,5 - 6 - 5 = 16,5 uz
Nao é o método mais eficiente mas resolveu nosso problema.

O que faremos agora € pensar num método para calcular a area de um
retdngulo de dimensdes 4 por 6 sobre uma malha quadriculada (ver fig. 2.3)

usando apenas 0 numero de pontos em seu bordo e em seu interior.
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Fieura 2.3 - Retaneulo

O seguinte problema nos oferece uma proposta de solucéo para calcular

esta area:

Problema 2.2: Um terreno retangular, ver figura 2.3, sera repartido entre
posseiros da seguinte forma: Quem for construir no interior (Regido Vermelha)
terd direito a um lote completo (100%), quem for construir nas laterais (Regido
Azul) terd direito a apenas metade de um lote (50%) e ficou combinado que
ninguém construira nos cantos (Regido Verde) que representa um quarto de
lote (25%). Vamos escrever o total A de lotes deste terreno em funcdo do

namero de lotes em cada regiéo.

Figura 2.4 — A divisdo dos lotes

Seja | o nimero de lotes que tem no Interior e B 0 nimero de lotes no
Bordo do terreno, assim teremos | lotes com areas 100%, (B — 4) lotes com

50% de area e 4 lotes com 25% de area, logo,
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Se fizermos uma correspondéncia onde cada ponto representa um lote e
o total de lotes representa a area total do terreno teremos na férmula acima

uma relacdo para calcular a &rea do retangulo de dimensdes 4 por 6.

Nesta relacdo, substituimos | = 15 e B = 20 e teremos:

A—1+B 1
T2

20
A=15+—-1=24
Acabamos de mostrar que a relacdo vale para retangulos com lados
sobre o reticulado.

O objetivo deste trabalho é mostrar que ela vale para todo poligono
reticulado, evitando assim o0 uso de varias férmulas que sdo usadas no ensino

bésico para calcular area de figuras planas.

A relagdo encontrada no problema 2.2 € conhecida como Férmula de
Pick e pode ser interpretada da seguinte forma: A area A de um poligono
qualquer com vértices sobre pontos de uma malha reticulada é dada pela soma
dos | pontos desta malha que estdo no interior deste poligono com a metade

dos B pontos que estdo sobre os seus lados, inclusive os vértices, menos 1.

Voltando no problema 2.1, vamos calcular a area do poligono ABCDE

usando a relagéo,
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Observe que no interior deste poligono temos 13 pontos (I = 13) e sobre

seus lados temos 9 pontos da malha (B = 9), logo,
9
A= 13+§—1= 16,5

Coincidindo com o resultado encontrado no problema 2.1.

Exercicios Resolvidos:

1) Calcular a area do heptagono ndo regular da figura 2.5 usando a
férmula de Pick.

Figura 2.5 — Heptdgono nao regular com vértices sobre pontos de uma malha.

Solucgéo:

Observe que existem 30 pontos da malha no interior (I = 30) e 14 pontos
da malha sobre o bordo deste poligono (B = 14). Portanto sua area A € igual a,

A—I+1B 1
N 2

1
A:30+§'14_1

A=36u
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2) Vamos calcular a area da “ESTRELA” da figura 2.6.

Figura 2.6 — A Estrela;

Solucéo:

Podemos contar 17 pontos em seu interior (I = 17) e 16 pontos sobre o bordo
desta “estrela” (B = 16). Logo, pela formula de Pick, temos que sua area A é

igual a,

A—I+1B 1
2

1
A=17+§.16—1

A = 24 u?

3. Calculando Areas por Contagem Triangulos

Nessa se¢do vamos aprender a calcular areas de poligonos reticulados
decompondo-os em triangulos fundamentais. Mas para isso, precisamos

entender o que é um triangulo fundamental.
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Definicdo 3.1: Triangulo Fundamental (ou Primitivo) € um triangulo cujos
vértices estdo no reticulado e nenhum ponto deste esta em seu interior ou em

seu perimetro, exceto os vertices.

:
¢

'
+

Figura 3.1 — Tridangulos Fundamentais

Pela definicdo 3.1, todos os triangulos da figura 3.1 sdo fundamentais.
A , : 1
Observe que os triangulos de cores vermelha, verde e azul tem area igual a b

pois podemos ver que uma das bases tem medida 1 e a altura relativa a esta

base também é 1. Ja o triangulo de cor preta tem uma area nao tao direta de

. , ) s 1
calcular, porém afirmamos que sua area também é igual a p

De fato, na figura 3.2 temos que a area do triangulo AGC é a soma das
areas dos triangulos AGE e AEC. O triangulo AGE tem base e altura medindo 1

e o triangulo AGC tem base medindo 1 e altura medindo 2, deste modo:

A(AGC) = A(AGE) + A(AEC)

1x2 1x1
S— =——+ A(ACE)

A(ACE) =1 1 1
N 2 2

Figura 3.2 — A drea do triangulo fundamental é %;
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Um tridngulo fundamental ACE pode sempre ser “encaixado” num
retdngulo ABCD de tal modo que dois de seus vértices A e C coincidam com os
vértices opostos do retangulo e o terceiro vértice E figue no interior ou sobre

um dos lados deste retangulo.

Para ver isto, considere um triangulo fundamental. Vamos denominar por
A o veértice do triangulo que esta mais a esquerda e mais acima no reticulado.
Sem perda de generalidade, podemos supor que os demais vértices do
triangulo estdo no mesmo nivel ou abaixo do vértice A.Seja C o veértice do
triangulo situado mais a direita e mais abaixo no reticulado. Assim o lado AC é
a diagonal de um Unico retangulo que vamos denominar por ABCD. O terceiro
ponto do tridngulo serd denominado por E, que ndo pode estar situado a
esquerda de 4, nem acima de A e nem a direita de B. Caso o ponto E fique fora
do retangulo ele estara abaixo do lado BC do retangulo, veja a Figura 3.3. Se
este for o caso, a reta vertical que passa por E encontra o lado BC um ponto
F que pertence ao reticulado e fica no interior do triangulo ACE, mas isto ndo
pode ocorrer pois ACE € um triangulo fundamental. Portanto o ponto E pertence

ao retangulo ABCD, como haviamos afirmado acima.

E

Figura 3.3 — O caso em que o ponto E é externo ao retangulo;
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1
Teorema 3.1: A area de todo triangulo fundamental € E .

A prova deste teorema é feita com base em Liu [2]

Demonstracao:

Na figura 3.4, seja D a origem dos eixos coordenados e seja AEC um
triangulo fundamental tal que,

A = (0,s), E = (pr) e C=(q0).

(s-1-1) pontos

(p-1) pontos

rpontos

_.C

-
p pontos (g-p-1) pontos

Figura 3.4 — A drea do tridngulo AEC é 1/2.

Deste modo, a quantidade de pontos no interior dos triangulos AGE,
EFC sao respectivamente,

1 1
E.(p - 1).(s-r-1) e E.(q—p - 1D.(r-1)

e a quantidade de pontos no interior e sobre os lados GE e EF, exceto os
pontos G e F, do retangulo GEFD é:

(p.1)
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Como o triangulo AEC é fundamental, entdo ndo existem pontos da
malha em seu interior nem em seu perimetro, exceto os vértices. Por outro

lado, a quantidade de pontos da malha no interior do triangulo ADC é:

! 1 1
== D.Gs- D),

logo,

%.(q— D.(s-1) = %.(p - 1D.(s-r—1) +%.(q— p—1.0-1+ (p.1)
de onde resulta que:
qgs—ps—qr =1
Em relacéo as areas A(R) das regides da figura 3.2 podemos dizer que :

A(ADC) = A(AEC) + A(AGE) + A(GEFD) + A(EFC)

1 1 1
E(sq) = A(AEC) +§p(r —s)+ps +§(q —Dp)s

A

N[ =

1
A(AEC) = E(qs —ps—qr) =

1
A(AEC) = 5

Como exemplo do que acabamos de ver vamos entdo calcular a area do

poligono da figura 3.5

————————————————————————————————————————

__________________________________________________

\\\\\\\
—————————————————————————————————

Figura 3.5 — Poligono decomposto em triangulos e retangulos fundamentais.
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Observe que o poligono foi decomposto em 20 triangulos fundamentais

e em 20 quadrados unitarios, logo sua area é:
1
A=§'20+1'20230

Exercicio Resolvido

1) Calcule a area do poligono ABCDEF da figura 3.6 usando triangulos

fundamentais. , | | " , | |
1 ] ] 1 1 ] ]
s ———— ———— | e e Y = = - e [
1 | | 1 | |
i I I i I I
] ] i ] ] ]
1 | 1 | |
i | I | I
| T A I I aTT T - r—-
i I i i
i i i i
i I I I I
i I I i i
- T e e, — — — — — [ E——
] | |
B i I
i i I
i i
1 | | F
i i i i i
1 | | 1 |
1 | | 1 |
1 | | 1 |
P B T B T L——
1 | | 1 1 |
1 | | 1 1 |
1 | | 1 1 |
i I | i i I
1 | | 1 1 |
TTET T v T * |
i I I i i I
i I I i i I

Figura 3.6 - Poligono ABCDEF

Solucédo: Observe que o poligono pode ser decomposto em 30

tridngulos fundamentais, logo, a area deste poligono sera:

A=-.30=15

| | 1 | 1 | |

| | 1 1A 1 | |
R P, A mmm - ———— N ——

| | 1 1 | |

| | i i | |

| | | 1 | |

| | 1 | |

| | | |
TOATTTTTTO, = sTTTO9T T T T [ —

| | |

| | |

| i | |

| | | |
_ [P T

I | |
B l |

| | |

| | |

| | i F
e It To-—- (= -

i i i C i

| | 1 |

| | 1 |

| | 1 |
[ I A W " AN [

| | |

| | | |

| | | |

| | | |

I | | |
e Rt i Bt -

| DI 1 | E | |

| | | |

] ] ] ]

Figura 3.7 — Poligono ABCDEF decomposto em triangulos fundamentais.
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4. Decompondo um Poligono em Triangulos Justapostos

Trataremos nesta secdo uma forma de decompor poligonos em
triangulos justapostos, ou seja, triangulos que ndo possuem pontos internos em
comum. A figura 4.1 mostra um poligono ABCDEFG com 7 lados que foi
decomposto em 5 tridngulos justapostos cujos vértices sdo o0s vértices deste
poligono.

\G

Nk

c

Figura 4.1 — Poligono decomposto em triangulos.

Teorema 4.1: Todo poligono com n lados pode ser decomposto em

(n — 2) tridngulos justapostos cujos veértices sdo vértices do poligono dado.

Faremos uma demonstracao deste teorema com base na demonstracao

de Melo e Pereira [3].

Demonstracdo: Supondo, por absurdo, que existam poligonos para 0s
quais o teorema nao é verdadeiro, seja n 0 menor numero natural tal que existe
um poligono P, com n lados, o qual ndo pode ser decomposto em (n- 2)
tridngulos. Tomemos no plano um sistema de coordenadas cartesianas de
modo que nenhum lado de P seja paralelo ao eixo das ordenadas. Seja A um
ponto de maior abscissa em P. Como nenhum lado de P é vertical, entdo A
deve ser um vértice. Sejam B e C dois veértices adjacentes a A. Temos agora

duas possibilidades:
12) O tridngulo ABC n&o contém outros vertices de P, além de A, B e C.

2?2) O triangulo ABC contém algum outro vértice de P, além de A, B e C.
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12 POSSIBILIDADE 2* POSSIBILIDADE

Figura 4.2 - Possibilidades

Na primeira possibilidade, o poligono P’, obtido pela substituicdo de dos
lados AB e AC por BC, tem (n- 1) lados. Como (n- 1) >3 e n é o menor
namero de lados para o qual o teorema é falso, entdo para (n — 1) lados o
teorema é verdadeiro e portanto pode ser decomposto em (n —1 —2) =
(n - 3) tridngulos. Logo, adjuntando o triangulo ABC resulta que o poligono P

pode ser decomposto em (n — 2) triangulos, o que € uma contradicao.

Por outro lado, na segunda possibilidade, seja D o vértice de P, situado
no interior do triangulo ABC que estd mais distante do lado BC. Entdo o
segmento de reta AD esta contido no poligono P, portanto decompde P em
outros dois poligonos P’ e P”, o primeiro com n’ e o segundo com n” lados,

assim:
n+n =n+2

Como n’ e n” sdo ambos maiores ou iguais a 3, entdo n’ e n” sdo também

ambos menores do que n. Deste modo, o teorema vale para P’ e P” que podem
ser decompostos em (n’ - 2) e (n” - 2) tridngulos, respectivamente. Dai temos

que P pode ser decomposto em (n” + n” - 4) triangulos, ou seja,

(n + 2-4) = (n —2) tridngulos, o que é uma contradicdo. Completando

assim a prova do Teorema 4.1.

Como consequéncia do Teorema 4.1 e sabendo que a soma dos angulos

internos de um triangulo é igual a 180° temos 0 seguinte teorema:
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Teorema 4.2: A soma S dos angulos internos de um poligono de n lados
éiguala S = (n—2).180°.

Cada um dos (n - 2) triangulos na decomposi¢do de um poligono com n

lados, ou € fundamental ou possui pontos em seu interior ou em seu bordo.

Figura 4.3 — Decomposicdo de triangulos em triangulos fundamentais.

Seja ABC um dos triangulos dessa decomposi¢cdo. Se existir algum
ponto P da rede no interior de ABC, tragamos segmentos de reta ligando esse
ponto aos vértices A, B e C e deste modo decompomos ABC em trés
triangulos. Caso esse ponto esteja sobre um dos lados, digamos AB, de ABC,
tracamos um segmento de reta ligando-o ao vértice oposto C e assim o
decompomos em dois triangulos. Prosseguindo desta forma, com um numero
finito de vezes, decompomos cada triangulo da decomposicdo do poligono em

triangulos fundamentais. Portanto, concluimos o seguinte resultado:

Teorema 4.3: Todo poligono com vértices no reticulado pode ser

decomposto em triangulos fundamentais.

Exemplo: O poligono “cara de gato” da figura 4.4 pode ser decomposto
em 28 triangulos fundamentais justapostos, o que implica dizer que sua area €
14.
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Figura 4.4 — Cara de gato;

Queremos agora, através do numero de pontos internos e sobre o

perimetro de um poligono, poder calcular sua area.
Pensaremos assim:

1) A soma dos angulos internos de um triangulo qualquer é de 180°.

2) O poligono pode ser decomposto em triangulos fundamentais
justapostos.

3) Cada ponto da malha interno ao poligono € encontro de angulos
internos de triangulos fundamentais somando 360°.

4) Cada ponto sobre o bordo, exceto os vértices, sdo encontros de
angulos internos de triangulos fundamentais somando 180°.

5) Como todo poligono com n lados é decomposto em (n - 2) tridngulos

justapostos, entdo, como consequéncia, a soma de todos os angulos

com veértices no vértice desse poligono é 180°(n - 2).

Vejamos um caso particular:

O poligono ABCDE da figura 4.5 tem 12 pontos em seu interior,
contribuindo assim com 12 angulos de 360°, e 3 pontos em seu bordo,
somando mais 3 angulos de 180°. Como ABCDE tem 5 lados, entdo a soma de
seus angulos internos € (5 - 2).180° = 3.180° = 540°.

Portanto a soma dos éangulos internos de todos os triangulos
fundamentais contidos em ABCDE € 12.360° + 3.180° + 540° = 5400°.

Como a soma dos angulos internos de cada triangulo fundamental é
180°, logo existem 5400°/180° = 30 triangulos fundamentais contidos nesse

poligono, e consequentemente sua area € 30. 1/2 = 15.
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Figura 4.5 — Contando angulos;

1) Use os pontos que estdo internos e sobre o perimetro do poligono

“coracao” da figura 4.6 para calcular sua area.

Y

Figura 4.6 — O coracgao;

Solucgéo:

Note que no seu interior temos 13 pontos que sao interseg¢bes de
triangulos fundamentais justapostos somando um angulo de 360°, note também
que em seu perimetro temos 4 pontos que nao sao vertices e que sao
interseces de tridngulos fundamentais justapostos somando um angulo de
180° e finalmente, observe que a soma dos angulos cujos vértices sao vértices
do poligono é 6.180° = 1080°. Logo, se somarmos 0s angulos internos de

todos os triangulos fundamentais justapostos que decompde este poligono
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teremos 13.360° + 4.180° + 1080° = 6480°. Portanto, podemos concluir

. , 6480° A .
gue este poligono € decompostos em e0° 36 triangulos fundamentais

o

justapostos e que sua area é de 18 unidades quadradas.

5. A Demonstragcdo do Teorema de Pick

Teorema 5.1: Seja P um poligono reticulado simples sobre uma malha.
Seja B 0 numero de pontos da malha sobre o perimetro deste poligono e | o
namero de pontos da malha internos ao poligono. A area A do poligono P sera

dada por:

A—I+1B 1
2

A seguinte demonstracao foi feita com base em Lima [1].

Demonstracdo: Seja B o numero de pontos sobre o bordo de um

poligono P com n lados. Assim teremos uma contribuicio em &angulos de

(B - n) 180° dos pontos sobre os lados e de (n- 2) 180° dos pontos sobre os

vértices, ou seja, um total de:
(B-n)180° + (n- 2)180° = 180°B - 360°

Seja agora | o nimero de pontos internos a P. Sendo assim, teremos

uma contribuicdo em angulos de 360°1 .

As duas contribuicbes em angulos acima resulta na soma dos angulos

internos de todos os triangulos fundamentais justapostos contidos em P.

Sendo T o numero de tridngulos fundamentais contidos neste poligono,

temos:

T.180° = 180°.B — 360°+360°] = T =B—-2+2.1

) A 1 ] )
Como a area de cada triangulo fundamental & p concluimos que a area

A do poligono &,



25

1
A=EX(B—2+21)

A—I+1B 1
N 2

concluindo assim a demonstracao.

6. A Definicdo do Niumero Pi e a Area do Circulo

Como todas as circunferéncias sdo semelhantes entre si, ou seja, todas
pertencem ao mesmo centro, concluiu-se que a razdo entre os comprimentos
de qualquer circunferéncia pelo seu respectivo diametro sera sempre uma

mesma constante.

C

Figura 6.1 — A razdo entre o comprimento da circunferéncia e o didmetro do circulo é sempre constante.

Sendo C e D os respectivos comprimento e diametro da circunferéncia
maior e ¢ e d 0s respectivos comprimento e diametro da circunferéncia menor,

entdo temos que:

onde k € uma constante real. Essa constate foi provada pelo matematico grego

Arquimedes de Siracura (287 a.C.—212 a.C.) ele mostrou que o valor da razao


http://pt.wikipedia.org/wiki/287_a.C.
http://pt.wikipedia.org/wiki/212_a.C.
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entre o diametro e o comprimento da circunferéncia estava entre 3+ 1/7 e

34+ 10/71 que é aproximadamente 3,14, e foi estipulado que poderia ser

representado pela letra do alfabeto grego m (pi), facilitando os calculos.

Deste modo, podemos concluir que o comprimento C de uma
circunferéncia pode ser calculada fazendo a multiplicacdo do comprimento de

seu diametro D = 2.r pela constante .

Teorema 6.1: A &rea A de um circulo é calculada em fungéo de seu raio

r pela expresséo 4 = m.r2.

Demonstracdo: Imagine uma circunferéncia como um poligono regular
com n lados e n tdo grande quanto vocé queira, ver figura 6.2. Pensando
assim, vocé deve perceber que seu comprimento C se aproxima muito do

perimetro P do poligono.

Figura 6.2 — Um circulo é um poligono regular com infinitos lados.

Deste modo, temos que:
P =na

onde a € a medida de cada lado deste poligono. Logo, quando n tende ao

infinito, P tende ao comprimento da circunferéncia.

lim(P)=2XmXr
n—oo


http://www.mundoeducacao.com.br/matematica/comprimento-circunferencia.htm
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Observe na figura 7.2 que o circulo pode ser “fatiado” em n tridngulos
isésceles de base a e altura h e que, quando n tende para o infinito, sua

medida fica muito proxima do raio r do circulo, assim:

limh=1r

n—oo

Podemos agora aproximar a area A do circulo somando as areas dos n

triangulos que o decompde, ou seja,

n.(a.h) P.h
A= 2 2

Fazendo o limite desta area quando n tende para o infinito.

. Ph . (na).h
A= lim — = lim

_@mr).r

A
2

A=Tm.1?%

Concluindo assim o resultado.

7. Pick e o nUmero Pi

O Teorema de Pick pode ser utilizado para dar uma aproximacao da
area de uma figura plana ndo necessariamente poligonal. Neste contexto,
podemos entdo, aproximar a area de regifes circulares e esta sera tdo proxima

da area real quanto menor for a distancia entre os pontos da malha.

Podemos aproximar a area da elipse da figura 7.1 calculando a area da
poligonal em azul a partir do teorema de Pick, para isso, contamos a
guantidade de pontos da malha que estdo em seu interior (I = 34) e contamos a

guantidade de pontos que estdo em seu perimetro (B = 17).
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Figura 7.1 — Aproximando a area da elipse por uma poligonal.

Aplicando na formula de Pick,

17
A=7+34—1=41,5

Faremos agora um estudo mais detalhado para podermos aproximar
com mais precisdo a area de um circulo de raio 1. Sua area certamente € maior
que 2u® e menor que 4u? para que vocé entenda isso, basta contar os

tridangulos fundamentais que cabem dentro do circulo.

2u2 < A < 4u?

Figura 7.2 — Aproximando a drea do circulo por um quadrado.
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— . . A . 1
Vamos agora diminuir a distancia entre os pontos da malha para ;€

permanecer com o raio do circulo em 1u, ver figura 7.3.

A area do circulo agora serd aproximada pela area do poligono ndo
regular de oito lados de cor avermelhada. Observe que a nossa unidade de

. .2 _ (12 _
areaagoraéu” = ()" =_.

— -.+-

Figura 7.3 — Aproximando a area do circulo por um octégono;

Usando a Formula de Pick, fazemos B = 16 e i = 21, temos que a

area A deste poligono €,

A—1<1B+' 1)—1<1 16 + 21 1)
AV ~9\2

1
A= 6.28 u? =~ 3,11u?

Que como vimos no exemplo anterior € maior que 2u® e menor que 4u?.

Ja percebemos que, quanto menor a distancia entre os pontos da malha

onde esta o circulo melhor sera a aproximacao de sua area. Usando agora a

N . 1 . ,
distancia entre os pontos da malha de - teremos como unidade de éarea:

1 1
2 (V2 __—_
e (10) 100
Na figura 7.4 temos uma poligonal ndo regular de 32 lados cuja area é

bem proxima da area do circulo de raio 1u.
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Figura 7.4 — Area do circulo aproximada um poligono n3o regular de 32 lados.

da pela poligonal de 32 lados,

ido cerca

da regi

7

area

Para calcular a

observe que sobre seu perimetro temos 32 pontos e no seu interior temos

299 pontos da malha, dai pela férmula de Pick,

><32+299—1>

G

1
"~ 100
314 u? = 3,14u>

B+i—1)

¢

1
100

A=

1

A=——X
100

Percebemos que o valor da area do circulo vai se aproximando cada vez

mais de seu valor real. Poderiamos continuar com uma quantidade de pontos
cada vez maior para melhor aproximacdo, no entanto as ferramentas que

dispomos sao totalmente manuais, gerando um trabalho enorme! Mas vejam
que € natural que quando a quantidade de pontos tende ao infinito, o valor

(pi).

Ve

e o numero 1@

7z

aproximado da area do circulo tende ao seu valor real que
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