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RESUMO

MORAES, L. N. Fungoes Trigonométricas Hiperbolicas: teoria, curiosidades e propostas
para o trabalho docente. 2021. 130 f. Dissertacao (Mestrado em Mestrado Profissional
em Matemaética) — Faculdade de Formacao de Professores, Universidade do Estado do
Rio de Janeiro, Sao Gongalo, 2021.

Este trabalho visa apresentar diferentes perspectivas para o estudo das funcgoes
trigonométricas hiperbélicas. Nosso objetivo principal é fornecer uma Sequéncia Didatica
para o ensino de algumas propriedades das Fung¢oes Hiperbodlicas e da curva catenaria para
aplicacao em sala de aula. Para tal, fizemos uma breve andlise de outros trabalhos do
PROFMAT que abordaram ou o estudo das func¢oes hiperbdlicas ou da curva catenéaria.
Com esta andlise verificamos os pontos que mais despontaram e as lacunas existentes. Por
exemplo, observamos que os trabalhos analisados quase sempre citam o Gateway Arch
como exemplo de aplicagdo da catenaria. Apesar de estar correto é um exemplo saturado
e queremos ir além, explorando e demonstrando propriedades inerentes a catenaria como
a de possuir menor energia potencial gravitacional, ser o lugar geométrico do centro de
uma parabola rolante ou ainda ter seu comprimento de arco numericamente igual a area
sob a curva. Fizemos um compéndio com diversas propriedades das fungoes hiperbdlicas e
suas respectivas demonstragoes com o objetivo de ser um material confidvel para consulta
do professor. A proposta da Sequéncia Didatica possui trés niveis de profundidade para

aplicacao, em sala de aula, das propriedades desenvolvidas ao longo do trabalho.

Palavras-chave: Funcoes trigonométricas hiperbédlicas. Cosseno Hiperbdlico. Catendria.

Catendria e Pardbola.



ABSTRACT

MORAES, L. N. Hyperbolic Trigonometric Functions: theory, curiosities and proposals
for teaching work. 2021. 130 f. Dissertagao (Mestrado em Mestrado Profissional em
Matematica) — Faculdade de Formagao de Professores, Universidade do Estado do Rio
de Janeiro, Sao Gongalo, 2021.

This work aims to present different perspectives for the study of hyperbolic trigo-
nometric functions. Our main objective is to provide a Didactic Sequence for teaching
some properties of Hyperbolic Functions and the catenary curve for application in the
classroom. To this end, we made a brief analysis of other PROFMAT works that addres-
sed either the study of hyperbolic functions or the catenary curve. With this analysis, we
verified the points that emerged the most and the existing gaps. For example, we obser-
ved that the works analyzed almost always mention the Gateway Arch as an example of
application of the catenary. Although it is correct, it is a saturated example and we want
to go further, exploring and demonstrating properties inherent to the catenary, such as
having a lower gravitational potential energy, being the locus of the center of a rolling
parabola or having its arc length numerically equal to the area under the curve. We
made a compendium with several properties of hyperbolic functions and their respective
demonstrations with the objective of being a reliable material for the teacher to consult.
The proposal of the Didactic Sequence has three levels of depth for the application, in
the classroom, of the properties developed during the work.

Keywords: Hyperbolic trigonometric functions. Hyperbolic cosine. Catenary. Catenary

and Parabola.
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INTRODUCAO

As Fungoes Trigonométricas Hiperbdlicas (FTH), ou apenas Fungoes Hiperbdlicas
(FH), sao fungoes oriundas da parametrizagdo da hipérbole, tal como as Fungoes Tri-
gonométricas Circulares que, usualmente estudadas no Ensino Bésico, surgem da para-
metrizacao do circulo unitario. Dificilmente encontrar-se-a na literatura o termo Fungoes
Trigonométricas Hiperbodlicas, mas decidimos manté-lo em alguns momentos com objetivo
didatico de reforgar a analogia existente as fungdes circulares e as hiperbdlicas. Portanto,
para este trabalho os termos FTH e FH sao idénticos.

A histéria deste tema nao é linear, mas o seu desenvolvimento origina-se do antigo
problema de determinar a curva formada por uma corda suspensa. Inclusive Galileu
Galilei, entre os séculos XVI e XVII, ja havia sugerido que tal curva seria uma parabola
o que acabou se provando falso por Christiaan Huygens em 1646.

De forma geral, a semelhanca entre as curvas catenaria e parabola vem confun-
dindo alunos e professores ao longo dos anos. Com isso, levantamos algumas semelhancas

L'e curiosidades en-

e diferencas entre elas trazendo ao debate os principais misconceptions
volvendo as FTH. Esta pesquisa foca em sistematizar defini¢des, conceitos e propriedades
das FTH e em apresentar materiais didaticos aos professores que poderao ser utilizados
no Ensino Bésico e nos primeiros anos do Superior.

O topico em questao é notadamente pouco trabalhado em qualquer nivel de ensino,
mas acreditamos que, se bem trabalhado, pode gerar aprendizagens significativas.

As FTH possuem uma gama consideravel de aplicacoes tanto na propria Matemé-
tica quanto para os problemas do cotidiano. A catendaria, curva que é o grafico do cosseno
hiperbdlico, esta presente na arquitetura e engenharia em problemas de cabos suspensos,
construcao de pontes pénseis, arcos invertidos, ancoragem de objetos no fundo do mar e
instalacao de cabos submarinos. As FTH também podem ser encontradas nas extensoes
complexas das fungoes trigonométricas circulares, sao solugoes de equagoes diferenciais
especificas, medem distancias na geometria hiperbdlica, entre outros exemplos.

Portanto, buscou-se reunir dados e curiosidades diversas com o propésito de res-
ponder ao seguinte problema de pesquisa: Como o estudo das Fungoes Trigonométricas
Hiperbdlicas pode ser abordado nas institui¢coes de ensino basico e superior e como o uso
de materiais didaticos pode auxiliar nessa tarefa?

O objetivo geral deste trabalho é contribuir com a formacao inicial e continuada
do professor que ensina matemaética, fornecendo um material teérico confiavel juntamente

com atividades inseridas em uma sequéncia didatica para ensinar as FTH. Portanto,

! Sdo mal-entendidos e interpretacdes erradas com base em significados incorretos. (OJOSE, 2015)
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nosso publico-alvo sao os professores de Matematica e estudantes de Licenciatura em
Matematica.

Um dos passos a ser realizado para alcancar o objetivo geral da pesquisa é fazer
uma revisao das principais defini¢oes, conceitos e propriedades envolvendo as FTH a fim
de sanar eventuais misconceptions que possam existir para o leitor. Essa revisao pode ser
encontrada no Capitulo 1.

Em seguida, pretendemos mostrar as principais aplicagoes e algumas curiosidades
das FTH com especial atencao aquelas relativas a catenaria. Este objetivo sera alcancado
ao longo do Capitulo 2.

O terceiro dos objetivos especificos da pesquisa é fornecer materiais didaticos, abor-
dagens e jogos que auxiliem o professor que ensina matematica na tarefa de ensinar este
contetudo. Estas atividades serdao desenvolvidas no Capitulo 3.

Devido a dificuldade para se ensinar o assunto de Fungoes Trigonométricas Hi-
perbodlicas nas escolas e universidades, esta pesquisa se justifica por trazer uma revisao,
analise e sintese dos principais conceitos e aplicagoes das FTH.

Assim sendo, este trabalho de pesquisa visa produzir um material confidvel e apli-
cavel pelo publico-alvo visando incentivar o ensino deste topico.

Para o desenvolvimento do presente trabalho faremos inicialmente uma breve revi-
sao de outras dissertagoes do PROFMAT que tangenciam o tema proposto. Levantaremos
os principais tépicos abordados e identificaremos possiveis lacunas a serem preenchidas
com este trabalho. Foram utilizados livros classicos de Calculo e outros sobre Mecanica
para Engenharia onde encontramos muitas aplicagoes.

Esta pesquisa pode ser classificada como exploratéria e descritiva visto que girara
em torno da revisao de livros que abordam as FTH a fim de encontrar diferentes contextos
e produzir uma revisao tedrica rica em exemplos e aplicagbes. Além disso, iremos estudar
e pesquisar materiais didaticos que ja vém sendo utilizados procurando adapta-los e criar

materiais para o estudo das FTH.

Sobre o autor

Pretendo utilizar esta se¢ao para esclarecer (em poucas palavras) um pouco para
o leitor quem ¢é o autor deste trabalho e quais as motivagoes me trouxeram até aqui.

Provavelmente minha relacao mais préxima com a Matematica se inicia no ano de
2004, quando eu, com meus 13 anos, cursando a 72 série do Ensino Fundamental, ganhei
meu primeiro computador PC justamente da minha professora de Matematica Norma
Sueli. Para ela, um gesto simbdlico. Para mim, sem duavidas, um divisor de aguas.

No ano de 2009, havia passado no vestibular da UFRJ para o curso de Astronomia

em ultimo colocado da 1% reclassificagao. Como todo calouro, sofri muito para me adaptar



12

ao ritmo de estudos acelerado que o ensino superior exigia. Neste mesmo ano, com 18
anos, consegui meu primeiro emprego e adivinhem quem me contratou? Pois bem, meu
antigo professor de Matematica do Ensino Médio, Rodrigo Fernandes Brito, ao qual eu
sou muito grato. Trabalhei com reforgo escolar.

Em 2010, mudei de curso e passei para Licenciatura em Matematica na propria
UFRJ. Com muita dedicagao me formei em 2014. Em 2015, iniciei o Mestrado em Ensino
de Matematica na UFRJ tendo a honra de ser o primeiro colocado no processo seletivo.
Infelizmente, por motivos de forca maior, acabei nao concluindo o mestrado apesar de ter
cursado todas as disciplinas com 6timo aproveitamento e CR de aproximadamente 9,17.

Em 2018, tive a oportunidade de realizar a prova do PROFMAT e novamente a
honra de poder passar em primeiro colocado no processo seletivo. Escrevo estas palavras
nao para me engrandecer ou gabar, mas para exemplificar que toda trajetéria tera suas
dificuldades e cabe a cada um a forca para enfrenta-las e vencé-las.

Na atuacao profissional sempre amei o que fazia. Ensinar matemética é uma das
coisas que mais gosto de fazer. Tive a oportunidade de ser monitor de varias disciplinas
na graduagao, fui bolsista no Pré-Vestibular do CEDERJ entre os anos de 2011 e 2014.
Trabalhei no Colégio e Curso pH nos anos de 2015 e 2017. Em 2017, fui Professor
Substituto no Colégio de Aplicacao da UFRJ e em 2018, juntamente com o PROFMAT,
tive a honra de passar no processo seletivo para Oficiais Temporarios da Marinha do
Brasil, onde me encontro até hoje.

Atualmente, trabalho no Centro de Instrucao Almirante Graga Aranha. Esta escola
tem o propoésito de formar, especializar, aperfeicoar e atualizar o pessoal das categorias
profissionais da Marinha Mercante e demais atividades correlatas. Em complemento a di-
versas fungoes colaterais, sou responsavel por ministrar a disciplina de Célculo 3 [Fungoes
de Vérias Varidveis e EDO’s] além de j& ter ministrado as disciplinas de Célculo 1, 2 e
Algebra Linear.

Hoje, depois de muita luta, suor e lagrimas, escrevo este trabalho para findar e

iniciar mais um ciclo na minha vida.

Revisao de Literatura

O Ensino de Matematica é um tema muito rico e amplo. Dentre os diversos as-
suntos, escolhemos desenvolver o estudo das Fungodes Trigonométricas Hiperbdlicas que,
apesar de possuir muitas aplicagoes, ¢ pouco conhecido e consequentemente pouco apli-
cado e ensinado pelos professores no Ensino Basico. Talvez o motivo seja que algumas
formulas sejam deduzidas com o auxilio do Célculo ou ainda que as formulas cartesianas
para as Fungbes Hiperbdlicas envolvam a constante de Euler (e) em fungoes exponenciais,

que também sao pouco difundidas no Ensino Bésico. Sendo estes os reais motivos ou nao,



13

a questao é que acreditamos ser possivel trabalhar, mesmo que qualitativamente e com
auxilio de softwares, estes contetidos antes do Ensino Superior.

A fim de delimitar nossos estudos fizemos a analise de algumas dissertacoes ja
defendidas por colegas de PROFMAT. Os trabalhos analisados foram obtidos através da
pagina eletronica oficial do PROFMAT 2, na secio de Dissertacoes. Primeiramente, foram
selecionados para esta pesquisa todos aqueles que tratavam de Funcgoes Hiperbolicas.
Encontramos sete (07) dissertagoes que estao situadas entre os anos de 2013 e 2019. Na
segunda analise, procuramos dissertagoes cujo tema focasse direta ou indiretamente na
curva catendria. Nesta tltima, foram encontradas quatro (04) dissertagdes, entre os anos
de 2016 e 2019. Decidimos incluir ainda a apreciacao de duas dissertagoes com temas
afins sendo uma da UFSCAR de 2017 e outra, da USP de 2008.

O objetivo dessa revisao € identificar pontos ainda pouco explorados pelos trabalhos
em questao e desenvolvé-los para entregar um material complementar um pouco mais
completo ao professor de Matematica.

A analise foi feita considerando os seguintes questionamentos:

o Como, em linhas gerais, os aspectos historicos sao abordados?

e Como sao definidas as fungoes trigonométricas hiperbdlicas? Ou seja, como sao

deduzidas suas equagoes cartesianas?
o Quais sao as aplicagoes desenvolvidas?
e Qual o publico-alvo?
o Houve proposta de trabalho para o Ensino Médio? Qual?

Os trabalhos analisados foram divididos em trés grupos. O primeiro grupo retine
sete trabalhos do PROFMAT cujos titulos fazem referéncia geral as fungoes hiperbélicas.
O segundo grupo é composto por quatro trabalhos também de alunos do PROFMAT
que tratam mais especificamente da catenaria. O terceiro e ultimo grupo engloba dois
trabalhos que, apesar de nao terem sido escritos por alunos do PROFMAT, consideramos
interessantes contribui¢oes para este trabalho. As listas dessas dissertagoes podem ser

encontradas a seguir nas tabelas 1, 2 e 3.

2 https://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/
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Tabela 1 - Trabalhos sobre Func¢oes Hiperbdlicas
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Fungoes Hiperbdlicas
Defesa Aluno Titulo IES
CRISTTANE As fungoes hiperbdlicas no
10/04/2019 MENEGANTE DA ensino médio. Apresentacao, | UEMS
SILVA conceitos e aplicacoes.
Uma proposta para a
MARIO VICENTE abordagem de funcgoes
10/10/2018 . . . UEM
FERRARA hiperbélicas no ensino
médio.
JONAS JOSE CRUZ Estudo e aplicagoes das
30/07/2015 N . i UFPB
DOS SANTOS fungoes hiperbdlicas.
MARIA DO BOM - _ -
As fungoes hiperbdlicas e
30/04/2015 | CONSELHO DA SILVA L UFPB
suas aplicagoes.
BESERRA FREITAS
KENNEDY FELIX Angulos hiperbélicos e
29/08/2014 . ) . FUFS
RODRIGUES fungoes hiperbolicas.
MARCIO DE CASTRO Funcoes hiperbdlicas no
21/08/2013 . - UENF
ALHADAS ensino médio.
JERRY GLEISON Fungoes hiperbolicas:
05/07/2013 | SALGUEIRO FIDANZA histéria, conceito e UFAM
VASCONCELOS aplicacgao.

Fonte: O autor, 2021.

1 - Como, em linhas gerais, os aspectos histéricos sao abordados?

Comecaremos nossa revisao de literatura analisando como os trabalhos fizeram a

abordagem histérica do assunto de fungoes hiperbdlicas. Podemos perceber que quase

todos os trabalhos — exceto Freitas (2015) e Rodrigues (2014) — mencionam ou o de-

senvolvimento histérico do estudo da catenaria ou das fungoes hiperbdlicas. Foi notével
que Silva (2019), Ferrara (2018) e Santos (2015) utilizaram Alhadas (2013) como referén-

cia. Alhadas (2013) escreve pequenas biografias das personagens histéricas e identifica

o principal papel delas no desenvolvimento das fungoes hiperbélicas, de forma similar a

abordagem adotada por Vasconcelos (2013).

Freitas (2015) e Rodrigues (2014) optam por uma abordagem de critica aos princi-

pais livros didéticos que se propdem a abordar as fungoes hiperbdlicas. Freitas (2015), por
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exemplo, faz uma andlise de seis livros didaticos onde procura ressaltar que as defini¢oes
das fungoes hiperbodlicas foram dadas sem nenhuma preocupagao em mostrar o porqué de
serem definidas em termos de exponenciais.

Podemos sugerir para futuros trabalhos de colegas do PROFMAT um aprofunda-
mento na parte histérica. Poder-se-iam pesquisar as demonstragoes originais e traduzi-las

para linguagem matematica moderna.

2 - Como sao definidas as funcgoes trigonométricas hiperbdlicas?

Se grande parte das criticas destes trabalhos estd voltada diretamente ao modo
como as fungoes hiperbodlicas estao sendo apresentadas, entao como os autores procuraram
definir ou deduzir as equagoes cartesianas das Fungoes Hiperbolicas?

Silva (2019) a principio define as fung¢oes hiperbélicas em termos de exponenciais
e deduz varias propriedades. Apenas posteriormente traz a parametrizacao da hipér-
bole para justificar a definicio. Um aspecto interessante notado foi que a paridade das
funcoes hiperbodlicas foi explorada através de tabelas no Excel sugerindo uma atividade
interessante de ser trabalhada com os alunos.

Ferrara (2018) passa grande parte de seu trabalho escrevendo um capitulo sobre
homotetias e transformagoes de tensao. Ainda antes de definir as fungoes hiperbdlicas
passa mais tempo dissertando sobre a hipérbole e suas propriedades. Por fim, define as
fungoes hiperbodlicas a partir da parametrizacao da hipérbole zy = % seguida de rotacao,
além de demonstrar algumas propriedades das fungoes circulares e hiperbélicas.

Santos (2015) inicia seu capitulo segundo fazendo um desenvolvimento do angulo
hiperbdlico e posteriormente define as Fun¢oes Hiperbdlicas como segmentos de reta reti-
rados da hipérbole. Logo depois, trata das propriedades basicas tais como soma de arcos,
relacoes trigonométricas e fungoes inversas, mas nao explica o surgimento das defini¢oes
em termos de exponenciais. Disserta sobre as derivadas e faz comparacao das relagoes
fundamentais circulares e hiperbdlicas.

Freitas (2015) tem uma abordagem interessante ao dividir a padgina em duas colunas
e fazer o desenvolvimento das Fungoes Circulares e das Fungoes Hiperbolicas simultane-
amente. Também deduz as fungoes exponenciais a partir da area da hipérbole xy = %
seguida de rotacao.

Rodrigues (2014) por sua vez tem uma se¢ao desenvolvendo propriedades das fun-
¢oes hiperbdlicas, mas nao as define em termos de exponenciais. Isso s6 ocorre poste-
riormente, quando deduz as func¢oes exponenciais a partir da area da hipérbole zy = %
seguida de uma rotagao.

Alhadas (2013) comega definindo as FTH em termos de exponenciais, sem a devida
justificativa. Faz passagens rapidas sobre as Fungoes Circulares e Hiperbdlicas, nao sendo
este o ponto forte do trabalho. Faz uma mencao superficial a area do setor hiperbdlico para

a parametrizagao além de escrever um capitulo apenas demonstrando algumas identidades
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das fungoes hiperbdlicas.
Vasconcelos (2013), em seu capitulo segundo, comega por uma revisao das fungoes
trigonométricas circulares. Mais um autor que escolhe comecar pela area do setor hiper-

bélico de zy = 1 seguida de rotacdo. Ao final, demonstra as propriedades de soma de

2
arcos, derivadas e integrais. Demonstrou, aplicando um pouco de Fisica e Integrais, que

a equacao do cabo suspenso é o cosseno hiperbdlico.

3 - Quais sao as aplicagoes desenvolvidas?

Silva (2019) comentou sobre as forgas que atuam sobre uma corda em equilibrio. A
aplicagao do trabalho se resumiu a resolugao de um exercicio de corda suspensa com e sem
utilizagao derivada. Foi usado o programa Winplot para esboco e foram feitas algumas
perguntas qualitativas sobre os graficos.

Para Ferrara (2018), a aplicagdo para o ensino bésico é que o professor faga com
a turma o que ele fez ao longo do trabalho. Em outras palavras, iniciar por uma revisao
historica, falar de homotetia, rotacao e seguir seu passo a passo. As aplicagoes se resumem
em visualizar onde a catenaria pode ser encontrada na natureza.

Santos (2015) utiliza como aplicacao o célculo do comprimento do cabo catenério
e da velocidade da onda do mar apenas com aplicacao de féormulas. O autor toma como
base o livro Physics of Waves de Elmore e Heald (1985) resolvendo alguns exercicios
de substituicdo de valores nao fazendo outras conexoes. A equacao da velocidade de
uma onda no mar ¢ deduzida no livro em questao a partir da equacao diferencial parcial
conhecida como Equagao de Laplace. Nao aprofundamos este topico pois foge ao escopo
deste trabalho.

Freitas (2015) menciona aplicagoes das Fungoes Hiperbdlicas em geracao de curvas
de indice local e povoamento equidneos, fazendo referéncia ao artigo Binoti et al. (2012)
onde este assunto é bem desenvolvido. Ao final, deduz por integrais que a equacao da
catenaria é o cosseno hiperbolico com os conceitos de forgas da Fisica e nao utilizando,
por exemplo, a parametrizacao da hipérbole.

Rodrigues (2014) ndo apresenta nenhuma aplicacao das Fungoes Hiperbdlicas. Seu
trabalho é um compéndio de defini¢oes e demonstragoes.

Alhadas (2013) inicia utilizando como definigdo que a catenéria é acurva modelada
pela fungao cosseno hiperbodlico, sem demonstrar. Cita a relacao flecha-vao como um dos
parametros para avaliar se uma corda suspensa pode ser aproximada por uma parabola
ou catenaria. Nao utilizou Polinémios de Taylor para justificar a melhor pardabola que
aproxima a catenaria.

Vasconcelos (2013) demonstra que um cabo suspenso serd modelado pela equagao
do cosseno hiperbdlico. As aplicagoes se resumem ao calculo de integrais com substituicao

de valores.
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4 - Qual o publico-alvo?

A questao do publico-alvo se mostrou delicada para os trabalhos analisados. Silva
(2019), Ferrara (2018) e Alhadas (2013) explicitamente mencionam que escrevem para o
professor de Matematica. Apenas Vasconcelos (2013) escreve para alunos de ensino médio
e de graduagao. Santos (2015), Freitas (2015) e Rodrigues (2014) nao deixam claro no
trabalho o seu publico-alvo. Todos falaram das Func¢oes Hiperbdlicas como um assunto
interessante dentro da Matematica. Contudo, os trabalhos analisados poderiam ter deli-

mitado e explorado mais a questao do objetivo da pesquisa.

5 - Houve proposta de trabalho para o Ensino Médio? Qual?

Propostas para o Ensino Médio foram uma grande lacuna em todos os trabalhos.
Alguns escreveram especificamente para professores e por isso esperava-se a apresentagao
de atividades acessiveis como produto além de conceitos e demonstragoes. Contudo,
nao encontramos tais propostas nos trabalhos analisados. Em nosso trabalho procuramos
explorar mais este tépico, criando e disponibilizando atividades através de jogos que levem

o aluno a ter uma postura investigativa sobre as aplicagoes das fungoes hiperbdlicas.
Trabalhos sobre Catenaria

Tabela 2 - Trabalhos sobre Catenaria

Catenaria
Defesa Aluno Titulo IES
FRANCISCO EVERTON Curvas planas: classicas,

23/02/2016 . UFABC
PEREIRA MATA regulares e de preenchimento.

As formas geométricas nas

GERLUCIO SILVA DE | obras de Gaudi: as superficies
25/04/2019 L - UECE
LIMA quéadricas, as superficies

regradas e a catenaria.

Explorando algumas curvas

FELIPE AUGUSTO DE notaveis no ensino médio:
07/05/2019 o ) CPII
OLIVEIRA MARTINS histéria, propriedades e

aplicagoes.

Galileu Galilei e o conceito

MARCELO LUIZ da corrente suspensa, uma
24/05/2019 . L UFBA
GUERRA OTERO proposta de investigacao no

ensino médio.

Fonte: O autor, 2021.

E nosso dever lembrar que o trabalho de Maia (2016) néo é sobre a Catendria, mas
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apresenta as curvas planas. A Catenaria é abordada na secao 2.5 de seu trabalho. A curva
¢ definida em termos de corda suspensa e é feita uma breve localizacao histérica. Maia
(2016) deduz de que a corda suspensa é modelada por uma fungao cosseno hiperbélico
seguindo o raciocinio dos corpos estaticos da Fisica, baseada na solucao de Leibniz e
Bernoulli apresentada na edigao de 1691 da revista alema Acta Eruditorum.

Lima (2019) tem seu trabalho voltado para curvas matematicas e os trabalhos
arquitetonicos de Gaudi. Este também nao é um trabalho especifico sobre a catenéria,
mas em seu capitulo quinto o autor reserva um espago para tratar desta curva. Inicia por
um breve relato histérico e deduz a equagao utilizando o mesmo raciocinio fisico que Maia
(2016). Cita o arco catenério invertido como o melhor arco para a arquitetura, segundo
os estudos de Robert Hooke. Cita como exemplos o Gateway Arch, o Sotdao da Casa
Milla, os arcos da sala da Fazenda Giiell, as portas do Palacio Giiell, os arcos da arcada
do Colégio das Teresianas, os arcos no galpao da Cooperativa Obrera Maratonense, os
arcos da arcada da Casa Batlld, nas portas da Casa Mila que podem ser apresentados
sem problemas aos alunos de quaisquer idades.

Martins (2019) também escreve um trabalho sobre curvas notéveis e dedica sua
segao 5.2 ao estudo da Catendria. Seu principal referencial é Markushevich (1980) inclusive
na parte histérica. Nao deduz nenhuma equacao, apenas utiliza as defini¢oes citando
referéncias. Foi um dos poucos que estimularam o uso do Geogebra como ferramenta
investigativa tal como pretendemos com este trabalho. Organizou uma subsec¢ao com as
aplicages na arquitetura apresentando varios exemplos similares aos de Lima (2019).

Otero (2019) tem seu trabalho voltado para o estudo da catendria. Como obje-
tivo, propos trés atividades investigativas de carater qualitativo sobre a catenaria e suas
propriedades. Na primeira delas, o professor entrega uma lista de pontos que serdao de-
senhados no Geogebra e em seguida questiona os alunos sobre a natureza daquela curva.
Como estes ainda ndao conhecem a catendria, espera-se que conjecturem ser a curva uma
parabola tal como Leonardo da Vinci e Galileo acreditavam. Em seguida, comeca uma
investigacao sobre quais polinémios de grau 2, 4 e 6 melhor aproximam a curva apresen-
tada, terminando com o polinémio de Taylor de grau n. Na segunda atividade, o aluno
é levado a investigar como a variagio do pardmetro a na funcio f(x) = ax® + 1 pode
melhorar a aproximacao da parabola a curva estudada. Na terceira e tultima atividade,

os alunos sao levados a construir a catendria a partir das fungoes exponenciais e* e e™*.
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Dois Trabalhos Interessantes

Tabela 3 - Dois Trabalhos Interessantes

Trabalhos Externos ao PROFMAT

Defesa Aluno Titulo IES
LEDA MARIA Parabola e catenaria:

04/07/2008 o o USP
BASTONI TALAVERA historia e aplicagoes.

A curva catendria como
MARLON FREITAS
28/03/2017 aplicagao da funcao UFSCAR
MENDES

exponencial.

Fonte: O autor, 2021.

Apesar de termos escolhido analisar trabalhos oriundos de alunos do PROFMAT
para nossa investigacao inicial, foram consideradas também as dissertagoes de Talavera
(2008) da USP, por ter sido citada em quase todos os trabalhos lidos, e Mendes (2017) da
UFSCAR por ter sido o tinico que propos uma Sequéncia Didéatica similar ao modo como
pretendemos fazer neste trabalho.

Talavera (2008) inicia seu trabalho fazendo uma comparagio entre dois livros de
matematica. O primeiro, de 1894, afirma que o formato do cabo de uma ponte pénsil é
uma parabola e o segundo, de 1970, contém a figura de uma crianca no balanco dando
a entender que a corda suspensa neste caso ¢ uma parabola. O trabalho faz extensiva
alusao historica ao inicio do Calculo, da Engenharia, das constru¢oes de pontes pénseis
entre outros assuntos. Ela cita a razao flecha-vao em alguns poucos momentos, mas nao
apresenta nenhuma explanacao aprofundada sobre o assunto. Em seu capitulo quinto
a autora trabalha com o software Winplot a fim de gerar familias graficos de cossenos
hiperbdlicos e de parabolas para diferentes parametros com o objetivo de encontrar uma
correspondéncia entre ambas utilizando-se dos Polinomios de Taylor para tal. O trabalho
se encerra com imagens da catendria na arquitetura.

Mendes (2017) foi o tltimo, porém nao menos importante, trabalho analisado. Em
seu texto, o autor tem como objetivo exibir a catenaria aos alunos do Ensino Bésico e se
propoe a apresentar uma sequéncia didatica que envolve diretamente o uso do software
Geogebra. No inicio do capitulo terceiro, o autor também faz uma revisao dos trabalhos
j& escritos até entao, tendo pesquisado nos periédicos da CAPES sobre a Catenéria.
Sua analise levou em conta cinco dissertacoes e duas monografias além de mencionar
trés artigos cientificos dos quais alguns possuem pontos em comum com este trabalho,
excetuando-se aqueles produzidos a partir de 2018. Foi um trabalho que conseguiu propor

muitas atividades interessantes, nas quais certamente iremos nos apoiar neste trabalho.
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Reflexao Geral e Objetivos

Todos os trabalhos lidos e analisados sdao de excelente qualidade. As observagoes
e criticas aqui contidas foram apresentadas com o tinico proposito de lapidar o assunto
das Funcoes Hiperbdlicas e da Catenaria a fim de verificar o que foi escrito pelos colegas
e encontrar lacunas de temas ainda pouco explorados.

A parte historica foi abordada em quase todos os trabalhos sendo que apenas dois
nao mencionaram a parte historica preferindo fazer uma andlise dos livros-texto classicos
da area. Apesar de sempre abordada, a parte historica acabou ficando restrita a alguns
dados historiograficos e algumas anedotas. Entendemos que um trabalho em Histéria da
Matematica requer consulta a fontes primarias ou secundéarias e quase sempre é necessario
realizar alguma traducao do inglés, grego ou latim. A andlise de textos escritos ha séculos
envolve nao somente a dificuldade da traducao, mas também a necessidade de entender o
modo de pensar do autor. Em suma, estes trabalhos sao muito bonitos e de uma relevancia
extrema, porém acabou nao sendo o objetivo deste trabalho. Fizemos apenas algumas
insercoes historicas de modo a situar o leitor no espago-tempo do desenvolvimento das
Funcoes Hiperbodlicas.

O inicio do préximo capitulo trara as defini¢bes dos principais conceitos que serao
amplamente utilizados ao longo de todo o texto. Se algum conceito descrito logo abaixo
for estranho ao leitor, este pode recorrer diretamente a secdo 1.1 e depois retornar para
melhor compreensao das reflexdes gerais deste trabalho.

Foi notério que muitos autores analisados chegaram a expressao em termos de
exponenciais partindo da equacao da hipérbole zy = % seguida de uma rotagdo. Aqui
optamos pela parametrizacao da hipérbole unitaria 2% —y? = 1 calculando a 4rea do setor
hiperbdlico por meio de integrais. Iremos também deduzir que a corda suspensa assume a
forma do grafico da fungao cosseno hiperbodlico utilizando principios de mecanica estatica
da Fisica. Além disso, como nao encontramos em nenhum trabalho aqui citado, iremos
demonstrar que a curva com menor energia potencial em todos os seus pontos deve ser a
catenaria, representada também pela funcao cosseno hiperbdlico.

Vale ressaltar que muitos autores utilizaram a obra de Maor (2003) em suas refe-
réncias. O livro traz em seu capitulo doze uma excelente exposi¢ao sobre o problema da
corrente suspensa e em seu apéndice sete discute a interpretacao do parametro gama nas
fungoes hiperbolicas.

Ao observar a deducdo da equacao da catenaria a partir do estudo das forcas
atuantes sobre o cabo suspenso, nos deparamos com um resultado que parecia depender
da forga peso, e esta por sua vez nao advém da corda em si, mas do meio em que ela se
encontra. Assim, surgiu uma pergunta natural e bastante curiosa: Como a corda suspensa
se comporta em diferentes gravidades, ou seja, em outros planetas? Com essa indagagao

em mente, procuramos criar mais uma atividade que auxiliasse os alunos no entendimento
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pleno da resposta.

Em seu classico livro de Estatica para Engenharia Mecanica, Meriam, Kraige e
Bolton (2016) abordam de maneira clara e objetiva o estudo dos cabos flexiveis e as
circunstancias em que temos um cabo parabdlico ou um cabo catenario. Resolvemos
trazer essa discussao de forma aprofundada, pois acreditamos ser este um dos pontos
cruciais na diferenciacao entre parabolas e catenarias.

Procuramos, por fim, trazer algumas curiosidades a respeito da catenéria tais como,
por exemplo, o fato de ser a curva cujo comprimento de arco é numericamente igual a
area em um determinado intervalo ou ainda que a catenaria é o lugar geométrico do foco
de uma parabola rolante.

Essas aplicagoes e curiosidades serao posteriormente condensadas em uma Sequén-
cia Didatica que pode ser utilizada pelo professor do Ensino Bésico. Esperamos que ele
consiga abordar, pelo menos qualitativamente, algumas propriedades cujas demonstracoes

precisam de ferramentas sofisticadas do Calculo Diferencial.
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1 FUNCOES TRIGONOMETRICAS HIPERBOLICAS (FTH)

1.1 Conceitos e Nocoes Preliminares

Abordaremos neste capitulo a teoria das Fungoes Trigonométricas Hiperbdlicas.
Para tal, serd necessario introduzir alguns conceitos e defini¢des preliminares. A defini¢ao
destas novas fungoes se dara por analogia as Fungoes Trigonométricas Circulares através

parametrizacao da Hipérbole Unitaria.

Definigao 1 (Hipérbole Unitdria). Considere uma curva em R? de equacdo ax?® —by* = c.
Definimos a hipérbole unitdria no caso especial em que a = b = c = 1. Entao, a hipérbole

unitdria tem equacdo cartesiana x° — y? = 1.

Figura 1 - Hipérbole Unitaria

Fonte: O autor, 2021.

Defini¢ao 2 (Setor Hiperbdlico). Seja H um ponto da hipérbole unitdria localizado no
primeiro quadrante. O setor hiperbéolico gerado pelo ponto H € a regido do plano limitada
pelo eixo X, pela reta que passa pela origem e pelo ponto H e pela hipérbole unitdiria. Sua

drea é denotada por Ag(H).

Definicdo 3 (Angulo Hiperbélico). O dngulo hiperbélico v é o dobro da drea do setor
hiperbolico As(H) delimitado pelo ponto H. Assim,

v =2As(H)
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Figura 2 - Ilustragdo de um Setor Hiperbdlico

Fonte: O autor, 2021.

Vale ressaltar que v nao serda um angulo no sentido da Geometria Euclidiana, ou
seja, como a regiao limitada por duas semirretas com origem comum. Contudo, num
sentido mais amplo existe uma relagdo biunivoca entre angulos e niimeros reais. Neste
caso, o angulo hiperbodlico serd o objeto sobre o qual a parametrizacao da hipérbole
esta referenciada. Como serd visto na préxima secdo com maiores detalhes, o angulo
hiperbdlico recebe esse nome para conservar analogia com a parametrizagdo do circulo
unitario cujo angulo central possui simultaneamente o papel de parametro e angulo do
setor circular.

Note que também existe uma relagdo biunivoca entre o angulo hiperbdlico e a area
do setor hiperbdlico correspondente. Quando H = (1,0) a area do setor hiperbdlico é
zero e, consequentemente, v = 0. De forma similar, quando a abscissa e a ordenada do
ponto H tendem ao infinito, vemos que v — oo.

Analogamente, quando o ponto H de uma hipérbole unitaria se encontra no quarto
quadrante (eixo X positivo e eixo Y negativo) teremos uma drea com sinal negativo
que estaria associada a um angulo hiperbdlico v também negativo. Assim sendo, para
todo ponto H pertencente ao ramo direito da hipérbole unitaria existe um tnico angulo
hiperbolico v € R associado.

Este fato nos mostra uma primeira diferencga entre as novas fungoes que comegamos
a explorar (Fungoes Hiperbdlicas) e as Fungoes Trigonométricas Circulares (ja consagradas
no Ensino Bésico). Enquanto a primeira observard uma rela¢ao biunivoca entre angulo e
setor, a segunda observa periodicidade nos resultados obtidos. Tais consequéncias serao

abordadas com detalhes posteriormente.

Definigao 4 (Seno e Cosseno Hiperbélicos). O cosseno hiperbolico cosh(y) e seno hiper-
bolico sinh(7y) sao, respectivamente, abscissa e ordenada do ponto H da hipérbole unitdria

cuja drea do setor hiperbdlico delimitada por H € igual a % unidades de drea (u.a.).
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Considerando a definicdo 4, podemos expandi-la a todos os quadrantes apenas

alterando o sinal da abscissa e ordenada independentemente.

Figura 3 - Seno Hiperbdlico [vermelho] e Cosseno Hiperbélico [azul]

N

Fonte: O autor, 2021.

1.2 Parametrizacao da Hipérbole

Iremos motivar uma definicdo em termos de exponenciais para as Fungoes Trigo-
nométricas Hiperbélicas através da parametrizacdo da hipérbole unitéria 22 — y> = 1 e

utilizando-nos da analogia com a area do setor circular no circulo trigonométrico.

Figura 4 - Analogia entre os Setores Circular e Hiperbélico
1.8
H = (cosh(~), senh(7))

C = (cos(a), sen(a))

05

-05

Fonte: O autor, 2021.

Na comparacgao com o circulo unitario, atente-se que o angulo central o desempenha
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papel andlogo ao do 7 na defini¢ao 4. Diz-se que um ponto C' = (cos(«), sin(«)) pertence
ao circulo unitario quando a area do setor circular do ponto (1,0) até o ponto C' mede %
unidades de area.

Determinaremos uma relagao entre as coordenadas cartesianas do ponto H per-
tencente a hipérbole unitaria e a definicao do seno e cosseno hiperbdlicos da defini¢ao 4.

Devido a simetria, vamos parametrizar apenas este quadrante. Assim, defina-se a
fungao f : [1, 00[— [0, 0o por

y=flz)=va* -1

que modela o ramo superior direito da hipérbole unitaria. E considere ainda a funcao

g : [0, 00[— [0, o[ definida por
_ sinh(y)

= cosh(y) ’

com cosh(y) # 0, que modela a semirreta que se inicia na origem do sistema de coorde-

nadas cartesianas e passa pelo ponto H = (cosh(y),sinh(y)) = (z, v2? — 1).

Figura 5 - Esboco dos gréficos das fungoes f(x) e g(x)

Fonte: O autor, 2021.

A lei de formagao da fungao g(z) pode ser brevemente justificada considerando-se
a equacao geral da reta

y = g(x) = mx + n.
Note que n = 0 pois a reta passa pela origem. E encontramos o coeficiente m fazendo
y=g(x)=mx+n

sinh(vy) = mcosh(y) + 0

sinh(7)
cosh(7)
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A lei de formagao da funcao g(z) torna-se

sinh(7)

y=g() = Cosh(v)x'

Apos a definicdo das fungdes cujos graficos sao as curvas que limitam a area do setor
hiperbdlico, podemos calcular sua area também em termos de integrais.

Com o auxilio da figura 6, observe que a area do setor hiperbdlico ¢ a diferenca
entre as areas abaixo dos graficos de g(z) e f(x), respectivamente, no intervalo de x = 0
até a abscissa = cosh(y) do ponto H.

Como a func¢do f ndo estd definida no intervalo [0, 1], entdo reescrevemos seu

intervalo de integragdo como aquele que se inicia em 2 = 1 e termina em x = cosh(7).

Figura 6 - Setor Hiperbdlico como diferenca de Integrais

3
H
2
1 g9(z)
f(z)
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Fonte: O autor, 2021.

Assim, expressamos a area do setor hiperbdlico em termos de integrais por

cosh(y) cosh(y)
As) =2 = [T g@yda = [ f@yar

cosh(v) ginh cosh(v)
T / sinh(7) xdx — / Va2 — ldx
0 1

2 cosh(y)
1 sinh(y) feosh()? = 0% _ pei)
2 cosh(y) 2 1
% _ sinh(”y)Qcosh(fy) B cosh(v) T Lda
1

O desenvolvimento de [} osh(7) Va2 — 1dx pode ser encontrado passo a passo no Apén-

dice B.1.
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Logo,
v sinh(y) cosh(y) sinh(7y) cosh(y)  In(sinh(vy) + cosh(7))

2 2 B 2 2

v _ In(sinh(y) + cosh(7))
) 2
v = In(sinh(y) + cosh(y))

e” = cosh(y) + sinh(y) (1)

Como o ponto H = (cosh(y),sinh(v)) pertence & hipérbole de equacgao x? — y* = 1 entdo

é correto dizer que

-y =1
cosh?(y) — sinh?(y) = 1

[cosh(y) + sinh(y)][cosh(y) — sinh(v)] =1
e”[cosh(y) — sinh(y)] = 1

cosh(y) —sinh(y) = e

e~ 7 = cosh(v) — sinh(7) (2)

Somando as equagdes 1 e 2 anteriores, temos:

e’ + e 7 = 2cosh(y)
e’ +e

cosh(y) = ——— (3)

Subtraindo as duas equagoes, temos:

e’ —e 7 = 2sinh(7)

el —e 7

sinh(7) = = (4)

Encontramos as coordenadas de um ponto H da hipérbole unitaria em termos de ex-
ponenciais e assim estamos aptos a definir uma nova classe de fungoes, a das Funcgoes

Hiperbdlicas. As relagoes encontradas nesta segdo estdo condensadas na tabela 6 no

Apéndice A.



28
1.3 Definindo as Fungoes Hiperbdlicas

Na sec¢ao anterior determinamos uma relagao entre as coordenadas (seno e cosseno
hiperbdlicos) de um ponto H da hipérbole unitdria e o pardmetro 7. Seria o equiva-
lente a definir as Func¢des Trigonométricas Circulares em termos de cateto oposto, cateto
adjacente e hipotenusa no Ensino Basico.

Nesta secao, vamos expandir essa relagdo para o conceito de func¢ao substituindo

o parametro v por um numero real x, criando entao, as Func¢oes Hiperbdlicas.

Defini¢ao 5 (Fungao Seno Hiperbdlico). Seja a fungio f: R — R, definida por

Entao f(z) é chamada fungdo seno hiperbolico e serd denotada por f(z) = sinh(z).
Definigao 6 (Funcao Cosseno Hiperbdlico). Seja a funcgio f: R — R, definida por

ef +e”*

flay=
Entio f(x) é chamada fungao cosseno hiperbolico e serd denotada por f(x) =

cosh(x).

As funcgoes a seguir sao definidas como uma correspondéncia natural entre as fun-

¢oOes trigonométricas circulares e hiperbodlicas.
Defini¢ao 7 (Fungao Tangente Hiperbdlica). Seja a funcio f: R — [—1,1], definida por

sinh(z)  e" —e™ ¥ —1

tanh(x) = = =
anh(z) cosh(z) e*+e™ e2+1

Entao f(x) € chamada fungao tangente hiperbolica e serd denotada por f(z) =
tanh(x).

Defini¢ao 8 (Funcao Cotangente Hiperbdlica). Seja a fungao f: R—{0} - R—[-1,1],
definida por
1 et +e ™ e

th = = =
coth(z) tanh(xz) e*—e® €2 —1

Entao f(x) é chamada fungao cotangente hiperbolica e serd denotada por f(x) =
coth(x).

Definigao 9 (Funcao Secante Hiperbodlica). Seja a funcio f: R —]0,1], definida por

1 2
h = =
sech(z) cosh(z) e +e™®
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Entao f(x) € chamada fungio secante hiperbolica e serd denotada por f(z) =
sech(x).

Definigao 10 (Fungao Cossecante Hiperbodlica). Seja a fungio f: R — {0} — R — {0},
definida por

1 2
h pumy pu—
csch(z) sinh(z) e* —e™®

Entio f(x) é chamada fung¢io cossecante hiperbélica e serd denotada por f(z) =

csch(z).

Os resultados desta secao estao resumidos para consulta na tabela 7.

1.3.1 Funcoes Hiperbolicas Inversas

As fungoes hiperbodlicas inversas sao aquelas que retornam o dngulo hiperbdlico
correspondente ao valor de uma funcao hiperbélica dada. Tais func¢oes serao importantes
no desenvolvimento da segao 2.5 para resolugdo da equagao diferencial y = /()% + 1.
Como as funcoes hiperbdlicas sao expressas em termos das exponenciais, entao é natural

que fungoes hiperbodlicas inversas sejam expressas em termos de fungoes logaritmicas.

Definigao 11 (Arco Seno Hiperbdlico). Seja a funcgao arsinh : R — R, definida por
arsinh(z) = In(x + Va2 + 1)

¢ chamada de fungdo arco seno hiperbolico.

Justificativa: Considere

x:Tier—Qa:ey—lzo

Resolvendo a equacao do segundo grau, temos

20 + \4x?2 + 4
e¥ = v 21: + =z+vVz2+1.

Como €Y >0 e x < Va2 + 1Vzr,y € R desconsideraremos a raiz negativa, ficando apenas
e =rx+Va?+1=y=In(r+ va?+ 1) = arsinh(x).

Defini¢ao 12 (Arco Cosseno Hiperbélico). Seja a fungio arcosh : [1,+o00] — [0, +0o0],
definida por

arcosh(xz) = In(x + Va? — 1)
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¢ chamada de fungdo arco cosseno hiperbolico.

A justificativa para definicao da funcao arco cosseno hiperbdlico é andloga a ante-

rior.

Defini¢ao 13 (Arco Tangente Hiperbdlica). Seja a fungdao arctanh : (—1,1) — R, definida

por
In(1+4 ) —In(1 — z)

2

arctanh(zx) =
¢ chamada de fungdo arco tangente hiperbolica.
Justificativa: Considere a expressao da tangente hiperbodlica. Assim,

/() tanh(z) —

€T) = — tan €T) =
4 e +1

y€2x+y:€21_1

1+y:€2x_y€2x
1
+y :e2x

L—y
20 =In(1+y) —In(1 —y)
. In(1+y) —In(1 —y)

B 2

N In(1+2z)—In(l —x)

Os resultados desta secao estao resumidos para consulta na tabela 8.
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1.4 Relagoes Fundamentais

Continuando nossa analogia entre as fungdes hiperbdlicas e circulares, chegamos
agora ao estudo das relagoes fundamentais. As relagoes fundamentais fornecerao uma
conexao direta entre duas fungoes hiperbdlicas sendo estas analogas aquelas estudadas
na trigonometria do Ensino Béasico. Como sabemos, o seno e o cosseno satisfazem a
relagio fundamental sin?(z) + cos?(z) = 1 por parametrizarem o circulo unitario. Pode-se
justificar tal fato a partir do triangulo retdngulo cuja hipotenusa é o raio unitario e os
catetos sao as fungoes circulares.

Em contrapartida, espera-se que as fungoes hiperbodlicas satisfacam a equacao da
hipérbole unitaria 22 — y> = 1. Como tais funcoes podem ser expressas em termos de
exponenciais, conseguimos demonstrar sua veracidade a partir de uma manipulacao algé-

brica.

Relagdo Fundamental 1: cosh®(y) — sinh?(y) = 1
Demonstragao 1: Seja a equacio da hipérbole unitdria 2?> — y? = 1. Tome x = cosh(v)

e y = sinh(7y), na defini¢do 4, obtendo de imediato que

cosh?(y) — sinh?(y) = 1 (5)
|

Demonstracao 2: Observe que as expressoes do seno e cosseno hiperbélicos em termos

de exponenciais devem satisfazer tal relagao, assim temos
e’ +e 7’ e’ —e )’ 1
s i
el +e’ el —e el +e? el —e
— | - - =1
2 2 2 2
[267] 2e77 1
2 2 |

e =7 =¢"=1

Partindo da equacao 5, podemos deduzir outras relagoes fundamentais.

Relacio Fundamental 2: sech?(y) + tanh?(y) = 1
Demonstracao: Considere partir da Relacdo Fundamental 1 e divida todos os termos
por cosh?(7y) # 0, obtendo

cosh?(y) — sinh?(y) = 1

cosh?®(y)  sinh®(y) B 1

cosh?(y)  cosh?(y)  cosh?(y)
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1 — tanh®(y) = sech?(y)

sech?(7) + tanh?(y) = 1

Relagdo Fundamental 3: coth?®(y) — csch?(y) = 1
Demonstracao: Considere agora partir da Relagdo Fundamental 1 e divida todos os

termos por sinh®(7) # 0, obtendo
cosh?(y) — sinh?(y) = 1

cosh?(7) B sinh®(y) 1
sinh?(y)  sinh?®(y)  sinh?(y)
coth?(y) — 1 = csch?(7)

coth?(y) — esch?(y) = 1

Os resultados desta segao estdo condensados na tabela 11.

1.5 Graficos
1.5.1 Assintotas

Quando abordamos a parametrizacao da hipérbole na secdo 1.2 concluimos que
as fungoes hiperbdlicas podem ser escritas em termos de fungdes exponenciais. Agora
estamos aptos a estudar o que acontece com essas fungoes em todo seu dominio, além de

verificar seu comportamento quando os valores de x tornam-se arbitrariamente grandes.

Assintotas Horizontais

Uma assintota horizontal ¢ uma reta do tipo y = L, onde L € R ¢ o limite da funcao
f(z) quando x tende a +00 ou a —oco. Como as fungoes hiperbdlicas sdo combinagoes de
fungoes exponenciais, entao analisar seu comportamento assintético se resume em analisar

x

o comportamento das fungdes exponenciais e* e e™*. Assim sendo, utilizaremos o fato

que
lim e* = o0 e lim e * =0.
T—r+00 T—-+00
Desse modo,
. . et —e”
lim sinh(z) = lim —— = o0
z—4o00 z—4o00 2

. N
lim cosh(z)= lim —— =00
z—+o00 z—+o00 2
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consequentemente, ndo ha assintotas horizontais.
A histéria é diferente para a tangente hiperbdlica.
sinh(x) ef—e . 1l—e* 1-0

lim tanh(z) = lim ————~ = lim —— = lim = =
T—+00 T—+00 COSh(ZE) z—+oo e 4 e~ 7T z—+o0 | 4 22 1+0

* Observe que neste passo multiplicamos numerador e denominador por e~*. Tal

fato nao altera a igualdade pois e™® é sempre diferente de zero.

inh T — —:c** 2:8—1 0—-1
lim tanh(z) = lim M: im &% = iy © = =

= =-1
T——00 T——00 COSh(ZL’) z——o00 g% ;- 7% x~l>1;noo e2r 4+ 1 0+1

** J& neste passo multiplicamos numerador e denominador por e*. Tal fato também
nao altera a igualdade pois e* é sempre diferente de zero.

Em resumo, nao hé assintota horizontal para o grafico do seno ou cosseno hiperbé-
lico, contudo as retas y = +1 sao assintotas horizontais do grafico da tangente hiperbdlica.

Vamos, resumidamente, investigar as funcoes secante, cossecante e cotangente hi-

perbdlicas.
2 2
lim sech(x) = lim = =0
r—+o00 z—too % 4 7% etoo + eFoo
2 2
lim csch(z) = lim = =0
z—+o0o r—+oo e — =T etoo _ pFoo
2x 1
lim coth(z) = lim e
r—+o00 r—Fo0 6235 —1

Em consequéncia, hd assintotas horizontais em y = 0 para os graficos da sech(z) e csch(x).

Além das retas y = 1 para tanh(z) e coth(z).

Assintotas Verticais
Uma assintota vertical é uma reta do tipo x = a, onde a € R é um ponto de
acumulagao do dominio tal que pelo menos um dos seus limites laterais quando x tende

a a é infinito. Em outras palavras,

lim f(x) = too.

r—a*

Por exemplo, nas fungoes racionais os pontos de acumulacao sdo, em geral, os
valores que zeram o denominador. No caso das exponenciais de base e pode-se observar
x

que a situagdo descrita anteriormente nao ocorre. Levando em conta que e” e e™* sao

sempre positivos. Resumidamente, temos
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o . e —e et —e
lim sinh(x) = lim 5 = 5 €R
limcosh(x)zlime e _ete €eR
r—a T—ra 2 2
_ . sinh(z) e -1 e -1
glcgrgltanh(x) = iﬂm - ylclir(lz e2 +1 - e2a +1 €R
2 2
lim sech(z) = lim = eR
T—a T—a et + 77T et +e @

Observe que os limites acima apenas serao infinitos se a for infinito. De fato,
isto se confirma pela continuidade da funcao exponencial. Verificando as demais funcoes

hiperbdlicas, temos:

2 2
lim csch(z) = lim = — 5 = oo
z—0+ z—=0+t e? —e ™ e’ —e”

2 2
lim csch(z) = lim = = —00
G z—0-e? —e el —e 0

li th = 1i = =
Jimcoth(z) = lim = = 5 = +o0

J:ligl* COth(fE) - xligl* 62z -1 - 60 -1

Em consequéncia, ha assintotas verticais apenas em = = 0 para o csch(z) e coth(z).

1.5.2 Paridade

Uma fungao f(x) é dita par se satisfaz f(z) = f(—=z) para todos os valores de z
pertencentes ao seu dominio. Analogamente, dita impar se f(z) = —f(—x). Apesar do
estudo da paridade de uma func¢ao ser importante para construcao do seu grafico iremos
abordar este estudo com a finalidade de nos auxiliar em calculos de integrais definidas em
intervalos simétricos.

De fato, as Fung¢oes Hiperbodlicas sao definidas todas em termos do seno ou cosseno
hiperbélicos. A andlise destas duas fungoes é suficiente para determinar a paridade das

demais.
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Para inicio da analise tome a funcao seno hiperbdlico,

e’ —e€

sinh(z) = 5

Observando que

sinh(—z) = =— = —sinh(x),

conclui-se que o seno hiperbdlico é uma funcao impar.
J& para a investigacao da fungdo cosseno hiperbélico, tome

cosh(x) = 6+;,

e observe que
cosh(—x) = ¢ ;6 = ¢ —'—26 = cosh(z)

o que faz do cosseno hiperbdlico uma fung¢ao par.

A paridade das demais fungoes hiperbdlicas é imediata. Como a fun¢ao tangente
hiperbdlica é a razao das fungdes seno e cosseno hiperbdlicos, entao é uma fungao impar.
Com o mesmo argumento, vemos que a funcao cotangente hiperbdlica também é impar.

A funcao cossecante hiperbdlica é definida como a fracao inversa do seno hiperbdlico
e por isso também serd uma funcdo impar. De modo andlogo, como a funcao secante
hiperbdlica é definida como a fragdo inversa do cosseno hiperbélico, entao esta também
sera uma funcao par.

Os resultados desta secao se encontram resumidos nas tabelas 9 e 10.

Com as informagoes obtidas até entao, ha dados suficientes para um esbogo dos
graficos das Fungoes Hiperbdlicas que podem ser observados nas figuras 7 e 8 abaixo.
Como o tépico de construcao dos graficos das Fungdes Hiperbodlicas ja é bem debatido e
trabalhado nos trabalhos consultados tais como Freitas (2015) e Alhadas (2013), entao

optamos apenas por exibi-los.
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Figura 7 - Seno Hiperbdlico [verde] e Cosseno Hiperbélico [vermelho| e Tangente

Hiperbdlica [azul]

cosh(x)
3
2
-10 9 -8 7 -6 5 -4 3 2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1
tanh(z) B
-3
sinh(z)

Fonte: O autor, 2021.

Figura 8 - Cossecante Hiperbolica [verde| e Secante Hiperboélica [vermelho] e Cotangente

Hiperbdlica [azul]

Fonte: O autor, 2021.
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1.6 Soma de Arcos

Com as defini¢bes das Fungoes Hiperbodlicas obtidas na se¢ao 1.3 é possivel encon-

trarmos também as expressoes para soma de arcos e arcos duplos.

Seno Hiperbdlico

Sabemos que a func¢ao seno hiperbdlico é dada por

_6_
2

sinh(x) = ‘

logo
)
etV —em@HY) ety Ty 9ty QoY

sinh(z +y) = 5 = 5 = I

ex—l—y _ 6—m—y €z+y _ e—m—y

sinh(z +y) = 1 + 1

Adicionando e subtraindo o termo e*~¥ ao numerador,

ez—l—y + er—y _ e—x—y ex—l—y _ em—y _ e—m—y

sinh(z +y) = 1 + 1

Adicionando e subtraindo o termo e~**¥ ao numerador,

ew-‘,—y + eac—y _ e—a:—i—y _ 6—ac—y eac+y + e—x—&-y _ ew—y _ e—:v—y
4 4

sinh(z +vy) =

e“(eV+eV)—e T (eV+eY) el(e"+eF)—eV(e"+e ")
4 * 4

. et —e ™| |e¥Y+e Y ey —e V| |ef+e*
sinh(z +y) = 5 5 + 5 5

sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y) + sinh(y) cosh(z) (6)

sinh(z +y) =

A férmula para o arco duplo é obtida diretamente fazendo x = y.

sinh(2z) = sinh(z) cosh(z) + sinh(z) cosh(z)

sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(x) (7)



38

Cosseno Hiperbdélico

Como a func¢ao cosseno hiperbélico é dada por

cosh(z) = ete”
logo,
N ety o= (zty) oty | omT—y 9Tty 4 9e—T—Y
cosh(x +y) = 5 = 5 = 1 =
€x+y + e %Y ex-i-y + e Y
cosh(z +y) = 1 + 1

Adicionando e subtraindo o termo e*Y,

ex-‘,—y + ex—y + e—x—y e:c—i—y _ ex—y + e—a:—y

4 * 4

cosh(z +y) =

Adicionando e subtraindo o termo e *1¥,

em+y + exfy ‘I’ efx+y ‘l’ efxfy 6:p+y _ 6fx+y _ emfy + efxfy

cosh(z +y) = y "
cosh(z +y) = e” (e’ +e) ‘Zex (eV+eY) N e¥ (e* —e ™) _4@y (e® — &)
hiz+y) = et +e | |eY+e Y n eT—e | |e¥ —eY
cosh(z +vy) = 5 . 5 '

cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y) (8)
A férmula para o arco duplo é obtida diretamente fazendo = = y.

cosh(2z) = cosh(z) cosh(z) + sinh(z) sinh(z)

cosh(2z) = cosh?(z) + sinh?(z) (9)

As expressoes para Tangente, Secante, Cossecante e Cotangente Hiperbdlicas sao
obtidas de forma analoga ao Seno e Cosseno Hiperbdlicos. Sugerimos como exercicio essas

deducgoes, que podem ser encontradas no apéndice B.6. Tais resultados se encontram
resumidos nas tabelas 12 e 13.
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1.7 Derivadas e Integrais

O fato de as Fungoes Hiperbolicas poderem ser escritas em termos de exponenciais
na base e facilita o estudo de suas derivadas e integrais. Isto acontece, pois, tais funcoes
possuem a propriedade de serem iguais as suas derivadas a menos de uma constante.
Nosso objetivo com esta secao é mostrar ao leitor como calcular derivadas e integrais das
fungoes hiperbodlicas, investigar alguns resultados notaveis e criar uma tabela de derivadas,
integrais definidas e indefinidas para pronto uso.

Para todos os casos analisados nesta se¢ao, considere que as derivadas e integrais
sO estardo bem definidas para valores de x pertencentes aos dominios das fungdes apre-
sentadas na secao 1.3.

Nos céalculos das derivadas e integrais, lembre-se que para todo x real

j(ef‘”):e”ﬂ ; /ewdxzex—i-C e
x

d
%(e_“’”) =—e " /e‘xda: =—e"+C

Seno Hiperbdlico

Seja a fungdo f(z) = sinh(x). Entao, sua derivada serd

d(sinh(z)) d [e"—e" e —(—e ) et4e"
dx Cdw

E a integral sera dada por

/sinh(x)dx:/%da:: 6_(2_6)4-02 6—1—26+C’:cosh(a:)+(§'

Sendo a funcao seno hiperbélico uma fungao impar, calculamos a integral definida

no intervalo [0, a], via

/Oa sinh(z)dz = cosh(a) — cosh(0) = cosh(a) =1 = ——— —1

Cosseno Hiperbdlico

Seja a funcao f(z) = cosh(x). Entao, sua derivada serd

d(cosh(z)) d [e*+e® e“+(—e) e —e"
dz dz

- 9
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E a integral sera dada por

/cosh(x)dx:/ezedx: 6+(2_€)+C= %—FC:smh(m)—i—C’

Note que a derivada do seno hiperbdlico é o cosseno hiperbdlico e vice-versa, para
todo x real.
Vamos agora calcular a integral definida no intervalo [—a, a] utilizando o fato de
que a funcdo cosseno hiperbélico é uma fungao par. Assim,
a_ pa

/a cosh(x)dx = sinh(a)—sinh(—a) = sinh(a)+sinh(a) = 2sinh(a) = QQT =el—e

Tangente Hiperbdlica

Seja a fungao f(z) = tanh(x). Entao, sua derivada serd

d(tanh(z))  d (sinh(a:))
dx dx \ cosh(x)

Derivando a expressao acima seguindo a Regra do Quociente, temos

d(tanh(z)) _ sinh’(x) cosh(x) — sinh(x) cosh’(z)  cosh(x) cosh(z) — sinh(x) sinh(z)

dx cosh?(x) B cosh?(z)
d(tanh(z))  cosh’(z) —sinh*(z) 1 B 5
dx B cosh?(z) ~ cosh®(z) soch™()

Calculamos a integral por substituigao fazendo u = cosh(x) e du = sinh(z)dx.

/tanh(:c)d:v = / ii:ﬁ((i; de = / CZL = In |u| + C = In|cosh(z)| + C = In(cosh(z)) + C

Sendo a func¢do tangente hiperbdlica uma funcao impar, calcularemos a integral

definida no intervalo [0, a].

/Oa tanh(z)dz = In(cosh(a))—In(cosh(0)) = In(cosh(a))—In(1) = In(cosh(a))—0 = In(cosh(a))

Secante Hiperbdlica

Seja a fungao f(x) = sech(x). Entao, sua derivada serd
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Derivando a expressao acima seguindo a Regra do Quociente, temos

d(sech(z)) _ 1'cosh(z) — Lcosh'(w) _ —sinh(z) . .
dx N cosh? () B cosh® () = tanh(z)sech(z)

Calculamos a integral por substituigao fazendo u = sinh(z) e du = cosh(z)dx.

[ cosh(z) . cosh(x) B du
/sech(x)dm = / coshQ(x)dx = / SnhZ(2) 1d.7c = / 2l arctan(u) + C

du
uZ+1

Analisamos a integral [ em detalhes no apéndice B.4. Desfazendo a substi-

tuicao, temos:
/sech(x)dx = arctan(sinh(z)) + C

Sendo a fungdo secante hiperbdlica uma funcao par, podemos calcular a integral

definida no intervalo [—a,a]. Assim,

+a
/ sech(x)dx = arctan(sinh(a)) — arctan(sinh(—a))
Como a funcgao seno hiperbdlico é uma func¢ao impar, entao
+a
/ sech(x)dx = arctan(sinh(a)) — arctan(— sinh(a))
E como a funcao arco tangente também é uma funcao impar,
+a
/ sech(x)dx = arctan(sinh(a)) + arctan(sinh(a)) = 2 arctan(sinh(a))

—a

Avaliando a integral sobre o conjunto dos nimeros reais, podemos fazer o limite

quando a tende a +o0.

+oo
/ sech(z)dr = lim 2arctan(sinh(a)) = 2% =

—0 a—+0o0

Um fato curioso evidencia-se com esta integral. A constante m pode ser definida
também como a area sob o grafico da secante hiperbdlica ao longo do eixo X, conforme

pode ser observado na figura 9.

Cossecante Hiperbdlica

Seja a funcao f(z) = csch(x). Entao, sua derivada sera

oo _ 4 (h)

Note que os resultados abaixo serao validos apenas para valores do dominio da
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Figura 9 - Area sob o gréfico da secante hiperbdlica

3

Fonte: O autor, 2021.

funcao original. Utilizando a Regra do Quociente na func¢ao acima, temos

d(csch(z))  1'sinh(z) — 1sinh’(z)  —cosh(z) — coth(z)esch(x
dz n sinh?(z)  sinh®*(z) th(r)esch(z)

Calculamos a integral por substitui¢do fazendo u = cosh(z) e du = sinh(x)dz:

1 inh inh
/csch(x)dx :/ . dr = /SHI;.CL‘)dx :/Slg(x)dx :/ du _ diu
sinh(z) sinh”(z) cosh”(z) — 1 u? —1 1—u?

O valor da integral acima pode ser encontrada passo a passo no apéndice B.5.

/csch(:c)da: = —arctanh(u) + C' = —arctanh(cosh(z)) + C

Tendo em mente que a funcao cossecante hiperbdlica é uma fungao impar, va-
mos calcular sua integral definida no intervalo [0,a]. Contudo, lembremos que a fungao
cossecante hiperbdlica nao estd definida para x = 0 e por isso calcularemos a integral
impropria

a
li h(x)dx = —arctanh(cosh(a)) — lim (—arctanh(cosh(k))) .
limg | csc (x)dx arctanh(cosh(a)) klir(l)( arctanh(cosh(k)))

Contudo, o limite acima nao existe visto que cosh(0) = 1 e a funcao arco tangente
hiperbdlica nao esta definida para z = 1 como visto na secao 1.3.1.

Assim podemos apenas calcular a integral acima no intervalo [a, b] com a,b > 0.

/ab csch(x)dx = —arctanh(cosh(b))—(—arctanh(cosh(a))) = arctanh(cosh(a))—arctanh(cosh(b))
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Cotangente Hiperbdlica

Seja a funcao f(z) = coth(x). Entao, sua derivada serd

doni) _ 4 (i)

Derivando a expressao acima seguindo a Regra do Quociente, temos

d(coth(x))  cosh’(x)sinh(z) — cosh(z)sinh'(z)  sinh(z)sinh(z) — cosh(z) cosh(z)

dx sinh?(z) B sinh? ()
d(coth(z))  sinh®*(z) — cosh®(z) o 9
dx B sinh?(z) T sinh?(z) —osch’(a)

Calculamos a integral por substituigao fazendo u = sinh(z) e du = cosh(z)dz.

h d

/coth(ac)dx = / s (x)dx = /—u =In|u| + C = In|sinh(z)| + C
sinh(x) u

Tendo em mente que a funcdo cotangente hiperbédlica é uma funcao impar, va-

mos calcular sua integral definida no intervalo [0,a]. Contudo, lembremos que a fungao

cotangente hiperbodlica nao estda definida para x = 0 e por isso calcularemos a integral

impropria

llgliI(l) A coth(z)dx = In |sinh(a)| — IICI_I)I(I) In | sinh(k)].

Contudo, o limite acima nao existe visto que In(x) nao estd definido para z = 0. A

integral é calculada entao, no intervalo [a, b] com a,b > 0 e pode ser expressa por

/ab coth(z)dz = In |sinh(b)| — In|sinh(a)| = In (2;2;152%)

Os resultados desta secao se encontram condensados nas tabelas 14 e 15.
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1.8 Extensao Complexa

Vimos na se¢ao 1.3 as defini¢oes das fungoes hiperbdlicas cujos dominios estavam
no conjunto dos nimeros reais. Mostraremos agora a extensao dessas defini¢oes para o
conjunto dos nimeros complexos. O ponto de ligagdo serda a férmula de Euler, que nao
apenas sera responsavel por esta extensao, mas acabara também por relacionar as fungoes
trigonométricas hiperbolicas e circulares.
Para relembrar, a férmula de Euler nos diz que para z € R
i 2

e’ = cos(x) + isin(z) onde ¢ é a unidade imagindria com i° = —1.

Iniciaremos a extensao aos complexos a partir da func¢ao cosseno hiperbdlico. As-

sim, tome
et +e "
cosh(z) = ————
e substitua x por iz, obtendo
. eix + e—ix
cosh(iz) = —

Ao aplicar a féormula de Euler, temos

[cos(x) + isin(z)] + [cos(z) — isin(x)]
2

cosh(iz) =

2 cos(x)

cosh(iz) = i

cosh(iz) = cos(x)

Usando ainda o fato do cosseno hiperbdlico ser uma funcgao par, temos
cosh(i*r) = cos(iz)

cosh(—x) = cos(ix)

cosh(x) = cos(ix)

Para o seno hiperbdlico o raciocinio é semelhante, assim fazemos

— e_x

sinh(z) = 5

sinh(ix) =
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[cos(x) + isin(x)] — [cos(x) — isin(x)]
2

2i sin(x)
2

sinh(iz) =

sinh(iz) =

sinh(iz) = isin(x)

Usando ainda o fato de o seno hiperbdlico ser uma fun¢ao impar, temos
sinh(i*r) = isin(iz)

sinh(—z) = isin(iz)

— sinh(x) = ¢sin(ix)

sinh(z) = —isin(ix)

As expressoes para Tangente, Secante, Cossecante e Cotangente Hiperbdlicas sao
obtidas de forma analoga ao Seno e Cosseno Hiperbdlicos. Sugerimos como exercicio essas
deducoes, contudo podem ser encontradas no apéndice B.8. Todos os resultados desta

se¢ao se encontram resumidos na tabela 16.
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2 CURIOSIDADES E APLICACOES

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades e curiosidades das Fungoes Hi-
perbdlicas. Cada se¢do, com excecdo da primeira, contera o desenvolvimento de alguma
curiosidade ou aplicacao. Vale ressaltar ainda que apesar das segoes serem independentes
procuramos organiza-las visando o melhor encadeamento légico dos resultados obtidos.

Na segunda secao deduzimos as equacoes de um cabo catendrio e parabdlico, na
terceira estudamos sob quais circunstancias uma parabola pode aproximar uma catenaria,
na quarta estudamos os parametros que compoem a equacao cartesiana do cabo catenario,
na quinta desenvolvemos uma propriedade da catenaria envolvendo area e comprimento
de curva que necessita da resolucao de uma equacao diferencial que sera necessaria para o
entendimento da sexta se¢do. Na sexta, mostramos que a catendria é a curva que minimiza
a energia gravitacional, na sétima mostramos a relacao das catenarias e parabolas através
de curvas rolantes e, por fim, na oitava secado mostramos que a curva tractriz pode ser
parametrizada por fungoes hiperbdlicas e mostramos a relacao desta curva com a catenaria

através do conceito de involuta e evoluta.

2.1 Nogoes Preliminares no Estudo da Corda Suspensa
Defini¢coes Referentes a Corda Suspensa

Definigao 14 (Flecha de uma Corda Suspensa). Denomina-se flecha ou deflexdo de uma
corda suspensa a diferenca entre a maior e a menor ordenada de pontos pertencentes a

corda.

Defini¢ao 15 (Vao de uma Corda Suspensa). Denomina-se vao de uma corda suspensa

a diferenca entre a maior e a menor abscissa de pontos pertencentes da corda.

Definigao 16 (Razao flecha-vao). Denomina-se Razao flecha-vio de uma corda suspensa

a razao entre o valor da flecha e do vao de uma mesma corda suspensa.

A razao flecha-vao serd o parametro utilizado para determinar quao esticada ou
quao relaxada uma corda se encontra. Uma razao flecha-vao préxima de zero indica uma
flecha quase nula e, consequentemente, é resultado de uma corda mais esticada. Quanto
maior for a flecha ou menor for o vao da corda, interpreta-se que a corda esta mais

relaxada.

Definigao 17 (Catenaria). Catendria € a curva assumida por um cabo flexivel inextensivel

pendurado por suas extremidades sustentando apenas seu proprio peso.
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Figura 10 - Flecha e Vao de uma Corda Suspensa

vao

flecha

Fonte: O autor, 2021.

Ao final deste trabalho, teremos mostrado que a parabola e catenaria sdo curvas
distintas e que toda catenaria pode ser modelada por uma fungao cosseno hiperbdlico, ou

seja, é modelada pela fungao real f(z) = acosh(bx + ¢) com a, b, c € R.

Figura 11 - Um cabo catenario é aquele que sustenta apenas seu proprio peso.

Fonte: http://hotsite.tvescola.org.br/matematica-em-toda-parte-2/fasciculos/transporte/

Defini¢ao 18 (Cabo ou corda parabdlica). Denomina-se cabo parabdlico, um cabo sus-
penso por suas extremidades que ou sustenta uma plataforma com peso muito superior ao

seu proprio peso ou que possui uma razdao flecha-vao muito proxima de zero.
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Figura 12 - Cabo parabdlico é aquele que sustenta um peso muito superior ao seu

proéprio.

Fonte: http://hotsite.tvescola.org.br/matematica-em-toda-parte-2/fasciculos/transporte/

Densidade de forga p x Carregamento linear w

Existem dois conceitos importantes que serao utilizados posteriormente para de-
ducao da equacgao cartesiana de uma corda suspensa. Sao os vetores densidade de forga
e carregamento linear.

A analise das forcas em um ponto qualquer da corda pode ser feita de duas ma-
neiras: a primeira é tomar um elemento infinitesimal de corda dz na dire¢ao do eixo X e
a segunda é tomar um elemento ds na dire¢do da reta tangente a curva naquele ponto,

conforme a figura 13.

Definicao 19 (Vetor Densidade de Forga). O vetor densidade de for¢a, denotado por p, é
o vetor cujo modulo p € a razao entre o modulo da forca Peso (]3) e o comprimento total

(s) de uma corda suspensa e sua dire¢io é sempre perpendicular a corda. Em suma,

b=
S

Defini¢ao 20 (Vetor Carregamento Linear). O wvetor carregamento linear, denotado por
W, € o vetor cujo modulo w € a razdo entre o modulo da For¢a Peso (]3) e o comprimento

horizontal (x) ou o vao de uma corda suspensa e sua dire¢io é sempre vertical. Em suma,

w=—
x

Como trabalhamos sempre com uma corda homogénea, entao ainda podemos con-
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Figura 13 - Comparacdo entre p’ e @ num elemento infinitesimal da corda suspensa.

]

dx

Fonte: O autor, 2021.

cluir que p = g = % onde a razao % nao representa a derivada, mas sim a razao de

elementos infinitesimais, visto que a for¢ca Peso esta uniformemente distribuida ao longo
da corda. De forma analoga, concluimos que w = f = %.

E importante ressaltar que em muitas partes do texto trabalhamos com os diferen-
ciais como quantidades muito pequenas e uma razao entre dois diferenciais representa tao
somente a razao entre duas quantidades infinitesimais, ndo necessariamente representando
uma derivada. A Anadlise Nao-Standard é uma maneira de formalizar estes raciocinios,
intuitivamente claros.

Note que assim, nestes casos, a for¢a peso resultante pode ser expressa por

ﬁ:/wdx:/ﬁds.

Observe também que ao decompor p e somar todos os pontos da curva. Assim,
suas componentes horizontais se anulardo e as componentes verticais serdo iguais a w
conforme ilustrado pelas figuras 13 e 14. Perceba ainda, pela figura 15, que para uma
pequena razao flecha-vao a corda encontra-se bem esticada fazendo com que p e w se
tornem muito proximos a ponto de podermos fazer a aproximacao p ~ .

A principal diferenca entre ambas é que w aponta na direcao vertical, ao longo
do eixo X. Por outro lado, p é a densidade de for¢a ao longo do comprimento de cabo,

apontando sempre na dire¢ao perpendicular de s.
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Figura 14 - Comparacdo entre p’ e w para uma razao flecha-vao grande

Fonte: O autor, 2021.

Figura 15 - Comparacao entre p’ e w para uma razao flecha-vao pequena

A

B e

Fonte: O autor, 2021.

2.2 Cabos Suspensos e Catenarias

Como vimos na definicdo 17 a Catenaria é a curva assumida por um cabo flexivel
inextensivel pendurado por suas extremidades sustentando apenas seu proprio peso. O
vocabulo catena tem origem no Latim e significa cadeia ou corrente. Ha relatos de que
esta curva ja fora estudada por Leonardo da Vinci no século XV como pode ser visto
em Truesdell (1960 p.21), porém muitos acreditavam que a Catendria seria uma parabola
pela semelhanga entre estas curvas. Galileo em seu Discorsi e dimostrazioni matematiche
intorno a due nuove scienze attinenti la meccanica e i movimenti locali chega a afirmar
que a corrente suspensa assume a forma de uma parabola, conforme pode ser visto na
figura 16 retirada de Crew e Salvio (1954).

O problema de determinar a equacao da curva que descreve uma corda suspensa
ganhou notoriedade no século XVII quando Jakob Bernoulli apresentou-o oficialmente &
comunidade cientifica como um desafio em artigo de 1690 da Acta Eruditorum que pode
ser visto na figura 17 e seu texto pode ser aproximadamente traduzido como: “Agora o ato
se reduz a isto: encontrar a linha, na qual o corddo suspenso por suas duas extremidades
se curva ao proprio peso”. Neste artigo ele resolve o problema da curva isécrona pela qual
um corpo caira na mesma quantidade de tempo partindo de qualquer posicao inicial.

Mostraremos nesta secao que nem todo cabo suspenso é uma catenaria apesar da



Figura 16 - Galileo afirma que Corda Suspensa é uma Pardbola

SECOND DAY 149
in a nearly upright position, so that the ball in its motion will
ress slightly upon the mirror and trace out a fine sharp para-
ic line; this parabola will grow longer and narrower as the
angle of elevation increases. The above experiment furnishes
clear and tangible evidence that the path of a projeétile is a
arabola; a fact first observed by our friend and demonstrated
him in his book on motion which we shall take up at our next
meeting. In the execution of this method, it is advisable to
slightly heat and moisten the ball by rolling in the hand in order
that its trace upon the mirror may be more distinét,

[x

The other method of drawing the desired curve upon the face
of the prism is the following: Drive two nails into a wall at
a convenient height and at the same level; make the distance
between these nails twice the width of the rectangle upon which
it is desired to trace the semilparahola. Over these two nails
hang a light chain of such a that the of its sag
is equal to the length of the prism. This chain will assume the
hﬂlclflrnlﬂn,*mﬂmt if this form be marked by points
on the we shall have described a complete parabola which
can be divided into two equal parts by drawing a vertical line
through a point midway between the two nails. The transfer
of this curve to the two opposing faces of the prism is a matter
of no difficulty; any ordinary mechanic will know how to do it.

Fonte: Dialogues Concerning Two New Sciences. (CREW; SALVIO, 1954)

Figura 17 - Bernoulli propoe o problema da Corda Suspensa

Fonte: Acta Eruditorum de 1690 na pégina 360. (GROSSE et al., 1690)
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reciproca ser verdadeira: toda catenaria modela um cabo suspenso que sustenta apenas
seu proprio peso, mas nem todo cabo suspenso é modelado necessariamente por uma
catenaria. A resposta pode confundir inicialmente, mas observe que a informacao crucial
sera justamente o fato de sustentar o préprio peso ou ndo. Veremos a seguir sob que
circunstancias um cabo tera o formato de uma catenaria ou de uma parabola.

Nesta secao faremos inicialmente uma breve discussao sobre as forcas atuantes
em qualquer cabo flexivel e em seguida faremos uma bifurcacao. Vamos estudar sob
que circunstancias um cabo pendurado é uma catenaria ou quando é uma parabola. Vale
ressaltar que esta se¢ao foi inspirada em grande parte pelo livro Mecanica para Engenharia
- Estatica de Meriam, Kraige e Bolton (2016).

Ao final, faremos uma andlise de dois exercicios do mesmo livro utilizando as
formulas deduzidas para um cabo com as mesmas caracteristicas fisicas tais como massa,
vao e deflexdao (ou flecha). Verificaremos a diferenga entre os resultados e discutiremos

como a razao flecha/vao pode ser utilizada como critério de classificagao.

Figura 18 - (a) Galileo (1636) e (b) Jakob Bernoulli (1687)
(b)

g

JAC. BERNOULLI,MATH.PI

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Galileo_ Galilei> e
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Jakob_ Bernoulli>


https://en.wikipedia.org/wiki/Galileo_Galilei
 https://pt.wikipedia.org/wiki/Jakob_Bernoulli
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Respondendo o Problema de Bernoulli

Em uma tentativa de responder o problema proposto por Jakob Bernoulli faremos
a seguir uma breve discussao sobre os elementos de um cabo suspenso e as forcas atuantes
em cada ponto.

Assim, considere um cabo flexivel de massa m cujas extremidades se localizam nos
pontos A e B. A figura 19 destaca um elemento infinitesimal do cabo flexivel e as forgas
atuantes sobre ele. A intuigdo é que um elemento infinitesimal é aquele que pode ser
tornado tao pequeno quanto se queira, mas sempre diferente de zero. Como o cabo possui
massa m e esta sujeito a aceleracao da gravidade ¢, entao existe uma forca peso P agindo

sobre este cabo na direcao vertical e sentido para baixo.

Figura 19 - Andlise de forcas sobre um elemento infinitesimal da corda suspensa.

B . A

flecha

*g XA

(T + dT) cos(0 + dff)

T cos(d)

!

T
T sin(#)

dx
Fonte: O autor, 2021.

Conforme a forca peso P age, a corda se estica e surge a forca de tensao (f) sempre
na direcao tangente a corda em cada ponto como resultado da reacao de forgas num corpo
em equilibrio. A forga de tensdo, segundo Young e Freedman (2016), é a forca que uma
corda esticada exerce sobre um objeto ao qual ela esta amarrada. Pela terceira lei de
Newton, existird uma forga que o objeto [ao qual a corda esta presa| exerce sobre a corda
de mesma intensidade e direcao, mas em sentido oposto.

O diagrama considera as forcas atuantes em dois pontos suficientemente préoximos
um do outro. No ponto mais abaixo, atua a forca de tensao 7" na dire¢ao tangente a corda,

formando um angulo € com a horizontal cujo sentido é para o centro da corda. No ponto
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imediatamente acima, atua uma forga de tensao ligeiramente maior 7'+ dT na direcao da
reta tangente a este ponto, formando um angulo maior 6 + dfl com a horizontal devido a
curvatura da corda. No diagrama podemos ainda observar suas projecoes na dire¢ao dos
eixos coordenados.

Vale ressaltar ainda que a forca de tensdao nao é constante ao longo do cabo.
Considere um ponto qualquer da corda. Quanto mais préoximo ele estiver da extremidade
mais massa se concentrard abaixo dele, e consequentemente, as forcas peso e tensao sobre
este ponto também serdao maiores.

A forga peso P nao age apenas em um ponto do cabo, mas em todo o seu compri-
mento. Em escala infinitesimal, foi definido (ver se¢ao 1.1, definigdo 20) o carregamento
linear w, de intensidade variavel, como sendo a razao entre a forca peso e o vao do cabo.
Tal definicao é consistente para um cabo suficientemente esticado, de modo que a forca
peso possa ser distribuida de maneira uniforme ao longo do eixo horizontal. O carrega-
mento é analogo a uma “densidade linear de peso”, e sua resultante pode ser descrita pela

equacao abaixo.

P 4P
mw = — = —
T dx

dP = wda (10)

Como a corda estd em equilibrio, o somatério das forcas na direcao de cada um

dos eixos coordenados deve ser zero. Assim, podemos escrever as seguintes equagoes:
Direcao Horizontal: 7 cos(0) = (17" + dT") cos(6 + db)
Dire¢ao Vertical: T'sin(0) + wdx =
Desenvolvendo a equacao das forcas atuantes na direcao horizontal, temos
T cos(8) = (T + dT") cos(0 + db)

T cos(0) = (T + dT')[cos(0) cos(df) — sin(0) sin(dh)]

Vamos considerar que cos(df) = 1 e sin(df) = df. Tais aproximagoes sao validas
pois df ¢ um valor muito préximo de zero, e temos que cos(0) = 1 e sin(0) = 0. A

expressao anterior entao pode ser simplificada como
T cos(0) = (T + dT')[cos(#) — sin(0)db]

T cos(#) = T cos(#) + dT cos(0) — T sin(0)dO — sin(0)dodT

O termo de segunda ordem dfdT sera desprezado. Ou seja, considerado zero como
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uma boa aproximacao. Entao,
T cos(0) = T cos() + cos(0)dT — T sin(6)df — 0

cos(0)dT — T'sin(f)dd =0

Desta tultima igualdade, observe que o lado esquerdo, pela Regra do Produto das
derivadas, é [T cos(#)]". Logo,
[T cos(9)) =0

Conclui-se, portanto, que a componente horizontal da forca de tensao é constante,
sendo aqui denotada por Tj.
To = T cos(0)

Desenvolvendo a equacgao das forcas atuantes na direcao vertical, temos
T'sin(0) + wdz = (T + dT) sin(6 + db)

T'sin(0) + wdz = (T + dT)[sin(0) cos(df) + sin(df) cos ()]

Ainda considerando as aproximagoes cos(df) = 1 e sin(df) = df, temos
T'sin(6) +wdx = (T + dT')[sin(8) + df cos()]

T'sin(0) + wdz = T'sin(0) + T'df cos(0) + dT sin(6) + dT'df cos(6)

Desprezando o termo de segunda ordem pelos motivos supracitados, temos
T'sin(0) + wdz = T'sin(#) + T'df cos(#) + dT sin(6)

wdx = Tdf cos(f) + dT sin ()
wdx = T cos(0)dl + sin(0)dT

Desta ultima igualdade, observe que o lado direito, pela Regra do Produto das
derivadas, ¢ [T'sin(#)]". Logo,
wdz = [T sin(0)]
Ty

Como Ty = T cos(f), entao T = os(0)

wdr = d(T'sin(0)) = d ( sin(@)) = d(Ty tan(0))

cos(0)

Como Tj é constante, temos

?de = d(tan(0))



d(tan(d)) = — dz

d
7, (tan(0))

1o
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(11)

Como dissemos anteriormente, o angulo 6 é aquele compreendido entre a diregdo

do eixo horizontal e a direcao da forca de tensao T'. Na mesma direcao de T consideramos

um elemento infinitesimal de corda, cujo comprimento é denotado por ds.

Figura 20 - Relagao entre os diferenciais ds, dx e

Fonte: O autor, 2021.

dy.

O elemento infinitesimal de corda ds forma um tridngulo retangulo, como apre-

sentado na figura 20, com os elementos infinitesimais dos eixos coordenados dy e dx.

Entao, a relagao entre os infinitesimais se da pela tangente do angulo 6 e pelo Teorema

de Pitagoras, como nas equagoes a seguir.

(ds)* = (dx)® + (dy)”

tan(f) =

dy

dx

Assim substituindo a equagao 13 em 11, temos

d
_(tan(0))

d(dy
dr \dx )

(12)
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de_w

-7 - = 14
dx? T(] ( )

A equacao 14 é chamada de equacao diferencial dos cabos flexiveis. A partir dela,
determinaremos as equagbdes para as quais um cabo suspenso é uma catenaria ou uma
parabola. Como a for¢a de tensdao na horizontal Tj é constante, entdo a grande questao
se da sobre o que acontece com o carregamento linear @w. Se o carregamento linear for
variavel, teremos um cabo catenario. Contudo, se w for considerado também constante,
teremos um cabo que ou sustenta uma plataforma com um peso muito maior que o seu
proprio peso ou uma razao flecha-vao é muito proxima de zero. Em outras palavras, ou
temos uma ponte pénsil ou um cabo muito esticado. Estes fatores mudam a distribuicao
de cargas e, consequentemente, o formato do cabo de catenario para parabdlico. Veremos

tudo isso a seguir com maiores detalhes.
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O Cabo Suspenso é uma Catenaria
Considere um cabo de comprimento s e massa m, que ou sustenta apenas o seu
proprio peso ou sustenta uma plataforma cuja massa é desprezivel quando comparada a

massa da corda. A figura 21 ilustra a situacao.

Figura 21 - Cabo suspenso sustentando seu préprio peso.

Fonte: O autor, 2021.

Neste caso, a distribuicdo de forcas ao longo da horizontal nao é constante. Para

ver isso, considere o médulo do vetor densidade de forca p,

A=p="=0
PI=P= s ds
dP = pds

Observe que apesar de p ser constante, p aponta na diregdo perpendicular da corda
e a projecao vertical de p'nao é constante. Essa projecao vertical do vetor densidade de
forca p é justamente o que chamamos de carregamento linear .
Perceba que as projecoes horizontais do vetor p se anulam e a igualdade abaixo se
confirma.
dP = pds = wdx

Substituindo w da equagao 14 por p%, ficamos com

Py _w

dZL’Z_TO
Py _pds
dr?  Tydzx’

Isolando % na equacdo 12 e substituindo na dltima equacao, temos
dx

Py p | [(dy\’
T ( 1
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2
dy ¢ consequentemente dz _ dy

Para facilitar os cédlculos iremos chamar z = 4
dx dx dx

Ficando com

dz  p 5
A S 1
dx TO e

_dz _p
vz2+1 T

Integrando ambos os lados, temos

dz

/ dz / D J

- — —ax

V22 +1 Ty

A integracao do lado esquerdo pode ser vista em detalhes no apéndice B.2. Assim,

ln(z—i-\/z2+1):T£x=>z+\/22+1:e”f%x:> z2+1:eT%””_z:>
0

2p P 2p P P 2p
P hl=eh” — 220" + 22 =1 =¢€eT0" —2zeT0" = 2z¢T0" =eh" — 1 =

2p P _p
e’ —1 e’ —e T i P
2=—F—=>z2=————=sinh|—x
2eTo” 2 Ty
Lembrando que z = %, voltamos para
X

P

dy efo” — e "
do 2

Integrando novamente com respeito a x, temos

p P
dy / e’ —e T”

dv 2
Tlx+ —Fa T TLI_i_ —Fa
eTo e To eTo e To
y:—p‘i‘czfo — |+ C
Ti
Yy = =Y cosh (px> +C
p Tp

Vamos calcular C' de modo a fazer coincidir o ponto mais baixo da catenaria com a
origem do sistema de coordenadas, ou seja, considerando que a equagao diferencial possui

valor inicial y(0) = 0.
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Logo,
_Tp ( p > 1o
y=—cosh|(—x)——
p To p
) oo () - 1
= — |cosh =z ) —1 15
v=- T (15)

Na secao 2.4 discutiremos como os parametros Ty e p influenciam no formato da
corda suspensa.

Iniciamos esta se¢ao tomando como premissa que o cabo estd suspenso pelas ex-
tremidades e sujeito apenas ao seu préprio peso, ou seja, ¢ uma catenaria. Concluimos
que a equagao cartesiana 15 é dependente de uma funcao hiperbélica; no caso, o cosseno

hiperbélico. Portanto, os cabos catenarios sao modelados por fung¢des hiperbélicas.

O Cabo Suspenso é uma Parabola

Considere um cabo de comprimento s e massa m, que ou sustenta uma plataforma
cuja massa é muito superior que sua prépria massa ou é um cabo cuja razao flecha-vao é
muito préoxima de zero. Assim, para o primeiro cenario, podemos desprezar a massa do
cabo e consideramos apenas a massa da plataforma (representada pelo segmento horizontal
em azul na figura 22). Como a massa da plataforma é uniformemente distribuida ao longo
da horizontal, entao a distribuicao de forcas w na horizontal também é uniformemente

distribuida. A figura 22 exemplifica a situacgao.

Figura 22 - Cabo suspenso sustentando uma plataforma horizontal (azul). Esquema de

uma Ponte Pénsil.

B A

g

Fonte: O autor, 2021.

Assim, a distribuicdo de carga ao longo da horizontal é constante. Voltando a
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equacao 14, temos:

d*y  w

de> Ty

A (dy) _w
de \dx ] T,

Integrando ambos os lados com relagao a x, temos

/(Zig)dx:;;/dx

dy w

dr - Tt C
w

dy = ?O:L’dx + Cdx

E, integrando novamente com relagao a =,

w
/dy/TOxdx—i-/Cda:

y= ;;x; +Cr+ K
As constantes C' e K podem ser convenientemente escolhidas de acordo com a
posicao do eixo de coordenadas. Sem perda de generalidade, vamos considerar C' = K =0
de modo que a parabola tenha seu vértice coincidindo com a origem do sistema. Portanto,

a equacao do cabo parabdlico se da por

wa?

=S, (16)

Y

Iniciamos esta secao supondo que ou a corda suspensa estd sustentando uma plataforma
com massa muito superior a sua propria massa ou a corda esta suficientemente esticada de
modo que a distribuicao de forgas ao longo da horizontal possa ser considerada constante.
Com estas consideragoes, encontramos uma equacao cartesiana para a corda que envolve
uma funcao cujo grafico é uma parabola. Por isso, nas condigdes supracitadas, um cabo
suspenso ¢ denominado cabo parabdlico.

Em linhas gerais, os cabos suspensos podem ser classificados em dois tipos: cate-
narios ou parabodlicos. Os cabos catenarios sao aqueles que sustentam apenas seu proprio
peso ou cuja razao flecha-vao nao é préxima de zero. Podemos citar como exemplos clédssi-
cos o formato que um cabo elétrico toma quando pendurado entre dois postes ou os cabos

de alimentacao elétrica de linhas férreas. Também é o formato de um cabo submarino
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quando esta sendo lancado ao mar.

J& os cabos parabdlicos sao aqueles que estao sustentando um peso muito superior
a0 seu proprio peso ou cabos que mesmo nao sustentando nenhuma plataforma encontram-
se muito esticados, ou seja, que possuem uma razao flecha-vao bem préxima de zero. O
exemplo classico sao as pontes pénseis, como a famosa Golden Gate em Sao Francisco nos
Estados Unidos.

Figura 23 - Ponte Golden Gate em Sao Francisco, Estados Unidos

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Ponte_ Golden_ Gate>


https://pt.wikipedia.org/wiki/Ponte_Golden_Gate
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2.3 Aproximacao de Catenarias por Parabolas

Nesta secao faremos uma breve discussao sobre uma boa parabola que aproxima
localmente uma catenaria. Por aproximar localmente queremos dizer que para os mesmos
valores do dominio as fun¢oes terdao imagens muito proximas.

Utilizaremos o Polindémio de Taylor de grau n centrado em a de uma funcao f(z)
que, segundo Stewart (2013) pagina 231, é o polindmio que possui as n primeiras derivadas,
calculadas no ponto x = a, iguais as da fungdo que se quer aproximar.

Levemos em consideracao que tanto a equagao do cabo catenario quanto a do cabo
parabdlico foram propositalmente posicionadas de modo que seus vértices coincidissem
com a origem do sistema de coordenadas no plano XY. Portanto, faremos a aproximacao
em torno do ponto x = 0.

Para tal, tomemos a equacao 15, do cabo catenario, onde faremos a substituicao

T . . N .
r = —, apenas para facilitar a manipulacdo. Assim, temos
p

flz)=r [cosh (i) - 1}

como a funcao real que queremos aproximar por uma fun¢ao polinomial p(z) do segundo
grau, cujo grafico é uma parabola. Para nos assegurarmos que a funcao polinomial se
assemelha bem ao cosseno hiperbdlico exigiremos que, além de coincidirem no ponto
x = 0 da catenaria, ambas possuam as duas primeiras derivadas iguais.

Como p(z) é de grau 2, entdo é da forma p(z) = c12? + cox + ¢3 com ¢y, ¢y e 3
pertencentes ao conjunto dos nimeros reais. Mas como p(x) deve ter ponto minimo em
(z,y) = (0,0), entdao c; = c3 = 0. Consequentemente, p(x) = c;2? e basta determinar o
coeficiente ¢y, em termos de r, que melhor aproxima as fungoes.

A fungdo p(z) deverd ser o polinémio de Taylor de grau 2, centrado em = = 0.

Assim,

pta) = L0

Podemos verificar que

(x —0)* + fll(‘o)(x —0)t + fé?)(:v —0)°

f0)=r [cosh (O) — 1} =r[l—-1]=0

,
e que
0\ 1
f'(0) = rsinh () - =0.
r)r
Assim,
2O

p(z) o L= Az
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e, portanto,

1) ceosh () 1

1

2! 2 2r

A melhor aproximagao de f(x) por um polindémio p(x) de grau 2, serd

z? o pr
2r 2T,

Perceba que o resultado obtido é equivalente a equacao 16 do cabo parabdlico.

p(x) =

wax?

?J—TTO

Vale a pena ressaltar que, no caso de o cabo ser parabdlico, os médulos dos vetores

densidade de forca p’e carregamento linear W podem ser considerados iguais.

Medindo o Erro Relativo da Aproximacao
Com o intuito de mensurar quao boa nossa aproximagcao €, definiremos o parametro

e como o erro de aproximagao da catenaria f(z) pela sua pardbola p(z) obtida através do

Polinémio de Taylor.

Defini¢ao 21 (Erro Relativo). Considere as fungoes reais

f(z) = 7];0 {cosh <£)I> _ 1} e plz) = 129%2)

no intervalo [—a,al para a € R, cujos grdficos sao as curvas catendria e pardbola, respec-

tivamente. O erro relativo € € a razao

O numerador representa a diferenca entre as areas abaixo dos graficos de f(x) e
p(z) e o denominador, a &rea sob a curva catendria, que serd o nosso referencial. Desta
forma, quanto mais préximo ¢ estiver de zero, melhor sera a aproximacao. No caso em
que € = 0 ter-se-ia uma sobreposicao dos graficos da catenaria e da parabola, significando
uma perfeita aproximacao.

Podemos ainda desenvolver as integrais e encontrar uma expressao para € em funcao

de a, p e Ty. Considerando a substituicao r = %, temos

/aa f(z)dx = 2/Oar {cosh <i> — 1| dz = 2r? [sinh (Z) - ﬂ

a a g2 1 [a®  (—a)? 1 [2a3 a?
d :/ U= — |4 S e
/_ap (@de= | 53 =5, [3 3 2r | 3| 3r
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Assim, € pode ser reescrito como

3

2r? [sinh (a) — a} _ v

c— r r 3r
2r2 [sinh (a) — a}
r r

CL3

o (73

Em suma, cada catenéaria f(z) é unicamente determinada por sua razdo r =

e=1-

To
?7
ibola p(z) = £ 6 Ih ima. E imagfio ndo ¢ perfeit

e a pardbola p(r) = T~ ¢ a que melhor a aproxima. Essa aproximagdo nao ¢ perfeita e
quanto maior for o intervalo [—a,a] no qual comparamos as fungoes, maior serd o erro
e cometido pela aproximacao. O erro € é quantificivel em termos de a e r. A seguir,

discutiremos alguns critérios que podem garantir uma boa aproximagcao.

Linha de Corte e a Razao Flecha-Vao

Como visto anteriormente, quanto menor for o erro ¢, melhor serd a aproximagao.
Podemos considerar que uma boa aproximacao ¢ obtida fazendo-se a = 7, pois neste
caso temos ¢ < 5%. Como uma primeira tentativa, temos um critério matematicamente

simples que nos da um erro relativamente proximo de zero. Isto pois,

3
1
e=1— a4 - A 0.0487 < 5%

603 {Smh (Z) _ g 6[sinh(1) — 1]

Este até seria um bom método para indicar um erro relativo de aproximacao menor

do que 5%, caso o calculo de r fosse pratico ou direto. Isso nao acontece, pois r depende de
p e Ty, que em geral nao sao dados diretos de uma corda suspensa. Por isso, consideraremos
a razao flecha-vao como um critério que sera de mais facil aplicagdo. Neste caso, uma
corda suspensa pode ter sua flecha e vao sempre bem calculados, o que facilitara as anélises
de erro.

Considere como vao o comprimento do intervalo [—a,a|. E seja a flecha igual a
imagem f(a), lembrando que o ponto minimo da catendria se encontra na origem do
sistema de coordenadas, como pode ser visto na figura abaixo. Neste caso, a corda estd
suspensa pelos pontos (a, f(a)) e (—a, f(—a)).

Nossa primeira aproximacao para o calculo pratico do erro foi considerar a hipdtese

a = r. Nesta condicao, a razao flecha-vao é igual a 0, 27.

fla)y 7 [cosh (%) — 1] a {cosh (%) — 1} ~ cosh(1) — 1 0,27

2a 2a 2a 2

Perceba ainda que para a hipétese de a = 7, teremos € = 1, 24% e a razao flecha-vao

¢ igual a 0, 13 cujos calculos sdo analogos aos anteriores.
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Figura 24 - Representagao grafica de um cabo catenario f(z).

Fonte: O autor, 2021.

Assim, encontramos uma relacdo entre o erro € e a razao flecha-vao com os valores
descritos anteriormente. Aproximamos os valores 0,27 e 0, 13 para 0,25 e 0, 10, respecti-

vamente. Logo, para aproximar uma catendaria por parabola com erro aproximado entre
1,1
10 ¢ 1
Resumindo, procuramos encontrar a equagao da parabola que melhor aproxima

1% e 5% verifique se a razao flecha-vao estd no intervalo compreendido entre

uma catenaria. Definimos o erro relativo € procurando medir quao boa essa aproximagao
pode ser. Encontramos a indicagdo de uma relacdo entre o erro e a razao flecha-vao,
esta ultima mais pratica de ser calculada. Ao final, conseguimos um método pratico para

determinar uma aproximacao com erro entre 1% e 5%.
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2.4 Catenarias em outros Planetas

Como vimos na sec¢ao 2.2, a equagao 15 do cabo catenario

T
Yy = =0 {cosh <pa:> — 1}
p Ty
depende dos pardmetros p e Ty. A forca de tensdao na horizontal T surge como reagao
a corda esticada pela forca peso e a densidade de forca p, como visto na defini¢ao 19,

também depende da forca peso. Sabendo que a forca peso depende da aceleracio da

gravidade, entao surgem alguns questionamentos:

O formato do cabo catendrio depende da aceleracio da gravidade?

Uma mesma corda suspensa, em outros planetas, possuird formatos distintos?

Para iniciar nossa investigagao considere uma corda suspensa pelas extremidades
em um vao de 300 metros, sustentando apenas seu proprio peso. Sua massa ¢ de 3600 kg,
possui 330 metros de comprimento e uma deflexdo de 60 metros. A figura a seguir ilustra
a situacao, de modo que o ponto minimo da corda coincida com a origem do sistema de

coordenadas.

Figura 25 - Cabo catenario suspenso com 300 metros de vao e 60 metros de flecha.

60
40

20

-150 -125 -100 -75 -50 -25 0 25 50 75 100 125 150

Fonte: O autor, 2021.

Vamos construir a tabela 4, onde pretendemos observar como diferentes valores
da aceleragao da gravidade ¢ interferem na razao %, que ¢ a principal responsavel pelo
formato da catenaria, conforme a equacao 15 do cabo catenario.

A primeira coluna nos da o nome dos planetas do sistema solar e da Lua, que
também levaremos em consideragao. Na segunda coluna, temos os valores da aceleragao da

gravidade obtidos em Halliday, Resnick e Walker (2018), em seu Apéndice C. Na terceira

mg
s

coluna, calculamos os médulos da densidade de forga p através da formula ™2 considerando

o valor da massa e comprimento da corda como 3600 kg e 330 m, respectivamente.
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Observe que obter os valores da forca de tensdao minima T nao é tarefa simples.
Para tal, as contas sao realizadas com auxilio do software computacional Wolfram|Alpha

(2020) 3. Para determinar os valores z = T} digitamos o c6digo

60 = (x/p) * (cosh(150 x p/x) — 1) for p = ¢

(1))

trocando apenas o “q” acima pelos valores de p encontrados anteriormente. Cada valor de
p calculado na coluna anterior gera um valor de Ty, colocado na quarta coluna. Considera-
mos ainda que o par ordenado (x,y) = (150, 60) satisfaz a equacdo acima, de acordo com
nosso sistema de coordenadas, pois é a localizacao de uma das extremidades da corda.
Por fim, calculamos a razao % na quinta e sexta colunas com aproximacgao de

quatro casas decimais e uma casa decimal, respectivamente, resultando na tabela abaixo:

Tabela 4 - Catenaria Interplanetaria

Catenaria em Diferentes Planetas
PN RVl I VI ) B B S R
Merctrio 3,78 41, 23636 8113, 62 196, 7589 196, 8
Vénus 8,60 93,81818 18459,60 | 196, 7593 196, 8
Terra 9,78 106,69091 | 20992,40 | 196, 7590 196, 8
Lua 1,60 17, 45455 3434, 34 196, 7591 196, 8
Marte 3,72 40, 58182 7984, 83 196, 7588 196, 8
Jupiter 22,90 249,81818 | 49153,90 | 196, 7587 196, 8
Saturno 9,05 98, 72727 19425,50 | 196, 7592 196, 8
Urano 7,77 84, 76364 16678,00 | 196, 7589 196, 8
Netuno 11,00 120,00000 | 23611,10 | 196, 7592 196, 8
Plutao 0,50 5, 45455 1073, 23 196, 7588 196, 8

Fonte: O autor, 2021.

Ao observar os resultados obtidos na pentltima coluna, constatamos que os valores
de % apresentaram diferencas abaixo de milésimos. Tal fato reforca a tese que a razao %
nao depende de ¢ e, por consequéncia, o formato da catenaria nao depende da aceleragao
da gravidade.

Decidimos entao investigar a relacao da forca de tensao horizontal T, e da densidade
de forga p com a aceleragao da gravidade g. Como utilizamos a equacao 15 para calcular os

valores de Ty a partir dos valores de p, entao é razoavel construir um grafico para verificar

3 Para maiores informacdes acesse <https://www.wolframalpha.com>


https://www.wolframalpha.com
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se os valores encontrados seguem um padrao. O resultado encontra-se na figura 26.
Os pontos de cor azul tém o valor de g no eixo das abscissas e o valor de p no eixo
das ordenadas a direita. Os pontos na cor laranja tém o valor de g no eixo das abscissas

e o valor de T no eixo das ordenadas a esquerda.

Figura 26 - Relagao entre os médulos da aceleracdo da gravidade § [eixo horizontal], a
forca de tensdo horizontal fg [eixo vertical laranja] e a densidade de forga p
[eixo vertical azul].

50.000,00 e 250,00

40.000,00 200,00
e ¥ -10,91x+3,0°10°

30.000,00 150,00

20.000,00 oo 100,00

10.000,00 50,00

000 '@ 0,00
0,00 5,00 10,00 15,00 20,00 25,00

TO [N] ® p[N/m] Linear (TO [N])  --=-e- Linear (p [N/m])

Fonte: O autor, 2021.

Observe que mesmo utilizando escalas diferentes os pontos sdo quase coincidentes.
Ao calcular a equacao da reta que melhor aproxima os dois conjuntos de pontos obtemos
as expressoes ep=10,91g+ 3,0 x 107,

Os coeficientes lineares [0,0181 e 3,0 x 107!] das equagdes das retas podem ser
considerados nulos quando comparados, em ordem de grandeza, aos seus respectivos co-
eficientes angulares [2146,50 e 10,91]. Assim, as equagdes podem ser reescritas como

ep=10,91¢g e a razao % fica
To  2146,50g 2146, 50

— = = =196, 75.
P 10,91g 10,91 ’

De fato, ndo provamos que a razao % é constante em qualquer situacao. Conseguimos
verificar que, pelo menos no Sistema Solar, uma corda suspensa sustentando apenas seu

proprio peso parece nao depender da gravidade, e assim terd sempre este formato.

2.4.1 Uma possivel solucao algébrica

Como Ty e g sao constantes, entao existe T; tal que Ty = ¢T;. Além disso, o

modulo do vetor densidade de for¢a é dado por p = g = ¢, Portanto, a razao % se
torna

TO . ng . gT18 . T18

P 4 mg  m

independente de g.
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2.5 Comprimento de Arco e a Area sob a Curva

Nesta secao iremos estudar mais uma propriedade das fungdes hiperbodlicas, mais

especificamente, uma ligada ao cosseno hiperbdlico.

Proposigao 2.1. A drea sob a curva y = cosh(z) no intervalo real [a,b] é numericamente

igual ao comprimento da curva no mesmo intervalo.

Demonstracao: Inicialmente iremos calcular a drea A sob a curva y = cosh(z) no
intervalo real [a,b]. Basta avaliar a integral abaixo com os conhecimentos adquiridos na

secao 1.7.
b b
A= / y(z)dr = / cosh(z)dz = sinh(b) — sinh(a)

Em seguida, calculamos o comprimento L da mesma curva no intervalo real [a, b]

a partir da férmula do comprimento de arco (conforme Stewart (2013) pagina 489):

L= /ab VI (x)]? + 1de = /ab \/[cosh’(x)]2 + ldz = /ab v/ [sinh(x)]2 + 1dz =
/ab \/[cosh(z)|?dzx = /ab | cosh(z)|dx = /ab cosh(x)dx = sinh(b) — sinh(a)

Observe que A = sinh(b) — sinh(a) = L como querfamos demonstrar.

Com a demonstracao da proposicao anterior segue, de imediato, que a func¢ao
f(z) = cosh(x) é solugao da equacao diferencial y(x) = \/[y'(z)]? + 1, pois ao integrarmos
os dois lados com respeito a x teremos, respectivamente, as férmulas da area sob a curva
e do comprimento de arco. Contudo, podemos constatar também que a solucao verificada
nao é unica, pois a fungdo constante f(z) = 1 também goza da mesma propriedade.

A fim de investigar a existéncia de outras solugoes e, caso existam, suas naturezas

vide a seguinte proposicao.

Proposigao 2.2. As solugées da equagao diferencial y(x) = /[y (x)]? + 1, além da solugao

trivial y = 1, sao cossenos hiperbdlicos da forma y = cosh(x + C).

Demonstracao: Consideremos uma funcao y(z) # 1. Inicialmente, isole 3/ (x)
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e faca a separacao das varidveis
dy
4 VYl
Y
Vyr —1

Observe que o denominador ¢ diferente de zero visto que estamos considerando y(z) # 1.

= dx.

Integre ambos os lados com respeito a y e x, respectivamente:

f g

Para resolucao da integral com relacao a y fagamos uma mudanca de variaveis, via

d
u=/y>?—1 e du:y27y1

y —
Como y = Vu? + 1, temos ainda

o oydy VU4 1dy
VAT V-

de tal forma que as integrais se reescrevem como

du

du
/ —_— = / dx
Vu?+1
A integral do lado esquerdo da equacao esta desenvolvida passo a passo no apéndice B.2.

Assim,
/ du /d
—_— x
vu?+1
In(u+vut+1)=z+C

e desfazendo a substituicao

In(\/y2—1+y) =2+ C.

O lado esquerdo da equacao ¢é justamente a definigdo da fungao arco cosseno hiperbdlico,

conforme a secao 1.3.1. Com isso,

In(\/y?—1+y)=x+C

arcosh(y) =z + C
y = cosh(z + C)

Portanto, as solugoes formam uma familia de fungdes cosseno hiperbélico a menos
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de uma constante C', que representa o deslocamento horizontal do grafico.
[ |

Para melhor fixacdo da propriedade do cosseno hiperbdlico, descrita nesta secao,
criamos uma atividade no Geogebra (veja a figura 27) que serd explorada na sequéncia
didéatica proposta no Capitulo 3. Chamaremos esta atividade de Jogo do Comprimento
x Area, podendo ser encontrada no endereco <https://www.geogebra.org/m/ajrwpfs2>.
A proposta do jogo em si ndo é complexa, por isso, em turmas mais avangadas, a prépria

construgao/programagao do jogo sera mais enriquecedora.

Figura 27 - Jogo do Comprimento x Area

4 Jogo do Comprimento x Area <

f(x) = |cosh(x)

Comprimento de Arco = 7.25 u.c.

Area = T7.25 u.a. Digite a fungéo que deseja
investigar no campo de entrada.
Os pontos A e B também podem
ser movimentados.

25 3 35 4 4.5 5 55 6 6.5 7 75 8

Fonte: O autor, 2021.


https://www.geogebra.org/m/ajrwpfs2
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2.6 Minimizando a Energia Potencial Gravitacional

“Parece razoavel que, elevando a pedra no ar, vocé esteja armazenando
energia no sistema, que serd mais tarde convertida em energia cinética
quando a pedra cair. Esse exemplo aponta para a ideia de que deve
existir uma energia associada com a posi¢do dos corpos em um sistema.
Esse tipo de energia fornece o potencial ou a possibilidade da realizacao
de um trabalho; quando uma pedra é elevada no ar, existe um poten-
cial para um trabalho sobre ela ser realizado pela forca da gravidade;
porém, isso s6 ocorre quando a pedra é liberada. Por esse motivo, a
energia associada com a posi¢do denomina-se energia potencial. Nossa
discussao sugere que existe uma energia potencial associada com o peso
do corpo e com sua altura acima do solo, chamada de energia potencial
gravitacional.” (YOUNG; FREEDMAN, 2016)

A citagao acima, retirada do livro de Fisica 1 de Young e Freedman (2016), chama
a atengao para um tipo de energia que esta associada a altura de um objeto com relacao
ao solo. Esta energia sera chamada de energia potencial gravitacional.

Segundo o diciondrio online Michaelis (2021), energia é a capacidade que um corpo
tem de realizar trabalho, entendendo-se por trabalho o deslocamento do ponto de aplicagao
de uma forca.

Em nossos estudos, o corpo que armazena energia ¢ a corda suspensa e cada ponto
da corda possui uma capacidade de realizar trabalho. A realizacdo do trabalho, de fato,
seria o deslocamento daquele ponto suspenso até o solo através da agao da forga peso.

Na secao 2.2 deduzimos a equacao cartesiana da catenaria, que representa um
cabo suspenso pelas extremidades sustentando apenas o proprio peso. Nesta secao, pre-
tendemos demonstrar que a catenaria ¢ a curva cujos pontos possuem a menor energia
potencial gravitacional. Em outras palavras, a catenéria é a curva que minimiza a energia
do sistema.

Para tal, precisamos definir a energia potencial gravitacional em cada ponto da

corda.

Definicao 22 (Energia Potencial Gravitacional). Considere um corpo puntiforme de
massa m a uma altura h do solo sujeito a acelera¢io da gravidade §. Sua energia po-

tencial gravitacional, denotada por U,, é a grandeza escalar descrita como
U, = mgh

e sua unidade no Sistema Internacional de Medidas é o Joule J ou Newton-metro Nm.

A definicdo acima se aplica a um corpo puntiforme *. Para estendermos a definicao

5

a um corpo extenso °, vamos calcular a energia potencial gravitacional em cada um de

4 Todo corpo que pode ser considerado adimensional, representado por um ponto no plano ou espaco.

5 Todo corpo que nao pode ser considerado puntiforme.
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seus pontos e efetuar o somatorio das energias encontradas. Tal procedimento na pratica
se caracteriza pela analise em um elemento infinitesimal e posterior integracao.
Considere um elemento infinitesimal da corda. Este ponto possui massa dm e
estd a uma altura h = y(z), onde = é a abscissa do ponto pertencente a corda, no sis-
tema de coordenadas cartesianas. Assim, a energia potencial gravitacional neste elemento

infinitesimal de corda é dada por
dU, = dm g y(z).

O cabo é homogéneo e, portanto, sua densidade ¢ é constante. A densidade § é a razao

entre a massa e o comprimento da corda.

m dm
(5 = — = —
s ds

dm = dds

Lembrando que a partir equacao 12 podemos isolar o elemento infinitesimal de corda ds.

2
ds = (Zy) + 1dz = \/(y)* + 1dz
x

Assim, a energia potencial gravitacional em um elemento infinitesimal de corda pode ser

reescrita em funcao de z, y(z) e ¢/(x), via
dU, = dm g y(z) = 6 ds gy(x) = §gy(x) |/ (y'(2))* + 1dz

Integrando ambos os lados com relagao a z, onde x varia no intervalo [—a, a], encontrare-

mos a energia potencial gravitacional total da corda suspensa:

a

Up=30g | y(@)(¥(2)"+ lda

—a

Observe ainda que
m P
0g=—g=—=p
s s
onde p é o mdédulo do vetor densidade de forca definido em 19. Portanto,

U,=p [ y@) (@) +1d

—a
O problema desta se¢ao pode se resumir na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 2.3. A catendria é a curva cuja energia potencial gravitacional total U, é

minima.

Demonstracao: Perceba que o problema de minimizar U, se resume a minimizar a
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integral
Jyy) = [ y@) @) + 1de.

Para solucao deste problema recorreremos a Identidade de Beltrami (BRUNT, 2004), um
caso especial da Equagao de Euler-Lagrange, estudada no Célculo das Variagoes, que é

obtida quando J(z,y,y’) ndo depende explicitamente de x, como é o nosso caso. Seja

L(y.y') = y(z)  (y'(2))" + 1

o integrando que queremos minimizar. A Identidade de Beltrami nos diz que

= =
y@y’

onde C é uma constante. Desenvolvendo a identidade acima no caso em questao, temos

/
Y

L—y/@:y ) +1—y W)l

y W)’+1 y)?
Vo +1 ) +1
v’ +y =) _
(y) +1

=C

y2 _c
(y) +1

y=Cy(y) +1

No caso em que C' = 0, a tnica solugao sera a funcao y = 0. Este é um caso trivial em que
todos os pontos da corda estao no solo e a energia potencial gravitacional total é nula.

Consideremos o caso em que C' # 0. Isolando y/'(z) na tltima equagao, temos

) Y2
—J(Z) =1
Y (C)

Separando as variaveis para resolver a equacao diferencial

dy _ (y>2_1
de C
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e integrando os membros com relagao a y e x, respectivamente, temos

Fer=1

A integral do membro esquerdo esté resolvida em detalhes no final da secao 2.5. Resul-

(VP 2)
C'ln e

tando em

=xr+ K

onde o lado esquerdo, pela definicdo 12, é a fungdo arco cosseno hiperbdlico. Assim,

AN AN
Cln( (c) 1+0)—x+K

arcosh <y> = v K
C C
Y r+ K
C:cosh( c >
:17—|—K>

y:C'cosh(

Portanto, a curva que minimiza a energia potencial gravitacional total de um sistema é

descrita pelo cosseno hiperbélico, cujo grafico é uma catenaria.
[ |

O Calculo das Variagoes ¢ uma area da Mateméatica que busca maximos e mini-
mos de fungoes continuas definidas sobre um espago funcional (dominio composto por
fungoes). Além de determinar a curva com menor energia potencial, esta drea detém
alguns problemas histéricos. O problema isoperimétrico consiste em determinar a curva
que possui area maxima dado perimetro fixo. Outro é o classico problema da braquisté-
crona, que consiste em encontrar a curva que minimiza o tempo para um objeto ir de um
ponto mais alto a um ponto mais baixo somente com a aceleracao da gravidade. O leitor
que se interessar por estes problemas pode consultar os livros The Calculus of Variations
de Brunt (2004) e Methods of Mathematical Physics 1 de Courant e Hilbert (2008).

Ao final desta secao determinaremos mais uma propriedade da curva catenaria:

esta minimiza a energia potencial gravitacional total de um corpo.
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2.7 Lugar Geométrico do Foco de uma Paribola Rolante

Uma das propriedades mais surpreendentes das catenarias e parabolas vem da
Geometria Diferencial e tem relagdo com Curvas de Rolamento ou Roletas (Roulettes).
Em seu livro A Book of the Curves, Lockwood (1967) define uma roleta como sendo

[...] uma curva que rola, sem deslizar, ao longo de outra curva fixada,
qualquer ponto ou reta que se move com a curva de rolamento descreve
uma roleta. O lugar geométrico de um ponto pertencente a curva de
rolamento é um ponto-roleta e o envelope de uma linha pertencente a
curva de rolamento é uma linha-roleta. (LOCKWOOD, 1967)

Definigao 23 (Roleta). Uma curva o é denominada roleta quando € um lugar geométrico
de um ponto ou reta fixrados a uma curva plana 8 que rola (dita rolante) sobre uma sequnda

curva plana fiza vy, sem deslizar.

Na figura abaixo, o cicloide faz o papel da curva « da definicdo. A circunferéncia
rolante ¢ (curva f3) rola, sem deslizar, sobre o segmento s (curva «) no Eixo X. O ponto

fixo P sobre a circunferéncia descreve a roleta em azul.

Figura 28 - O Cicloide é uma curva roleta

0 mi2 L 3m/2 21 5w/ 2 3m

Fonte: O autor, 2021.

Pretendemos mostrar que, quando uma parabola rola sobre uma reta, entao seu
foco descreve uma catenaria. Nossa demonstragao é inspirada no artigo de Agarwal e
Marengo (2010).

Sem perda de generalidade, considere a parabola ¢, de equacao y = 22, de foco no
ponto F' e ponto genérico P € ¢. Apods algum tempo, a parabola ¢ rola sobre o Eixo X,
transformando-se na parabola ¢’ e o ponto P € ¢ se encontra agora na posicao P’ € ¢. O
ponto F' percorre uma curva até chegar em F’. Queremos provar que o trajeto do ponto

F descreve uma curva catenéria.

Proposicao 2.4. O lugar geométrico do foco da pardbola rolante y = 2% sobre o Firo X

é uma catendria.

Demonstracao: Inicialmente, vamos definir alguns objetos que serao utilizados ao longo

2

desta prova. A figura 30 representa a parabola ¢ : y = x° na posicao inicial. O foco de ¢
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Figura 29 - Exemplo de Parabola Rolante sobre o Eixo X

BN
oo‘.U

16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6

Fonte: O autor, 2021.

1
>
que P tem coordenadas P = (t,t?) para t € R.

é o ponto F = (0, ) e P um ponto genérico pertencente a parabola. Assim sendo, segue

Seja 1 a reta tangente a ¢ no ponto P e #; a inclinacdo da reta r;. Seja ainda 7
a reta que passa pelos pontos F' e P e 65 a inclinacao da reta ro. Por fim, denote por a o
angulo agudo entre as retas r; e ro. Observe que o = 6; — 05 e seja d a distancia entre os

pontos F' e P.

2

Figura 30 - Parabola c : y = 2~ e seus elementos

)3

r'y

F(0,1/4)

Fonte: (AGARWAL; MARENGO, 2010)

Em algum momento, apés comegar a rolar, o ponto P € ¢ vai se deslocar até o
ponto P’ no Eixo X. Se a parabola rola sem deslizar, entdo a abscissa do ponto P’ serd
igual ao comprimento s do arco de pardbola do vértice V = (0,0) até o ponto P = (t,?).

Nesta nova situagao, ilustrada na figura 31, o Eixo X é a reta tangente a ¢ no
ponto P’ e a reta que passa pelos pontos F’ e P’ faz um angulo o como o Eixo X.

Como este ¢ um movimento rigido, entao as distancias relativas entre os pontos
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nao se alteram e, portanto, d também é a distancia entre os pontos F' e P’
Figura 31 - Pardbolas c e

v § — d cos(w) i

> X
/
s np

dcos(w) . >
Fonte: (AGARWAL; MARENGO, 2010). Adaptado.

Com o exposto anteriormente estamos aptos a escrever o ponto F’ em termos de

F/

d, o e s. Em seguida, escreveremos estes termos em funcao do pardmetro ¢ e, por fim,

escreveremos F’ em termos de t. Pela figura 31 temos que as coordenadas de I’ sdao

(x(t),y(t)) = (s — dcos(a), dsin(c))

Primeiro vamos determinar o valor de s. Para tal, lembremos que s é o compri-

mento do arco de pardbola do vértice V = (0,0) até o ponto P = (t,t*) e pode ser descrito
pela integral abaixo, cujo desenvolvimento passo a passo se encontra no apéndice B.3.

s(t):/Ot\/1+(y’)2da::/Ot\/l—i—(Q:E)?dx:/otmc&
st) = [ 1+ () =

2tV/T+ 48 +In (2t + VI +48)

4
Para determinar d, utilizaremos a férmula da distancia entre dois pontos. No caso,
os pontos sao F' = (0, 1) e P = (t,1?).

1\2 2 1
d = d(F,P) = (t—0)2+(t2—4) Y
2
IR

2
1 2
L e )
2 16 \/( T
Observe que o radicando é sempre positivo.

16

4



80

Por fim, para determinar o angulo « bastaria obter a equacao da reta que passa
pelos pontos F” e P’, mas como ainda nao sabemos as coordenadas de F” em funcao de
t nao podemos descrever tal reta ainda. Para resolver o problema, vamos encontrar as
equagoes das retas r1 e ro como ilustradas na figura 30. Ao final, usaremos o fato de que
a=0] — 0.

Como a reta 7 é tangente a pardbola y = 2 no ponto P = (t,t?) entdo sua

inclinacao ¢ a derivada de y calculada em P, portanto

tan(0y) = y'(t) = 2t.

, i), entao seu coeficiente linear é i. Como ry

também passa pelo ponto P = (t,1?), entao sua inclinagao f, pode ser expressa como

A reta ry passa pelo ponto F' = (0

-1 4?1
t—0 4t

tan(fy) =

Para determinar «, vamos utilizar a formula da soma dos arcos para tangente:

- ot — 421
tan(a) = tan(f; — o) = tan(f;) — tan(6s) -

~ 1+tan(6y) tan(fy) 14 2t (4tjlt_1)

8t2 421 2 2 2
— 8t — 4t 1 4t 1 1
tan(a) = —4 4t R -

2_ = 3 _ - 2
a o (“Ttl) 4t + 83 — 2t 2t(42+1) 2t

tan(a) = %

Podemos agora determinar os valores de sin(«) e cos(«) a partir da tan(a).
sin(a)

tan(a) = cos(a) = 21t — 2t sin(«) = cos()

Pela relacao trigonométrica fundamental, concluimos que
.2 2/ N
sin®(a) 4 cos”(a) =1

sin®(a) + 4t sin®(a) = 1

. 1
sin®(a) = ]
. 1
SIH(OZ) = Tﬂ

e que
2t

cos(a) = 2tsin(a) = N
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Agora como temos s, d e & em fungao de t, voltamos as expressoes para o calculo

de F’ em termos de t:
F' = (2(t),y(t)) = (s — dcos(a), dsin(a))
Calculemos primeiro z(t):
x(t) = s — dcos(«)

):2tm+ln(2t+m)_<t2 1>< 9 )

x(t -
4 42 + 1

4

x(t
(*) 4 4 442 4+ 1

2t/1+ 42 + In (2t + V1 + 42) <4t2 - 1) ( 2t )

o 2/iEae (2t + VI+#7)  opy/aZ 11
z(t) = —
1 1 1

0 In (2t + VA + 1)
a 4

et =2t + VA2 +1
e — 2t = Va2 +1

Ja a expressao para y(t) é expressa abaixo.

(

y(t) = dsin(«)

y(t) = <t2 + D :

A2+ 1
(t) = 47 41 1 VA +1
=T ) VaEr 4

Para finalizar a demonstracdo, vamos encontrar uma relacdo direta entre x e v,

eliminando o parametro ¢. Isto nos dard a curva percorrida por F’. Assim,

4y = VA4t2 + 1
dy = ' — 2
el — 4y =2t

elevando os dois membros ao quadrado, temos
(€' —4y)* = (2t)*

3% — 8yel® + 16y? = 4¢3
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somando uma unidade aos dois membros, temos
e — 8ye” +16y* +1 =4t +1

3 — 8ye'® + 16y? + 1 = 16y
€S —8yel® +1=0

41 = 8y64$

el
y= Qed
e et le' e cosh(4a)
TR T4 2 T T

Portanto, verifica-se que o lugar geométrico dos pontos F’ descreve uma catenéria.
Nesta secao, intencionamos provar que o lugar geométrico do foco de uma parabola

rolante é uma catendria. No exemplo ilustrativo, a parabola y = z? de foco F = (0, i)

rolou, sem deslizar, sobre o Eixo X. Conseguimos provar que o lugar geométrico de F' é a

cosh(4x)
- -

Para confeccao desta secao foram consultados também alguns livros tais como
de Modern Differential Geometry of Curves and Surfaces with Mathematica de Abbena,
Salamon e Gray (2017), Curves and Their Properties de Yates (1974) e A Book of the

Curves de Lockwood (1967) que deixamos como sugestao de consulta para o leitor.

curva y =
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2.8 Catenaria e Tractriz

Existem diversas maneiras de se encontrar novas curvas a partir de antigas. Na
secao anterior, vimos que as roletas sao obtidas quando uma curva rola sobre outra sem
deslizar. Nesta se¢do, abordaremos outra propriedade da catenaria, mas desta vez ela
estard acompanhada de uma nova curva, a tractriz. Veremos que esta nova curva também
pode ser descrita em termos das fungoes hiperbdlicas, aumentando assim, nosso acervo
de aplicagoes. A conexao entre estas duas curvas se dara pelos conceitos de evoluta e
involuta de uma curva. Iniciaremos esta secao definindo os objetos aqui enunciados e

depois verificaremos a relagdo entre eles.

Definigao 24 (Tractriz Unitdria). A Tractriz Unitdria é a curva plana o em R? tal que

seus pontos T(t) = (x(t),y(t)), com t € R, satisfazem as sequintes propriedades:
1. A distancia entre os pontos T(t) e P = (t,0) € constante igual a 1;
2. A reta TP é tangente a « no ponto T(t); e

3. O ponto (0,1) € a.

Figura 32 - Parametrizacao da Tractriz

Fonte: O autor, 2021.

Para ajudar a ilustrar a constru¢do de uma tractriz Steinhaus (1999) faz uma
analogia com um menino puxando um carrinho de brinquedo, como pode ser visto na
figura 33(a). Assim, ele considera uma crianga inicialmente na origem do sistema de
coordenadas segurando, por um cabo rigido, um carrinho de brinquedo que se encontra
no ponto (0,1). Conforme o menino se desloca ao longo do eixo X o carrinho vai sendo

tracionado descrevendo a curva tractriz. Seu formato final pode ser visto na figura 33(b).
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Figura 33 - A Tractriz
(a) (b)

Legenda: (a) Ilustragao da Formagdo de uma Tractriz e (b) Curva Tractriz.
Fonte: (a) (STEINHAUS, 1999) pagina 250 e (b) O autor, 2021.

Proposigao 2.5. A parametrizacio da tractriz unitdria €
T = (2(t), y(t)) = (¢ — tanh(t), sech(t))

para t € R.

Demonstragao: Seja T' = (x,y) um ponto qualquer pertencente a tractriz unitéria,
A = (z,0) a projecao de T sobre o eixo X e P = (¢,0) um ponto sobre o eixo X tal que a
reta TP ¢é a reta tangente a tractriz no ponto 7. Veja figura 32.

Observe que o ponto P é o objeto sobre o qual a parametrizacao se desenvolve. A
posicao do ponto T, em verdade, depende de P e o ponto A, de T. Note também que,
no primeiro quadrante, a abscissa do ponto P é sempre maior que a abscissa do ponto T’
fazendo com que t — x > 0.

Sabemos que a derivada % da tractriz unitaria num ponto qualquer 7' = (z,y(z))
deve ser a inclinagao da reta TP, que faz um angulo 6 com o eixo X. Assim, podemos

escrever
dy
dx

onde o denominador ¢t —x pode ser reescrito utilizando-se o Teorema de Pitdgoras aplicado

Y
t—2x

= tan(f) = —tan(mr — 0) = —

ao tridngulo AT P. Assim sendo,
2= (t—a)*+¢°
t—x=1/1—19y?
Portanto, a solucao da equacao diferencial

dy y

do 1—9?

com valor inicial y(0) = 1 serd a curva tractriz. Observe que, no ponto de valor inicial,
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temos t — x = 0 e isto torna a derivada inexistente neste ponto. Tais condigoes sao
esperadas devido a ctspide que se forma no ponto (z,y) = (0, 1).

Para resolver a equacao diferencial acima, utilizaremos o método de separacao das

VI
Y

variaveis.

der = ——dy

Integrando ambos os lados com relagao a x e y respectivamente, vem

/d:v:—/ly_ygdy

e, fazendo as substituigoes y = sech(t), dy = — tanh(t)sech(t)dt obtemos

/dx = / /1= sech2 — tanh(t)sech(t)]dt

sech(t

\/tanh2
/dx —/ tanh t)sech(t)dt

sech(t
r+C = / tanh?(t)dt = / 1 — sech?(t)dt = t — tanh(t)
Nas condigoes iniciais do problema ¢ = 0 estd associado a x = 0, logo

x+ C =t — tanh(t)

04 C =0 —tanh(0) = 0.

Portanto, a parametrizacao da curva tractriz, para t € R, sera:

T = (z(t),y(t)) = (t — tanh(t), sech(t))

Evoluta

Agora iremos exibir dois novos conceitos: as evolutas e involutas. Tais ideias sao
devidamente trabalhadas e estudadas na Geometria Diferencial e nosso objetivo é focar
nas noc¢oes intuitivas que nos auxiliarao nas construgoes geométricas.

Tenha em mente que a involuta e evoluta sao operagoes inversas, ou seja, a involuta
de uma evoluta resulta na curva original e vice-versa. Nesta secao, iremos construir a
Tractriz como a involuta de uma Catenaria. Porém, como a defini¢ao rigorosa de involuta
possui muito elementos especificos da Geometria Diferencial, entdao primeiro definiremos

a evoluta e apresentaremos apenas a ideia intuitiva da involuta.

Definigao 25 (Vetor Tangente). Seja o : I — R? uma curva parametrizada diferencidvel
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que, a cada t € I, associa o(t) = (z(t),y(t)). O vetor

¢ chamado vetor tangente a o em t.

Definigao 26 (Centro de Curvatura). O ponto que estd localizado na direcio mnormal ©
de uma curva e a uma distancia R (raio de curvatura) da curva é denominado centro de

curvatura. Onde o raio de curvatura é expresso pela formula

ol

(1+y)

= y"

e a curva y = f(x), em coordenadas cartesianas, é pelo menos duas vezes diferencidvel.

Definicao 27 (Evoluta). Diz-se que a curva B € a Evoluta da curva « se esta € o lugar

geométrico de todos os centros de curvatura.

Figura 34 - A Catenéaria é a Evoluta da Tractriz

-3 -2 -1 o}’ 1 2 3 4

Fonte: O autor, 2021.

Involuta - Ideia Intuitiva

Considere a fungao cosseno hiperbélico f(z) = cosh(z) cujo gréafico é a catenéria.
Imagine que essa catenaria é contornada por um barbante e este é cortado e esticado a
partir do ponto (0,1). O caminho percorrido pela ponta solta do barbante é chamado

Involuta da catenaria e esta ilustrado na figura 35.

6 Direcdo normal é a direcdo perpendicular aquela do vetor tangente.
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Figura 35 - A Tractriz é a Involuta da Catenaria

Tractriz é a Involuta da Catendria

Legenda: Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/ekpuzubq>
Fonte: O autor, 2021.

Para “desembrulhar” esse barbante, tomamos um ponto qualquer A pertencente a
catendria e a reta tangente r a este ponto. Constréi-se o vetor AT sobre r iniciado no
ponto A e médulo igual ao comprimento da curva catenaria do ponto (0,1) ao ponto A.
Conforme o ponto A percorre a catenaria o ponto 7' ird descrever a tractriz. Criamos a
animacao “Desembrulhando a Catenaria” que pode ser encontrada no endereco <https:

//www.geogebra.org/m/ekpuzubq> para auxiliar o leitor.


https://www.geogebra.org/m/ekpuzubq
https://www.geogebra.org/m/ekpuzubq
https://www.geogebra.org/m/ekpuzubq
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Parametrizacao da Tractriz a partir da Catenaria

No inicio desta se¢do construimos a parametrizagao da Tractriz por meio da reso-
lugao de uma equacao diferencial. Contudo, vamos agora realizar a parametrizagdo por
um caminho diferente que é pensar na Tractriz como a Involuta da Catenaria.

Consideraremos alguns fatos para mostrar que um ponto 7" na forma 7" = (t —

tanh(¢),sech(t)), com ¢t € R, é a parametrizagao da Tractriz, tais como:

1. O ponto A = (t,cosh(t)) pertence a Catenéria.

2. A reta r é tangente a Catendria no ponto A.

3. O ponto R ¢ a intersecao de r com o eixo X.

4. O comprimento da Catendria do ponto (0,1) até o ponto A é c.
5. O ponto T € r, é tal que:

(a) T esta entre A e R;
(b) |AT| = c.

6. O fator A € R, é tal que AT = AAR.

Figura 36 - Elementos da Parametrizacao da Tractriz a partir da Catenaria

1.5

K -05

Fonte: O autor, 2021.
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A Tractriz sera o conjunto dos pontos 1" descritos acima. Para provar isso, vamos
determinar as coordenadas de 1" em termos do parametro ¢.

Primeiramente, determinaremos a equacao da reta tangente r.

vy = f({t)(z—t)+ f(t)
r: y = sinh(¢)(z — t) + cosh(¢)
r: y = sinh(t)z + cosh(t) — ¢ sinh(¢)
Como R é a raiz de r, entao

0 = sinh(¢)x + cosh(t) — tsinh(t)

sinh(t)z = tsinh(t) — cosh(t)
x =1t — coth(t)

Portanto, o ponto R tem coordenadas R = (t — coth(¢),0). A partir de agora conse-

guimos determinar o vetor AR e o fator A tal que AT = MAR, visto que |AHT| =c=
Jo/(¥)? + 1dz.
t
= "2 4+ 1d
c= [y +1da

c= /Ot \/ (sinh(z))? + ldx
c= /Ot \/ (cosh(x))2?dx

¢
c= / cosh(z)dz = sinh(t)
0
O vetor AR e seu médulo sio

AR =R — A= (t — coth(t),0) — (t,cosh(t)) = (= coth(t), — cosh(t))

- h?(t) cosh?(t)(1 + sinh?(t))
AR| = \/coth?(t n2(t) = | &8 h2(t) =
| | \/CO () + cosh™(t) J sinh2(t) + cosh™(¢) sinhQ(t)
- cosh?(t) cosh?(¢ cosh(?) cosh(t
|AR| = \l Si(niﬂ(t) ) = S(iIl)h<t) g = coth(?) cosh(t)
O célculo de A se da por
AT sinh(t) _ tanh(t) _ tanh®(t)

~ |AR|  coth(t)cosh(t)  coth(t)
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Agora podemos determinar o vetor AT como sendo
AT = AAR = tanh?(t)(— coth(t), — cosh(t)) = (— tanh(t), — tanh(t) sinh(¢))
Por fim, a parametrizacao do ponto T pertencente a Tractriz serd dado por
T=A+AT

T = (t, cosh(t)) + (— tanh(¢), — tanh(¢) sinh(?))

T = (t — tanh(t), cosh(t) — tanh(t) sinh(¢))

T = (t — tanh(t), cosh(t) — Sinh2(t)>

cosh(t)
T — (t — tanh(t), cosh f())s;(sti)nh (t)>

T_ <t — tanh(¢), COSi(t))

T = (t — tanh(t), sech(t))

Percebe-se que a construgao da involuta de uma Catenéria resulta na curva Trac-
triz. Acreditamos que estas contas possam ser usadas de exemplo em uma aula de Fungoes
Hiperbodlicas no Ensino Superior, mas também que uma construgao no Geogebra seja sufi-
ciente para uma aula no Ensino Médio que vise falar de novas curvas, introduzindo assim

as ideias de involuta e evoluta de uma curva.
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3 PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo, temos como objetivo organizar e propor ao docente as diretrizes
de uma sequéncia didatica, a fim de nortear o ensino das fungoes hiperbdlicas em sala
de aula. Schneuwly e Dolz-Mestre (2004) entendem uma sequéncia diddtica como um
conjunto de atividades escolares organizadas sistematicamente com a finalidade de ajudar
o aluno a dominar melhor o contetdo.

Com essa sequéncia nao pretendemos fornecer nenhuma “férmula méagica” ou “re-
ceita infalivel” para ensinar fungdes hiperbdlicas ou qualquer outro contetido. Esperamos
que o docente tome as sugestoes aqui apresentadas como inspiracoes e seja capaz de
inseri-las e adapta-las a sua realidade de sala de aula.

As tarefas e atividades aqui expostas visarao abranger trés dimensoes: a dimensao
conceitual, procedimental e atitudinal, conforme os trabalhos de Coll et al. (2000). Por sua
vez, os objetivos da aprendizagem serao apresentados, sempre que possivel, respeitando o
nivel cognitivo dos alunos. Para melhor nos organizarmos, dividiremos nossas propostas
em trés niveis, a saber: basico, intermediario e avancado.

O nivel basico é o primeiro nivel de entendimento do contetdo, visando os alunos
do Ensino Fundamental. Serdo apresentados objetivos mais modestos, como conhecer,
reconhecer, pensar sobre, usar e descrever as situagoes iniciais apresentadas.

O nivel intermediario é o segundo nivel de entendimento do contetido, visando os
alunos do Ensino Médio. Neste momento, os alunos estao preparados para atividades
mais procedimentais, tais como: relacionar, organizar, planejar, manipular e produzir.

O nivel avancado é o terceiro nivel de entendimento do conteido, visando os alu-
nos do Ensino Superior. Espera-se que um aluno nessa situacao seja capaz de absorver
atividades de qualquer nivel, em especial aquelas que demandem maior complexidade
cognitiva. Na dimensao atitudinal, o aluno esta preparado para atividades que envolvam
generalizar, interiorizar e demonstrar os conceitos e propriedades aprendidas.

Vale ressaltar que a separacao em niveis é meramente organizacional e ndo limita
nem impede que um aluno do Ensino Fundamental possa avangar, por exemplo, para
o nivel intermediario ou até mesmo o nivel avancado. Isso respeita a individualidade e
garante que cada aluno possa evoluir em seu proprio ritmo. O papel do professor deve ser
entendido como aquele a garantir que seus alunos tenham a oportunidade de se depararem
sempre com novos desafios e maneiras de pensar.

Também é importante destacar que um estudante do Ensino Superior pode, na-
turalmente, nunca ter ouvido falar em tais fungoes e por isso pode e deve iniciar sua
aprendizagem pelo nivel basico. Presumimos que, neste caso, o estudante possa avancgar

com certa rapidez para o nivel avancado.
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A Sequéncia

Em principio nao havera orientagao sobre um modelo ou formatagao pré-estabelecida
para as sequéncias didaticas. Vamos nos ater menos a parte estética/estrutural e focar
em diretrizes gerais de trabalho. Nossa sequéncia serd composta de quatro momentos, a
saber: a apresentacao do projeto, a produgao inicial, as atividades e a producao final. Em

seguida, falaremos com mais detalhes sobre cada uma delas.

12 Momento: Apresentacao do Projeto

A apresentagdo do projeto é o momento inicial da sequéncia didatica, com du-
racao proxima de vinte minutos. Nesse momento, o professor devera expor em linhas
gerais quais os objetivos do trabalho que se inicia, quantas aulas aproximadamente serao
despendidas, o que os alunos irao aprender. Também é o momento oportuno para se
fazer uma introducao histérica do tema das Func¢oes Hiperbdlicas, mais especificamente

da Catenéria, através do antigo problema de descrever as equagoes de uma corda suspensa.

22 Momento: Producao Inicial

Para posteriormente avaliar o aprendizado dos alunos é necessario ter um referen-
cial anterior, ou seja, deve-se fazer uma produgao inicial de conhecimento. O objetivo é
avaliar o que os alunos sabem sobre este novo tema. Essa producao pode ser oral, mas é
interessante que o professor pega aos alunos que a registrem de alguma maneira.

O professor, munido apenas de um pedago de barbante com comprimento suficien-
temente grande o pendurard de forma que adquira o formato de uma catenaria. Pode-se
esticar mais ou relaxar mais o barbante (ou seja, ter uma razao flecha-vado maior ou me-
nor) para investigar diferentes situagoes e pedir que seus alunos comentem ou escrevam
sobre o que veem. Com um pouco de sorte, algum aluno se anima a citar a pardbola, e
neste momento oficialmente comegamos a trabalhar.

Eis a primeira hipdtese, talvez um barbante pendurado seja uma parabola. O pro-
fessor pode ainda pedir que seus alunos identifiquem alguma situagao no cotidiano em
que se deparam com cordas penduradas. Algumas respostas, como varal de roupas, fiagao
elétrica e colares sdo mais propensas a aparecer. Nessa hora, os alunos sempre podem nos
surpreender. Esse momento se conecta diretamente com a Atividade 1, que iremos expor

mais a frente.

32 Momento: Atividades

Neste terceiro momento, encontramos o niicleo da sequéncia didatica. Este nicleo
é formado por um compéndio de construgoes feitas no software Geogebra que, apesar de
simples, tém a importante missao de proporcionar os gatilhos mentais e dar suporte ao

professor no debate das principais questoes norteadoras do assunto das Func¢oes Hiperbo-
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licas.

Como orientacao geral, vale lembrar que todos os arquivos podem ser baixados
gratuitamente, permitindo assim ao professor visualizar os protocolos de construcao para
modificar, adaptar ou aperfeigoar conforme sua necessidade.

Além disso, reprogramar os jogos no Geogebra juntamente com os alunos é reco-
mendado para todas as atividades. Pode-se sugerir uma série de videos ou preparar um
minicurso de Geogebra para que os alunos tirem maior proveito das atividades e nao se

comportem como meros usuarios.

Atividade 1 - Corda Suspensa

Enderego: <https://www.geogebra.org/m/twyhnnks>

Ao apresentar um novo contetudo, independentemente do nivel dos alunos, é im-
portante que se faca uma ambientagao, contextualizacao e familiarizagdo com este novo
objeto de estudo. Queremos que nossos alunos conhecam as fung¢oes hiperbodlicas, suas
principais propriedades e aplicagoes.

Como vimos ao longo deste trabalho a func¢ao cosseno hiperbdlico é a aquela que
modela uma corda suspensa sustentando apenas seu préoprio peso. Contudo, talvez pri-
meiramente seja mais importante convencer os nossos alunos de que esta ¢ uma hipotese
plausivel do que apenas realizar diversas contas e demonstragoes mateméticas imediata-
mente.

O nivel da atividade é predominantemente basico, mas vale lembrar mais uma vez
que este fato nao limita nem impede que seja abordada em qualquer turma. Contudo,
uma tarefa predominantemente de nivel intermediario ou avancado nem sempre pode ser
aplicada a alunos em nivel basico. Nesta atividade pode-se sugerir ainda aos alunos que
tirem fotografias de cordas suspensas em seu cotidiano ou busquem imagens na propria
internet e utilizem-nas no Geogebra para modelar as catenarias, descobrir suas equacoes
e testar suas hipoteses.

Sao objetivos do Nivel Bésico: conhecer a fungao real f(z) = acosh(bx) + c e
investigar sobre como os parametros a, b e ¢ influenciam no formato final do gréfico, e
reconhecer que a fungao cosseno hiperbélico modela algumas curvas da natureza.

Sao objetivos do Nivel Intermediario: relacionar os exemplos do jogo com outros

ainda nao expostos e produzir seus proprios exemplos e inseri-los no jogo.


https://www.geogebra.org/m/twyhnnks
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Figura 37 - Modelagem da Arcada Dentéria

f(x) = 1 cosh(1.68x)  Jogo da Corda Suspensa o
=1
a‘ Selecione uma e apenas uma imagem na caixa de selecio
b=168 e em seguida, através dos controles deslizantes, faca coincidir
a catenaria em verde com a imagem exibida
m Colar de Quro
D Corrente de Ferro
u Gateway Arch
m Arcada Dentaria
D Qvo
Masdiar inFarior (Manalbus
Fonte: O autor, 2021.
Figura 38 - Modelagem da Casca do Ovo
f(x) = —1 cosh(1.55x) Jogo da Corda Suspensa <

a=-1
Selecione uma e apenas uma imagem na caixa de selecéo

b=155 e em sequida, através dos controles deslizantes, faca coincidir
a catendria em verde com a imagem exibida
D Colar de Ouro

D Corrente de Ferro
D Gateway Arch
D Arcada Dentdria
o

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 39 - Encontrando a equacao de uma corda suspensa

Fonte: O autor, 2021.

Figura 40 - Modelando uma corda suspensa a uma dada catenaria 2

TES
4,
¥

<

1I>101O

Alg " Janela de Vusuallzagao
TQ =1 ¥

D=0.7

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 41 - Modelando uma corda suspensa a uma dada catendria 2

Fonte: O autor, 2021.

Atividade 2 - Investigacao da Corda Interplanetaria

Enderego: <https://1drv.ms/x/s!Ao4A4XiZWRXLgatMieNJRxZfUm87QQ?e=072¢by>
A segunda atividade é baseada na secao 2.4. O professor pode toma-la como referencial,
pois o cerne da tarefa esta na construgao da tabela 4 para verificacdo da relagao entre os

termos p e Ty na equacao 15 abaixo.

Yy = @ {cos <£x> — 1}
p Ty

A deducao desta equacao é recomendada para turmas de nivel avancado. Para
uma turma de nivel intermediario é suficiente colocarmos esta férmula no Geogebra para

que os alunos entendam a influéncia dos parametros no formato final da catenaria.

Figura 42 - Estudo da influéncia dos pardmetros no formato final da catenaria

€2 GeoGebra Classic 5 - =] X
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como Lucas Nunes de Moraes

po) c
RS S o s)PANEIES =
M

f(x) = cosh(x)—1 ‘

Entrada:f(x) = T_0/p (cosh(p x / T_0)-1)

Fonte: O autor, 2021.


https://1drv.ms/x/s!Ao4A4XiZWRXLgatMieNJRxZfUm87QQ?e=072qby
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Recorde aos alunos a formula do médulo do vetor densidade de forga p como sendo

onde m é a massa da corda, g o médulo da aceleracao da gravidade e s o comprimento
da corda. Observe com os alunos que p depende da forca peso e esta, por sua vez, da

aceleracao da gravidade g. Assim levanta-se a hipotese da atividade:

“Se o formato da corda parece depender da aceleracao da gravidade, qual o formato que

uma corda suspensa adquire em outros planetas?”

Para responder esta pergunta, vamos recorrer a montagem da tabela na figura 43.
Os valores de g devem ser pesquisados, pois sao dados universais. A coluna com os valores

de p é calculada automaticamente a partir da féormula acima.

Figura 43 - Tabela para investigagdo da relagao entre p e Tj

E:E Excel Investigacdo da Corda Planetana ,Q.D' - Salvo no OneDrive ~ jol Pesquisar (Alt + G)

Arguivo Inicio Inserir Desenhar Layout da Pagina Férmulas Dados Revisdo Exibi

Dv Blv & |calibri v v N v &v Av e Ev o BV e
K5 v

A B C D E F G H |
2 Catendria em Diferentes Planetas
Planeta / | Gravidade
Dados da Corda N/m TO[N] | TO/p [m]|TO/p [m

3 Satélite | g [m/s?] p [N/m] [N] /p [m] | TO/p [m]
4 Massa [kg] 3600 Mercdrio 3,78 41,23636 | 8113,62 |196,7585| 196,8

5 | Comprimento [m] 330 VEnus 3,60 93,81818 [18459,60|196,7593( 196,8

6 Flacha [m] 60 Terra 5,78 106,65091|20952,40|156,7550| 196,28

7 Vo [m] 300 Lua 1,60 17,45455 | 3434,34 |1196,7591| 196,8

8 Marte 3,72 40,58182 | 7984,83 |196,7588| 196,8

9 mg Jupiter 22,90 249,81818|45153,90|156,7587| 196,8
10 p= T Saturno 9,05 98,72727 |19425,50|1%96,7592| 196,8
11 Ty vio p Urano 7,77 84,763064 [16678,00/196,7583( 196,8
12 | flecha=27 [°°5h Tr_u] _1] Netuno 11,00 [120,00000[23611,10(196,7592| 196,8
13 Plutdo 0,50 5,45455 | 1073,23 |156,7588| 196,8

Fonte: O autor, 2021.

Para encontrar Tj, devemos recorrer ao auxilio computacional como orientado na
figura 44. No codigo digitado, a incégnita = faz papel de Tj e o valor de p a ser substituido
serd aquele encontrado na coluna anterior. Apods todos os valores encontrados, determi-
namos a razao % e atentamos ao fato de que independentemente dos valores das colunas
anteriores a razao sera contante. Conclui-se a atividade explicando este resultado. Em
suma, se a razao % é constante para diferentes valores de g, entao a razdo nao depende
de g e o formato da catenaria com mesma massa, comprimento, flecha e vao serd o mesmo

em qualquer planeta.
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Figura 44 - Encontrando Ty a partir de p com o auxilio computacional

% WolframAlpha

60 = (x/p)*(cosh(150%p/x)-1) for p=1 -

Ifo Extended Keyhoard + Upload ti: Examples >4 Random
Input interpretation:

m:i[cush[w{) f]—l] p=1

Fonte: O autor, 2021.

Objetivos do Nivel Intermediario: Construir uma tabela em Fzxcel ou LibreOffice

Calc testando, em diversas cordas, como variam os parametros p e Ty e, em particular,

como varia a razao L. Verificar que a razao % é uma constante e consequentemente

uma corda assumird o mesmo formato em qualquer planeta.
Objetivos do Nivel Avancado: Encontrar a equacao 14 diferencial dos cabos fle-

xiveis. Deduzir a equagao 15.
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Atividade 3 - Jogo do Comprimento x Area

Enderego: <https://www.geogebra.org/m/ajrwpfs2>

Ao longo do desenvolvimento da se¢ao 2.6, sobre energia potencial gravitacional,
nos deparamos com uma expressao cuja solugao é uma curva que tem seu comprimento nu-
mericamente igual a area sob seu grafico para qualquer intervalo. Esta curva demonstrou-
se ser a catenaria.

Escolhemos mais esta propriedade interessante da func¢do cosseno hiperbélico que
pode ser trabalhada em qualquer nivel de ensino. Para tanto, construimos no Geogebra

o “Jogo do Comprimento x Area” que se encontra no enderego acima.

Figura 45 - Tela do Jogo do Comprimento x Area

4 Jogo do Comprimento x Area <

f(x) = |cosh(x)

Comprimento de Arco = 7.25 u.c.

A’Exrea = 7.25 u.a. Digite a fungio que descja
investigar no campo de entrada.
Os pontos A e B também podem
ser movimentados.

Fonte: O autor, 2021.

Neste jogo, o aluno pode digitar no campo de entrada em verde qualquer funcao
que ele conheca e pode movimentar os pontos A e B livremente. O programa calcula
automaticamente o comprimento da curva, em vermelho, entre os pontos indicados e a
area abaixo do grafico em azul.

O professor do Ensino Médio pode sugerir que se digitem as fun¢des mais conheci-
das, tais como: fungoes constantes, afins, quadraticas, cuibicas, exponenciais, logaritmicas
e trigonométricas circulares. Os alunos vao descobrindo aos poucos que nenhuma outra
fungao possui essa propriedade, exceto pela fungao constante f(x) = 1.

Objetivo do Nivel Béasico: Testar uma lista de func¢oes pré-estabelecidas para
verificar como o comprimento de arco e a area variam.

Objetivo do Nivel Intermedidrio: Construir a melhor funcao possivel, dependente
ou nao do intervalo [a, b], para tentar solucionar o problema.

Objetivos do Nivel Avangado: Demonstrar que o cosseno hiperbélico soluciona o

problema. Verificar se a solucao ¢ tnica.


https://www.geogebra.org/m/ajrwpfs2
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Atividade 4 - Aproximacao da Catenaria por Parabolas

Enderego: <https://www.geogebra.org/m/myzchbfev>

Esta atividade visa trabalhar a diferenciagdo entre a curva catenéria e a parabola.
O aluno pode dar um valor para a razao %, que unicamente define a catendria, e observara
como a razao flecha-vao ¢ influenciada por esta razao e pelo intervalo de integracao.

Objetivo do Nivel Intermediario: Discutir os critérios para considerar uma para-
bola como “boa” aproximacao da catenaria.

Objetivo do Nivel Avancado: Encontrar, através do polindomio de Taylor, qual é
a melhor parabola que aproxima uma catenaria e calcular o erro associado.

Dois Exercicios para Fixacao

Ap6s uma discussao sobre as condigOes iniciais da corda e suas consequéncias,
propomos dois exercicios, que podem ser considerados como aplicagoes diretas das for-
mulas encontradas em 15 e 16. O objetivo é mostrar, em termos numéricos e graficos, as

diferencas entre os cabos catenarios e parabdlicos.

Exercicio 3.0.1. Considere um cabo leve sustentando uma plataforma de 300 metros de

comprimento e 3600 kg de massa. Se a deflexao é de 60 metros, obtenha:

(a) o carregamento w.
(b) a forca de tensao horizontal Ty.
(¢) a forca de tensio mdxima na extremidade da corda T,
(d) uma aproximagdo para o comprimento da corda s.
(e) o grafico.
Solucgao 1.

Item (a):
Como o carregamento w é a razao entre a forca e o comprimento horizontal, temos
P mg  3600kg x 9,81m/s>

S—L — 117, 72N
v x x 300m 7,72N/m

Item (b):
Considerando o vértice da parabola na origem do sistema de coordenadas, podemos
afirmar que a parabola passa pelo ponto A = (150, 60), onde se localiza a extremidade

direita da corda suspensa.
2

Como y = o entao
0


https://www.geogebra.org/m/myzcbfev
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117,72 x (150)?
TO ==
2 x 60

~ 22072,50N

Item (c):

Considere a extremidade direita do cabo, conforme o diagrama abaixo.

_ . T
Ty = Than 5111(9771,(1,1) mazx

dew

T‘U — dew COS(erL[I:L‘)

A forga de tensdo maxima se encontra justamente na extremidade do cabo, e o
angulo méaximo pode ser encontrado a partir da inclinagdo da reta tangente a curva no

ponto A. Assim,

dy —wx 117,72 x 150

t Qmézzi_i_ _078
an(Omia) = o T, 922072, 50

Omar = 0,6747 rad
Assim sendo, podemos encontrar T;,,.
TO = Tméx Cos(eméx)

Ty 22072,50N
coS(Omaz)  cos(0, 6747)

Tnae = =~ 28265,67TN

Item (d):
O comprimento do cabo pode ser aproximadamente calculado com a férmula da

integral de comprimento de arco.
) 150 L
s = "2 + ldx
| Vw

wx
Como y = o7 temos
0
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() = x

150 | 42 150 | o2 (To)?
322/ xz—l—ldx:Q/ x2 + dx
o\ (7o) 0 J (7o) (To)?
9 150
s = —/ v (wx)? + (T))%dx
T() 0

Apés substituir os valores de Ty = 22072, 50N e w = 117, 72N /m na integral acima,

utilizamos o sistema computacional Wolfram|Alpha (2020) para encontrar a resposta.

Assim,

92 150
o 2207250/0 V(117,72)222 + (22072, 50)2dx 2 329,47 metros.

Item (e):

100
80
f(z) = 0.002672 s = 329.47 metros

60

40

-160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Exercicio 3.0.2. Considere um cabo com 3600 kg de massa sustentando apenas seu pro-
prio peso sobre um vdao de 300 metros de comprimento. Se a deflexao é de 60 metros,

obtenha:

(a) a densidade de for¢a p.
(b) a forca de tensao horizontal Ty.
(¢) a for¢a de tensio mdrima na extremidade da corda T4,

(d) uma aproximagao para o comprimento da corda s.

(e) o grifico.
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Solucgao 2.

Item (a):
Como a densidade de forca p é a razao entre a forca e o comprimento do cabo e o
comprimento do cabo foi aproximadamente calculado no exercicio anterior, temos

P mg  3600kg x 9,81m/s?

P=5 =7 329, 47m

~ 107, 19N/m

Item (b):

Considerando o ponto mais baixo da catenéria coincidindo com a origem do sistema
de coordenadas, podemos afirmar que a catendria passa pelo ponto A = (150, 60), onde
se localiza a extremidade direita da corda suspensa.

T
Como y = -0 {cosh <px> — 1}, entao
p Ty

T, 107, 19
60 = —° |cosh 150) — 1
107,19 [COS ( 7, > ]

Com auxilio de recurso computacional encontramos:

Tp = 21090, 60N

Item (c):
Utilizando o mesmo raciocinio do item (c) do exercicio 1, temos que a forga de
tensdao maxima se encontra justamente na extremidade do cabo. E o angulo maximo

pode ser encontrado a partir da inclinagdo da reta tangente a curva no ponto A. Assim,

dy . P . 107,19
tan(0,,4,) = — = sinh (| —z ] = sinh [ ——— x 1 ~ (0.8384
an(@sz) s sin <T0x) sin (21090,60 X 50) ~ (.838

O sz = 0,6977 rad

Assim sendo, podemos encontrar T},
TO - Tméa: COS(Qméz>

Ty 21090,60N
c08(Opmsz)  cos(0,6977)

Tnge = = 27521, 86N

Item (d):

O comprimento do cabo pode ser aproximadamente calculado com a féormula do

150
=2 [y +1d
s ; (y')? + ldx

comprimento de arco.
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T
Yy = =0 {cosh <px> — 1], entao
p

Tp
Ty [ . p yZ
"= 2= |sinh <x) — — 0]
Y p Ty Ty

=i (7)
Yy = sin Tox

(/)? = sinh® <£a:>

0

Assim,

150 )
s = 2/ sinh (m) + 1ldz
0 To

Apo6s substituir os valores de Ty = 21090, 60N e p = 107, 19N /m na integral acima,

utilizamos o sistema computacional Wolfram|Alpha (2020) para encontrar a resposta:

150 107.1 150 107.1
5= 2/ sinh? [ 20019 ) 4 g = 2/ cosh [ 2019 ) & 399,91 metros.
0 21090, 60 0 21090, 60

[tem (e):
100
f(z) =196, 75903[cosh(0, 00508x) — 1] 80
§ = 329.91 metros
B A
60

40

-160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Para efeito de comparacao dos resultados, resumimos os dados na tabela 5.

Tabela 5 - Resultados dos Exercicios 1 e 2

Resultados dos Exercicios 1 e 2
Cabo w ou p [N/m] To [N] Tnée [N] Omsz [rad] | s [metros]
Parabodlico | w = 117,72 22072, 50 28265, 67 0,6747 329,47
Catenario | p=107,19 21090, 60 27521, 86 0,6977 329,91

Fonte: O autor, 2021.
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O diagrama abaixo mostra que é quase impossivel distinguir a olho nu as situagoes
apresentadas. Convidamos o leitor que estd lendo este trabalho de forma digital a dar
zoom no diagrama para tentar ver a diferenca. Também vale ressaltar que nem sempre

essa distingao vai ser tao imperceptivel.

100
f(z) =196, 75903|cosh(0, 00508z) — 1] s = 329,91 metros

. g(x) = 0,00267* 8 s = 329,47 metros J

;! A

e o .

: © :

20

160 140 120 100 80 60 40 20 0| 20 40 60 60 100 120 140 160
-20
-40
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Atividade 5 - Parabola Rolante

Enderego: <https://www.geogebra.org/m/cmrb5rff>

Outra belissima propriedade que relaciona a catenaria e a parabola é o conceito
de Parabola Rolante: se uma parabola rolar sem deslizar sobre o eixo X, entdao o lugar
geométrico do foco desta pardbola serda uma catenaria.

E objetivo do Nivel Intermediario: refazer a construgao para revisitar os conceitos
de vetores, rotacao e translacao.

E objetivo do Nivel Avancado: refazer a construcio para revisitar os conceitos de
comprimento de curva, parametrizacao e reta tangente.

O caso que estudamos na secao 2.7 foi o da pardbola com foco no ponto F' = (0, 1)
e reta diretriz d: y = —1. Sua equacao cartesiana é dada por y = %2. Fizemos uma
construgao animada no Geogebra - que pode ser encontrada no enderego <https://www.
geogebra.org/m/cmrb5rff> - onde o estudante pode manipular o controle deslizante ou
apertar o botao play da animacao automatica.

Como salientamos para as outras construgoes citadas neste trabalho, o professor
pode realizar abordagens com niveis de profundidade bem variados. Pode-se fazer uma
abordagem exploratéria para alunos do Ensino Bésico ou refazer a construgao em turmas
mais avancadas.

Esta é uma das construgoes mais complexas, por isso descreveremos em linhas

gerais os principais passos utilizados.

PASSO 1 Criar a parabola que sofrera o rolamento:
c = Pardbola((0,1),y = —1)

PASSO 2 Criar o controle deslizante a € [—5,5] e o ponto P = (a,a?/4) sobre a parabola ¢

que utiliza a como parametro.

PASSO 3 Criar a curva b, que sera um segmento de parabola ligando o ponto minimo O =
(0,0) ao ponto P = (a,a?/4).

b = Curva(t,t?/4,t,0,x(P))
PASSO 4 Criar o nimero e, que serd o comprimento da curva b de O até P. E criar a variavel
s, que dara o sinal de z(P).
e = Comprimento(b, 0, x(P))
s — sga(x(P))
PASSO 5 Criar a reta tangente a parabola ¢ passando pelo ponto P.

h = Tangente(P, c)


https://www.geogebra.org/m/cmrb5rff
https://www.geogebra.org/m/cmrb5rff
https://www.geogebra.org/m/cmrb5rff

PASSO 6

PASSO 7

PASSO 8
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Criar a parabola ¢, que representa a rotacao da parabola ¢ pelo angulo de inclinagao
da reta tangente h criada anteriormente. Vale ressaltar que o sinal de menos se deve
ao fato de que a inclinacao de h tem sentido anti-horéario e queremos girar em sentido

horario.

¢/ = Girar(c,arctan(—Inclinagao(h)))

Criar os pontos A e P’, onde A é o ponto pertencente ao eixo X cuja abscissa é
o comprimento e calculado no passo 4. E necessario multiplicar por s para que

quando o ponto P esteja no segundo quadrante, o ponto A também esteja. Ja P’ é

o equivalente ao ponto P na pardbola ¢
A= (sxe,0)
" = Girar(P,arctan(—Inclinagao(h)))
Para finalizar a construcao, ¢ necessario que P’ e A coincidam. Assim, criamos a
parabola p, que é a translacdo de ¢’ pelo vetor que vai de P’ até A.

p = Transladar(c’,Vetor(P’, 4))

Para completar a construcao, ainda é preciso criar o ponto F', que serd o foco da

parabola p e habilitar seu rastro. Na figura 46, pode-se observar que construimos a fungao

f(z) = cosh(z) para comprovar que o rastro de F' vai coincidir com f.

Figura 46 - Jogo Pardbola Rolante

f 4 Parébola Rolante =
® Varie os valores do controle
a=3 3 deslizante para rolar a pardbola
ao longo do eixo X.
2 74
. AF =325
1
. A
-7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 "
-1
B~ AB=325
v
2
®

Legenda: Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/cmrb5rff>
Fonte: O autor, 2021.


https://www.geogebra.org/m/cmrb5rff
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Atividade 6 - Involuta e Evoluta

Enderegos: <https://www.geogebra.org/m/ekpuzubq>; <https://www.geogebra.
org/m/kkncfsde>

A 1ltima atividade é composta de duas construgdes que trazem a ideia da involuta
e evoluta de uma curva, exploradas com mais detalhes na secao 2.8. O tema é complexo e
por isso sua proposta estd mais voltada para alunos avancados. Contudo, oportunamente,
o professor pode construir a Tractriz com papel, caneta e barbante em turmas de nivel
basico ou intermediario.

E possivel construir a Tractriz de duas maneiras. A primeira utiliza a ideia de
involuta. Para tanto, o professor pode imprimir uma catenaria e em seguida tomar dois
pedacos de barbante. Um deles sera fixado a folha de papel sobre o tracado da catenaria,
servindo como guia. O segundo terd uma caneta amarrado em sua ponta e serd a casca
da catenaria que, ao desembrulhada, tracara a tractriz.

A segunda maneira pode ser obtida com um palito ou vareta onde a caneta estara
presa em uma das pontas. Para facilitar a visualizacdo, imagine que a vareta se localiza
no eixo Y, com a ponta A em (0,0) e a ponta B em (0,1) com a caneta. Conforme a
ponta A desliza sobre o eixo X, o ponto B serd arrastado desenhando a tractriz.

Sao objetivos do Nivel Intermediario: conhecer e reproduzir a curva tractriz.
Relacionar esta nova curva com a catenaria.

Sao objetivos do Nivel Avancado: deduzir a parametrizagao da tractriz. Interi-

orizar e generalizar os conceitos de involuta e evoluta.

4° Momento: Produgao Final

Esta é a hora do fechamento dos trabalhos. O professor precisa verificar se os
alunos alcancaram os objetivos propostos no decorrer das atividades. Naturalmente, a
observacao da interagao dos alunos pode e deve ser levada em consideragao na hora da
avaliagdo, mas assim como na producao inicial, é preciso que os alunos facam algum
registro, tais como: relatorios guiados, seminarios, apresentacoes, testes, producao de
material, entre outros.

Essa producao final, se comparada com a producao inicial, fornecera um retrato
mais fidedigno da evolucao dos alunos. Os professores e os alunos devem estar preparados
para entender que as atividades podem se encerrar de maneiras nao-triviais. O professor
pode acreditar que uma demonstracao formal simboliza um fechamento, mas isso nem
sempre sera possivel, dependendo do assunto ou da proépria turma. Os alunos, por sua
vez, podem entender que o fim de uma atividade se dard no encontrar de uma férmula,
mas isso também nao é sempre verdade. Deve permanecer acesa a chama do espirito

investigativo para resolucao de problemas.


https://www.geogebra.org/m/ekpuzubq
https://www.geogebra.org/m/kkncfsde
https://www.geogebra.org/m/kkncfsde
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CONCLUSAO

“Tudo flui, nada persiste, nem permanece o
mesmo.”
Herdclito de Efeso

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou verificar como o assunto das
Funcgoes Hiperbolicas esta sendo abordado nos principais livros didaticos e como as dis-
sertagoes do PROFMAT vém propondo novas perspectivas de trabalho deste assunto no
Ensino Bésico. Foi feita a analise de algumas propriedades pouco disseminadas envol-
vendo as Fungoes Hiperbodlicas e foi possivel propor novas abordagens para a atividade
docente.

No inicio de nosso trabalho, colocamos como um dos objetivos a possibilidade
de trazer novas abordagens e novos exemplos das Fung¢oes Hiperbodlicas, que até entao
nao foram contemplados em Dissertagoes do PROFMAT. Sem a pretensao de esgotar os
assuntos e aplicacoes dessas Fungoes, acreditamos que os exemplos aqui desenvolvidos,
tais como a catenaria sendo curva de menor energia potencial, as aplicagoes da parabola
rolante ou ainda o estudo das catenarias em outros planetas fazem com que tenhamos
alcancado éxito nesse objetivo em particular.

De modo geral, verificou-se que é possivel tratar o assunto de Fungoes Hiperbdlicas
no Ensino Basico, mesmo que este nao esteja previsto diretamente na Base Nacional
Comum Curricular (BNCC). Apesar de ser um assunto complexo, ele pode ser abordado
com diferentes niveis de profundidade. Vale ressaltar ainda que houve impossibilidade de
verificar na pratica como os professores adotariam as propostas de atividades com seus
alunos em virtude da pandemia de COVID-19.

Apos extensa pesquisa bibliografica e numerosas revisdes, pode-se sustentar que o
material produzido apresenta boa qualidade e se anuncia como instrumento confiavel a
respeito das Funcoes Hiperbdlicas. Ainda assim, sabemos que o presente material pode
e deve sofrer complementacoes e atualizagoes futuras a partir das contribuigoes recebidas
pelos colegas docentes.

Foram revistas as principais defini¢oes, conceitos e propriedades das Fungoes Hi-
perbélicas, além de sete curiosidades/propriedades pouco exploradas em outros trabalhos,
mas com enorme potencial de aplicacdo em sala de aula. Por fim, oferecemos uma sequén-
cia didatica para nortear o trabalho do professor no ensino destas fungoes.

Algumas oportunidades de continuacao deste trabalho se encontram na anélise
critica da sequéncia didatica aqui exposta. Ela poderia ocorrer através de professores
colaboradores interessados em abordar este assunto em suas turmas por meio de um
estudo de caso ou uma pesquisa qualitativa. Nosso objetivo é o aprimoramento constante,

nunca considerando nosso trabalho pronto e acabado como resumido pela epigrafe deste
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capitulo.

Abrindo parénteses, atrevo-me a sugerir dois tépicos para trabalhos futuros aos
colegas que leem este trabalho e ainda se questionam qual rumo seguir em seus projetos.
O primeiro deles seria na parte historica: considero que aqueles que me precederam tra-
balharam bem a parte histérica e este foi um dos motivos pelos quais nao me aprofundei
nessa direcao. Contudo senti que um caminho ainda faltava: seria interessante comentar
as demonstracoes originais que provam, por exemplo, que a corda suspensa nao ¢ uma
parabola ou a dedugao da equacao da catenaria traduzindo-as para linguagem matematica
moderna. A segunda sugestao estd em se fazer um estudo aprofundado, com o auxilio
do Geogebra, de livros como os de Lockwood (1967), Markushevich (1980) e Abbena,
Salamon e Gray (2017) com foco em curvas especiais com propriedades surpreendentes,
mas que infelizmente nao temos a oportunidade de ver no Ensino Bésico ou até mesmo
no curso de graduacao com a frequéncia que gostariamos.

Encerrando, concluimos que a utilizagao do material e atividades aqui propostos
vai permitir aos professores orientar suas aulas sobre as Fung¢oes Hiperbodlicas no sentido de
uma aprendizagem mais significativa aos alunos e promover uma profunda transformacgao

na pratica do professor.
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APENDICE A — Tabelas

Tabela 6 - Funcées Hiperbdlicas em Termos de Exponenciais
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Funcoes Hiperbdlicas em Termos de Exponenciais

Seno Hiperbdlico

Cosseno Hiperbdlico

x —T

sinh(z) = ‘

— €

2

et +e”*

cosh(z) = )

Fonte: O autor, 2021.

Tabela 7 - Fungoes Hiperbdélicas em Termos de Exponenciais 2

Funcoes Hiperbdlicas em Termos de Exponenciais Dominio
Seno Hiperbdlico sinh(z) = et —e” R
2
Cosseno Hiperbélico cosh(z) = e"te” R
2
Tangente Hiperbolica tanh(z) = sinh(z) _ -t e’ — 1 R
cosh(z) e*+e® e>+1
Secante Hiperbdlica sech(z) = 1 _ 2 R
cosh(z) e*+e®
Cossecante Hiperbdlica csch(z) = 1 — 2 R — {0}
sinh(z) e*—e®
Cotangente Hiperbolica coth(z) = I _efte™ e +1 R — {0}
tanh(z) e*—e® e —1
Fonte: O autor, 2021.
Tabela 8 - Funcbées Hiperbdlicas Inversas
Funcoes Hiperbdlicas em Termos de Exponenciais Dominio
Arco Seno Hiperbdlico arsinh(z) = In(x + Va2 + 1) R
Arco Cosseno Hiperbolico arcosh(z) = In(x + /22 — 1) [1, +00]

Arco Tangente Hiperbélica

In(l1+4z) —In(1l — 2)
2

arctanh(x) =

Fonte: O autor, 2021.
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Tabela 9 - Assintotas das Fung¢oes Hiperbdlicas

Assintotas das Fungoes Hiperbdlicas
Funcao Assintota Horizontal Assintota Vertical
Seno Hiperbdlico Nao ha Nao ha
Cosseno Hiperbélico Nao ha Nao ha
Tangente Hiperbdlica y==+1 Nao ha
Secante Hiperbolica y=20 Nao ha
Cossecante Hiperbodlica y=20 xr=0
Cotangente Hiperbolica y==l1 x=0

Fonte: O autor, 2021.

Tabela 10 - Paridade das Fungbes Hiperbdlicas

Paridade das Funcgoes Hiperbdlicas
Seno Hiperbdlico sinh(z) = = IMPAR
Cosseno Hiperbélico cosh(z) = “£— PAR
Tangente Hiperbolica tanh(z) = ZEZ; IMPAR
Secante Hiperbdlica sech(z) = Coslll(x) == fe,z PAR
Cossecante Hiperbolica csch(x) = sinIll(x) =2 IMPAR
Cotangente Hiperbdlica coth(z) = m = ZZ—E IMPAR

Fonte: O autor, 2021.

Tabela 11 - Relagbes Fundamentais das Fungoes Hiperbélicas

Relacoes Fundamentais das Fungoes Hiperbdlicas
cosh?(z) — sinh?(z) = 1
sech?(x) + tanh?(z) = 1
coth?(z) — esch?(z) = 1

Fonte: O autor, 2021.



Tabela 12 - Soma de Arcos das Func¢odes Hiperbodlicas
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Soma de Arcos das Funcgoes Hiperbdlicas

Funcao

Soma de Arcos

Seno Hiperbdlico

sinh(x + y) = sinh(z) cosh(y) 4 cosh

x) sinh(y)

Cosseno Hiperbélico

(
(

cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh

)
x) sinh(y)

tanh(x) + tanh(y)

Tangente Hiperbélica tanh(z + y) = L+ tonn(e) tanh (]

Secante Hiperbdlica sech(z +y) = : ji‘:;(}f();;i};gh)(y)
Cossecante Hiperbdlica csch(z + y) = C;:;?;f:fscc(i(hygy)
Cotangente Hiperbdlica coth(z +y) = coth(z) coth(y) + 1

coth(x) 4+ coth(y)

Fonte: O autor, 2021.

Tabela 13 - Férmulas de Arco Duplo das Fungoes Hiperbdlicas

Férmulas de Arco Duplo das Funcgoes Hiperbdlicas

Funcao

Arco Duplo

Seno Hiperbodlico

sinh(2x) = 2sinh(x) cosh(z)

Cosseno Hiperbélico

cosh(2x) = cosh®(z) + sinh?(z)

. ’7. 2
Tangente Hiperbdlica tanh(22) —
anh(2e) coth(z) + tanh(x)
Secante Hiperbdlica sech(2¢) — 1—ta—nhz(:l:)
1 + tanh®(z)
Cossecante Hiperbdlica csch(27) = M
2 cosh(x)
Cotangente Hiperbolica coth(2z) = coth(z) + tanh(z)
2

Fonte: O autor, 2021.



Tabela 14 - Derivadas e Integrais das Fungoes Hiperbdlicas

Derivadas e Integrais das Fun¢oes Hiperbdlicas

Funcao f(x) Derivada f'(x) Integral [ f(z)dx
sinh(z) cosh(z) cosh(z) + C
cosh(x) sinh(x) sinh(x) + C
tanh(x) sech?(z) In(cosh(z)) + C
sech(x) — tanh(x)sech(x) arctan(sinh(z)) + C
csch(x) — coth(z)esch(x) —arctanh(cosh(z)) + C
coth(x) —csch?(z) In(sinh(z)) + C

Fonte: O autor, 2021.

Tabela 15 - Integrais Definidas das Fungoes Hiperbdlicas

Integrais Definidas das Fun¢oes Hiperbdlicas
Funcao f(x) Intervalo Integral Definida
sinh () 0, d] ceret
2
cosh(x) [—a,d] et —e @
tanh(x) 0, a] In(cosh(a))
sech(x) [—a, d] 2 arctan(sinh(a))
sech(x) (—00, +00)
csch(x) la, b] arctanh(cosh(a)) — arctanh(cosh(b))
coth(x) [a, b] N sinh(b)
sinh(a)

Fonte: O autor, 2021.

Tabela 16 - Fungoes Hiperbdlicas e Numeros Complexos

Funcoes Hiperbdlicas e Numeros Complexos

Seno Hiperbdlico

sinh(iz) = isin(z)

sinh(x) = —isin(ix)

Cosseno Hiperbdlico

cosh(iz) = cos(x)

cosh(z) = cos(iz)

Tangente Hiperbolica

tanh(iz) = itan(z)

tanh(z) = —itan(iz)

Secante Hiperbolica

sech(iz) = sec(z)

sech(x) = sec(ix)

Cossecante Hiperbdlica

(ix)

csch(z

Cotangente Hiperbolica

csch(ix) = —icsc(x)
(

coth(ix) = —i cot(x)

=1 csc(ix
coth(z) = i cot(ix)

Fonte: O autor, 2021.
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APENDICE B - Demonstracoes

B.1 Desenvolvimento da Integral [+/z? — ldx

Avaliaremos a integral indefinida

/\/ﬁdx

utilizando x = sec(u) e dx = tan(u) sec(u)du. Temos:

/mdl' = /\/SeCQ(u) — 1tan(u) sec(u)du = / \/tan?(u) tan(u) sec(u)du =

/tan(u) tan(u) sec(u)du = /tan2(u) sec(u)du = /[sec2(u) — 1] sec(u)du =

sec®(u)—sec(u)du = | sec®(u)du— sec(u)du:M—k1 sec(u)du— | sec(u)du =
2 2

tan(u)sec(u) 1 sec(u)du — tan(u)sec(u) In(tan(u) + sec(u))
2 2 2

Desfazendo a substituicao, temos:
Va2 —1 In(vVa?—-1+x)
2 2

Calculando a integral acima no intervalo [1, cosh(y)], ficamos com:

B 2 2

[\/cosh?(7) — 1][cosh(v)] In(y/cosh?®(vy) — 1 + cosh(7)) _<[ 12—1)[1] In( /12 -1+ 1))
2 2

2 2

sinh(y) cosh(y)  In(sinh(y) +cosh(v)) (O B ln(1)>

sinh(y) cosh(y)  In(sinh(y) + cosh(y)) 40
2 2

Logo,

cosh(7) T Tdy — sinh(y);osh(v) B ln(sinh(v); cosh(y))
1
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dx
VTl

B.2 Desenvolvimento da Integral [

Vamos avaliar a integral indefinida

dx
VaZ+1
utilizando z = tan(u) e dz = sec?(u)du. Temos:

/W /\/izziﬂ /S\e/(;eT /See

Para integrar sec(u), multiplique o numerador e denominador pelo fator tan(u) + sec(u).

/ sec(u)[tan(u) + sec(u)]du
tan(u) + sec(u)

Faga uma nova substitui¢ao utilizando v = tan(u)+sec(u) e dv = sec?(u)+tan(u) sec(u)du,
temos:

/dv:ln(v)—i-C

(Y

Desfazendo a segunda substituicao:
/sec(u)du = In(tan(u) + sec(u)) + C

Por fim, desfazendo a primeira substituicao:

dx
- /72
/ = In(z+vVa2+1)+C



B.3 Desenvolvimento da Integral [+/4x? + ldx

Vamos avaliar a integral indefinida

/\/ 422 + 1dx

2

utilizando x = tan;“) e dr = Wdu. Temos:
sec?(u) 1 5
/\/4$2 + 1dz = / Vtan?(u) + 1 5 du = §/sec (u)du =
tan(u) sec(u) N éll /sec(u)du _ tan(u) sec(u) N In(tan(u) + sec(u))

4

Desfazendo a substituicao, temos:

4 4

20vV422 +1  In(2 422 + 1
/ T T ide — x\/Z + N n($+\4/:c + )+O

+C
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B.4 Desenvolvimento da Integral [ ———
441

Vamos avaliar a integral indefinida

/ dz
2+ 1

utilizando x = tan(u) e dz = sec?(u)du. Temos:

sec?(u)du _/W:/du:m(l

tan?(u) +1 J sec?

Desfazendo a substitui¢ao, temos:

/ de_ _ arctan(x) + C

24+ 1
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B.5 Desenvolvimento da Integral [ ] 5
-

Vamos avaliar a integral indefinida

dz
1 — 22

utilizando = tanh(u) e dz = sech?(u)du. Temos:

dv sech®(u)du
1—22  J 1—tanh?(u)

Da tabela 11 de Relagoes Fundamentais, temos

dx sech? (u)du
1 — a2 / sech®(u) / u=ut

dx
1 — 22

= arctanh(z) + C
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B.6 Soma de Arcos das Funcgoes Hiperbdlicas

Usando o fato que

sinh(z + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)

cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

iremos determinar as expressoes para Tangente, Secante, Cossecante e Cotangente Hiper-
boélicas.
Para a Tangente Hiperbdlica, temos:
sinh(x +y)  sinh(z) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)

tanh(z +y) = cosh(z + y) - cosh(x) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)

sinh(z) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)
cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

tanh(z +y) =

sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)
cosh(x) cosh(y)

cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)
cosh(z) cosh(y)

tanh([p) + tanh(y)
tanh -
anh(z + y) 1 + tanh(z) tanh(y)

tanh(z +y) =

A féormula para o arco duplo obtém-se diretamente fazendo x = y.

tanh(z) + tanh(x)

tanh =
an (ZE + l‘) 1+ tanh($) tanh(x)
2 tanh
tanh(2z) — —22nh(@)
1 + tanh®(z)
2
tanh(2x) =

coth(z) + tanh(z)

Para a Secante Hiperbdlica, temos:

1 1
cosh(x 4+vy)  cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

sech(z +y) =

1

sech(z +y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)
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1
B cosh(x) cosh(y)
sech(z +y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)
cosh(x) cosh(y)
sech(z +y) = sechiz)aoch(y)

1+ tanh(z) tanh(y)

A férmula para o arco duplo obtém-se diretamente fazendo = = y.

~ sech(z)sech(r)
sech(x + x) 1 + tanh(x) tanh($)
12
sech(2z) = M
1 + tanh®(x)
1 — tanh®
sech(2x) = b )

1+ tanh?(z)

Para a Cossecante Hiperbdlica, temos:

1

csch(z +y) = sinh(z + ) - sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)

1

csch(z +y) = sinh () cosh(y) + cosh(z) sinh(y)

1
sinh(x) sinh(y)
sinh(x) cosh(y) + cosh(z) sinh(y)
sinh(z) sinh(y)

csch(x)esch(y)
coth(z) + coth(y)

csch(z +y) =

csch(zx +y) =

A férmula para o arco duplo obtém-se diretamente fazendo = = .

_ csch(x)csch(z)
csch(z + ) = coth(x) + coth(z)
csch?(x)
csch(2x) = Zcoth(z)
csch(2x) = m

Para a Cotangente Hiperbélica, temos:

cosh(x + y) _ cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)
sinh(z +y)  sinh(z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y)

coth(z +y) =
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cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

coth(z +y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)
cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)
coth(z +y) = sinh(x) CS;E?STI;I;E/(L) sinh(y)
sinh(x) sinh(y)
coth(z + y) = coth(z) coth(y) + 1

coth(z) + coth(y)

A férmula para o arco duplo obtém-se diretamente fazendo x = y.

coth(z) coth(z) + 1

h =
coth(z + ) coth(z) + coth(x)
th 1
coth(2z) — SO (@) +1
2 coth(z)
coth(2) — coth(z) + tanh(z)

2
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B.7 Integral de Funcio Impar em Intervalo Simétrico

Proposigao B.1. Sejam a > 0 e f : [—a,a] — R uma fun¢io impar e integravel, entdo

J2q f(x)dz = 0.

Demonstracao: Como

[ sz = [ f@ye+ [y

—a

/a f(x)dm:/O_Q—f(x)dx—i-/oaf(x)dx

—a

e como f(x) é uma funcdo impar, entao

| f@yde= [ —f@ya+ [ @ = [([f()  f@)ldz =0

—a
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B.8 Fungoes Hiperbdlicas e Niimeros Complexos

Usando o fato que

sinh(z) = —isin(iz)
e
cosh(z) = cos(iz)
iremos determinar as expressoes para Tangente, Secante, Cossecante e Cotangente
Hiperbdlicas.

Para a Tangente Hiperbdlica, temos:

sinh(x)  —isin(ix)
tanh(z) = cosh(z) a cos(ix)

tanh(x) = —i tan(iz)

Ou ainda, sabendo que a tangente é uma funcao impar, vem

tanh(z) = —itan(iz)
tanh(iz) = —itan(i*r)

tanh(iz) = —itan(—x)

tanh(ix) = i tan(z)

Para a Secante Hiperbdlica, temos:

1 1
sech(z) = cosh(z) - cos(ix)

sech(x) = sec(ix)

Ou ainda, sabendo que a secante é uma funcao par, vem

sech(x) = sec(iz)
sech(iz) = sec(i’x)

sech(iz) = sec(—x)

sech(iz) = sec(r)
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Para a Cossecante Hiperbdlica, temos:

h(z) 1 1 )
csch(x) = = =
sinh(z)  —isin(iz)  sin(iz)

csch(x) = i csc(ix)

Ou ainda, sabendo que a cossecante ¢ uma funcao impar, vem

csch(z) = 7 cse(ix)
csch(iz) = i csc(ir)

csch(iz) = icsc(—x)

csch(iz) = —icsce(x)

Para a Cotangente Hiperbélica, temos:

cosh(r)  cos(ix)  icos(iv)

coth(z) =

sinh(r)  —isin(iz)  sin(iz)

coth(z) = icot(ix)

Ou ainda, sabendo que a cotangente é uma fung¢ao impar, vem
coth(z) = icot(ix)

coth(ix) = i cot(i*)

coth(iz) = i cot(—x)

coth(iz) = —i cot(x)
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APENDICE C - Links para Construcoes no Geogebra

1. Jogo da Corda Suspensa
<https://www.geogebra.org/m/twyhnnks>
2. Corda Interplanetaria
<https://1drv.ms/x/s!Aod A4XiZWRXLgatMieNJRxZfUm87QQ?e=072qby>
3. Jogo do Comprimento x Area
<https://www.geogebra.org/m/ajrwpfs2>
4. Aproximacao de Catenarias por Parabolas
<https://www.geogebra.org/m/myzcbfev>
5. Pardbola Rolante
<https://www.geogebra.org/m/cmrbbrif>
6. Catendria e Tractriz (Involuta)
<https://www.geogebra.org/m/ekpuzubq>
7. Catendria e Tractriz (Evoluta)

<https://www.geogebra.org/m/kkncfsde>


https://www.geogebra.org/m/twyhnnks
https://1drv.ms/x/s!Ao4A4XiZWRXLgatMieNJRxZfUm87QQ?e=072qby
https://www.geogebra.org/m/ajrwpfs2
https://www.geogebra.org/m/myzcbfev
https://www.geogebra.org/m/cmrb5rff
https://www.geogebra.org/m/ekpuzubq
https://www.geogebra.org/m/kkncfsde
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APENDICE D - Formuldrio Docente da Sequéncia Didatica

Prezado professor e colega,

este trabalho foi feito pensando em vocé. Queremos que estas atividades propostas
possam, de fato, te ajudar a enriquecer suas aulas. Como vimos, o assunto de Funcoes
Hiperbdlicas é rico de aplicagoes. Caso tenha se animado em replicar alguma destas
atividades com seus alunos, por favor, nos conte sua experiéncia.

Para compartilhar basta preencher o formulario no link:
<https://forms.gle/j9j12Ko7tjgY9OUFo6>.

Sua ajuda é fundamental para continuidade de nosso trabalho.
Atenciosamente,

o autor.


https://forms.gle/j9j12Ko7tjgY9UFo6
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