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RESUMO

O presente trabalho fala sobre a possibilidade de estudo da matematica utilizando ele-
mentos musicais, como proposta de aplicagao dos niimeros racionais que possa ser usada em
sala de aula. A relacao entre matematica e musica é percebida por varios tedricos e tem
origem nos primordios da construcao da teoria musical moderna, que tem como primeiro de-
senvolvedor, o matematico Pitagoras. As partes principais de uma musica, melodia, ritmo e
harmonia, podem ser traduzidas para a linguagem matematica baseando-se na relagao entre
os numeros. Temos, assim, a musica como o resultado de operagoes entre ntimeros racionais.
Na abordagem matematica fizemos um estudo do conjunto dos niimeros racionais, falando
desde a sua historia até as principais definigoes. Na parte musical apresentamos as figuras e
explicacoes dos elementos mais importantes, utilizados para escrever a musica em partituras.
A intencao desta parte do trabalho foi iniciar o leitor no entendimento da teoria musical,
fornecendo as defini¢oes necessarias para compreender os estudos propostos. Ao abordar a
conexao entre os nimeros racionais e a musica, nosso intuito foi mostrar o quanto as fracoes,
principalmente, estao presentes na estrutura musical, desde o surgimento da teoria musical
ocidental.

Palavras-chave: Numeros racionais. Interdisciplinar. Teoria musical. Fragoes.



ABSTRACT

The present work brings the possibility of studing mathematics by using musical elements,
as a proposal of a rational number application that can be used in the classroom. The relation
between math and music is noticed for many theorics and has its origins in the begining of
the modenr musical theory construction. We consider that this theory has as first developer
the mathematics Pitdgoras. The principal parts of a music, melody, rythm and harmony, can
be translated to the mathematic lenguage based on the relation between the numbers. We
have, so, the music as a result of operations between rational numbers. In the math aproach
we did a study of the rational numbers set, talking since about its history up to the principal
definitions. In musical part we showed the figures and explanations of the most important
elements, used for write the music in sheets. The intention of this parte of the work was start
the reader in the musical theory understanding, givinf the definitions required for comprehend
the post stutdies. When approaching the connection beween the rational numbers and the
music, out intent was to show how much the fractions, principally, are present on the musical
structure, since the emergence of the ocidental musical theory.

Key-Words: Rational Numbers. Interdisciplinary. Musical Theory. Fractions..
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Introducao

A histéria da relagao entre musica e niimeros racionais se confunde com a historia da teoria
musical ocidental. Desde a criagao dos primeiros elementos musicais é possivel encontrar a
influéncia que os numeros exerceram. Em seu artigo sobre Pitdgoras e a escala musical,
(SALLES, [2009) mostra as contas que geraram a formacao da escala de tons que conhecemos:
dé, ré, mi, fa, sol, 14 e si. Os calculos feitos por Pitagoras sofreram modificacoes durante o
desenvolvimento desta teoria. No entanto, € inegavel a importancia dos niimeros racionais na
construcao musical ocidental.

A justificativa e origem deste estudo estao na esséncia da pratica do professor de ma-
tematica. A procura por novas formas de abordar os contetidos matemético deve ser cons-
tante no trabalho do professor. E importante que os estudantes que estao sendo apresentados
ao conhecimento matematico sejam também apresentados a abrangéncia que a matematica
pode ter nos mais diversos assuntos. A experiéncia docente nos leva a entender que o apro-
fundamento matematico ganha significado quando é usado para estudo e desenvolvimento de
outras areas. A musica surge assim, como mais uma das dreas em que a matematica pode
ser aplicada

Em consultas a livros didaticos, como “Tudo é matematica”’ (DANTE, 2011)), e “Projeto
Araribd” (BARROSO), 2018)), ambos usados no ensino fundamental, pudemos constatar que a
forma de abordar as fracoes e o uso dos nimeros racionais envolvem, na maioria das vezes,
os mesmos tipos de aplicagao. Isto acaba por criar a nocao erronea de que as fragoes podem
ser aplicadas em apenas uma quantidade muito restrita de campos de atividade.

A concepcao de fragoes como registros de partes a serem extraidas de um todo ainda é a
mais utilizada no ensino da matematica nas séries iniciais. Seus exemplos de utilizacao quase
sempre se limitam a repartir alimentos, objetos, dinheiro e a medir ingredientes em receitas.

Como nossa producao pretende ser a intersecao entre a matematica e a musica tivemos
inspiracao em autores de ambas as areas.

Para falar sobre a parte matematica, mais especificamente os niimeros racionais, tivemos
como fontes, (NIVEN, [1984), (FERREIRA| [2013)) e (CARACA| [2000)). A leitura de suas obras
norteou as definigoes e propriedades que sdo apresentadas no Capitulo [1}

O capitulo citado foi destinado as principais definicoes matematicas relacionadas com o
tema. Contemplando desde a histéria dos niimeros racionais até as representacoes atualmente
usadas, incluindo uma explicacao sobre a diferenciacao de niimeros racionais e irracionais.

A parte musical ficou a cargo do Capitulo [2| onde trouxemos todas as definigoes da teoria

musical que serao necessarias para compreender a nossa aplicacao. Os conceitos musicais que



abordamos estao descritos na obra “Elementos de Teoria Musical”de (RIBEIRO), 1965).

No Capitulo [3] fizemos a interse¢do entre a musica e a matematica. A abordagem da
intersecao entre os dois assuntos tem inicio na histéria da teoria musical, na criacao das
notas musicais. No capitulo ainda fizemos propostas de questoes que podem ser utilizadas
em sala de aula para trabalhar as fragoes utilizando figuras musicais, além de uma leitura de
trechos de duas musicas em partitura.

A abordagem da musica como aplicagdo dos ntimeros racionais que apresentamos é de
natureza pitagérica, como (NIETZSCHE; LEBRUN; FILHO, (1974) categorizou a nossa ciéncia.
Neste caso, o autor faz referéncia a ideia que Pitdgoras tinha sobre as relagoes entre os
nimeros (entre si mesmos) e a esséncia das coisas. Afirma ainda que essa investigagao pi-
tagorica “Trata-se de encontrar féormulas matematicas para as forcas mais absolutamente
impenetraveis”.

Para reforcar nossa fala de que os niimeros racionais estao ligados aos elementos musicais
desde a sua cria¢ao, podemos citar a obra “Diderot e as analogias musicais”, (NUNES, [1997)).
No livro, lemos varias falas de Diderot a cerca da relagao entre matematica e musica. Em uma
delas, o filésofo afirma que varios povos realizaram estudos acerca das propriedades dos sons,
mas “Pitagoras foi o primeiro, na tradigao ocidental, a expressar as propriedades actsticas
com relagao as proporgoes numéricas, em um grau de abstragdo bem mais elevado [...]”.

Falar de musica como aplicacao da matematica pode parecer inusitado para alguns lei-
tores, pois nao é tao comum encontrarmos muitos trabalhos neste sentido. Podemos, entao,
citar de forma especial duas dissertacoes de egressas do PROFMAT: “Matemaética e musica:
uma proposta de aprendizagem”, de (CABRAL et al, [2015) e “O ensino da estatistica através
da musica”, de (FERREIRA et al., [2015).

A busca em outras areas de aplicagoes dos contetiddos matematicos caracteriza um trabalho
interdisciplinar. Esta forma de pesquisa € incentivada pela Base Nacional Comum Curricular,
a BNCC, (SILVA, 2018). Em sua versao disponivel no Portal do Ministério da Educagao, a
delega aos sistemas e redes de ensino a incumbéncia de inserir nas propostas pedagégicas
“temas contemporaneos que afetam a vida humana em escala local, regional e global, prefe-
rencialmente de forma transversal e integradora”, e cita diversidade cultural como um desses
temas.

Ainda sobre o texto da BNCC, nas chamadas competéncias gerais da educacao a terceira
competéncia nos diz que devemos “Valorizar e fruir as diversas manifestacoes artisticas e
culturais, das locais as mundiais, e também participar de praticas diversificadas da producao
artistico-cultural”. A competéncia 6 diz “Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias cul-
turais”.

Este trabalho se propoe a formular um material que podera servir de consulta para os que

buscam outras formas de aplicagoes dos niimeros racionais. Ao longo do texto intencionamos



responder a questao: como o conhecimento matematico influencia a concepgao, execucao e o

entendimento musical e ajuda a construir sua estética?
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1 Os numeros racionais

Neste capitulo nos dedicamos a fazer um estudo sobre as definicoes e as principais pro-

posicoes relacionadas aos niimeros racinais.

1.1 Histdria dos numeros

Tratando-se da histéria dos niimeros racionais, ha varias evidéncias da utilizacao e repre-
sentacao de fragoes desde o Egito Antigo. (CARACA, 2000) cita Herédoto para afirmar que a
Geometria teria surgido no Egito Antigo como uma forma de medir as terras para a devida
cobrancga de impostos. Os impostos eram cobrados de acordo com o tamanho da terra, mas
os terrenos que ficavam perto do rio perdiam terras na época da cheia. A area a ser cobrada
deveria entao ser recalculada.

Em seu livro, (CARACA, [2000) utiliza a medigao de segmentos como principio que gerou
a necessidade da utilizacao de novos nuimeros. Dados os segmentos AB e C'D de tamanhos
respectivamente a e b, sendo b < a, medir o segmento AB utilizando C'D significa encontrar
quantas vezes C'D cabe em AB. Neste caso dizemos que b é a unidade de medida.

Com efeito, esta também ¢é a definicao de divisao que se utiliza comumente. Podemos,
entao representar a medigao acima descrita pela divisao entre os nimeros a e b: %. Esta
divisao, contudo, nem sempre tem como resultado um numero inteiro, ou seja, nem sempre
CD cabe em AB uma quantidade inteira de vezes.

Podemos dizer, assim, que o conjunto dos nimeros racionais surgiu pelo principio de ex-

tensao, como forma de suprir a insuficiéncia dos nimeros inteiros em representar as medidas.

1.2 Definicoes

Definigao 1.2.1 (Numeros racionais). Chamamos de nimero racional todo nimero que pode
a
ser escrito na forma 7 onde a,b € Z e b # 0.

~ ~ . a & , . . . -
Definigao 1.2.2 (Operagoes). Sejam 7 e p numeros racionais. Definimos as operacoes de

. L . a ¢ ad+bc a ¢ ac
adicao e multiplicacdo respectivamente por: — + — = =

b d bd b d bd

Defini¢ao 1.2.3 (Corpo). Chamamos de corpo todo conjunto nao vazio k dotado de duas

operacgoes chamadas soma e produto. .

Proposicao 1.2.1. O conjunto dos numeros racionais € um corpo.
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Demonstracao. Dadas as operacoes de adicao e multiplicacao, anteriormente definidas, se-
guem as demonstragoes das propriedades: comutatividade da adicao, associatividade da
adicao, elemento neutro aditivo, oposto aditivo, comutatividade da multiplicacao, associa-
tividade da multiplicagao, elemento neutro multiplicativo, inverso multiplicativo e distribu-

tividade da multiplicacao em relacao a adigao.

1. Comutatividade da adigao

Dados %,5 € Q, queremos provar que:
a ¢ ¢ a
Z4 =24 1.1
bTaTa"y (L)

Desenvolvendo o primeiro membro de (|1.1)), temos que:

a c_ad+bc

b d  bd

Como a, b, c,d € 7, valem as propriedades comutativas da adi¢ao e da subtragao. Logo:

ad+bc cb+da ¢ N a
bd ~  db d b’
como queriamos demonstrar.
2. Associatividade da adigao
a c e
Sejam 7 e — numeros racionais. Considerando ainda que a, b, ¢, d, e, f € Z, e portanto

valem as propriedades comutativas da adicao e distributiva da multiplicagao em relagao

para estes inteiros. Disso segue que:

(a c> e ad+cb e (ad+cb) f+ (bd)e _

v YT F T T Ty d)f
_al(df) +b(cf) +b(de) a(df) +b(cf+de) a N (Cf—l—de) _a. (E N E)
- b(df) - b(df) b df ) b \d f
Dos extremos, temos que (% + 2) + ? = % + <§ + ?) Logo, a adigao é associativa

para os Q.

3. Elemento neutro aditivo

Desejamos provar que o conjunto dos niimeros racionais possui o elemento neutro para

a
adicao, denotado por T Ou seja, vamos provar que dado 3 € Q, temos que

o

+-=-. (1.2)

Sal RS
> e
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Como vimos na Definigao [1.2.2] podemos desenvolver o primeiro membro de ([1.2]) da

seguinte forma:
a 0 a-14+b6-0 a

b 1 b-1 b

Portanto a propriedade esta demonstrada.

4. Comutatividade da multiplicacao

: . . . a c
Considere os niimeros racionais quaisquer 7 a Queremos provar que:
a ¢ ¢ a
2222 (1.3)
b d d b

Desenvolvendo a multiplicagao no primeiro membro de (1.3)), temos:

Cc ac ca Cc

@ ¢ c.¢
b d bd db d b
Logo, a equagao (1.3]) é verdade.

5. Associatividade da multiplicagao

a c e .
Dados —, —, — € Q, queremos verificar que:

b d f
<%.§>?:%.(§§) (1.4)

Partindo do primeiro membro de (|1.4), podemos desenvolver:

G 7= G =i =i () =56 7)

Portanto, a propriedade é valida.

6. Elemento neutro multiplicativo

1 e L .
Vamos mostrar que — é elemento neutro multiplicativo dos niimeros racionais. Assim,

dado 2 € Q, e de acordo com a Definicao [1.2.2, temos:

C- Cc

Y

=] =

Ul o
[—

como queriamos demonstrar

7. Inverso multiplicativo

0
A propriedade diz que dado % € Q, com % + T existe 5 € Q tal que

=1 (1.5)

S e
Ul o
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1 b
Multiplicando — e i de ambos os lados de 1’ obtemos
a

O I
b d a 1 a 1
Efetuando os cancelamentos de termos, obtemos:
c b
o=
Logo, temos que € _ (ﬂ) - = 9
d b a
8. Distributividade da multiplicacao em relacao a adicao
Dados os nimeros racionais %, 5, ?, desejamos demonstrar que:
a (c e a ¢ a e
z'<a+7):z'a+z'7 (1.6)

Desenvolvendo o primeiro membro de (|1.6]), obtemos:

5'<3*_?) )

a (cf+de
() 5
a(cf + de)
b(df)

a(cf) + a(de)

b(df)

(1.7)

b
Multiplicando a expressao 1} por &, obtemos:

b(acf) + b(ade)
b(bdf)

Aplicando a propriedade associativa da multiplicagdo com numeros inteiros em ([1.8]),

(1.8)

podemos desenvolver da seguinte forma:

blacf) 4+ b(ade)  ac(bf) +ae(bd) ac ae

a
bbdf)  bd(bf)  bd bf b
O que mostra que (1.6]) é verdade.

_|_

SalBS

¢
d

Com todas as propriedades satisfeitas, provamos assim que o conjunto dos nimeros raci-

nais é um corpo ordenado. O
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1.3 Representacao

A forma de representar os numeros depende da necessidade do seu uso e pode mudar
dependendo da cultura do povo que os usa. Um exemplo disso é que gracas a tradicao oral,
os gregos antigos nao tinham uma representacao especifica para as fracoes. Eles tratavam

c

mais especificamente da razao entre os nimeros. O que hoje nés traduzimos por: — = p era

a
b
tratado por eles como a esta para b assim como b esta para d.

Atualmente os numeros racionais podem ser representados de duas formas: na forma de
fragao e na forma decimal. J& tendo sido abordada a forma de fragao, vejamos os dois casos

das formas decimais: a finita, e a infinita.

1.3.1 Representacdo decimal finita

Todo nimero decimal com quantidade de casas decimais finita pode ser escrito na forma
a com b diferente de zero. Por que, entao, nao colocar a listagem dos ntimeros racionais em
forma decimal? Apesar de parecer mais proximo do entendimento intuitivo, a listagem dos
nimeros racionais ficaria incompleta ao tentarmos utilizar apenas nimeros decimais finitos.

Ao escrevermos o conjunto {1,2,3,4,...} conseguimos fazer uma boa representacao intuitiva
dos numeros naturais, por exemplo. Ao seguir a listagem de 1 em 1 unidade, conseguimos
varrer todos os nimeros naturais.

No entanto, se tentarmos escrever {0,1; 0,2; 0,3; ...}, estaremos ignorando infinitos nimeros
racionais que nao serao atingidos com esta lista. Mas se escrevermos a lista de fracoes da
forma %, com a e b inteiros e b # 0, podemos abranger todos os racionais.

Os numeros decimais finitos podem ser escritos como fragoes em que o denominador é
uma poteéncia de dez. Para retornar a fracao a forma de nimero decimal, basta efetuar a

divisao do numerador pelo numerador. Vejamos os exemplos a seguir.

27
E lol. 2,7=—
xemplo , 10
45
E lo 2. 0,45 = —
xemplo , 100
362545
E lo 3. 2545 = ——
xemplo 3. 0, 362545 1000000

Definicao 1.3.1 (Fragao Irredutivel). Uma fragdo estd na forma irredutivel quando o nu-

merador e o denominador sao primos entre Si.

A Definicao ¢ um complemento para compreendermos o que Ivan Niven fala sobre
as representagoes decimais para numeros racionais:
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. . . . a ~ .
Um numero racional na forma irredutivel — tem uma representacao decimal

finita se, e somente se, b ndo tiver outros fatores primos além de 2 e 5. b nao
precisa necessariamente ter os dois fatores primos ao mesmo tempo. Pode
ser que tenha apenas um dos fatores ou nenhum. (NIVEN] 1984).

Note que com esta fala do autor nao se faz necessario que o denominador da fragao seja
um multiplo de 10 para que a representacao decimal seja finita, apesar do que é comumente
compreendido.

1
55 = 0.04 e 5 = 0,0625

Ao passo que o numero numero racional —. por exemplo, tem infinitas casas decimais
35 ) b b

Sao exemplos do que é dito por Niven, os niimeros:

sendo invidvel uma representacao completa. Contido, ¢ comum dar uma representagao de-
cimal finita que aproxima seu valor, por exemplo 0, 17142857. Isto nos leva a representacao

decimal infinita.

1.3.2 Representacdo decimal infinita

Um nimero que estd em representacao decimal infinita é um ndmero racional se nas
casas decimas houver um grupo de ntimeros que se repete indefinidamente seguindo sempre
a mesma sequéncia. Este grupo de nimeros é chamado periodo do nimero. A seguir
temos alguns exemplos de niimeros racionais com representacao infinita, também chamados
dizimas periddicas.

1

Exemplo 4. — = 0,3333.... Neste exemplo — € a fragao geratriz e o periodo € 3.

3
E o 5. 2
Xemplo . —

p 11

w

4
= 0,363636... Fracao geratriz: I Periodo: 36.

As dizimas periddicas podem ser simples ou compostas. As simples sao as que possuem
apenas a parte inteira (que vem antes da virgula) e o periodo. As compostas sao as que, além
da parte inteira e do periodo, possuem uma parte fixa, também chamada de antiperiodo.

O antiperiodo ¢é a parte que nao se repete apds a virgula e antes do periodo.
121
Exemplo 6. 1,34444... = 90 Parte inteira: 1. Antiperiodo: 3. Periodo: 4.

Dada uma dizima periddica, e possivel encontrar sua fracao geratriz seguindo algumas

regras. A titulo de exemplo, encontraremos as fragoes geratrizes de alguns nimeros.

Exemplo 7 (Dizima peridédica simples). Vamos encontrar a fragio geratriz do nimero
0,030303.... Parte inteira: 0. Periodo: 03.

e 12 Passo: Igualar o niimero a z.

0,030303... = x (1.9)



Capitulo 1. Os nimeros racionais 25

e 292 Passo: Multiplicar a equacao por 10", onde n € N e representa a quantidade de
digitos do periodo. No caso da equagao ([1.9) o periodo tem 2 digitos. Entdo vamos

multiplicé-la por 10? = 100.

0,030303 - 100 = z - 100 = 3,030303 = 100z (1.10)

e 32 Passo: Subtrair a equagao (|1.10) pela ([1.9)). Neste exemplo faremos(|1.9) — ([1.10)).

3,030303 — 0,030303 = 100x — z = 3 = 99z

e 42 Passo: Isolar o z e, quando possivel, simplificar a fracao obtida. No nosso exemplo

temos:

Portanto, a fragao geratriz de 0,030303 é 33

Exemplo 8 (Dizima periédica composta). Encontrar a fra¢ao geratriz da dizima periédica
1,85777... Parte inteira: 1. Antiperiodo: 35. Periodo: 7.

e 12 Passo: Igualar o ntimero a x.

1,35777 = x (1.11)

e 22 Passo: Como o periodo tem apenas um digito, vamos multiplicar a equacao (1.11]
por 10.
1,35777-10 = x - 10 = 13,5777 = 10x (1.12)

e 32 Passo: Subtrair a equagao (|1.11)) da equacao (1.12]).

13,5777 — 1,35777 = 102 — x = 9z = 12,22 (1.13)

12,22

e 42 Passo: Ao isolar o x na equacao (1.13)), obtemos a fracao , cujo numerador €

um numero decimal. Para termos apenas niimeros inteiros na fragao, vamos multiplica-
la por 10", onde n € Z e é igual a quantidade de digitos da parte decimal do numerador.
Em seguida simplificaremos a fracao, se possivel.
12,22 - 100 N 1222 -2 611
r=—————=r=—-"=—.
9-100 900 +-2 450

Logo, a fracao geratriz da dizima periédica 1,35777.

Observacgao: as dizimas nao peridédicas sao as que nao possuem um periodo. Estas nao

serao abordadas neste trabalho por se tratarem de ntmeros irracionais.
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1.4 Enumerabilidade dos racionais

Antes de demonstrar a enumerabilidade dos niimeros racionais, é necessario lembrar al-

gumas propriedades e a definicao de conjunto enumeravel.

Definigao 1.4.1 (Conjunto enumeravel). Um conjunto € dito enumerdvel se ele € finito ou

se ele possut a mesma cardinalidade do conjunto N.
Proposicao 1.4.1. O conjunto Z é enumerdvel.

Propriedade 1.4.1. Seja f : A — B uma fun¢do injetora. Se B é enumerdvel, entao A €

enumeradvel.

Propriedade 1.4.2. Se A e B sao conjunto enumerdveis, entdo o produto cartesiano A x B

é enumerdvel
Proposicao 1.4.2. Provar que o conjunto dos nimeros racionais é enumerdvel.

Demonstra¢ao. Tomemos a funcao g : Q — ZxZ, tal que f <@> = (m,n),com MDC(m,n) =
n
len>0.

, m a
E facil verificar que f é injetora. Dadas duas fragoes quaisquer —, 7 € Q, sendo que
n

m a . . :
— # —, ao menos uma das duas situagdes acontece: m # a ou n # b. Assim os pares

n
ordenados (m,n) e (a,b) sao diferentes, e portanto f é injetora.

Como f é injetora e Z X 7Z é enumeravel, concluimos que Q é enumeravel.
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2 Teoria musical

A teoria musical ocidental é vasta e tem varios niveis de profundidade. Vamos nos ater

neste capitulo as propriedades musicais mais importantes para o estudo que faremos adiante.

2.1 As partes de uma musica

Inicialmente é necessario definirmos as partes essenciais nas quais toda musica se divide:

melodia, harmonia e ritmo.

Definigao 2.1.1 (Melodia). E a sucessao de notas musicais tocadas em uma determinada
sequéncia e que compoe a identidade da misica. A melodia € considera a concepgao horizontal

da mausica.

De forma intuitiva, podemos dizer que a melodia é a parte da musica que ”cantarola-
mos” inconscientemente, pois é a parte que fica em nossa cabeca apds escutarmos a musica.
Este é o motivo de ser a identidade da musica.

Ao falarmos sobre a concepcao horizontal da musica estamos falando sobre a progressao
da musica, por exemplo, em uma partitura. Na Figura [l vemos um trecho, em partitura, da
melodia de Asa Branca, de Luiz Gonzaga. Podemos perceber como para executar as notas
da frase “Quando olhei a terra ardendo” (dé, ré, mi, sol, sol, mi, fa, f4) na ordem correta, é

necessario ler a partitura da esquerda para a direita, horizontalmente.

f)

Dé Ré Mi 3ol Sol Mi Fa Fa

Figura 1 — Melodia: Asa Branca

Definigao 2.1.2 (Harmonia). E composta por notas tocadas simultaneamente e acompanha
a melodia. Trés notas ou mais tocadas ao mesmo tempo, formam um acorde, que compoem

a harmonia. A Harmonia é considerada a concepcao vertical da maisica.
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Como dito na definicao, os acordes sao os sons que ouvimos "ao fundo”da melodia. A
harmonia enriquece a musica e preenche momentos de siléncio da melodia, conferindo mais
beleza a execugao musical. A harmonia também é atribuida a emocao musica. Por isto é
considerada a alma de uma mdusica. Para entender um pouco sobre estudo de emocao da
musica, recomendamos a leitura da matéria sobre 13 emocoes diferentes que a musica pode
transmitir (GALILEU, [8/10/2020), publicada no site da Revista Galileu. O enderego esta nas
referéncias.

A expressao concepgao vertical se refere a forma como as notas sobrepostas do acorde
sao representadas na pauta. Como é possivel ver na Figura[2] o agrupamento vertical de trés

notas ou pais compoe o acorde que faz parte da melodia.

O 2

Figura 2 — Acorde de Do

Definicao 2.1.3 (Ritmo). E a sucessdo de sons e siléncio que em determinada ordem,

ditam a cadéncia com que a misica vai SequUiT.

O ritmo pode ser construido com as notas musicais ou com outros sons como batidas que

obedecam a uma determinada frequéncia.

2.2 Definicdes importantes

Para ilustrar nossos estudos precisamos entender a escrita da musica em partituras. Os
principais pontos necessarios para compreendermos sobre a leitura de partitura sao: notas

musicais, pauta, claves, figuras musicais e compassos.
Definigao 2.2.1 (Notas Musicais). Sdo sete notas musicais, a saber:
Do, Ré, Mi, Fa, Sol, Ld e Si.

Uma importante informacao sobre esta divisao das notas musicais é que foi Pitagoras
o primeiro pensador ocidental a analisar as propriedades musicais com base em proporcgoes
numéricas. Com base nessa anélise que foi criada essa escala basica dividida nas notas musicais

que hoje conhecemos.
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Definigao 2.2.2 (Pauta ou Pentagrama). Conjunto de 5 linhas e 4 espagos onde a misica

serd escrita. Veja Figura[3,

Na pauta podemos colocar elementos que mostram a melodia, a harmonia e o ritmo da

musica a ser executada.

Pentagrama ou pauta musical

52 linha X

4 linha A‘j i
30 linha < Space
29 linha 20. R
12 linha V- apaeo

Figura 3 — Pauta: linhas e espacos

A orientagao da leitura das notas na pauta se da da esquerda para a direita e as notas
crescem no sentido agudo (de baixo para cima) e decrescem no sentido (de cima para baixo),
como mostra a Figura 4.

Do RE MI FA CRESCE NO SENTIDO AGUDO
Il : 1 5
|+
; : O i b
i i
T : T l 2
- i _— n b 1=
o O !
(1]6]

DESCRESCE NO
SENTIDO GRAVE

Figura 4 — Leitura das notas na pauta

Definicao 2.2.3 (Claves). Figura que aparece no inicio da pauta e orienta o leitura da

musica.

Sao trés claves basicas: clave de sol, clave de fa e clave de dé (que pode aparecer em duas

posicoes diferentes), representadas na Figura

[a)
% C}: tg
.l
oV [
o)
Clave Clave Clave
de Sol de Fa de Do

Figura 5 — Claves musicais
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Quando uma figura musical esta indicada em uma linha ou espaco, s6 conseguimos saber
a qual nota se refere por causa da clave. A Figura [f] trds as leituras para cada clave. saber

qual A mais comumente utilizada em estudos simplificados é a clave de sol.

1’) Jl
Clave de Sol [y o ”
10 3 < I - - L. ]
e, s e T !
Do Re AMi Fa Sol La Si Do
. ’ . » }
Clave de Fa ? — »
sy LA i 'l — 4+ —_— - __.' .
2 . ' - - - - +
(4" lmha) -« T * t :  m—
Mi Fa Sol La Si1 Do Re M
Clave de Do 72 ]
- L '\. N r T T T T '
) o e — —— v o
(4" lmha) [T e s ® ¢ i ri s ——
S1 Do Re Mi  Fa Sol La Si
Clave de Do ) : —T
(3" lmha) .'D L 3 i > J . 4

L J
" o e ;
Re M1 Fa Sol La Si Do Re

Figura 6 — Leitura de cada clave

Na escrita de partituras as claves diferentes sao utilizadas para diferenciar o que cada
instrumento deve seguir. Desta forma, é possivel uma orquestra com varios instrumentos
seguir a mesma partitura, pois todas as chamadas vozes da musica estao registradas.

Nas partituras para piano é normal ter a partitura com as claves de sol e de fa. O que
esta escrito na clave de sol norteia o que sera tocado com a mao direita, enquanto que a mao

esquerda segue a clave de fa.

Definigao 2.2.4 (Figuras Musicais:). Indicam por quanto tempo determinada nota deve
ser sustentada ou quanto tempo dura o siléncio entre as notas ou sons. No caso da indica¢do

do siléncio, as figuras sao chamadas pausas.

Na Figura[7] temos a lista das figuras musicais usadas atualmente. Algumas figuras com
maior duragao cafram em desuso. As figuras que indicam as notas a serem tocadas sao
formadas por trés partes: a cabega (parte redonda que indica exatamente a nota musical
na pauta), a haste (que nao estd presente na figura semibreve) e a bandeirola (presente nas
figuras de colcheia, semicolcheia, fusa e semifusa). Podemos perceber que quanto mais partes

a figura apresenta, menor é o seu valor.
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Como a figura [7] mostra, os valores das figuras seguem uma progressao geométrica decres-

cente, de razao 5

NOMES VALOR | FIGURA | PAUSA

Semibreve
Minima
2 o -
Seminima
O
Colcheia \
12 | B |
Semicolcheia h;
1/d- rE :4-
Fusa E .
1/8 | o 4
Semifusa :}r
1/16 _& J

Figura 7 — Figuras e Pausas

E importante ressaltar que a unidade de tempo utilizada para dar o valor das figuras nao
¢é especificamente nenhuma conhecida. E apenas uma unidade de tempo e varia de acordo
com a velocidade que a musica serd executada, mas ¢ mantida durante a execugao.

Para estudos iniciais e de modo a facilitar o entendimento do estudante pode-se adotar
que 1 tempo é igual a 1 segundo. Mas, posteriormente, a medida que se aprofunda no estudo,
esta associagao perde o sentido.

Portanto para marcar o tempo de forma mais eficiente e mantendo a velocidade que
cada musica pede, recomenda-se 0 uso de um metrénomo. O metronomo é um instrumento
inventado no séc. XIX para estabelecer um padrao fixo para os andamentos musicais por
Johann Nepomuk Maelzel. Seus pulsos regulares podem ser usados em diferentes velocidades.

Atualmente existem metronomos analdgicos, digitais e até aplicativos para celulares que

desempenham a funcao de metronomo. Na figura |8 temos um exemplo de metronomo.
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Figura 8 — Metronomo

Definicao 2.2.5 (Férmula de Compasso). Na pauta, a formula de compasso € indicada
por dois nimeros, um sobre o outro, que ficam proximos a clave logo no inicio da partitura.

Estes numeros indicam quantas figuras cabem em um compasso da maisica.

E importante nao confundir a féormula de compasso com uma fracao, apesar da seme-
lhanga. Na Figura [J] é possivel ver indicados os compassos mais comuns e o significado de
cada férmula: compasso bindrio (dois por dois, dois por quatro ou dois por oito), compasso
ternario (trés por dois, trés por quatro ou trés por oito) e compasso quaternario (quatro por

dois, quatro por quatro e quatro por oito).

Binario Ternario Quaternario

2dd|3ddd (2044
sddall)|alll.
50D (3D DD (s 2II)

Figura 9 — Férmulas de compasso mais comuns

N~

o

Para explicar: em um compasso trés por quatro, por exemplo, é possivel preencher o
compasso com trés seminimas. O nimero de cima indica quantas figuras e o nimero de baixo
indica o tipo de figura em relacdo a uma semibreve (figura de quatro tempos). Neste caso
temos mais uma ligacao dos niimeros racionais com a teoria musical: uma minima representa
1 : . 1 _ 1
5 do tempo de uma semibreve, uma seminima representa 7 e uma colcheia representa 3 da

duracao de uma semibreve.
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Definigao 2.2.6 (Compasso). E a menor por¢ao da misica que contem a quantidade de
tempos indicado pelo numero de cima da formula de compasso. Na partitura o compasso €
o espaco entre duas barras verticais. Veja na Figura um exemplo de pauta com quatro

compassos e trés barras de compasso (ou travessoes).

(]
ad

A !

& I

S

e

Figura 10 — Compassos e barras de compasso

2.3 Propriedades dos sons

Todo e qualquer som que é produzido possui propriedades que podem ser usadas para
descreve-lo. Ao falarmos sobre a voz de alguém, sobre o som de algum instrumento ou mesmo
apenas um barulho de algo caindo, utilizamos estas propriedades para descrever o que ouvi-
mos: altura, intensidade, duracao e timbre. A seguir trazemos as defini¢oes destas proprieda-
des:

Defini¢ao 2.3.1 (Altura). Propriedade de o som ser agudo ou grave.

Informalmente, é comum que as pessoas que tém pouco conhecimento musical chame de
grosso um som grave, e de fino um som que e agudo. Dentro da teoria musical, ao falarmos
que determinada nota é muito alta, ou baixa, estamos falando que ela é muito aguda, ou
grave, respectivamente. Outra forma de referenciar a altura das notas é usar as palavras

acima (mais agudo) e abaixo (mais grave).
Definigao 2.3.2 (Intensidade). Propriedade de o som ser forte ou fraco.

Quando falamos sobre o volume de determinado som, estamos na verdade nos referindo
a intensidade deste som. Subir ou aumentar o volume significa tornar o som mais forte, ou

aumentar a intensidade do som.
Definicao 2.3.3 (Duragao). Propriedade de o som ser longo ou curto.

Na musica escrita em partitura, a duracao dos sons é determinada pelo valor de cada

figura musical.
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Definigao 2.3.4 (Timbre). Propriedade unica de cada som e que permite identificar a

origem do som.

E pelo timbre que conseguimos descobrir se uma musica estd sendo tocada com piano,
guitarra ou saxofone, por exemplo. O timbre também nos permite reconhecer qual pessoa
estd falando ou cantando sem que vejamos a pessoa, pois, assim como as impressoes digitais,

a voz é uma caracteristica diferente para cada pessoa.

2.4 Qutros termos musicais

H4 ainda outros temos que precisamos definir e que serao utilizados no Capitulo [3]

Definigao 2.4.1 (Semitom). “O semitom designa o intervalo de segunda menor (mi-
fd).” (RIBEIRO, |1965)).

Definicao 2.4.2 (Tom). “O tom designa o intervalo de segunda maior (ddé-ré).” (RIBEIRO,
1965)

A Figura [I1] mostra quais sao os intervalos de tom e de semitom entre as notas musicais.

A Tam Tom Tam Tom
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Figura 11 — Tons e semitons

Definicao 2.4.3. Oitava Oitava é o intervalo entre um nota musical e outra com metade

ou o dobro de sua frequéncia.

O nome oitava também ¢é usado para referenciar o conjunto das oito notas da escala escala

maior: do, ré, mi, fa, sol, 14, si, dé.

Definicao 2.4.4. Escala Escalas musicais sao sequencias de notas que sequem a determi-

nada ordem.

Existem vérios tipos de escala. As mais usadas sdo: maior, menor (harménica e melédica),

cromatica e pentatonica ou chinesa.
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Definicao 2.4.5. Tonalidade Termo referente a escala adotada.

Dizemos que a nota esta adequada a tonalidade quando ela pertence a escala de referéncia.
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3 Intersecao entre matematica e musica

Ao iniciar nossa discussao sobre a intersecao citada no titulo desse capitulo, é importante
ressaltar que falamos da evolucao da musica ocidental, produzida a partir de estudos de
autores gregos e romanos.

Fazer tal consideracao é necessario para nao corrermos o risco de assumir que esta é
a unica producao musical existente e que apenas nesta criacao encontramos elementos da

matematica.

3.1 Os numeros na historia da misica

O livro Histéria da Musica Ocidental (PALISCA; GROUT) [1994)), conta que o estudo teérico
da musica no ocidente comegou com a musica da igreja crista. Apesar de a musica desta época
ter sido influenciada pelo pensamento romano, nao se tem registros de como era a pratica
musical antes da idade média.

Isto ocorreu porque, antes da popularizagao do cristianismo, a producao musical romana
e grega eram voltadas para praticas sociais que a igreja primitiva repudiava. No entanto, é
inegavel a influéncia que os pensadores antigos exerceram sobre a musica.

Esse nosso olhar para os pensadores da Antiguidade, que tém relacao com a musica, vai
nos levar ao primeiro ponto principal da intersecao entre os nimeros racionais e a teoria
musical: a criagao e divisao das notas musicais.

O matematico e filésofo Pitagoras de Samos (V a.C.) tem papel fundamental na formagcao
da teoria da musica ocidental. A partir de seus calculos e experiéncias com o monocoérdio,
surgiram os graus da escala musical.

O monocérdio (como pode ser visto na Figura ¢ um instrumento musical muito
simples, que possui apenas uma corda, como o nome ja sugere. A partir da divisao da corda
em proporcoes especificas, Pitdgoras teria chegado a determinados sons, que até hoje sao
reconhecidos por numerais.

Esta divisao pode ser entendida da seguinte forma: ao dividir a corda ao meio, o som
obtido estd a uma oitava acima do som que a corda produz quando solta; quando dividida
em dois tercos, o som ¢é de uma quinta; e quando dividida em trés quartos, o som é de uma
quarta.

A palavra dividir neste caso significa segurar a corda, como se faz ao tocar um violao, por
exemplo. As Figuras e [15 tiradas de "Pitdgoras e a escala musical” (SALLES] [2009),

ilustram como sao as divisoes descritas.



Capitulo 3. Interse¢do entre matemdtica e misica

37

Figura 12 — Monocoérdio
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Figura 13 — Divisao da corda em oitava: —
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Figura 14 — Divisao da corda em quinta: 3
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Figura 15 — Divisao da corda em quarta: —

Em relacao aos nomes oitava, quinta e quarta, podem ser melhor entendidos quando
colocamos os nomes das notas que ja conhecemos. Suponhamos que o monocordio esteja
afinado em do. A corda, ao ser tocada, produzira a nota dé. Como nas cordas de violoes,
violas, guitarras, violinos, violoncelos, entre outros, a altura do som produzido ¢é inversamente

proporcional ao tamanho da corda. Portanto se segurarmos a corda, dividindo-a, teremos um

som mais agudo.
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Logo, a corda que produziu a nota do, ao ser segurada ao meio, produzira ainda a nota do,
s6 que na oitava acima. Chamamos este de d6 maior, por ser mais agudo ao dé original. Ao
ser dividida em trés partes iguais, e segurada a dois tercos de seu inicio, a corda produzira
a quinta nota a partir do dé6, que hoje chamamos sol (seguindo a sequencia das notas ja
mostrada na Definicao , a nota sol é a quinta: d6 ré, mi, fa sol). E ao ser dividida em
quatro partes iguais, e segurada a trés quartos de seu inicio, a nota produzida sera a quarta
a partir da original, chamada fa.

Obs.: a sequéncia das notas foi criada a partir da percepcao do som produzido pela corda,
utilizando a propriedade da altura do som.

Para obter as outras notas, seguindo os cédlculos de Pitagoras, podemos multiplicar por

3 . . . : .
5 a partir da proporc¢ao de oitava, como explicaremos a seguir.

1
A partir da proporcao de oitava, representada pela fragao 3 é necessario multiplicar por
3 (que é a proporgao de quinta) e isto gera um ciclo de quintas. Nos célculos vemos as notas

que surge a cada multiplicacao.

13— = sol
5 = SO
3 9
5-3:§:>re
9 27

— 3:?:>la
27 81

9 —2 mi
81 3 273:>S'
- . _ 1
2 2

Deste modo, obtemos as sete notas musicais. Porém as notas que surgem destas operagoes

pertencem a oitavas diferentes. Para ajustar as notas de forma a pertencerem a mesma oitava,

seguimos a progressao multiplicando os resultados por 2 que ¢é a proporcao de oitava.

Com efeito, para fins praticos basta efetuar sucessivas multiplicacbes por 3 como ja
mencionamos.

A Figura [16| mostra a escala pitagérica, resultado das contas que apresentamos.
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dé ré mi fa sol 14 si dé
1 9/8 81/64 4/3 3/2 27/16 243/128 2

Figura 16 — Escala pitagérica

Sobre a nota fa, que parece discordar dos calculos aqui feitos, Salles nos fala:

A obtencao da nota fa é feita pela nocao de simetria entre dé (1) e sol (3/2),
resultando 2/3. Este seria o fi da oitava inferior, uma quinta abaixo do dé
(1). Para calcular o f4 da oitava superior (segunda abaixo do sol 3/2) basta
multiplicar 2/3 por 2, resultando o f4 4/3]...]. (SALLES] [2009)

3.2 Consonancias e dissonancias

A partir da definicao de uma escala, com uma ascendéncia légica dos sons, do mais grave
para o mais agudo, comecgou a surgir a nocao de consonancia e dissonancia. A grosso modo
podemos dizer que estas palavras falam sobre notas que combinam ou nao umas com as
outras, e mais especificamente, com determinado tom.

De forma mais cientifica, a consonancia ou a dissonancia de sons remete a frequéncia das
ondas sonoras produzidas e qual a relagao entre estes niimeros. De modo geral, se os ntimeros
das frequéncias de dois sons divisores em comum si, entao estes sons sao consonantes. Se nao,
sao dissonantes.

Ao estudarem a escala pitagdrica e os graus obtidos a partir dela, os gregos teriam usado a
seguinte definicao: as consonancias sao as relacoes entre frequéncias cujos nimeros estivessem

contidos na tetraktys, representada na Figura

o _O_O
O O O O

Figura 17 — Tetrakys grega: 1 +2+ 3+ 4 =10

Entao a teoria musical grega antiga considerava que a oitava, a quarta e a quinta eram

as consonancias de determinado tom. Logo, tomando o tom em C, as notas a serem tomadas
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para formar uma boa harmonia seriam: dé, fa, e sol. As dissonancias seriam as tercas e as
sextas, ou seja, tomando nosso exemplo, as notas mi e 14 seriam dissonantes no tom em do.

Esta definicao permaneceu até o século XV, e as oitavas, quintas e quartas sao conside-
radas até hoje intervalos perfeitos ou justos.

Os calculos pitagoricos levavam a encontrar uma terga que causava certo estranhamento,
tanto que foi chamada de terca pitagérica. Vale lembrar que nos estudos musicais de hoje
palavras como estranhamento e incomodo sao bastante usadas para significar dissonancia
entre sons. Com isso, a forma de se calcular os sons foi modificada e adotou-se as médias
aritmética, geométrica e harmonica para encontrar os graus da escala.

A nova forma de calcular os sons solucionou o problema da terga pitagorica e formou a
escala mesotonica. A forma de encontrar tons que formam uma escala, no entanto, nao parou
al, e hoje temos diversas escalas musicais, com intervalos de sons encontrados de diferentes
formas.

Hoje considera-se dissonancia, o som que nao pertence ao tom de determinada escala.

3.3 Os numeros na partitura

Uma partitura é a forma escrita de uma musica Nela deve conter todos os elementos a
serem executados para que a musica tenha determinada forma: quais notas, a duracao de
cada nota ou pausa, o ritmo que se deve seguir e até mesmo com que intensidade deve ser
executado cada trecho.

E necessario que todos elementos musicais representados na partitura estejam claros e que
haja uma padronizacao na forma de escrita. Seguindo estas regras, uma musica escrita na
partitura sera executada da mesma forma independente de quem estd tocando, e as diferencas
que possam aparecer na execucao podem ser devias a algum erro de leitura ou a uma livre
interpretagao/adaptacao que o musico possa fazer, mas que nao consta na partitura.

A melhor maneira de se alcancar esta padronizacao na escrita da musica é se basear nos
numeros, que aparecem na partitura em forma das figuras musicais e outros elementos que
definimos no Capitulo [2]

3.4 Exercicios musicais

Um exercicio bésico que deve ser executado por quem estudam musica é montar a parti-
tura de determinada obra, a partir do que se ouve. Além da percepcao auditiva para deter-
minar qual nota ou acorde esta sendo tocado, é necessario que a pessoa saiba representar os

tempos sons e siléncios, fazendo tudo encaixar no compasso da musica.
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O exercicio de montar uma partitura demanda lidar com fragoes que representam o valor
de cada figura musical e com as operagoes de fragoes. Mas este tipo de atividade é especifica
para quem estuda a musica.

Em se tratando de estudo da matematica utilizando a teoria musical, existem outras
atividades, também praticadas por estudantes da miisica, e que poderiam ser aplicadas em
turmas que estao estudando fragoes.

Podemos entender esta dinamica pelo Exemplo [0 que ilustra uma prética comum no

estudo basico da leitura de partitura.

Exemplo 9. Complete o compasso a sequir:

A

L Ty
4

—

=AY

Figura 18 — Exercicio de completar o compasso

Nesta questao o aluno pode preencher livremente utilizando figuras musicais das que
foram listadas na Figura|7| (Capitulo , desde que obedeca a férmula de compasso. Portanto
nao ha apenas uma resposta correta.

Como vemos, trata-se de um compasso quaternario, para preenché-lo precisamos de quatro

tempos. A primeira figura é uma colcheia, que vale 2 a segunda ¢ uma semi colcheia, que

1
vale pea terceira ¢ uma seminima, que vale 1. Somando os tempos temos:

1+1+1_2+1+4_7
2 4 444 4

Para descobrirmos quanto tempo falta para completar o compasso podemos efetuar a sub-

tragao dos quatro tempos totais menos o que ja estd no compasso.

-9
A fim de melhor entender os tempos restantes podemos representar a fracao 1 na forma de

- 1 . 1
fragdo mista: 21. Entao para completar o compasso faltam 2 tempos e 1 de tempo. Este um
quarto de tempo deve ser preenchido com no minimo uma colcheia ou das semicolcheias. Os
outros dois tempos podem ser escolhidos de varias formas: uma minima, duas seminimas,

quatro colcheias, uma seminima e duas colcheias, entre outras formas.
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Vale observar que, para os musicos, a soma das figuras que completam o compasso ocorre
de forma mais intuitiva, juntando as figuras de valor igual para atingir valores mais praticos.

Neste ponto ja temos uma boa aplicacao dos numeros racionais que gera propostas de
exercicios interessantes em sala de aula. Seguem algumas sugestoes de questoes que podem
ser trabalhadas em atividades de aplicacao dos niimeros racionais.

(Questao 1) Quantas seminimas sao necessarias para dar o tempo de uma semibreve?

Resposta: Uma seminima tem 1 tempo. Uma semibreve tem 4 tempos. Como ZIL =4, sao
necessarias 4 seminimas para dar o tempo de uma seminima.

(Questao 2) Em um intervalo de um compasso ternério simples, quantas colcheias podem
ser colocadas?

Resposta: Um compasso ternario simples deve ser preenchido com 3 tempos. Uma colcheia

1
tem 3 tempo. Logo devemos descobri quantas vezes 5 ¢ igual a 3.

L s 9390026
g TTOTRET e

Logo, sao necessarias 6 figuras de colcheia para preencher o compasso ternario simples.
(Questao 3) Na pauta da Figura , quantos tempos faltam para preencher cada com-

passo?

Figura 19 — Compasso - Questao 3

Resposta: Compasso 1: j& tem uma seminima (1 tempo) e uma colcheia (3 tempo), que

totaliza um tempo e meio.
1 241 3

l+-=—==-=1,5
+ 2 2 2 ’
Como a féormula de compasso manda que tenha 3 tempos no compasso, temos:
3 6—-3 3
3-°=—— °2_"_15
2 2 2 ’

Portanto falta um tempo e meio para completar o compasso 1.

Compasso 2: Tem uma figura de pausa minima, que representa 2 tempos em siléncio na
musica. Temos que 3 — 2 = 1, logo falta 1 tempo para completar o compasso.

Compasso 3: A figura é uma pausa seminima, que representa 1 tempo em siléncio. Para
completar os 3 tempos do compasso, faltam 2 tempos.

(Questao 4) O compasso da Figura [20| deve ser preenchido com mais 4 figuras de notas.

Quais figuras, e em quais quantidades, devem ser usadas para preenche-lo?
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Figura 20 — Compasso - Questao 4

Resposta: O compasso conta com uma pausa de colcheia, uma nota seminima e uma nota

colcheia. Somando os valores das figuras temos:

1 1
l+-4-=1+1=2
totg =1+

Entao os outros dois tempos restantes devem ser preenchidos com 4 figuras. Temos duas

opcoes para este preenchimento.
. - . 2

Primeira opgao: quatro figuras de tempos iguais. Temos que 1- 73 Portanto podemos
preencher o compasso com quatro figuras de meio tempo, ou seja, com quatro colcheias. Como
a questao especifica que sao notas, nao precisamos nos preocupar com as pausas de mesmo
valor.

Segunda opcao: Uma seminima, uma colcheia e duas semicolcheias. Somando o valor das

figuras, temos os 2 tempos restantes:

1+1+1+1—1+1+1—2
2 4 4 2 2 7

As questoes aqui propostas sao apenas uma amostra de como podem ser tratadas as
operacoes com fracgoes. Propostas mais elaboradas podem ser feitas pelo docente que se

propor a trabalhar com o tema.
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3.5 Os nimeros e a execucdo de uma musica

No campo musical é comum falar em modificagoes nas musicas. Adaptagoes, mudancas
de ritmos, floreios, transposicoes, interpretacoes, sao formas de modificar uma musica. Sao
usadas para fazer novas versoes de musicas ja existentes, para fazer homenagens, para facilitar
a execucao da musica usando outro instrumento ou até para cantores poderem alcancar as
notas mais extremas de determinada melodia.

Em todos os casos, as modificacoes podem ser feitas no campo numérico, de modo a
determinar o melhor resultado. Ressaltamos que a nossa pretensao nao ¢é dizer que este é o
modo que os musicos fazem sempre. Com o advento da tecnologia, existem diversos softwares
e até aplicativos para smartfones que resolvem diversas questoes musicais.

Das modificagoes musicais citadas, usemos a mudancga de ritmo para entender como os
nimeros podem traduzir a mudanca ocorrida na musica.

Vamos utilizar um trecho da musica Fiir Elise, do composior alemao Ludwing van Beetho-
ven. A Figura [21] trds o trecho inicial da primeira pauta da partitura (disponivel no Portal

Dominio Publico), sendo que nosso estudo tera como foco os primeiros 5 compassos.

-t ﬁ_-u_& I _ :‘.‘_ e ZA—— E—

§

Figura 21 — Trecho de Fir Elise

Antes de iniciar nossa leitura da pauta apresentada é necessario informar que a partitura
foi editada de modo a deixar visiveis apenas os elementos e figuras necessarios para nosso
trabalho, sem que a melodia fosse descaracterizada.

A pauta segue a leitura conforme a clave de sol, a formula de compasso é 3 por 8 e logo
no inicio temos duas notas (mi e ré, a saber) semi colcheias compondo o que é chamado de
anacruse.

A anacruse é uma sequéncia de notas que precede o primeiro tempo forte do primeiro
compasso da musica. Isto quer dizer que, nesta peca analisada, a contagem do tempo devera
ter inicio juntamente da terceira nota que aparece na pauta. Entao, apesar de nao ter o valor
correto indicado pela férmula de compasso, nao quer dizer que esta errado.

Apoés a anacruse, se contarmos os valores das figuras, podemos notar que cada compasso
estd preenchido com apenas um tempo e meio. No primeiro compasso (apds a anacruse) héa
6 semicolcheias, que valem 1 de tempo, cada uma. Como 6 - — = — = 1,5. No segundo
compasso, temos uma colcheia, uma pausa de semi colcheia e trés semi colcheias. Somando

1
estes valores temos: 3 +4- 1= 3 +1=1,5. E assim também ocorre nos préximo compassos.
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Poderia-se pensar, entao, que a formula de compasso deveria ser 1,5 por 4. No entanto, os
nimeros que devem ser usados para indicar os tipos de compasso devem ser inteiros. Entao
multiplica-se por dois a férmula que seria 1,5 por 4 e obtém-se a formula correta 3 por 8.

Entao, o compasso é ternario. Existem diversos ritmos musicais que tém compasso ternario.
No caso especifico da balada de Beethoven, o ritmo se chama valsa.

Como ja foi citado, vamos analisar uma mudanca de ritmo utilizando a melodia de Fir
Elise. A modificagao de que falamos é bastante comum no cenario musical brasileiro: a trans-
formagao desta valsa em um funk.

O funk é um ritmo que tem compasso quaternério (4 por 4, mais especificamente). Alids, a
maior parte das musicas populares tém compasso quaternario. Surge entao a questao: como
encaixar a melodia de uma valsa em um funk? Que equivale a questionar: como encaixar
a melodia de um compasso terndrio em um compasso quaternario? A resposta é simples:
mudando a melodia.

Isto acontece porque estamos tratando de ritmo cujos compassos sao primos entre si. Um
possui a contagem em 3 tempos, sendo que o primeiro tempo ¢é o mais forte. O outro possui 4
tempos, sendo o primeiro é o tempo mais forte. No momento da contagem, ao tentar encaixar

os dois, sobra sempre um tempo do quaternario, como mostra a Figura

Formula de
Compasso

2 |
R

Figura 22 — Correspondéncia dos tempos

Contagem dos tempos

Para lidar com o tempo restante existem algumas alternativas. Vamos tratar de uma
delas: o prolongamento de uma ou mais notas, a fim de completar o tempo restante.

Como a ideia de fazer versoes de misicas com outros ritmos nao é original, contamos
com vasto acervo na internet que podem ilustrar estas modificacoes. Entao, podemos usar a
versao em funk de Fiir Elise, intitulada “Batidao para Elisa” (CLARINDO, [2020)).

A Figura [23| trds uma proposta de como ficaria o inicio da musica Batidao para Elisa na
partitura, de modo simplificado.

Este trecho foi montado em uma plataforma online para criacao e edicao de partituras. O

ultimo compasso nao condiz totalmente com a musica a que se refere, pois foi editado para
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Figura 23 — Trecho de Batidao para Elisa

aparecer apenas o trecho que estamos estudando.

Ao compararmos com a partitura original podemos notar que nao ha presenca de anacruse.
Além disso, as figuras em sua maioria sao colcheias, enquanto na original eram semicolcheias.
Perceba que a figura dobrou de tempo (de um quarto da semicolcheia para meio tempo
da colcheia), mas isto nao representa necessariamente uma mudanca na melodia, e sim na
velocidade da execucao.

No segundo compasso da versao ha o primeiro prolongamento, aplicado a nota la. Esta
nota, na partitura escrita por Beethoven, tem o tempo de uma colcheia, ou seja, meio tempo.
Na versao de Luam, a nota la vem representada por uma semibreve que dura quatro tempos.
Quer dizer que a nota fica mais tempo soando, ou seja, foi prolongada. Nos compassos 4, 5 e
6, ha novo prolongamento, com notas que antes duravam apenas meio tempo, e agora duram
dois tempos.

Esta foi a forma que o autor encontro para adequar a musica ao compasso quaternario,
sem que houvesse descaracterizacao da melodia. Se muitas notas tivessem seu tempo alterado,
isto poderia resultar em uma musica que em nada lembraria a original.

Ouvindo a musica completa é possivel perceber que o autor repete determinados trechos
ou notas, apenas como recurso artistico, para embelezar a melodia e adequar a musica ao
estilo do funk.

Com a mudanga de ritmo e as adaptacoes na melodia, temos uma nova musica. E diferente
da que foi usada de inspiracao, mas traz muitos elementos da original e, quando reproduzia,
inevitavelmente lembra a melodia original. Por isto pode ser chamada de versao, nao incor-
rendo em plagio, visto que até o nome da nova musica fazer referéncia a obra de Beethoven.
A obra intitulada Fiir Elise é uma balada e seu titulo significa ” Para Elisa”, sendo inclusive

intitulada desta forma em portugueés.
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4 Consideracoes Finais

4.1 Relato de experiéncia

Trago esta secao de capitulo em primeira pessoa para fazer um relato de experiéncia que
tive usando a teoria musical para estudar fracoes em sala de aula.

A miusica e a matematica sempre foram duas paixdes que tive e tenho. Apds alguns
anos estudando musica, entrei na faculdade para estudar Licenciatura em Matematica e vi a
possibilidade de unir os dois assuntos que tanto gosto.

Apoés a graduacao eu comecei a dar aulas de matematica para alunos dos sexto e sétimo
anos em uma escola estadual. Na época, parte do contetido previsto para ser trabalhado com
o sétimo ano era nimeros racionais. Fiz entao um planejamento que previa durar cinco aulas,
mas que durou mais que o planejado pela empolgacao dos alunos.

Nas duas primeiras aulas eu fiz a apresentacao dos elementos da teoria musical que os
alunos precisam conhecer. Para esta apresentacao seria mais didatico que eu tivesse levado
um instrumento para executar algumas notas indicadas em partituras, mas pelas condigoes
da época eu usei um teclado virtual, que pode facilmente ser acessado pela internet. Desta
forma, além de ver os nomes das notas e outros elementos, os alunos puderam ouvir o que
estava escrito em partituras.

Neste caso é importante entender que nao se estd ensinando musica para os alunos.
Sao apenas alguns elementos para o entendimento da atividade posterior. Para ensinar a
teoria musical para os alunos eu usei um projetor de midia e fazia anotacoes no quadro
com observagoes que eles precisam se lembrar. Os alunos demonstraram bastante curiosidade
e animacao porque agora estavam aprendendo a ler ”formiguinhas”, fazendo referéncia aos
desenhos animados.

Nas proximas aulas trés aulas utilizei o quadro e giz para fazer a atividade de leitura
dos tempos das notas de um trecho de partitura, somando as fragoes que representavam cada
tempo. Fiz em conjunto com a sala pedindo que eles ajudassem a efetuar as somas, mostrando
como as fragoes no final completavam o tempo do compasso.

Fiz, também no quadro, a atividade de completar um compasso fazendo a subtracao do
tempo total do compasso pelo tempo ja escrito e escolhendo as figuras que cabiam no restante
do compasso. Ao final foram destinada duas aulas para que os alunos replicassem os exemplos
em atividades em dupla.

Para professores que desejam utilizar o tema em sala de aula e que nao tenham a afinidade

com a teoria musical por ser interessante utilizar a interdisciplinaridade da proposta e levar
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um professor de musica para explicar os principais elementos para os alunos.

Uma detalhe que pode ajudar é usar folhas com as pautas ja impressas (ou de um caderno
de musica ou de folhas imprimidas) para poupar o tempo dos alunos, que nao precisariam
fazer a pauta a cada atividade. Nao havendo recurso para tanto, é possivel tornar a folha
de caderno convencional em folha com pautas musicais fazendo a divisao das linhas como é

mostrado em vermelho na Figura [24]

DBR/BDBRBERIBBBIEB

Figura 24 — Linhas da folha de caderno transformadas em pautas musicais

4.2 Conclusoes finais

Com o estudo realizado conseguimos compreender como os conhecimentos matematicos
foram importantes na construgao da teoria musical ocidental. O uso de nimeros racionais no
entendimento da musica orientou a criacao dos elementos fundamentais do estudo da musica.

E possivel concluir que a concepgao musical etd profundamente atrelada ao conhecimento
matematico. Seja na histéria da teoria musical, seja no entendimento dos elementos musicais
e até na execucao de uma musica, os nimeros racionais podem ser usados para traduzir e
explicar qual a relacao entre as figuras da partitura.

Ademais, vimos que é possivel oferecer outras formas de aplicagoes dos nimeros racionais
que nao sejam as convencionais, como calculos com fatias de pizza, divisao de pedacos de
chocolate, quantidade de ingredientes de receitas de bolo.

E para ilustrar esta possibilidade, tenho um relato de experiéncia com turmas de sexto

ano do ensino fundamental. Enquanto era professora nessas turmas, tive a oportunidade de
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fazer um estudo de fragoes utilizando a teoria musical. Utilizei as figuras musicais e suas
duragoes para trabalhar a soma e subtracao de fragoes.

A reagao dos alunos foi de grande curiosidade pois além de aprenderem o contetdo obri-
gatoério, estavam aprendendo a ler partitura. Por conta dos comentarios, outras turmas pedi-
ram para fazerem a mesma atividade. Isto demonstra que a misica é um assunto que desperta
interesse e pode render bons frutos quando inserida no contexto de aprendizagem escolar.

Nosso intuito é fazer com que a matemadtica seja vista com menos dificuldade, encarada
como algo mais préximo de uma diversidade de atividades praticas. e que exemplos nao
prototipicos rendem bons frutos na aproximacao entre o ensino e a aprendizagem, no caso
dos numeros racionais.

Dentro da pratica musical as fracoes deixam de ser apenas fragoes e acabam sendo
(co)significadas.

As pesquisas que fizemos nos apontam propostas de futuros estudos.

Neste sentido, surge, inclusive, uma proposta para futuros estudos: a andlise da presenca

de elementos matematicos em producgoes de outras culturas.
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Apéndice

Vida e Obra de Diderot

O filésofo e escritor francés Denis Diderot nasceu em 5 de outubro de 1715, em Langres,
e morreu em Paris, aos 68 anos.

Inicialmente, a familia de Diderot quis que ele seguisse uma carreira eclesiastica. Aos 11
anos recebeu inclusive a tonsura do entao bispo de Langres. Entretanto, ele nao conseguiu
herdar a prebenda de seu tio (o conego Didier Vigneron), tendo que abandonar a intengao
da profissao clerical.

Aos 16 anos, passou a frequentar o colégio Harcourt (Liceu Sanit-Louis) e quatro anos
depois recebeu se formou como mestre em artes na Universidade de Paris.

Além de ser filésofo, também escrevia artigos de critica de arte, e se dedicou na literatura
destacando-se principalmente nos romances. No entanto, sua maior obra foi a Encyclopédie,
da qual foi cofundador, editor chefe e contribuidor.

Diderot viveu no século XVIII, época em que a area intelectual da Franca passava pela
revolucao do Iluminismo. Este contexto histérico ficou bastante marcado na obra do escritor,
que é marcada pela exaltacao da razao, assim como outros famosos filosofos da época.

Um fato interessante sobre a influéncia iluminista nas obras de Diderot remonta a prisao
do autor. Em sua pega Lettres sur les aveugles a l'usage de ceux qui voient (Cartas sobre
0s cegos para uso por aqueles que veem), Diderot abordou temas como defsmo, ceticistmo e

materialismo ateu, e tal conteiido o levou para a cadeia.
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