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RESUMO

EQUACOES POLINOMIAIS DE ATE QUARTO GRAU: O LIMITE DAS
SOLUGOES GERAIS POR RADICAIS

AUTOR: Vilson Hennemann
ORIENTADOR: Joao Roberto Lazzarin

Ao tentar buscar o enriquecimento do ensino da matematica, tornou-se pauta deste tra-
balho a discusséo de técnicas de solugbes de equagdes polinomiais de até quarto grau,
concentrando-se nas resolucdes destas sentengas por meio de radicais. Com o objetivo
de analisar as principais técnicas que conduzem a solugdo de equagdes polinomiais por
meio de radicais, explorou-se um aporte tedrico sobre polinémios e nimeros complexos,
capazes de promoverem a compreensao dessas técnicas empregadas ao longo da his-
toria como as Relac¢des de Girard, a Férmula Resolutiva de uma Equagéo do Segundo
Grau e os métodos de: Viete, Cardano e Ferrari. Além disso, investigou-se as limitagoes
que alguns métodos possuem - por varias circunstancias - e que foram marcos importan-
tes para a producéo e revisdo de parte da nossa literatura matematica, incluindo-se uma
modesta abordagem a histéria e teoria de Galois. O desenvolvimento desse trabalho tam-
bém oportunizou uma breve investigagao do porqué de alguns métodos serem tao poucos
difundidos quando comparados aos demais, deixando-nos a impressao que 0S excessos
de pré-requisitos e a linguagem algébrica elaborada sao fontes que contribuem para que
estejam, em partes, esquecidos no tempo.

Palavras-chave: Numeros Complexos. Equacdes Polinomiais. Métodos por Radicais.
Raizes. Galois.



ABSTRACT

POLYNOMIAL EQUATIONS OF UP TO FOURTH DEGREE: THE LIMIT
OF GENERAL SOLUTIONS BY RADICALS

AUTHOR: Vilson Hennemann
ADVISOR: Joao Roberto Lazzarin

Trying to enrich the Maths teaching, discussion about techniques and equation solutions
of up to fourth degree became the subject of this work, focusing on these sentences re-
solutions through radicals. In order to analize the main techniques which lead to the so-
lution of polynomial equations through radicals, was explored a theoretical contribution on
polynomials, complex numbers, able to promote understanding of the techniques used th-
roughout history such as Girards Relations, the Solving Formula of a Quadratic Equation
and the methods of: Viéte, Carnado and Ferrari. In addition, was investigated the limita-
tions of some methods for several situations and were very important for the production
and revision of a part of our mathematical literature, including a modest approach to Galois
history and theory. This works development also provided a brief investigation of why some
methods are so little known when compared to others, leaving us the impression that the
excesses of prerequisites and the elaborate algebraic language are sources that help to
their being, in part, forgotten in time.

Keywords: Complex Numbers. Polynomial Equations. Radical Methods. Roots. Galois.
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1 INTRODUGAO

Ao promover o ensino de matematica € preciso que o professor detenha um amplo
saber, necessario para que possa utilizar e transferir conhecimentos (histérias e técnicas) e
demais condi¢des pertinentes, a construgéo de resultados significativos na aprendizagem
matematica dos alunos envolvidos no processo. Inerente ao pressuposto acima defendido,
buscamos através do referido trabalho, trazer um estudo das equacdes polinomiais, e den-
tro dele a apresentacéo e discussao de algumas técnicas que nos levam a solugéao por
radicais das equacoes polinomiais de até quarto grau.

Além disso, precisamos aproveitar melhor as horas dispensadas na disciplina de
matematica, tentando democratizar seu aprendizado a maioria dos estudantes, e desmis-
tificar a ideia de que aprender matematica € coisa de uns poucos privilegiados. Bem pelo
contrario, sua estada, dentro da composicao curricular no ensino basico, necessita ser de-
fendida e trabalhada no propéstio de oferecer momentos que potencialize a estruturacao
do pensamento légico, a formacao de diferentes estratégias e caminhos que levem aos

resultados pretendidos.
Avancando um pouco mais nessa direcao, Jordan Ellenberg em sua obra intitulada
- O poder do pensamento matematico, afirma:

No6s perdemos um monte de estudantes de matematica por causa disso. E per-
demos um monte de futuros matematicos. Mas este nédo é todo o problema. Acho
que precisamos de mais estudantes de matematica que nao se tornem matema-
ticos. Mais estudantes de matematica que acabem virando médicos, ou profes-
sores do ensino médio, ou presidentes de empresas, ou senadores. Mas nao
chegaremos la enquanto ndo jogarmos fora o estereétipo de que a matematica s6
vale a pena para os pequenos génios. (ELLENBERG, 2015, p. 303)

Nesse delinear, utilizando-se de métodos de resolugéo, por radicais, de equacdes
polinomiais, pretendemos contribuir com uma pequena fragdo do que seja um estudo con-
sistente, cadencialmente l6gico e formal do que seja matematica, visando uma singela
contribuicdo para professores que atuam no ensino de matematica ou amantes dessa area
tao nobre.

Sendo assim, temos como objetivo geral: analisar algumas técnicas, que conduzem
a solugao de equacgdes polinomiais por meio de radicais.

Para atingir este objetivo, elencamos os seguintes objetivos especificos:

« Argumentar sobre a necessidade de se discutir o ensino de matemética, na Educa-
cao Basica, com bases em parametros de qualidade.

 Construir uma base tedrica suporte ao desenvolvimento de técnicas para solucionar
as equacoes.
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» Apresentar um breve resumo da histéria das equagdes ao longo do tempo.

» Argumentar sobre a importancia dos numeros complexos no processo e entendi-
mento das solugbes das equagdes polinomiais.

Produzir algumas andlises sobre a abordagem do processo de solugao das equagdes
e seu impacto no ensino das equacdes polinomiais em geral.

 Trazer a Teoria de Galois, de forma modesta, e sua implicagdo no estudo das equa-
coes polinomiais.

Considerando a estrutura do nosso trabalho, na primeira parte logo apés essa se-
¢ao, encontramos, no Capitulo 2, a defesa sobre o0 porqué da escolha das equacgdes polino-
miais como objeto de estudo. Nesse mesmo espacgo tratamos de alguns dados produzidos
pelo PISA, em relagdo a proficiéncia matematica dos estudantes e como as equagdes
polinomiais estdo envolvidas nesse contexto.

No capitulo 3, fazemos uma abordagem as equacgdes polinomiais, de um modo a
dividir esse enfoque em quatro partes. Na primeira, apresentamos os nimeros comple-
X0s e construimos parte dessa teoria na intencdo de que ela nos permita posteriormente
trabalhar com alguns tipos de raizes, expandindo assim o conjunto dos numeros reais.

Ainda no capitulo 3, na segunda parte, tratamos conhecer os polindmios de forma
isolada. Pelo fato de que, vamos fazer um estudo das equagdes apenas com caracteristica
de polinbmio. Na terceira parte, apresentamos as equacgdes polinomiais, suas caracte-
risticas, bem como, o significado de raiz e solugao, entre outros. Finalizando o capitulo,
exibimos as relagdes de Girard, para equagdes de grau 2, 3 e generalizamos as relagdes
para uma equagao de grau n.

No capitulo 4, reunimos alguns métodos para a solugéo por radicais de equagdes
polinomais de até quarto grau. Buscamos trazer esses métodos em um contexto histérico
nos quais foram desenvolvidos. Apdés, falamos da insolubilidade geral das equacdes de
grau > 5, por radicais. E por fim, trazemos alguns casos particulares de equagdes de grau
> 5, que apresentam solugdes por radicais, dividindo o capitulo em seis partes.

Detalhando um pouco melhor o capitulo 4, encontramos, na primeira parte, a trivial
forma de resolver a equacgéo do primeiro grau. Na sequéncia, falamos sobre a equacao do
segundo grau e sua solugao pela Férmula Resolutiva de uma Equacgéao do Segundo Grau
e pelo método de Viete. Na terceira parte, iniciamos propondo a transformagédo de uma
equacao de terceiro grau em sua forma reduzida. E, em seguida, considerando a forma
reduzida, propomos sua solu¢ao pelo método de Cardano.

Na quarta parte do capitulo 4, iniciamos com a mudanca de variavel para transfor-
mar a equacao geral do quarto grau para o formato em que se aplica o método de Ferrari.
Na sequéncia desenvolvemos 0 método e alguns exemplos como nos demais casos.

Na quinta segéo do capitulo 4, trazemos um pouco da histéria de Evariste Galois,



13

como também, uma pequena parte das suas idéias, as quais, contribuiram para provar a
caracteristica insoluvel por radicais que as equagdes polinomias com grau maior do que 4
possuem. Organizamos essas informacgdes, e tratamos da inexisténcia das solu¢des com
base em uma modesta mengao a Teoria de Grupos de Galois.

Ao finalizar o capitulo, presenteamos o leitor, com uma miscelanea de exemplos
de equagobes polinomiais de grau > 5, que apresentam suas solucdes através de radicais,
sendo considerados, alguns casos pontuais, que sao possiveis de serem exibidos suas
solucdes por meio de radicais.

No Capitulo 5, apresentamos as consideracgdes finais ao trabalho, no qual, expomos
nossas ideias formalizadas acerca das equacotes polinomiais. E conseguinte, as referén-
cias utilizadas como fonte concreta e de créditos a escrita produzida.

Como Produto Educacional’, resultado do presente trabalho, disponibilizamos uma
série contendo trés videos gravados, nos quais abordamos as técnicas de solugbes das
equagdes polinomais de até quarto grau.

"Produto Educacional - Video 01 - Disponivel em https:/youtu.be/bwFX9invbj0. Produto Educacional -
Video 02 - Disponivel em https://youtu.be/V71VEeCqTHo. Produto Educacional - Video 03 - Disponivel em
https://youtu.be/8F4-XusjyNc.



2 JUSTIFICATIVA PARA ABORDAGEM DO TEMA

Ao fazermos uma busca pelo tema: equagdes polinomiais, tratando da solubilidade
por radicais, percebemos que ha poucos trabalhos desenvolvidos em comparacao a outros
assuntos matematicos. Destacamos o trabalho de Carvalho (2015), no qual, buscou fazer
um estudo sobre as equagdes polinomiais de uma e duas variaveis. Realizando um tra-
tamento mais didatico do Teorema de Galois. Ja Dierings (2014) propde uma nova forma
de abordagem no ensino de polindmios voltada ao Ensino Superior. Matos (2014) elabo-
rou uma proposta didatica abordando as equagbes do terceiro grau no Ensino Médio, a
partir da Equacao de Van der Waals. Além de Matos, referenciamos o trabalho de Moretti
(2014) que buscou apresentar um estudo sobre os métodos algébricos para a resolucao
de equagbes polinomais de até quarto grau.

Salientamos que as equagdes polinomiais representam um conhecimento abordado
em grande parte nos anos finais do ensino fundamental e em ensino meédio, e portanto,
acreditamos que possui grande relevancia em ser tratado.

De acordo com a BNCC, BRASIL (2018), em seu texto, estdo previstas algumas
habilidades, em relacdo as equacdes polinomiais, a serem desenvolvidas pelos alunos ao
longo dos anos finais do ensino fundamental, séo elas:

+ (EFO6MA14) Reconhecer que a relacao de igualdade matematica ndo se altera ao
adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir os seus dois membros por um mesmo nu-
mero e utilizar essa nogéo para determinar valores desconhecidos na resolugao de
problemas.

+ (EFO7MA18) Resolver e elaborar problemas que possam ser representados por equa-
cbes polinomiais de 1° grau, redutiveis a forma ax + b = ¢, fazendo uso das proprie-
dades da igualdade.

+ (EFO8MAOQ9) Resolver e elaborar, com e sem uso de tecnologias, problemas que
possam ser representados por equagdes polinomiais de 22 grau do tipo ax? = b.

« (EFO9MAOQ09) Compreender os processos de fatoracdo de expressdes algébricas,
com base em suas relagées com os produtos notaveis, para resolver e elaborar pro-
blemas que possam ser representados por equagdes polinomiais do 2° grau.

No contexto do Ensino Médio, em relagao ao estudo das equagbes polinomiais,
destacamos a seguinte habilidade proposta na BNCC:

» (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de ou-
tras areas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares simultadneas, usando
técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.
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Além disso, dentro da grande area da Matematica, as equagdes polinomiais estdo
fundamentadas no campo da Algebra, e por sinal, o conhecimento e importancia da lin-
guagem algebrica, devem produzir grandes significados na vida em geral dos estudantes.
E ainda, para Garbi (2010, p. 01), "qualquer problema que possa ser solucionado através
dos numeros certamente sera tratado, direta ou indiretamente por meio das equacodes".

Considerando a Matematica enquanto disciplina curricular na educacéo basica, ire-
mos pontuar em alguns aspectos, o retrato em geral da qualidade de ensino dessa area
no Brasil. Segundo dados do PISA' 2018, os resultados ndo sdo nada animadores. Con-
siderando a média OCDE, que é de 492 pontos, ficamos 108 pontos a baixo dela. Por
uma otica estatistica estamos empatados com a Argentina, com uma das piores médias,
conforme dados do INEP (2020).

Os numeros, produzidos pelo PISA, possuem um significado amplo. Um deles,
remete para a necessidade de se discutir o ensino e aprendizagem de mateméatica nas
escolas brasileiras. Ao mesmo tempo que o programa aponta deficiéncias na qualidade da
educacao dos paises envolvidos, apresenta alguns comportamentos mantidos por algumas
nacoes, os quais, merecem um olhar diferenciado.

Verificamos, em meio a copilagédo das informacdes geradas pelo PISA, que ha uma
forte ligacdo entre a exposicdo a matematica pura por parte dos estudantes e seu de-
sempenho em Matematica. Em virtude disso, pontuamos que o indice de exposicao a
matematica pura quantifica a experiéncia expressa pelo estudante com base em tarefas de
matematica que exigem conhecimento de algebra (equacdes lineares e quadraticas).

Inerente a composi¢cdo do conhecimento algébrico (equacdes lineares e quadra-
ticas), encontramos as equagbes polinomiais. Esse € o motivo pelo qual trouxemos as
informacdes produzidas pelo PISA em relagdo a exposicao dos estudantes a Matematica
Pura; e em relacao a exposicao a Matematica Aplicada, tratamos a seguir.

O programa busca por meio da exposi¢cdo a matematica aplicada, quantificar a ex-
periéncia expressa pelo estudante com base, por exemplo, em calcular, de propriedade de
uma tabela de horarios de um trem, a demanda de tempo para ele ir de um lugar para outro
ou estimar o pre¢co de um computador ap6s a incidéncia dos impostos.

No que concerne a confianga dos aspectos que acabamos de tratar, tornamos evi-
dente as informagdes conforme pode ser observado na Figura 2.1. Esses dois aspectos,
levados em consideragao na hora de avaliar os estudantes em Matematica pelo PISA, com-
parados ainda com a média da OCDE (492 pontos), nos fornecem um panorama de cada
pais participante no quesito proficiéncia em Matematica.

"Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes criado no ano de 2000 pela Organizacédo para a
Cooperagao e Desenvolvimento Econémico (OCDE). No Brasil, é coordenado pelo Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep), avaliando, em cada edigcao trés dominios: Leitura,
Matematica e Ciéncias; permite cada pais avaliar o conhecimento e as habilidades de cada um dos seus
estudantes.
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Figura 2.1 — Relagao entre a exposicao dos estudantes a matematica pura e aplicada, por
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Resumindo a abordagem realizada,

[...] A relacdo entre exposicdo a matematica pura e o desempenho é forte e €
observada em todos os paises e economias do PISA. Uma analise mais profunda
dos dados mostra que uma maior exposigao a matematica pura aumenta as chan-
ces de que o aluno seja um dos com melhor desempenho em matematica, e reduz
as chances que ele ou ela tenha um desempenho ruim. (OCDE, 2018, p. 80).

O ranking dos paises participantes do PISA, com essas informagbes, podem ser
consultados em OCDE (2018, p. 81).

Enfatizamos que essa exposicao demonstra ser bastante importante. Contudo, nao
representa a unica habilidade para a proficiéncia em matematica. A disposicao, de enxer-
gar a matemdtica como algo de utilidade, e que vale a pena investir nosso tempo para com
ela, também se faz necesséria.

Entendemos que o ensino de polinbmios, bem como das equagdes polinomiais,
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permite o desenvolvimento do pensamento algébrico, desde o seu nivel mais elementar ao
mais complexo; pois, precisa envolver habilidades conceituais, de representagéo, racioci-
nio, comunicagao, estratégicas, entre outras.

Segundo a Base Nacional Comum Curricular BRASIL (2018, p.270), as equacoes
representam o meio para solu¢des de determinadas situacdes. E é preciso que os estu-
dantes consigam dominar os procedimentos utilizados( técnicas) para resolvé-las.

No contexto do emprego de técnicas para a solugao das equagdes polinomiais, ob-
temos a seguinte contribuigao:

Em se tratando de polindbmios, contetido estudado inicialmente no oitavo ano do
ensino fundamental e aprofundado no terceiro ano do ensino médio, uma das
maiores dificuldades é encontrar as raizes quando este polindmio tem grau supe-
rior a dois, visto que as formulas para encontrar tais raizes nao fazem parte do
contetdo programatico. (SANTOS; ALMEIDA, 2015, p. 440).

Outro fato interessante, é em relagdo a conduta dos professores.

O ensino de polindbmios, assim como o de outros conceitos matematicos, exige
professores capazes de: selecionar os conteldos de acordo com os diferentes
niveis escolares; fazer analogias, ilustragoes; dar exemplos e explicagdes; saber
resolver exercicios e problemas; saber utilizar notagées e termos corretamente;
identificar definicdes incorretas, assim como respostas incorretas dos exercicios.
(LAUTENSCHLAGER; RIBEIRO, 2017, p. 239)

Ainda que, existam dificuldades, nas palavras de Einsenberg; Dreyfus (1995 apud,
LAUTENSCHAGER; RIBEIRO, 2017), ha possibilidade de aprender muitos aspectos do
pensamento matematico, diante do estudo de polindbmios e, em virtude disso, defendem a
importancia e a permanéncia desse conteudo no curriculo escolar.

Por fim, queremos destacar que, ao desenvolver um estudo sobre as equacgdes
polinomiais, esperamos dar suporte ao professor de matematica, de forma a apropriar ou
ampliar o seu conhecimento em relagdo ao nosso objeto de estudo. E ao mesmo tempo,
que essa escrita tenha ao trabalho de quem dela tiver acesso, uma forma de enriquecé-lo.



3 EQUACOES POLINOMIAIS: CARACTERISTICAS E SOLUCOES

3.1 NUMEROS COMPLEXOS

Embora, fugimos de uma ordem histérica cronolégica, ndo deixamos de enfatizar
que o advento dos numeros complexos aconteceu na busca pela solugdo das equacoes de
terceiro grau. Quando os matematicos se deparavam com raizes quadradas de numeros
negativos, as ignoravam, ndo as aceitavam, o que gerou um abandono do estudo dos
Numeros Complexos por um consideravel periodo da histéria.

No entanto, essa intolerancia as raizes quadradas negativas comecou a se desfazer
com Cardano'. Ele comecou a considerar (mas nao atribuindo significado) as expressoes
5 —+v/—15e 5+ +/—15 como sendo solucéo do problema: Considerar dois nimeros cuja
soma seja igual a 10 e o produto igual a 40, contemplado em sua obra, Ars Magna de
Cardano.

A partir desse fato, passados 25 anos aproximadamente, Bombelli? considerou na
solugédo de algumas equagbes cubicas, quando necessario, (v/—1)? = —1. Contudo, foi
Euler® o responsavel pelo estudo do nimero complexo na forma z = a + bi, com i? = —1.

Considerando z um numero complexo, podemos escrevé-lo na forma algébrica

z=a-+bi

sendo a chamado de parte real de z e b chamado de parte imaginaria de z, ambos nimeros

reaisei =+ —1.

Definicao 3.1.1 Considerando o numero complexo z = a + bi, definimos o conjugado
de z como sendo Z = a — bn, de tal forma que as partes reais sejam iguais e as partes
imaginarias simétricas.

Dados dois numeros complexos z; = a; + bii € 25 = as + byt @ soma serd dada da
seguinte forma:

21+ 29 = (a1 + CLQ) + (bl + bg)l

Considerando os numeros complexos z; = a; + byi € z3 = as + byi @ multiplicagédo

'Girolamo Cardano (1501 - 1576), matematico, médico, fisico, fildsofo e astrélogo de origem italiana.

2Raffaelle Bombelli (1526 - 1572), matematico e engenheiro, grande protagonista na compreenséo dos
ndmeros imaginarios.

3Leonhard Euler (1707 - 1783), matemaético suico, que assumiu o compromisso pela padronizacéo da
matematica.
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de z; por z, sera dada por:

Z1 %y = (CLl + bll) . (CLQ + bgl)
= (a1az — byby) + (arby + asby)i

O quociente z dos nUmeros complexos z; = a1 +byi € 25 = as+bei, cOM 25 # 0 sera

dado por z = — - —, ou seja, multiplicamos 0 numerador e 0 denominador pelo conjugado
Z2 22

do denominador, obtendo:

”— ﬂ ) § B a, + bll ) a9 — bQZ o a1a9 + b1b2 + (agbl — albg)i

Z9 29 as + bgl a9 — ng B (CLQ)Q + (b2)2

Assim como representamos um numero complexo na forma algébrica, podemos
representar o na forma geométrica. Para isso, consideramos todo numero complexo z =
a + bi como sendo um ponto z = (a, b) no plano de Argand-Gauss*

Figura 3.1 — Representacao de um Numero Complexo no Plano de Argand-Gauss

r.:t Re(z)

Fonte: Autor

: b A
Considerando |z| = p = va? + b e § = arctan—, sendo o angulo entre o vetor (a, b)
a
e o eixo real positivo - Re(z) - (eixo polar), podemos obter a representacéo trigonométrica
ou polar do numero complexo z.

z = p (cosh + isend)
Chamamos |z| = p de médulo de z e 6 o argumento de =.

Exemplo 3.1.1 Vamos encontrar a forma trigonométrica do nimero complexo z = /3 — i.

4Plano de Argand-Gauss ou Plano Complexo, é uma adaptagéo do Plano Cartesiano para os nimeros
complexos, conforme ilustrado na Figura 3.1 e teve as contribuicées dos matematicos: Jean-Robert Argand
(1768-1822), natural de Genebra e de Carl Friedrich Gauss (1777-1855), natural de Brunswick na Alemanha.
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p= V@ T = (V3P + (-1 =2

0 = arctan <_1) _ U
— 7 =5

11 11
Logo z =2 (cosT7T + z’sen?ﬂ), é a forma trigonométrica ou polar do numero complexo.

Vamos trazer agora dois importantes resultados dentro do estudo dos numeros
complexos, que por vez irdo nos auxiliar na solugdo de algumas equagdes polinomiais
abordadas mais a frente. Sdo as duas conhecidas formulas de Moivre.

a) A primeira formula de Moivre

Seja z = p (cosf + isenf), um nimero complexo na forma polar. A teoria garante
que a poténcia n-ésima de z serd dada por z" = p™ (cos(nf) + isen(nf))
Demonstragdo: Fazendo a indugéo sobre n, vamos provar que z" = p" (cos(nf)+isen(nd))
¢ valida para todo n natural.

Para n = 1 é verdade, pois temos que,

21 = (p (cos(0) + isen(0))' = p' (cos(0) + isen(h))' = p' (cos(1-0) + isen(1-0)).

Agora, consideramos que a teoria seja valida para um certo numero natural n = k,
ou seja,

2% = (p(cos(0) + isen(0)))* = p*(cos(kB) + isen(kf))

Queremos provar que a formula é valida para o sucessor de n = k, ou seja, para
n = k + 1. De fato,

= Rl — M = (p(cos(0) + isen(h)))FT!
= p"(cos(k-0) +isen(k - 0)) - p(cos(0) +isen(d)) =
2P = pF* (cos(kO) - cos(0) + icos(k - 0) - sen(0) +isen(kO) - cos(0) + i? - sen(kf) - sen(0).
Considerando > = —1, substituimos na expressio.

= o (cos(kB) - cos(0) + icos(kO) - sen(0) + isen(kf) - cos(0) — 1 - sen(kf) - sen(6))
= P (cos(kO) - cos(0) — sen(kO) - sen(6) + i(sen(kB) - cos(d) + cos(kf) - sen(h)))

Considerando as identidades trigonométricas da soma dos angulos para as fungdes seno
e cosseno, temos que:

sen(kB) - cos(0) + cos(k@) - sen(0) = sen(kf + 0) = sen(0(k + 1))
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cos(kO) - cos(0) — sen(k0) - sen(0) = cos(kf + 0) = cos(0(k + 1))
Substituindo as identidades trigonométricas na expressao z**!, obtemos:
2Kt = oM (cos(O(k + 1)) + isen(6(k + 1))),
como queriamos demonstrar.

b) A segunda férmula de Moivre

Dado o nimero complexo w = p (cosf + isenf). Se z é uma raiz n-ésima de w,
entdo z satisfaz a seguinte relagéo:

Demonstragdo: Consideramos i) z = r(cos(a) + isen(«)) na sua forma polar, e sendo

Q—i_%ﬂ)%—isen (e—i_%ﬂ))comogkgn—l. (3.1)

raiz do nimero complexo i) w = p (cos(d) + isen(f)) de tal forma, que iii) " = w.
Substituindo i) e i) em iii) temos
(r(cos(a) +isen(a))™ = p(cos(0) + isen(h)).
Pela primeira férmula de Moivre obtemos
r"(cos(na) 4 isen(na)) = p(cos(f) + isen(h)).

Para igualdade acima ser satisfeita entre nimeros complexos, observamos que os médulos

precisam ser iguais e os argumentos congruentes. Desse modo, " = p = r = y/p

0+ 2k
no = 0 + 2kt = o = + kT

n
percebemos que 0 < a < 27, nesse caso, € preciso que 0 < k£ <n — 1. Logo,

0 + 2k 0 + 2k
zk—W(cos< +n 7T)—i—z’sen( +n W)) com0<k<n-—1.

Como queriamos demonstrar.

, k € Z. Entretanto, para buscarmos raizes distintas,

Observamos que se z € uma raiz n-ésimadewe W = 0032—7T + isenQ—ﬂ. Entao, as
raizes n-ésimasde w serdo z - W/ ,r =1,...,n. " "

A demonstragdo pode ser observada pelo fato de que (z - W) )" = 2" - (W) =
z-1" = z. Logo, z - W] é raiz n-ésima de w, paratodor =1, ..., n.

Agora tomamos a@ € C como sendo uma raiz n-ésima de w. Entao, " = w = 2"
el=a" 2z"=(a-z7Y"ea- 2! éuma raiz n-ésima da unidade. Desse modo, existe
r=0,..,n—1,de maneiraque - z~! = W’ ouseja, « =z - W/ paraalgumr =1, ..., n.

De forma restrita, pensamos nas raizes clbicas de w = p(cos(0) + isen(f)), logo

2 2 1 3
W = cos (%) + 1sen (%) =3 + gz e as raizes serao determinadas por:

2o = ¢/p(cos & + isen?)
21 = 2z, W (3.2)
29 = 2,W?
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além disso,

1-ws

1—w

1+ W4+ W? = 0

assim podemos concluir que:

Zo+ 2W 4+ 2W2 = 2,(1+ W+ W?) =2,-0=0
ou seja, a soma das trés raizes cubicas de um niumero complexo resulta sempre em zero.
Exemplo 3.1.2 Vejamos, as raizes cubicas de w = 2 + 111.

As raizes sao dadas por

ZlZZoW:(2+i)(—%+\/7§i>Z—(\/Tg-i—l)—f—(\/_—%)i
z=(2+1) (—§+\/§z‘)2_ (—1+“§)+(—§—\/§)z’

Percebemos que, 2 + i — (‘/Tngl)+(\/§—§)z’+(—1+‘/7§>+(—%—\/§)i:0.

3.2 POLINOMIOS

Nessa secao, vamos trazer algumas definigcdes, teoremas e exemplos acerca de
polindmios. Para tanto, examinamos parte da obra de Gongalves (1979). Essa aborda-
gem se faz necessaria, uma vez que trataremos, na proxima secao, das equacdes com
caracteristica de polinGmio.

Definicao 3.2.1 Um polinémio complexo na indeterminada x, esta definido por uma ex-
presséo formal do tipo:

_ n
p(x) = ap + arx + ..+ ap 17" Fapa” = 3p apat,

sendo ag, aq, ..., a,_1, a, NUMeros reais, chamados de coeficientes, em especial a,, é cha-
mado de coeficiente lider de p, a,, # 0 e n € um numero inteiro ndo negativo.

Exemplo 3.2.1 As expressées: p;(x) = 10, py(x) = 22+ /2 e p3(x) = 32° + 22> — 5z — 8
sdo exemplos de polinbmios na indeterminada x.

Defini¢do 3.2.2 Chamamos um polinémio p(x) = 0+ 0x + ... + 02" = 0 de identicamente
nulo se e somente se a; = 0, v € N. Definimos um polinbmio constante a, como sendo um
polinémio p(z) = ag + a1x + ... + a,x", onde ap = a ea; =0,V i > 1.

Defini¢do 3.2.3 Se p(z) = ap + a1z + ... + a,2™ é tal que a,, # 0, dizemos que n é o grau
do polinémio p(z), e portanto, indicamos o grau de p(x) por gr p(x) = n.
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A partir, da Definigcao 3.2.2 e 3.2.3, salientamos que o polinbmio nulo ndo possui
grau definido e o polinbmio constante possui grau zero.

Definicdo 3.2.4 Dizemos que os polinémios de mesmo grau, p(z) = > ,_, az® e p/(z) =
Y oreo b, sdo idénticos quando seus coeficientes correspondentes s&o iguais, isto é

p=p Sa,=b,,k=0,1,2,.. n.

Defini¢ado 3.2.5 Considerando o polinbmio p(z) = ag + a1z + ... + a,x" e p'(x) = by +
bix + ... + b,,x™ definimos:

p@)+p' () =ci+ ...+ cprt, c; = (a; + b;) € C, parai = 1,...,k = max{n, m}

p(x) - p'(x) = co + ... + cpz®, co = aghy, c1 = agby + aiby, ca = agby + aiby + asby,...,
c¢; = aogb; + arb;_1 + ... + a;_1b1 + a;b9, 2 =0, .... k = m +n.

Defini¢do 3.2.6 Seja p(v) = a 2™ + a, 12" + 4y 22" 2 + ... + a1 + ag um polinémio
com coeficientes reais, definimos a avaliacdo de p em z, com z € C, como sendo o numero
complexo:

p(2) = ap2" + ap 12"+ ap 22" + ...+ a1z + ag,
ou seja, substituimos a indeterminada x por z.
Quando =z produzir p(z) = 0 temos a seguinte definigao:

Defini¢ao 3.2.7 Definimos a raiz do polinémio p(z) = a,x"+a, 12" ' +...+asx*+a1x+aq
como sendo z, com z € C, de tal forma que p(z) = 0, ou seja, a,(2)" + an_1(2)"* +
Uno(2)" 2+ ... +a*(2)* + a1(2) + ap = 0.

Exemplo 3.2.2 S3o raizes do polinémio p(z) = x> + 2v/2x + 11 os nimeros complexos
2= —V2+3iez=—V2—3i,poisp(z) = (—vV/2+3i)> +2v/2(—V2+3i)+11=0e
p(22) = (—v2 = 3i)? + 2v/2(—V/2 — 3i) = 0.

Lema 3.2.1 (Divisdo Euclidiana). Dados dois polinbmios ndo-nulos p e d, existem dois po-
linbmios unicos q (o quociente) e r (o resto) tais que

p(z) = q(z) - d(z) + r(z), com gr(r) < gr(d) our(z) = 0.
Vamos primeiramente provar a existéncia. Consideramos:

p(x) = ap + a1z + ... + apx” e d(x) = by + byx + ... + bypx™.
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Se p(z) = 0 é suficiente tomar ¢(z) = r(z) = 0. Agora vamos supor p(z) # 0 (grau
de p = n). Entdo teremos dois casos a considerar. O primeiro, se n < m, basta tomar
q(z) = 0 e r(x) = p(z). O segundo caso, se n > m. Para isso, vamos considerar o
polindmio p; (x) definido por:

p(x) = anb,,' - d(z) + pi (). (3.3)

Observamos que o gr p; < gr p € em seguida vamos demonstrar o teorema por indugao
sobre gr p = n.

Paran = 0, n > m = m = 0, dessa forma, concluimos que p(z) = a9 # 0, e
d(x) = by # 0 e portanto, teremos, p(x) = agh,* e r(x) = 0.

Isolando p;(z) na Equagéo 3.3, decorre da hipétese de inducéo que: 3 ¢;(x), r(x)
de tal forma que:

p(x) =q(x) - d(x) +r(x),
onde ri(z) = 0ou gr ri(z) < gr d(x). Em virtude disso, temos que:
p(x) = (q(x) + anby'a"~")d(z) + ri(z),

agora tomando ¢(z) = q;(z) + a,b '™ e ri(x) = r(z), temos provado, portanto, a exis-
téncia dos polinémios ¢(z) e r(z) de tal forma que p(z) = ¢(z) - d(x) + r(x), com r(z) =0
ou grr(z) < grd(x).

Pelo método de reducao ao absurdo, vamos provar agora a unicidade de p e r.
Imaginamos a existéncia de dois pares de polinémios ¢, e r1, ¢ € r, de forma que

p(z) = q1(x) - d(z) + ri(x), gr(r) < gr(d) (3.4)

p(z) = qa(x) - d(z) + ra(x), gr(ry) < gr(d) (3.5)

Agora, subtraindo 3.4 de 3.5, obtemos a equacéao seguinte
d(z) - (qa() — qu(z)) = 11 () — 1r2(). (3.6)

As condigoes gr(r1) < gr(d) e gr(rs) < gr(d) = gr(r; —rq) < gr(d).
Entretanto, o lado esquerdo da Equacéao 3.6 também deve ter grau menor que d, 0
que s6 ocorre se ¢, — ¢ for o polinbBmio nulo:

gr(d(g —q1)) < gr(d) = @ —q =0 = q1 = .

Retornando a substituicdo desse resultado na Equacéo 3.6, concluimos que 7 — r; = 0
—> r9 = 11, provando dessa forma a unicidade.
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Corolario 3.2.1 Seja p um polinémio ndo constante de grau n e z um numero complexo,
temos que:

p(z) = 0 se e somente se x — z divide p(x),

ou seja, podemos escrever

sendo ¢ um polindmio de grau n — 1.

Ao aplicar o Lema 3.2.1 com d(z) = x — z, temos:
p(x) = (x — 2)qlx) + r(z) = p(z) = 0g(=) +r(z) = 0 = r(z) = 0

O Lema 3.2.1 nos garante ainda que gr(r) < gr(d) = 1, o que resta concluir que r é
constante, um polindmio nulo. Observamos agora que p = d - ¢ = gr(p) = gr(d) +
gr(q) = n =1+ gr(q), demonstrando que gr(q) = n — 1.

3.2.1 O algoritmo de Briot-Ruffini

O algoritmo que vamos trazer nesse espago é um dispositivo pratico para determi-
nar a divisdo de um polindmio de grau n > 1 por um polindmio do tipo x — u e pode ser
encontrado em Domingues e lezzi (2003, p.299).

Consideramos p(z) escrito na seguinte forma:

p(x) = ap2" + a1 2" + ... + a1 + ag, com (a,, # 0),
e 0 quociente representado por
q(x) = by 12"+ by _ox™ 2+ .+ b + by,
Indicando o resto por r, temos a seguinte igualdade:
™ + ap_ 12" N+ o+ ax + ag
= (2 — u)(bpo12™  H bpox™ P biw +b) F

= by 2" — uby_ 12"+ by ozt — uby_ox™ % + ... — ubgx® + b — ubx + box —

ubg + 1.

Pelo principio de identidade de polinémios temos:
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ap = bn—lu

ap—1 = bp_g —uby_y = by_o = ap_1 + ub,_1,
a; = bO—Ub1:>b0:G1+Ub1,
agy = 1 —ubg=r=ag+ ub.

Assim sendo, o0 quociente e o resto podem ser obtidos mediante o dispositivo abaixo,
em que o primeiro elemento da terceira linha € a,, € 0s demais sdo as somas dos elemen-
tos correspondentes da primeira linha com o produto de u pelo elemento da terceira linha
e coluna anterior.

Qp, ap—1 Ap—2 a1 ap u
ubp—1 Uby—o ubq ubg
an = bn—l Ubn—l +an—1= bn—2 Ubn—Q +apn—2 = bn—3 ay + Ubl = bO ap + UbO =T

Exemplo 3.2.3 Vamos determinar a divisdo de z* + 1 por z + 2.

Utilizando o método de Briot-Ruffini, temos que,

1 0 0 0 1 -2
1 =2:140 —-2-(-2)+0 —-2-440 —-2-(-8)+1
1 —2 4 -8 17

Portanto, o quociente é dado por ¢(z) = 2® — 222 + 4z — 8, e o resto r = 17.
Exemplo 3.2.4 Vamos determinar a divisdo de x* — Tx? + 17x — 15 por z — 3.

Novamente pelo algoritmo de Briot-Ruffini, obtemos que,

1 —7 17 —15 3
1 3-1-7 3-(=4)+17 3-5-15
1 —4 5 0

Logo, o quociente é dado por ¢(z) = z? — 4z + 5 e o resto r = 0. Indicando assim,
que x = 3 é uma raiz do polinémio 2% — 722 + 17x — 15.

3.3 EQUACOES POLINOMIAIS

Essencialmente nessa seg¢do, vamos tratar das equagdes em geral com caracte-
ristica de polinémio, objeto este, estudado anteriormente. Iniciaremos, trazendo algumas
definicbes e em seguida algumas proposi¢cdes com base na obra de Domingues e lezzi
(2003), como suporte a solucao das equagdes polinomiais .
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Definicao 3.3.1 Uma equagéo polinomial com coeficientes complexos € uma expressao
do tipo
p(x) =0+ ar A+t a”—lxn_l + apa” = ZZ:O akl’k =0

com n um numero natural, x e a, € C, parak € {0,1,2,...,n}.

Definicao 3.3.2 Consideremos que z € C é uma raiz ou zero da equag¢do polinomial
p(r) =0sep(z) =0.

No que concerne as raizes de uma equacao polinomial, vejamos 0 que 0 seguinte
teorema nos garante. Sua demonstragéo, pode ser encontrada em Alves (2015, p.44).

Teorema 3.3.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Toda equacédo polinomial, nos com-
plexos, de grau n, comn > 1, possui exatamente n raizes complexas (distintas ou ngo).

Observamos que a demonstracéo original do Teorema Fundamental da Algebra, foi
feita por Carl Friedrich Gauss em seu trabalho de tese do doutorado no ano de 1799. A
partir da prova desse teorema, temos estabelecido diretamente o seguinte corolario:

Corolario 3.3.1 Todo polinémio p(x) = ag+a1x+...4+a,_ 12" +a,z", cOMay, ay_1, ..., a9 €
C e de graun > 1 pode ser fatorado na forma

p() = an(z — 21) (2 — 29)...(x — z,),

onde n é o coeficiente lider de p e 21, z», ..., 2z, SA0 raizes de p.

Demonstracao: Vamos provar pelo Método da Inducéao Finita.
Base de indugdo: Sejan = 1 e p(x) = a;x + ap, com a,, # 0. Entéo
p(z) = ay(z — z1),0onde a, =a; €2y = -2

al

Hipétese de Indugao: Vamos supor que o teorema é valido para algum polinémio ¢(x) de
graun —1,comn > 2.

Seja p(z) um polindmio de grau n. Pelo Teorema Fundamental da Algebra p(z)
possui uma raiz complexa z, € C, ou seja p(z,) = 0 e dessa forma, pelo Coroléario 3.2.1,
existe um polinémio ¢(z) de grau n — 1 tal que

p(x) = (z — 20)q(z), 2 € C
Como ¢(z) possui grau n — 1, pela hipétese de indugdo temos
q(z) = ap(x — z1)...(x — 2p—1)
sendo 2y, ..., z,_1 raizes de ¢(z), ndo necessariamente distintas, assim

p() = an(z — 21)(z — 29)...(x — z,)



28

Dessa forma pelo Principio da Indugé@o Finita podemos afirmar que o corolério é
verdadeiro.

O teorema posterior presume que, caso existirem, as raizes complexas nao reais
de um polinémio p(z) ocorrerdo aos pares.

Teorema 3.3.2 Se um numero complexo z = a + bi, com a,b € R e b # 0, for raiz da
equacao polinomial p(x) = 0, de coeficientes reais, o seu conjugado zZ = a — bi sera
também raiz da mesma equacgao.

Demonstragdo: Consideremos p(x) = a,2" + a, 12" ' + a, 22" 2 + ... + a7 + ag, com
Gn, Gn_1,...,a1 € ag € R e a seguinte propriedade dos nimeros complexos:

apZ’ = apz® = ap2* = ap2k,

paracadak=0,1,2,...,nezecC
Entdo podemos escrever p(z) na forma:
P(Z) = ap 2" + ap 12"t ap 22" 4+ aZ +ag
pZ) =0 2"+, 12" '+ @zt @
p(Z) =p2" + an12" T+ @z + 0
P(Z) = anz™ + ap_12" 1+ ap_02" 2 4+ L+ a1z + ag
p(z) =p(z) =0=0

como desejavamos demonstrar.

Corolario 3.3.2 Todo polinbmio com coeficientes reais, de grau impar, tem uma raiz real.

Demonstracao: Dado um polinémio de grau impar, suponhamos que todas as suas raizes
sejam complexas ndo reais. Pelo Teorema 3.3.2, elas formariam pares com seus conjuga-
dos. E, portanto, teriamos um numero par de raizes. Pelo Teorema 3.3.1, o polinébmio teria
grau par, o que é falso. Portanto, no minimo uma raiz precisa ser real.

Definicao 3.3.3 Se = é considerada uma raiz de multiplicidade m (m > 1) de p(x) entdo
podemos escrever p(x) = (x — z)™q(x), com q(z) # 0.

Teorema 3.3.3 (Teorema das Raizes Racionais). Seja p(x) = a,z" + a, 12" ' + ... +
asx® + a1 + ag, coma # 0, n > 0 e de coeficientes inteiros. Consideremos um nimero
racional 5 de tal forma que f e g € 7 e sejam primos entre si. Dessa forma, se z = g for
raiz de p(z), entéo f é divisor de a, e g € divisor de a,,.

Demonstracdo: Queremos demonstrar que f € divisor de a, e g é divisor de a,, (Tese).
Nossa hip6tese é que g é raiz de p(x), com g, f € Z* e primos entre si, ou seja, 0 Maximo
Divisor Comum - M.D.C. (f,g) = 1.

Por hipétese £ é raiz de p(x), entéo p(£) = 0. Logo,
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n n—1 2 n n—1 2
an(§> +an_1(§) ++CL2(§) +a1(§)+a0 =0 ang—n—i-an_lgn—_l—i-...—i—agjgc—g—i—alf—i—ag =0

Multiplicando a expressao acima por ¢g", temos:
n n—1 2
an(g—n)g” + an,l(?;n—_l)g" + ..+ ag(g—z)g" + al(g)g” +apg" =0 &

anf™ + an 1 " g 4 o+ aaf? g +arfg" T 4 apg” =0 (3.7)

Agora, somando o termo —ayg"™ aos membros da Equacao 3.7, obtemos:

anf" + an 1 f" g+ .+ asf?g" T+ a1 fg" T = —agg” (3.8)

Como o termo f € comum no lado esquerdo da Equacao 3.8, entdo colocando-o em evi-
déncia, temos a seguinte expressao:

flanfm™ ' +an 1 f" 29+ ...+ a2 fg"? + a1g" ') = —apg™.

Por fim, multiplicando a equacgao anterior por % temos que:

—apg"
f

Observamos que o membro esquerdo da Equacao 3.9 representa um numero in-

anf" N a1 [P et anfg H arg" T = (3.9)

teiro, pelo fato que os coeficientes sdo numeros inteiros, f e g sdo numeros inteiros e
n > 0. Entdo o termo do lado direito € um numero inteiro, matematicamente representado
por —a0§. Contudo, para que isso ocorra f precisa dividir ag, uma vez que f e g sao
primos entre si.

De modo analogo, somando o termo —a,, f* a ambos os membros da Equacao 3.7
temos:

a1 f" g+ o+ an P Farfg" T + ang” = —anf" (3.10)

Percebemos que g € fator comum dos termos do membro esquerdo da Equacgao
3.10 e colocando-o0 em evidéncia, temos:

glan1f" P+ Faf?g" P+ an fg" T + ang" ) = —ang”™
Por fim, multiplicando a equagao acima por é, temos:

n

A1 [ 4 ot aafPe T anfg" T+ agg" T = —@n; (3.11)

Vejamos, 0 membro esquerdo da Equacgao 3.11 representa um numero inteiro, por-
que os coeficientes sdo numeros inteiros, f e g também sdo numeros inteiros e n > 0.
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Logo, o termo do membro direito € um ndmero inteiro, ou seja, —an%n € Z. No entanto,
para que isso ocorra, g precisa dividir a,,, uma vez que f € g sdo primos entre si.

Exemplo 3.3.1 Quais sdo as possiveis raizes da equagdo polinomial x® — 62 +5x + 12 =
0?

Tomando f como sendo os divisores de ag = 12, entdo f = +1, +2, +3, £4, 46, +12.
Agora, tomando g como sendo os divisores de a,, = 1, obtemos g = +1.

Considerando que as possiveis raizes serdo da forma i com f e g primos entre
si, teremos as possibilidades: +1, £2, +3, +4, +6, e +12. Subgtituindo, as possibilidades
encontradas, na equagéo polinomial 3 — 622 + 5x + 12 = 0, identificamos que —1, 3 e
4 tornam a equacao nula, o que nos permite concluir, que x = —1, x = 3 e x = 4 s@o
solugdes da equacéo.

Pontuamos que a todo momento falamos da possibilidade de g ser raiz. Em virtude,

f

que o Teorema 3.3.3 apenas garante que se = for raiz, com f e g primos entre si, entdo f
g

€ um divisor de a( e g um divisor de a,,, do contrario nada podemos afirmar.

3.4 AS RELACOES DE GIRARD

Relacionando, pela soma e produto, as raizes com os coeficientes, ambos de uma
mesma equagao, Albert Girard (1595-1632), apresentou seu método capaz de encontrar
as raizes de uma equacdao polinomial. Embora nascido na Franca, viveu grande parte de
sua vida na Holanda, estudando e fazendo parte do exército de Frederico Henrique de
Nassau, como engenheiro militar.

Segundo Domingues e lezzi (2003), Girard foi o primeiro matematico, a ter uma per-
cepcgao de que o numero de raizes associados a um polinémio com coeficientes numéricos
€ igual ao seu grau, desde que, considerasse 0s numeros negativos e complexos.

Além disso, ao tratar dos numeros negativos dentro da geometria, com um aspecto
contrario associado aos numeros positivos, Girard colaborou para a compreensao e acei-
tacdo desses numeros.

Para desenvolver as relagbes, consideramos primeiramente a equagao do 2° grau
ax® + bx + ¢ = 0 e x; e o como sendo suas raizes. Desse modo, podemos escrever

ar® +br+c=alr —x)(z — 1) =0 &

b
x2+—x+£:g(:c—yc1)(:c—x2):0<:>
a a a

b c
:cz—l—a:c—l—a::cz—(xl—l—:cg):c—l—xm
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Com base no principio da identidade entre polindmios, tiramos as rela¢des

b
Xy + Ty = ——

L1+ T = —.

Faremos de modo analogo para equacgédo do 32 grau az® + bz? + cx + d = 0, com

a # 0. Primeiramente consideramos suas raizes como sendo z;,z, € r3 € escrevemos a
equacao em sua forma fatorada.

az® + bz’ +cx+d=a(z — 1) (v — 2)(z — 73) &
s b d
4 a2+ Se g S g(96 —z1)(x — x3)(x — 23) &
a a a a a
3 b, ¢ d

"+ +ax+a:(x—x1)(x—x2)(x—x3)

Multiplicando o segundo membro da equagéo acima e agrupando os termos semelhan-
tes temos

b c d

P4 -4 -+ - =

a a

- 23 — (21 + 29 + 23)2? + (2129 + X173 + ToT3)T — T1T2T3.

E as relagGes entre raizes e coeficientes ficam estabelecidos da seguinte maneira

b

T +.T2—|—$3 = ——
a ¢
T1To + 123 + ToT3z = —

d

T1X2T3 = ——

Para generalizar as Relagbes de Girard para uma equagao de grau n > 1, vamos
considerar o polinébmio:

P(T) = @™ + Ap 12" 4 ap 0™ 2+ ...+ ayx + ag = 0,a, # 0 para o qual sdo
raizes x1, o, x3,...x, € €screvemos sua forma fatorada,

p() = ap(z — x1) (2 — 22) (2 — 23)...(x — 2y,).

Multiplicando e agrupando os termos semelhantes, obtemos
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an®"™ — Gy (11 + To + 23 + ...+ x,) 2"

" J/

S1

—2
an (2122 + 2123 + oo + Tpq2,) 27—

Sa

-3
ap (2122023 + T122%4 + oo + Ty2Xpy_12,) " ° + o+

[

Ss
(—DFa,Spa" " + ...+ (=1a, (x12925...7,)
~————

Sn

Trabalhando com o principio da identidade entre polinbmios, podemos escrever

Apn—1
Si=x1+Ta+...2,=—
Qn
Ap—2
Sg =T1X2 + XT3+ ... T Tp_1Tp =
Qn
an—3

Sg = T1T2T3 + T1XToxy + ...+ Tp—2Lp_1Tp = —

G

)
Sn = T1T9...Ty = (—1)”—
n,
No entanto, as n relagdes de Girard, ndo sao suficentes para solucionar uma equa-
cao polinomial de grau n. Em determinados casos, € preciso outras informagées como

veremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 3.4.1 Utilizando as Relagdes de Girard vamos resolver a equagdo P(x) = x3 —
2?2 —4x +2=0.

Pelas Relagdes de Girard temos que:
Daxi+zet+r3=1=axs+a3=1—14

i1) T1To + T1X3 + Towy = —4

1) T LT3 = —2 = XToxg = ;—12

Substituimos (i) e (zii) em (i7)

21(xg + 3) + Tox3 = —4

(1 —x1) — % = —4 (Multiplicamos por z; a equacao)
221 —xy) — 2= —4x,

2 — a3 — 2= —4xy

—x3 + 22 + 4x, — 2 = 0 (Multiplicando por (—1)), obtemos: z§ — z? — 4z, + 2 = 0.
Podemos perceber que recaimos na equacao inicialmente dada no problema, no
entanto representada em x,. Nesse caso, precisariamos mais informacoes, ou seja, as in-



33

formagdes produzidas pelas Relagdes de Girard ndo foram suficientes para determinarmos
as raizes da equagao.

Exemplo 3.4.2 Sabendo que a soma de duas raizes é igual a1, vamos resolver a equagao
P(z) = 2* + 322 — 62 — 8 = 0.

Com base nas informacdes do problema e nas Relacdes de Girard temos:
i)x;+xe =1

it) x1 + w9+ x3 = —3

i11) 19 + T1T3 + Tox3 = —6

iv) x1xrewy = 8

Substituindo i em ii encontramos x3 = —4. Agora substituindo 3 = —4 em i e v
temos o sistema simplificado:
Ty Xy = —2
{ T, +x9 =1

cuja solugéo é x; = —1 e =, = 2. Portanto, temos como solugdo da equagéo z° + 322 —
6$—8:0,$1:—1,$2:2el’3:—4.



4 SOLUCOES POR RADICAIS

41 EQUACAO DO PRIMEIRO GRAU

A equacéo polinomial do primeiro grau, como a conhecemos hoje, se apresenta na
forma ax + b = 0, em que = é a incégnita e a e b representam nameros reais, a # 0.
A solugao pode ser obtida da seguinte maneira:

—b b
ax+b:O<:>a:U+b—b:0—b<:>ax:—b<:>%:—<:>x:——.
b a a a
Portanto, a solugdo é dada por + = ——. Percebemos que todas as operagcdes
a

realizadas em ambos os membros, garantem a preservagao da equagao inicial dada.

Contudo, nem sempre foi trivial resolver uma equagao do primeiro grau. Para en-
tender um pouco melhor, voltamos a mais de trés milénios no tempo. Mais precisamente
para os documentos matematicos encontrados com data de 1650 a.C., s&o eles: Papiro de
Ahmes (ou Rhind) e Papiro de Moscou, ambos egipcios.

Segundo Teixeira (2017), ha uma provavel chance que tenham existido outros papi-
ros, no entanto, estes foram os Unicos que sobreviveram ao tempo. E neles, sdo possiveis
identificar os primeiros registros de equagdes do primeiro grau, embora, em uma aparéncia
que nao corresponde a sua verdadeira natureza.

Talvez a dificuldade em resolver algumas equacdes do primeiro grau, estava na
limitacdo do simbolismo para a época e na auséncia de uma fomula, como conhecemos
hoje. Entretanto, dispunham de uma artimanha muito engenhosa, conhecida como "Regra

da Falsa Posicao".
Apresentamos um problema usando essa regra.

Por exemplo: qual o nimero que somado a sua terga parte da 16?

Pela Regra da Falsa Posigao, fazia-se uma hipétese inicial qualquer (que fosse
conveniente) a respeito do nimero e verificava-se o que ocorria. Suponhamos,
em nosso caso, que tal numero fosse 6. Ora, 6 somado com a sua terga parte
da 6 + 2 = 8, exatamente a metade dos 16 que deveria dar. Portanto, o nimero
procurado é o dobro de 6, ou seja, 12. (TEIXEIRA, 2017, p. 04).

Entretanto, tomamos um exemplo um pouco mais elaborado, podemos dizer assim.
. 2 ,
Um problema do papiro Ahmes:' Uma quantidade, somada a seus 3 mais sua metade e
mais sua sétima parte perfaz 33. Qual é esta quantidade?
) i , 2 1 1 .97
Hoje, sem dificuldade, escreveriamos: z + -z + —x + —x = 33, ou seja, —z =

3 2 7 42
33. Contudo, percebemos que sem utilizar o nosso conhecimento atual, apenas a Regra

"Problema encontrado no papiro de Ahmes, segundo o autor Garbi (2010).
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da Falsa Posigao, buscariamos resolver por tentativas seguidas de erros até encontrar
a quantidade desconhecida, o que poderia demandar um bom tempo de dedicacdo ao
problema.

Enfim, quando nos propomos hoje resolver as equagdes do primeiro grau, com as
ferramentas que dispomos € algo muito tranquilo. Por outro lado, essa tranquilidade é fruto
do trabalho de varios matematicos que nao se opuseram a lidar com niumeros conhecidos
ou nao, ao longo de séculos.

4.2 EQUACAO DO SEGUNDO GRAU

Vamos abordar, de modo histérico, alguns métodos empregados na resolugao das
equacgdes do segundo grau ao longo de algumas civilizacbes. Nos basearemos no traba-
Iho de Silva e Victer (2017) e faremos uma caminhada até a Férmula Resolutiva de uma
Equacéo do Segundo Grau, no Brasil chamada de Férmula de Bhaskara e as Férmulas de
Viete, as quais, receberao um enfoque um pouco maior € ndo apenas historico.

Comecando pelos babildénios, percebemos que, por meio de um estilo retdrico, re-
gistrado através de sua escrita cuneiforme? e em um sistema de numeragéo posicional de
base 60, documentavam alguns problemas, os quais representavam o desenvolvimento da
solucdo da equacao do segundo grau. A solucado tem por base um raciocinio muito seme-
Ihante ao pensamento dos hindus, por volta de 3 mil anos depois, o chamado "completa-
mento de quadrados”. Estes registros, com data de 1700 a.C., integram o que podemos
chamar de algebra babildnica.

Avancando para o campo da civilizagao grega, tivemos grandes matematicos, como:
Tales de Mileto, Pitagoras e Euclides de Alexandria - responsavel pela notavel obra, cha-
mada "Os Elementos". A paixdo grega pela Geometria, em conjunto com o sistema de
numeragao literal grego, sdo fatores que possivelmente contribuiram para a dificuldade na
utilizagdo dos numeros.

Desse fato, muitos problemas dos gregos eram interpretados de modo geométrico,
inclusive as equacodes e seu modo de resolver. Acompanhamos a seguir a resolucao da
equagéo z2 — 10z + 9 = 0.

Trace o segmento AB = 10. Por P, ponto médio de AB, levante o segmentos

perpendicular PE = 3 (igual & raiz quadrada de 9) e, com centro em E e raio
PB, trace um arco de circunferéncia que corta AB no ponto (). A raiz desejada

2Escrita cuneiforme: estilo de escrita utilizada pelos babilénios. Os registros eram feitos com marcas de
estiletes em placas de argilas, as quais posteriormente recebiam cozimento ou eram secadas ao sol, para
aumentar seu tempo de vida.

80s Elementos: obra composta por 13 livros, destes os 6 primeiros versam sobre geometria plana, os
proximos 3 sobre diferentes tipos de nimeros, 1 sobre segmentos incomensuraveis e os 3 restantes sobre
Geometria no espaco.
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sera dada pelo comprimento AQ.

EQ=PB

I
A F

=l &

(FRAGOSO, 2000, p.21).

10 10\°
Da construgéo, concluimos, que AQ = ) + \/<7) — (v/9)2 = 9, ou seja, a raiz

€ igual a 9.

Do tratamento das equacbes do segundo grau nas maos dos gregos, passamos
para as maos dos arabes. Nesse contexto, destacamos a figura do grande matematico -
Al-Khwarizmi - segundo Alves e Machado (2016), mulgumano, que viveu no periodo de 780
d.C. 4850 d.C. e teve sua vida dedicada, além da matematica, a geografia e a astronomia.

Na ep6ca, o grande interesse de Al-Mamum?* era transformar Bagda no maior centro
cientifico do mundo. Para tanto, reuniu grandes sabios entre eles Al-Khwarizmi.

Segundo Boyer (1974), as equagdes de Al-Khwarizmi eram formadas por trés es-
pécies de quantidades: raizes, quadrados e nimeros (z, 2> e nimeros), que precisavam
ser compreendidas, a priori, ao desenvolvimento da algebra das equagdes do proprio Al-
Khwarizmi. Todas essas informagdes, e muitas outras, eram encontradas em sua impor-
tante obra chamada Al-jabr wal mugéabalah, um livro, cujo de seu home originou o0 ramo da
matematica chamado Algebra.

O método consistia em "completar quadrados", primeiramente reduzindo as equa-
cOes lineares ou quadraticas em um dos seis formatos possiveis descritos a seguir, exi-
gindo que essas equagdes possuissem coeficientes positivos.

12 Quadrados iguais a raizes. (ax? = bx)

22 Quadrados iguais a um nimero. (az? = c)

3?2 Raizes iguais a um nimero. (bz = c)

4° Quadrados e raizes iguais a um nimero. (ax? + bz = c)

52 Quadrados e um nimero iguais a raizes. (ax? + ¢ = bx)

62 Raizes e um ndmero iguais a quadrados. (bx + ¢ = ax?).

Embora, na época néo se usasse ainda as notac¢des algébricas conhecidas e utiliza-
das atualmente, o desenvolvimento do seu método evidenciava um pensamento algébrico
no formato generalizado, o qual € extremamente coerente com a algebra que conhecemos

4Al Mamum - (786 - 833) - Foi um califa (guia temporal espiritual) em Bagda que reinou entre os anos de
813 e 833.
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e utilizamos.
A importancia da solucao da equacao do segundo grau dada pelos hindus - (Bhas-
kara) e pelos europeus - (entre eles Viete) sera mostrada de modo particular, a seguir.

4.2.1 Foérmula Resolutiva de uma Equacao do Segundo Grau

A matematica, a qual nos reportamos como "indiana", teve suas origens no Sul da
Asia, conforme Silva e Victer (2017). E ainda, os autores defendem que os problemas
matematicos indianos possuiam alguma fonte de inspiracdo nos babilénios e gregos, do-
cumentando seus registros em forma de verso.

Bhaskara (1114 - 1185) representa o ultimo matematico medieval da India com
grande relevancia, tendo uma significativa importancia no processo de solucao da equa-
¢cao do segundo grau, como veremos na sequéncia do texto, entretanto, ndo foi o unico
matematico ao longo da historia.

Um avango que sustenta a busca por uma solugéo de equagdes quadraticas, hoje,
relacionando os coeficientes da equacgédo. Desse modo, podendo encontrar suas raizes, ou
até mesmo concluir que determinadas equacgdes nao "fazem sentido" em alguns contextos.
Mas, para o periodo de Bhaskara, tudo era construido em forma de versos, o que talvez
por momento o dificultara a estabelecer uma férmula geral através dos coeficientes.

Por conta disso, a escrita da férmula, como conhecemos hoje, aconteceu mais tarde
com Francois Viete (1540 - 1603), Thomas Harioot (1560 - 1621) e René Descartes (1596
- 1650) em um momento que podemos chamar de transformagao no campo da Algebra.

Portanto, a solucdo expressa por radicais da equacao do segundo grau, teve a
contribuicdo de varios matematicos até chegar no formato que a conhecemos hoje. Em
virtude disso, chamaremos de Férmula Resolutiva de uma Equagédo do Segundo Grau,
assim como é conhecida em outras literaturas matematicas. Destacamos que apenas é
chamada de Férmula de Bhaskara na literatura matematica brasileira.

Acompanhamos, a partir de algumas manipula¢des algébricas, sobre a equagéo
genérica do segundo grau, a chegada na férmula que expressa sua solucéo.

Ao tomarmos a equacgao geral ax?> +bx +c=0(a,be c € Re a # 0) e dividindo-a
por a temos:

ar®? br ¢ 0 br ¢

—+t—+t-=—=+—+-=0
a a a a a a

C
somando —— em ambos 0s membros, obtemos
a

, br ¢ ¢ c , bx c
Pt =4 - - =0—- =2+ = =—=
a a a a a a
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2
) em ambos 0os membros e ficamos com a seguinte expressao,

b
somamos | —
<2a

b\ > b\ >
bx _ c . bx b? b? c
2 a a 2
_ —_ = — — —_ — _ _— — — —
x+a+2 a+2 +a+4a2 4a2 a
Organizando a equagao, temos
br v (b® — 4dac) b (b — 4ac)
2 —_ _ = e —_ 2 = -\
v a + 4a? 4a? (z+ 2a> 4a?
Na sequéncia, extraimos a raiz quadrada em ambos os lados, e obtemos
b (b2 — 4ac) —b (b2 — 4ac)
— =4 =4 Y 7
v 2a 2a " 2a 2a
—b+/(b*>—4
Logo, chegamos na Férmula Resolutiva © = é ac).
a
—-b+ VA
—\/__ OAé
2a

Considerando b? — 4ac = A, podemos reescrever a férmula, © =

chamado discriminante da equacéao e representa um numero real.
Como nos encontramos presos a uma operagao de raiz quadrada, podemos nos

deparar com numeros nao reais. Dessa forma, através do estudo do discriminante A
podemos analisar os tipos de raizes produzidos pela prépria variagdo do A, ou seja, 0s

possiveis valores para .
12 ocorréncia: A assume um numero real positivo (A > 0).
Lembrando que a v A se mantém real e teremos nessas condigées duas quantida-

des reais e diferentes para a variavel x.
—b+vVA . —b+VA . —b—VA
r=———=>rr=——¢€rr =———
2a 2a 2a

22 ocorréncia: A assume um numero real negativo (A < 0).
No contexto dos numeros reais, v A ndo sera um namero real, logo ndo ha valores

reais para que a variavel x assuma, ou seja, a equacao nao possui raizes reais.

32 ocorréncia: A = 0.
Como temos A = 0, isso implica em vA = 0, o que garante a existéncia de duas

raizes reais e iguais.

$_—bi\/Z_—bi\/6_—biO_—_b
- 2a  2a 2a 24’
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Exemplo 4.2.1 Vamos resolver a equagdo x> — 2x — 7 = 0.

Primeiramente vamos encontrar o valor de A e analisa-lo.
A=0—4dac=(-2)>—4(1)(=7) =32 > 0,

desse modo, teremos duas raizes reais e diferentes. Aplicando a Férmula Resolutiva,
teremos:

—b+VA —(=2) £+/32 2+ 42
= — = = =

= —
‘ % ‘ 2(1) v 2
r=14+2V2=11=14+2V2exy=1—2V2.

Exemplo 4.2.2 Considerando a equagdo polinomial x> — 6z + 10 = 0, vamos determinar
suas raizes.

Aplicando a Férmula Resolutiva na equacéo, teremos:
A =V —4ac = (6)* —4(1)(10) = 36 — 40 = —4 < 0,

analisando o valor do A percebemos que p tera raizes nao reais.

2a 2(1) 2
Lo 6EVED A 64+ v4-v/—1
- 2 Tt T

Do campo dos Numeros Complexos, por definicdo v/ —1 = i, logo

6+ 2
r =

—xr=3+io0useja,r;=3+i1€x3=3—1.

4.2.2 Método de Viete

Segundo Pereira e Santos (2020), Frangois Viete, era um matematico francés, que
nasceu no ano de 1540 em Fontenay e morreu no ano de 1603 em Paris. Para Viéete
dedicar-se a matematica era uma atividade exercida exclusivamente como forma de lazer.

Embora, ndo fizesse da matematica sua profissao, produziu contribuigcdes a Aritmé-
tica, Algebra, Trigonometria e Geometria. Entretanto, foi em Algebra que ocorreram suas
mais significativas contribuicdes. Em sua obra, foi encontrada pela primeira vez no campo
da Algebra uma diferenciagéo entre o conceito de pardmetro e a ideia de uma quantidade
desconhecida.
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Francdis Viete participou da renovacao do simbolismo e na construgao de solugdes
das equacbes quadraticas, cubicas e quarticas. Desenvolvendo novos métodos de solu-
cao, verificou algumas relacdes entre coeficientes e raizes de uma equacgéo.

Descrevendo seu método para a resolugdo de equagdes completas do 2° grau,
ax® +bx + ¢ =0, a # 0, Viéte chegou a Férmula Resolutiva. Tomando = = u + v, onde u
e v sao incégnitas auxiliares, e substituindo na equacéo, obteve:

a(u+v)?+blu+v)+c=0= a(u®+2uv+v*)+blu+v)+c=0
organizando a equacao na incégnita v, obteve
av? + (2au + b)v + au® + bu+ ¢ =0

—b ., ~ , <
Tomando u = % Viéte transformou a equagéo acima em uma equagéo incompleta do
a

segundo grau
-\’ —b
2 —_— —_— =
av +a<2a) +b(2a)+c 0

2 b2 - 4ac . . ~ , . ;. . 2
V= (realizando as manipulag¢des algébricas necessarias, isolou v*)
a
_ ) (b? — 4ac) - 3
Considerando b* — 4ac > 0, temos v = iZ— e como u = % entao
a a

— v/ (b2 —4
r=u4+v= biw

=5 5 (Férmula Resolutiva de uma Equacao do Segundo
a a
Grau).

Exemplo 4.2.3 Determinar as raizes da equagédo z*> — 6z — 16 = 0, pelo método de Viéte.
Fazendo x = u + v e substituindo temos:
(u+v)?=6(u+tv)—16=0=
u? + 0% + 2uv — 6u — 6v — 16 = 0 =
v+ (2u—6)v+u* —6u—16=0
Para tomar a equacao no formato incompleto fagamos 2u — 6 = 0, ou seja, u = 3.
P+ (203) = 6)v+(3)2—63)—16=0= v*+00+9—-18-16=0=
12 —25=0= v==4v25=—=0v=145
Comoxr=u+wv,entdoxr =3+5=— x=8ouzx = —2.

Exemplo 4.2.4 Determinar as raizes da equagdo x> — 17x +16 = 0, pelo método de Viéte.
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Iniciamos a solugao, fazendo a mudanca de variavel x = u + v.

(u+v)?=17(u+v)+16 =0= v*+ 2u—17)v +u* — 1Tu + 16 = 0.

17
Tomamos u = DR para anular o termo em v,

1 17\? 17 289 289
v2+(2~—7—17)v+<—) —17(—)+16:O:> 2 6= 0 =

2 2 2 4 2
225 225 15
2_ T — =4,/ =+,
v 1 0= v 1 = v 5

17 15
Considerando a mudanca de variavel x = u + v, entdo z = 5 + 5 Lrp=1e

To = 16.

4.3 EQUACOES DO TERCEIRO GRAU

4.3.1 Equacoes Cubicas na Forma Reduzida

Vamos apresentar nessa etapa, a equacgao cubica na forma reduzida, ou seja, na
forma 3® + py + ¢ = 0. Logo adiante, perceberemos, que ao resolvé-la, estaremos resol-
vendo também a equacao geral do terceiro grau. Vejamos a seguir como procedemos para
reduzir uma equacao cubica para a forma reduzida.

Para tanto, consideramos a equacéo geral az® + bx? +cx +d = 0, coma, b, ce d
€ Rea#0.

Em seguida, facamos x = y + h.

a(y+h)* +by+h)?’+cly+h)+d=0«
ay® + 3ay*h + 3ayh® + ah® 4+ by® + 2byh +bh* +cy +ch+d =0 <
ay® + (3ah + b)y* + (3ah® + 2bh + )y + (ah® + bh* + ch +d) = 0

- b - ~
Para eliminar o termo y?, fazemos h = ~3q e substituimos na equacéao:
a

() v () o) o () 1 (2) e () o) o
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Organizando a expressao temos:

10

1
ay® — §%b2+cy~l— 27a2b3_ ggc%—d: 0&

5 [ 3ac—b? 2b% — 9abe + 27ad
a + () g+ —0,

3a 27a?
Dividindo a expressao por a, podemos escrever

v +py+q=0,

3ac — b? 20° — 9abe + 27da?
comp = 3a? ©1= 27a3

, - 1
Exemplo 4.3.1 Vamos encontrar a forma reduzida da equagdo —2x% + 22 + gx —6=0.

Consideramos a mudancga de variavel x = y + h, subsituimos na equacao dada e a orga-
nizamos.

1
=2y +h)’ +(y+ )’ + Sy +h) 6=
1 1
= —2y3—4hy2—2hy2+y2—2h2y—4h2y—|—2yh—|—gy—2h3+h2_|_§h_6
1 1

Para anular o termo y? precisamos encontrar o valor de h de tal forma que —6h+1 =
N 1 -
0, o que implicaem h = 6 Substituindo o valor de h obtemos:

v (o 3) v )3 (5 6+ 6 5 6)-1)-

Y S (N P
- 6 3)7 108 " 36 18
80

— Py Dy
LA e

Poderiamos, encontrar também, de maneira mais direta, os valores para p e ¢ da
equacéo i + py + ¢ = 0, considerando, inicialmente, as formulas obtidas para p e ¢ e os
- ~ 1 ]
coeficientes da equacgédo —2x° + 22 + gx — 6 = 0. Dessa forma teriamos:

1 2
_ 3ac—b? B 3(=2) (5) - 1
P="3p —P= 3(—2)2 !
3 1 2
2% — 9abe + 27da’ 217 = 9(=2)(1) (5) A0

2743 4= 27(—2)3 T or
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Substuindo na equagao y* + py + ¢ = 0, os valores de p e g, obtemos,

1 80
3 _— _—=
Y 4y+ 57 0.

Exemplo 4.3.2 Vamos encontrar a forma reduzida da equagédo x> — 242+ 160z — 256 = 0.

Queremos transformar a equacgao na forma y*+py+q = 0, para isso, determinamos
p € q sabendo que:

_ 3ac — b2 2b% — 9bc + 27da’

e —
p 32 ¢ 2743

Entéo,

3-1-160 — (—24)?
p= 3-(1)2
Logo a equagéo reduzida é 3% — 32y = 0.

2(—24)3 — 9(—24)(160) + 27(—256)(1)?

27(1)3 =0

=-32eq=

4.3.2 Solucao da equacao reduzida: A Férmula de Cardano

Girolamo Cardano apresentou em 1545 em sua obra Ars Magna, férmulas para
solucionar as equacoes reduzidas, tratadas na secgao anterior. Nesse mesmo livro, con-
templou inclusive formulas para solucionar equagdes de quarto grau, assunto que vamos
abordar no proximo topico.

Embora, apresentasse as férmulas, Cardano reconheceu ndo ser sua a esséncia
dos métodos. E menciona em seu livro, que as formulas ja haviam sido descobertas por
Ferro® e posteriormente redescobertas por Tartaglia®.

A resolugao de

> +pr+q=0 (4.1)

sera feita levando em conta a mudanca de variavel sugerida por Cardano:
r=u+0v 4.2)
e assim teremos

P pr+qg = (ut+v)’ +putv)+gq
= w43+ 3w + 0P+ putpv+gq
= ' +v°+ (3u*v + pu) + (3uv® + pv) +q.

5Scipione Del Ferro - (1465 - 1526) matematico italiano que segundo Cardano foi o primeiro a resolver as
equagoes cubicas.

8Niccold Fontana - (1499 - 1557) - conhecido por Tartaglia, foi um matematico italiano que revelou a
Cardano, na condicdo de segredo, a férmula para solucionar equagdes cubicas.
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Escolheremos u e v tais que

= UV = —

Wi

3uv +pu =10
3uv? +pv =0

portanto, estaremos procurando u e v tais que

D } (4.3)

u = —=

{ W+ vd+q=0
3
Isolando v = —3£ na segunda equacgao e substituindo na primeira obteremos:
u

3

p
S|
u+qu 57 ,

que é uma equacao biquadrada cujas solugdes para u® sdo dadas pela Férmula Resolutiva
de uma Equacéao do Segundo Grau:

R CRTIE S OO}

Como = = u+w, temos que encontrar os valores de v associado a cada u. Para u$ teremos

<
8 o

(observe a equagéo 4.3):

R A S LR(CRION B G}

e para u; teremos

viz—q—ié’:—cﬁgﬂ/(g)er(g)gz—ng <g>2+<§>3.

Segue que, a solugao por radicais da equacao reduzida é dada por:

x:u1+v1:§/—%+\/m+§/—g—m (4.4)

que sao idénticas ( apenas invertidas ).

ou

Para simplificar fagamos

==t () + (2) et () + ()
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Lembrando que, para cada w, real ou complexo, suas raizes sdo Jw ,v/wW e JwW?,
entdo na equacao 4.4 temos nove possibilidades aparentes para a solugao « :

x=W"Jw + W"Hwsy m,n=0,1,2
No entanto, as combinag¢bes adequadas sdo’:

T1 = Jwi + Jws
To = {’/w_lw + ,3/w2W2 (45)
xr3 = \3/(,0_1W2 + \3/W2W

Poderiamos pensar de outro modo, considerando as Equacdes 4.2 e 4.3, temos
r=u-+v €eu = _P Com isso, asseguramos que quando tomamos u entre as 3
possibilidades existentes o valor associado a v fica determinado. Assim, teremos 3 raizes
apenas.

Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 4.3.3 Considerando a equagédo xz* — 15x — 4 = 0, vamos determinar suas raizes.

Temos que p = —15 e ¢ = —4 substituindo em 4.4 obtemos a expressao:

A EHE G A EHEG)

= {’/24—\/—121—1—\3/2—\/—121:{‘72+11i+\3’/2—11i.

Considerando W = —% + ?z ou seja, W uma raiz cubica da unidade, entdo pelo
241
Exemplo 3.1.2, sabemos que as trés raizes de 2+ 11: sdo { (2 + ¢) W, agora calculando
(241) W2
2—1
as trés raizes de 2 — 117 obtemosq (2 — i) W .
(2—0)W?

Portanto, as solucdes da equacao sao:

r =240+ (2-1i)=4
o= 2+ W+2-)W2=-2-3.
3= 2+ ) W24+ 2—i)W=—-2+3

"Estas escolhas satisfazem as relagdes de Girard. Veja o porque na subsecéo 4.3.3.
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Refletimos, por um momento, sobre as raizes acima e nos questionamos. Por que
(2+1)+ (2 — )W nao aparece como solugao?

A resposta pode ser concebida pelo fato de que uv = —
uv = 5. Setomarmos u = (2+1i) e v = (2 — i)W, teremos (2 + 7)(

Para as demais cinco possibilidades, 0 mesmo acontece:

£. Nesse caso, temos
2 — i)W # 5.
(2414)(2 - z')W2 #5
2+)W(2—1i)#5
(24 )W(©2—i)W #5
2+)W232—1)#5
(2+0)W?2(2 —i)W? #£5.

\

Diferentemente para as outras trés possibilidades, as quais, tomamos como solucao
da equacgéo.

2+)(2—1i)=5
2+)W(R2-i)W2=5
(24 )W2(2— i)W =5.

Percebemos que a solucao da equacao € compreendida pelos niumeros reais. Con-
tudo, para encontrarmos as raizes, foi necessario percorrer caminhos complexos nao reais.
Bombelli® liderou a solugéo da equacao historicamente conhecida, 2® — 152 — 4 = 0. Esse
marco, produziu ainda mais argumentos sobre a necessidade de aceitacao e apodera-
mento sobre os nimeros imaginarios® por parte dos matematicos. Se de fato, a vontade
era encontrar solugdes reais e de boa utilidade, seria indispensavel aceitar e aprender a
manejar estes numeros, ndo muito apreciados para a época.

Exemplo 4.3.4 Vamos encontrar a solugdo da seguinte equagdo x> + 18z + 19 = 0.

Observamos que p = 18 e ¢ = 19, substituindo na férmula de Cardano, Equagéao
4.4, temos que

_ s =19 1_92+ 1_83+3_§+ 1_92+ 18)°
v 2 2 3 2 2 3

= 21+ Vs

8Rafael Bombelli (1526 - 1573) operava formalmente com os numeros complexos chamando de tais ope-
racOes de "ideias loucas"

9Numeros imaginarios - uma nomenclatura (ndo muito significativa do ponto de vista matematico) criada
por René Descartes (1596 - 1650) para nimeros que representam a raiz quadrada de valores negativos.
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-3 2
As raizes cubicas de w; = —27 sao —3W edewsy =28, 2W
—3W? 22

Logo, as solugdes da nossa equagao sao:

7 =-3+2=—1

1 53
x2:—3W+2W2:§—T\/_i
1 53
x3:—3W2+2W:§+T\/_i.

Acabamos de explorar a aplicagdo do método de Cardano na solugdo das equa-
¢Oes na forma reduzida. No entanto, um pouco antes, também exploramos o método de
transformacédo da equacgéo geral para sua forma reduzida. O que nos garante que toda
equacao polinomial de grau 3, pode ser resolvida pelo método de Cardano.

A partir do desenvolvimento do método de Cardano, nos perguntamos: o porqué
do seu método ser tdo pouco usual, quando comparado com a Férmula Resolutiva da
Equacao do Segundo Grau?

Percebemos que enquanto o método para resolver a equagao do segundo grau tem
uma aplicacdo direta na equacao geral do segundo grau, 0 mesmo nao acontece com
o método de Cardano em relacdo a equagdo geral do terceiro grau. E preciso, através
de uma mudanca de variavel sobre a equagao geral do terceiro grau, chegar na forma
23 +px +q = 0, para 0 método ser aplicado. Tal mudanca, pode dar um pouco de trabalho.

Entretanto, o trabalho nao para por ai. Aplicando o método de Cardano, chegamos,
muitas vezes, em expressdes do tipo /2 + 11:. Interpretando essa raiz cubica, estamos in-
teressados em todo niumero complexo que elevado ao cubo seja igual a 2+11:. E sabemos
que existem trés. No entanto, para encontra-los precisamos recorrer a Férmula de Moivre
3.1. De posse dessas raizes, podemos buscar as combinagdes perfeitas que expressam
a solucao da equacgao reduzida, para depois, considerando a mudanga de variavel feita,
exibir a solucao da equacao geral do terceiro grau.

Utilizar o método de Cardano, pode ser sinbnimo de trabalho, como ja menciona-
mos, mas também, de dificuldade para muitos. Pois enquanto, para utilizar a Férmula
Resolutiva de Uma Equacao do Segundo Grau, basta praticamente, considerarmos a de-
finicao v/—1 = 4, quando necessario, 0 método de Cardano exige conhecer mais a fundo
0s numeros complexos e como trabalha-los para chegarmos nas solucdes desejadas.
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4.3.3 Solucoes compativeis

Porque
T, = \3/W_1+ \?’/W—Q
To = {”/w_lw + \?’/W_QW2
T3 = \3’/CT1W2 + \S/W_QW
sao as solugdes da equacao 4.1?
Se r1, x5 € x3 SA0 as raizes da equagao 4.1 entao,

2 pr+q=(r—21)(x — 22) (T — 23)
desenvolvendo o lado direito desta igualdade obteremos as relagbes de Girard:

T+ T+ T3 = 0
T1X9 + T1T3 + ToXz =P

T1T2x3 = —(q

como,

0 = Yo 04 ¢ws-0=Jwr(l+ W+ W)+ ¢ (1+ W+ W?) =
= (Y1 + Ywa) + (Vi W + JwuW?) + (S W? 4+ YwoW) = 1 + 2 + 3.

Verificamos, desse modo, que a primeira relagao € valida.
Para a segunda relagao temos que

T1To + T1X3 + Toxs
= YRWA+W + W) + YW1+ W+ W?) + Fwrwa(2W + 3W2 + W)
\3/(4&)1&)2(2W + 3W2 + W4) = —3\3/ W1

R (SRORCHICROROY

2
s (1) (g)2 (2)3 _ o P
‘3<2><2+3 _34427

=-3{/——= = -3 (—1—9> = p,. Logo, a escolha é verdadeira para a segunda relagao

3
de Girard também.



49
Para a terceira e uUltima escrevemos

T1T9X3
= (Yo + @) YEW + Y@ (YW + W)
= W3wy +wy) + Wy (W2+W + 1) + W ww?(W?2 + W + 1)

; WE“ﬁiwff T )

De fato, concluimos que as escolhas para as trés raizes satisfazem as relagdes de
Girard.

4.4 EQUACOES DE QUARTO GRAU: METODO DE FERRARI

Como comentamos anteriormente, Girolamo Cardano apresentou em sua obra Ars
Magna, uma técnica para solucionar equagées do quarto grau. Durante a exposicao do
método, Cardano atribui 0 mérito ao jovem Ferrari'® que conseguiu, através de algumas
manipulagdes algébricas, chegar em uma férmula capaz de resolver as equagdes quarti-
cas. Acompanhamos a descricdo de seu método a seguir.

Considerando a equagéao geral do quarto grau

ay* +byP eyt +dy+e=0 (4.6)

enfatizamos que, fazendo uma mudancga de variavel y = x + m e pensando em m na
condicao de anular o termo de terceiro grau, podemos transformar a Equacao 4.6 em outra
da forma:

2t +pr® +qr+r=0 (4.7)

Vejamos 0 passo a passo para chegar na equacao 4.7.

9Ludovico Ferrari (1522 - 1560) - Discipulo de Cardano, que teve uma contribuicdo muito significativa nas
publicagdes de seu mestre, em relagcao as solugdes das equagdes clbicas e quarticas.
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Primeiramente fagamos y = = + m,

a(xr +m)* +b(x+m)* +clx+m)*+dx+m)+c=
a(x* + 42°m + 62°m? + 4om® + m*) + b(2® + 32*m +
3zm?® +m?®) + c(2® + 2om + m?) + + d(x + m) + e = 0.

Multiplicamos toda a equagéo por — e a organizamos em x.
a
4 b\ 3 2 b €\ 2 3 b, ¢ 4
x*+ (dm+ — x—|—<6m +3am+—>x—|— Am’> 4+ 3-m“+2-m+—- |+ m*+
a a a a a

c e
+-mP 4+ -m?P+-m+ - =0.
a a a a

Como nosso objetivo € anular o termo de terceiro grau, devemos considerar, 4m +

b
- =0,ouseja,m=——.
a 4a

Substituindo em m a expressao s obtemos:
a

() (o) 5 () - 2)- () ()

Organizando os coeficientes de x, apresentamos a equacao:
2 +pr’+qr+r=0

Com
_ a3 e
p78a2 4a?  «a

v 3 20c d

1= 7166 " 166 422 ' a

b* b* bc bd e

r = - + -t =
256a%  64a* 1643 44?2 a

Desse modo, ao resolver a equacao incompleta do tipo
et 4+ pr+qr+1r =0, (4.8)

temos condicdes de resolver qualquer equacao do quarto grau apresentada.
O pensamento de Ferrari foi 0 seguinte: tentar buscar reorganizar e transformar a

Equacgéo 4.8 em dois polindmios quadrados perfeitos e na sequéncia extrair suas raizes
quadradas. Assim, teriamos equagdes do segundo grau. Para isso, comegou escrevendo

da seguinte maneira a Equacgéo 4.8
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ot + pr? +r = —qz.
Na sequéncia, somou em ambos os lados os termos ax? e .
st prPtr+ar+8=—qr+a?+p
*+ (p+a)?+ (r+8) = ar? — qu + B

Lembrando que « e [ sdo numeros que precisam ser determinados, de tal forma que a
igualdade entre os polinbmios quadrados perfeitos seja garantida.
Nessas condi¢des, analisando o primeiro membro, verificamos que

20°\r+ B=2(p+ a)z* = (p+ «)? —4(r + ) = 0.
Fazendo a mesma andlise para o segundo membro, temos que

q2

2\/5x\/_:—qm=>q2—4aﬂ:()=>6:£.
Substituindo a expressao para 3 na equagao do primeiro membro (p + «)? — 4(r + 3) =0

teremos

2
q
2_4 1 =0
(p+ ) (r+4a) —
ad +2pa? + (p* —4r)a— ¢ =0

organizando a expressao, possuimos uma equacao em « de terceiro grau. Como ja co-
nhecemos a solugao desse tipo de equagao, encontramos o valor de a, em seguida de 3
e por ultimo extraimos as raizes quadradas

Vat+ (p+a)z? + (r+ B) = £/ az? — gz + B.

Ja é conhecido que uma equacgao do segundo grau possui duas raizes. Logo, para

cada sinal + ou - acima, temos duas possibilidades de solugdes, 0 que resulta no encontro
de quatro raizes para a equagao do quarto grau.

Exemplo 4.4.1 Vamos determinar as raizes da equagdo x* — 1222 — 16z — 4 = 0.

Desenvolvendo a solugao a partir do método de Ferrari, vamos determinar o e 5 na
condicao de que

4 (=12 + a)z® + (—4 + B) = az® + 162 + 3 (4.9)

representem (ambos os membros da igualdade) quadrados perfeitos.
Nessas condigbes

4B—4)—(a—12)2 =0
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64
256—4aﬁ:0:>ﬂ:5
gue podem ser descritas pela equagdo a® — 24a? + 160 — 256 = 0.

Fazendo uma mudanca de variavel a = y+h, com h = —% chegamos na equacgao
y® — 32y = 0, equagéo encontrada no Exemplo 4.3.1. A qual, possui raizes y; = 0,
Yo = —4V2 e y3 = 4V2.

Logo, como temos que o = y + h, concluimos que a; = 8, ap = —4v/2 + 8 e
a3 = 4v2 + 8.

Para a = 8, temos [ = 8. Substituindo esses valores na Equacao 4.9, e extraindo
a raiz quadrada, teremos as seguintes equacdes do segundo grau:

2 +2V2r +2v2—-2=0 (4.10)
22— 220 —2v/2-2=0 (4.11)
Resolvendo, encontramos para a Equacéo 4.10 as raizes z; = —v/2 — 1/2(2 — V/2)

e ry = —2+1/2(2—+/2). Para a Equagdo 4.11 as raizes 23 = v2 — 1/2(2+V2) e

ry = V2 + 4/2(2 + V/2). Desse modo, determinamos quatro raizes para a equacéo de
quarto grau dada.

No entanto, usamos até o momento um valor, dentre os 3 encontrados para «a, e,
em correspondéncia um para 5. E os outros valores? Para cada « teremos quatro raizes?
Terd 12 raizes ao total a equagao de quarto grau?

Vejamos a seguir o que acontece quando utilizamos os demais valores para a.

Para o = —4+v/2 + 8 encontramos = 16 + 8v/2. Substituindo novamente na
Equacao 4.9 e extraindo a raiz quadrada de ambos 0os membros da expressao, chegamos
as duas equagdes a seguir:

x2—\/8—4\/§x—\/16+8\/_—\/12+8\/§:O (4.12)
x2+\/8—4\/§x+\/l6+8\/§—\/12+8\/§:0. (4.13)

Resolvendo cada uma delas, encontramos para a Equacao 4.12 as solugbes x; =

—V2 —1/2(2—-V2) e 1y = V2 +1/2(2+ /2). Para a equagéo 4.13, as solugdes sdo
T3 =—V2+1/22-v2) exs =2 —1/22+V2).

Tomando o = 4v/2 + 8 encontramos 3 = 16 — 8v/2. Substituindo na Equacéo 4.9
e extraindo a raiz quadrada de ambos 0os membros da expressao, obtemos as seguintes

equacoes:
x2+\/4\/§+8x+\/16—8\/5—1—\/12—8\/5:0 (4.14)
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xQ—\/4\/§+8x—\/16—8\/§+\/12—8\/§:0 (4.15)
Resolvendo a Equacéo 4.14 encontramos as raizes z; = —v/2 — 1/2(2—/2) e

Ty = V2—1/2(2 + v/2). E para a Equacéo 4.15 as solugdes s80 x5 = —v/241/2(2 — v/2)
exs=V2+1/22+V2).

Analisando agora, as quatro raizes encontradas para cada valor de «a, percebemos

que o grupo de raizes € o0 mesmo, apenas dispostas de um modo diferente. Portanto,
basta tomar um valor apenas de a que encontraremos duas equagdes do segundo grau,
a solucao de cada uma delas gera duas raizes, logo teremos as quatro raizes da equacgao
do quarto grau pelo método de Ferrari.

Exemplo 4.4.2 Vamos encontrar as raizes da equagdo z* — 152% — 10z + 24 = 0.

A partir do método de Ferrari, temos que:

at — (15 — a)z® + (24 + B) = ax® + 10z + . (4.16)

Extraimos as seguintes informacgdes, considerando ambos os lados da igualdade, quadra-
dos perfeitos.

(15— a)? —4(24+ B) =0

2
100—4aﬂ:0:>5:—5,
(6%

essas informagdes nos conduzem a equacgao a® — 30a? + 129« — 100 = 0.
Suasraizessdoa; =1, ay = 4 e az = 25.
Considerando «; = 1, encontramos (3; = 25, substituimos o par de informagdes na
Equacao 4.16, obtemos

zt — (15 — 1)a? + (24 + 25) = 2% + 102 + 25 =
2t — 1422 + 49 = 22 + 102 + 25 =
(22 = T7)? = (x — 5)2.
Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados, chegamos em
(22 = 7) = +(z +5).

Esta equacao expressa, na verdade, as seguintes equagdes do segundo grau:

- —12=0 (4.17)

""Exemplo proposto por Garbi (2010, p. 45), em sua obra: O Romance das Equagdes Algébricas.
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deraizes x1 = 4, 29 = —3 e
P4+ —2=0 (4.18)

deraizes x3 = —2e x, = 1. o
Tomando a, = 4, B = Ze realizando o processo analogo ao que fizemos anteri-
ormente, encontramos as seguintes equacdes de grau 2:

22 -2 —-8=0 (4.19)

deraizes x1 = 4,10 = —2¢€
2 4+2r+3=0 (4.20)

deraizesx3 =1e x4y = —3.
Para a3 = 25, § = 1 encontramos as equacdes do segundo grau:

22 =5 +4=0 (4.21)

deraizesxz; =4,29=1¢e
2 +5x+6=0 (4.22)

de raizes x3 = -3 e x4 = —2.
Portanto, as raizes da equacéo dada sdo —3, —2, 1 e 4. Para os 3 casos de «, as
raizes sdo as mesmas o que muda € a ordem apenas como aparecem.

4.5 EQUACOES DE GRAU MAIOR OU IGUAL A 5: INEXISTENCIA DE SOLUCAO POR
MEIO DE RADICAIS

O Teorema Fundamental da Algebra, j4 visto, nos garante que uma equacio de grau
n > 1, tem n solugdes. No entanto, ndo nos fornece um algoritmo capaz de determinar
essas solugoes.

Vimos nas sec¢des anteriores, que existem métodos e formulas que relacionando
os coeficientes das equacdes de grau: 1, 2, 3 e 4, em conjunto com algumas operacoes
algébricas, pudessem soluciona-las. Portanto, buscar solugbes através destes tipos de fér-
mulas para equacdes em geral, parece ser uma busca auténtica, embora, que os métodos
para algumas dessas equacgdes sejam bastante trabalhosos.

Contudo, quais sdo os argumentos que sustentam a afirmacdo contida no titulo
dessa se¢cao? Para entendermos um pouco melhor, e buscarmos respostas, nos apropria-
remos da histéria, vida e parte da obra de Evariste Galois, conforme Garbi (2010).

Nascido em Bourg-la-Reine, cidade préxima de Paris, no ano de 1811, Evariste
Galois foi um grande revolucionario no campo da Algebra. Em seus estudos, trabalhou as



55

condigbes necessarias e suficientes para que uma equagao polinomial tenha suas raizes
sendo escritas a partir de radicais.

Aos primeiros doze anos de idade, Galois recebeu educagao apenas em casa, jun-
tamente com seu irmao mais novo Alfred Galois de sua mae Adélaide Marie Demante;
uma mulher, com grande capacidade intelectual, a ponto de realizar estudos dos classi-
cos da antiguidade, em latim; proporcionando ao jovem génio matematico, uma orientagao
claramente humanista.

Posterior a esse periodo, por volta do ano de 1823, foi enviado a escola, Louis-le-
Grand, um espaco de prestigio e autoritarismo. Galois, obteve grandes éxitos, em parte de
seus estudos, fruto do aprendizado junto a sua mae, de grandes classicos.

No entanto, como dissemos, seu sucesso acontecia em partes, enquanto em ma-
tematica era um génio, em outras areas suas notas eram muito ruins. Sua paixao pela
matematica o tornava desinteressado por outro assunto e incompreendido, por vezes, na
area da matematica, pelos proprios professores.

Seu grande sonho era estudar na Ecole Polytechnique, uma escola de grande re-
nome em Paris. No entanto, para ser admitido era preciso passar em um exame. Galois,
nao cumprindo com todas as exigéncias do exame, foi reprovado por duas vezes.

Nao desanimado, continuou seus estudos na escola Louis-le-Grand, sendo orien-
tado pelo professor Louis-Paul-Emile Richard (1795 - 1849) - o qual, incentivou a Galois
em suas pesquisas. E ainda, por meio do curso teve acesso a obras de matematicos como
as de Cauchy e Gauss, entre outras.

No ano de 1829, Galois lanca dois importantes trabalhos. O primeiro, um artigo,
intitulado: Demonstracdo de um teorema sobre as fragées continuas e periodicas. Um tra-
balho abordando as fragées continuas com aplica¢des para as equagdes quadraticas. E o
segundo, chamado de: Pesquisas sobre equacées algébricas de grau primo. Em relagao
ao primeiro, o segundo foi muito mais importante, tratando da resolubilidade das equagdes
algébricas, acabou submetendo a Academia de Ciéncias de Paris. Nele, constava desco-
bertas sobre a Teoria de Grupos que tornaria Galois jamais esquecido. No entanto, nunca
fora publicado.

Por volta da metade do segundo semestre do ano de 1829, Galois foi admitido na
Ecole Normale Supérieure, instituicio que detinha a funcdo de formar professores para
escolas e universidades. No primeiro semestre do ano de 1830, Evariste Galois, fez pu-
blicacbes de novos artigos no principal jornal cientifico da Franga, o Bulletin de Ferrussac:
Analise de uma memodria sobre a resolugdo algébrica de equagbes, Resolugcdo de equa-
¢bes numeéricas e Teoria dos Numeros.

Lancado, em 1830, um novo grande prémio de matematica pela Academia de Ci-
éncias, Galois reescreve desde o principio seu artigo, nunca publicado, e o batiza de:
Memdria sobre as condicdes de resolubilidade das equacgbes por radicais. Contudo, mais
uma vez, seu trabalho ndo chegara as maos dos avaliadores, perdendo-se, com a morte
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de Jean Baptiste Joseph Fourier, secretario da Academia.

Com a morte de seu pai, o jovem Galois, adentra ainda mais no campo politico, para
defender os interesses da Republica, da Liberdade, da Revolugédo Francesa, entre outros.
Foi preso, por duas vezes, em uma delas por mencionar o desejo a morte do Rei Louiss
Phippe. Entretanto, foi absolvido pelo juri.

Sua vida amorosa, custou um prego caro e o mais alto de todos. Galois, envolveu-se
com uma moga chamada Stéphanie Potterin du Motel. No entanto, ela ja era comprome-
tida, seu noivo Pescheux dHerbinville, ao saber de sua infidelidade, desafiou Galois a um
duelo de pistolas.

Evariste Galois, tendo em mente, o experiente atirador que seu adversario era, na
noite que precedia ao duelo escreveu algumas cartas, contendo teoremas e demontragoes
sobre a Teoria de Grupos. As cartas foram enderecadas ao seu amigo Auguste Chevalier,
em formato de testamento.

N&o enganado, o jovem Evariste Galois, com 20 anos de idade é morto em 31 de
maio de 1832, vitima de um tiro de pistola, durante o duelo.

4.5.1 Uma aplicacao da teoria de Galois

Galois buscou dentro de seus estudos, explorar o ambiente onde estdo as raizes
de uma dada equacéo polinomial. Ao toma-la, com coeficientes em um conjunto, o qual
atendendo a algumas propriedades, chamamos esse conjunto de corpo, corpo F.

No entanto, o corpo F, corpo base assim também chamado, que contém os coefi-
cientes da equagéo polinomial, nem sempre da conta de suas raizes. Para tanto, a esse
corpo F', de quantidades conhecidas, introduzimos novos elementos. Dessa forma, cria-
mos uma extensdo K do corpo F, (denotada K |F e lida k sobre F), que em seu campo,
contera as raizes desejadas da equagao em questao.

Em sua teoria, Galois investigou a permutagao das raizes de uma equagao que pos-
sui algumas propriedades que sdao mantidas por toda equacao que conecta essas raizes,
mesmo apods elas terem sido permutadas. Entretanto, é necessario conhecer a natureza
dos coeficientes, e a qual corpo estao restritos, pois essas "novas" equagoes precisam
continuar com seus coeficientes restritos ao mesmo corpo. Essas possiveis permutacoes,
formam o Grupo de Galois.

Uma importante aplicacdo da teoria de Galois, considerando S,,, um grupo de Ga-
lois, com n. > 5 da equagao polinomial p(z) = 0 sobre F, foi a prova que esse grupo néo é
soltvel. O que implica que p(z) = 0, com grau n > 5, nesse caso ndo possui solugdes por
radicais de modo em geral.
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4.6 OUTROS TOPICOS SOBRE EQUACOES POLINOMIAIS

Nessa secdo, vamos apresentar as equacodes biquadradas e alguns métodos, que
mesclados, nos ajudam na resolugédo de algumas equagdes polinomiais de grau maior do
que quatro. S&o alguns casos restritos, que conseguimos resolver por meio de radicais.

4.6.1 Equacoes biquadradas

De modo geral, uma equacao biquadrada, € uma equagao nos complexos que se
apresenta no formato
az®™ +ba" +c =0, (4.23)

comn € N, e a # 0. Fazendo uma mudanga de variavel " = y a transformamos em
uma equacao do segundo grau, ay? + by + ¢ = 0. Resolvendo a equagéo do segundo grau
estaremos conhecendo duas das 2n raizes da Equagao 4.23. No entanto, com o auxilio
das coordenadas polares (Segunda Férmula de Moivre) conseguimos determinar as 2n — 2
raizes restantes. Vejamos um exemplo a seguir.

Exemplo 4.6.1 Determinar as raizes complexas da equagdo x® — 17z* + 16 = 0.

Para isso reescrevemos a equacao
2% — 172 4+ 16 = (2*)? — 17(2*) + 16 = 0. (4.24)
Fazendo z* = vy, substituimos em 4.24 e obtemos:
y* — 17y +16 = 0. (4.25)

A Equacgéao 4.25 é o Exemplo 4.2.4, o qual, resolvemos pelo método de Viéte, encontrando
as seguintes raizes:

y1=1eys =16
Logo,
' =1=1(cos (0) — isen (0)) e z* = 16 = 16(cos (0) + isen (0)).

Observamos, que nao basta extrairmos as raizes quarticas para os dois valores de
Y, pois nao serd suficente para determinarmos as oito raizes da equacao 4.24. Para isso,
chamamos a Férmula de Moivre 3.1,

0+ 2kw . 0 + 2k~
+ 15€en

zk:W<cos ),Comogkgn—l.

n
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Considerando z* = 1 = 1(cos 0 — isen 0) teremos 4 raizes para k = 0, 1,2, 3.

0+2-0- 0+2-0-
z0 = V1 (cos% + isen%) = 1(cos 0 +isen 0) = 1
0O+2-1- 0+2-1-
T = V1 cosu + isenu =1 (cosz + isenz> =3
4 4 2 2
0+2-2. 0+2-2.
Ty =1 (cos% + isen%) = 1(cosm +isenm) = —1
0+2-3- 0+2-3- 3 3
T3 = \‘VT cosu + isenu =1 cos—7r + isen—ﬂ = —1.
4 4 2 2
De modo anélogo, faremos para z* = 16 = 16(cos 0 + isen 0).
0+2-0- 0+2-0-
zo = V16 <COS¥ + isen%) = 16(cos 0 +isen 0) = 16
0+2-1- 0+2-1-
x1 = V16 cosu + isenu =2 (cosz + z’senz) =0
4 4 2 2
0+2-2- 0+2-2-
Ty = V16 (cos% + isen%) = 2(cosT + isenm) = —2

0+2-3- 0+2-3- 3 3
r3 = V16 <cos¥ + isen%) =2 (cosg + isen%) = —21.

Logo as solugbes da equacgdo z°® — 17z* + 16 = 0 sdo as seguintes raizes: —1, —2,
1,2, —2¢, —i, 2, 21.

Exemplo 4.6.2 Determinar as raizes complexas da equagao p(x) = x'° — 312° — 32 = 0.

Fazendo z° = y obtemos a equagéo y> — 31y — 32 = 0.

Aplicando a Férmula Resolutiva de uma Equacao do Segundo Grau na equacao em
y acima, temos que:

314+./322—4-1-(—32) 31—+/1089 31+33
y = = = .
2 2 2

Logo y1 = —1 ey, = 32.

Usando a férmula de Moivre 3.1,

0+ 2k 0+ 2k
zk:W<cos +n 7T+z'sen +n 7T),Com()gkgn—l,
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vamos determinar as raizes das equagéo z° = —1 e 2° = 32.

Considerando, z° = —1 = 1(cos(w) +isen(w)) comp =1e k =0, 1,2, 3, 4 obtemos
as b raizes a seguir.

1 7r+2-0-7r+, T+2-0-m 7T+, T
Ty = 0§ —————— + isen——— | = cos— + 1sen—
0 5 5 5 5

T+2-1-m | Tn+2-1-7 3T . 3T
1 =1 COST—l—zsenT :COS?—FZS(ETL?

T+2-2-1m . T+2-2-7 .
To =1 COST—I—zsenT = cosm + 1senm = —1

( T+2-3-1 . 7T+2-3-7T> Tr . I
r3=1|cos—— +isen——— | = cos— + isen—

5 5 5 5

1 7T+2'4'7T+_ T+2-4-7 7T+ 97

Ty = c0§—————— + isen——— | = cos— + 1sen—.
4 5 5 5 5

De modo anélogo, considerando z° = 32 = 32(cos(0) + isen(0)) com p = 32 e
k=10,1,2, 3,4 obtemos as outras 5 raizes, expressas a seguir.

2.0- 2.0-
To = v/32 cosw—l—isenu =2 0089+isen0 =2
5 5 5
2

0+2-1- 0+2-1-
T1 = V32 (003% +isenu

5 ) < 5

0+2 2.7 . 0+2-2-7 4 . 47
— +sen———— | = 2| cos— + i1sen—

5 5 5

O—|—2 3.7 . 0+2-3-7 s o1
c0§S————— +isen——— | = 2 | cos— + 1sen—
5 5 5

O—|—2 4.7 . 0+2-4-7 8t . 8
+zsen—5 =2 cos——i—zsen? )

4.6.2 Aplicacoes de Girard em equacoes de grau 2 e 3

Exemplo 4.6.3 Sabendo que —2 é uma raiz de multiplicidade 3 da equacgao polinomial
p(z) = 2° + 112* + 2823 — 162* — 128z — 112 = 0, vamos determinar as demais raizes.

Pela Definigao 3.3.3, se —2 é uma raiz de multiplicidade 3 de p(z), entdo podemos
escrever:
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p(z) = (z +2)°q(x), com ¢(-2) # 0.

Desenvolvendo (z + 2)3, encontramos o polindmio z? + 6z + 12z + 8. Divindo p(z)
por (z + 2)3 obtemos o quociente ¢(x) = x? + 5x — 14.
Usando as relagdes de Girard para a equagdo x> + 5x — 14 = 0, obtemos as

seguintes informacdes:
T + To — -5
T1Xo = —14.

Ora, dois numeros que somados resultam em —5 e multiplicados em —14, temos os
numeros —7 e 2, que satisfazem essas condigdes. Logo as raizes de p(z) sdo: —7, —2 de
multiplicidade 3 e 2.

Exemplo 4.6.4 Resolva a equagéo x> — 422 + x + 6 = 0, sabendo que uma raiz é igual a
soma de outras duas.'?

Tomamos qualquer uma das trés raizes igual as outras duas, por exemplo x; =
X9 + X3.
Pelas relacdes de Girard temos que:

T1+axota3=4— 11 =2€x9+ 23 =2
T1Tox3 = —6 = 9 - 3 = —3.

Organizando novamente obtemos:

T2 + T3 = 2
Loz = -3
Duas raizes que somadas resultam em 2 e multiplicadas em —3, séo satisfeitas
pelos valores —1 e 3. Portanto as raizes sdo —1, 2 e 3.

4.6.3 Aplicacoes do teorema das raizes racionais em alguns casos de equacoes
polinomiais

Exemplo 4.6.5 Considerando a equagédo polinomial p(x) = 2*—9x? 428z —30 = 0, vamos
determinar suas raizes nos complexos.

Pelo Teorema 3.3.3, as possiveis raizes sdo, x = +1;4+2; +3;+5; £6; £10; £15 e
+30. Substituindo-as na equacéao, encontramos que:

(3)3 — 9(3)2 + 28(3) — 30 = 0.

2Exercicio retirado do livro de Domingues e lezzi (2003, p. 316).
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Logo, concluimos que x = 3 é uma raiz. Chamamos d(x) = x — 3, pelo corolario
3.2.1, podemos escrever
3 — 922+ 28z — 30 =2 — 3 - q(x),

dividindo agora z* — 922 + 28z — 30 por d(x) pelo Algoritmo de Briot-Ruffini 3.2.1,

1 -9 28 —-30 |3
1 3-1—9 3-(—=6)+28 3-10—30
1 -6 10 0

Encontramos o quociente:
q(x) = 2* — 6z + 10,

q(x), € o exemplo 4.2.2 resolvido, que possui raizes r; =3 +iexs =3 — i

Portanto, as raizes de p(z) sdo =1 = 3,29 = 3+ i e 3 = 3 — i, percebemos
que temos duas raizes complexas nao reais, sendo que uma € o conjugado da outra,
reafirmando o Teorema 3.3.2.

Exemplo 4.6.6 Determinar as raizes complexas da equagdo polinomial p(z) = x'' 4+ z'% —
3125 — 312° — 322 — 32 = 0.

Novamente, Pelo Teorema 3.3.3, as possiveis raizes sao, xr = +1; £2; +4; £8; +16;
+32. Fazendo a verificacao percebemos que xr = —1, = 2 sdo raizes da equacgao.

Logo, pelo Corolario 3.2.1, (x + 1) e (z — 2) sdo expressdes que dividem p(zx).
Fazendo a primeira divisao, ou seja, p(z) por = + 1 pelo Algoritmo de Briot-Ruffini 3.2.1

1 1 —31 —31 —32 —32 ~1
1 —1-1+1 —-1-0-31 —1-(=31)—31 -1-0—32 —1-(—32)—32
1 0 —31 0 —32 0

encontramos um quociente ¢(z) = z'° — 312° — 32 que na verdade é a equagéo do
Exemplo 4.6.2, a qual ja conhecemos suas raizes.
Relembrando, para x = v/—1, temos

T . s 3T . 3T .
To = coS— + isen—, x4 = c0S— + 1Sen—, Ty = cosT + 1senm = —1
5} 5) 5} )
T w T 9 w 9
I3 = cos— + isen—, x4 = coS— + 15en—.
’ 5 5071 5 5

De modo anélogo, para x = v/32 obtivemos as outras 5 raizes.

5 0 w 0 5 5 2 w 2 5 4 w A
= COS— 1S€en— = 4,1 = COS— 1SenN— |, o9 = COS— 1Sen—
1o 5 5 ! 5 5 )" 5 5

2 om 41 O 2 60887T + isengﬂ
Ta = cos— +isen— |, x4 = — — ).
3 5 5 ) 5 5



5 CONCLUSAO

Ao longo do desenvolvimento desse trabalho, buscamos tratar das equagdes poli-
nomiais. Mais propriamente das suas solucdes definitivas e limitadas por radicais. Diante
disso, trouxemos a solugao das equacgdes polinomiais de até quarto grau de modo geral, e
alguns casos pontuais em relacao as equagdes com grau maior do que quatro.

Percebemos, durante a escrita, o quanto que a evolugao do simbolismo algébrico,
facilitou o processo de solugcdo das equagdes. Exemplo claro é a equagao polinomial do
primeiro grau, hoje trivialmente resolvida, no entanto, que nem sempre foi assim concebida.

Além disso, 0 quanto que as equagdes polinomiais de terceiro grau foram impor-
tantes para que os numeros complexos fossem aceitos e dignos de serem estudados. E
como essa aquiescéncia, impulsionou a descoberta ou invengao de mais matematica. O
proprio Garbi (2010), em sua obra O Romance das Equagbes Algébricas, enfatiza que a
resposta a solucdo das equacdes do terceiro grau dadas por Cardano ao invés de aca-
lentar parece despertar um vespeiro, com questdes estranhissimas e insondaveis a serem
compreendidas (nUmeros complexos).

Um outro ponto destaque, é o quanto trabalhosos podem se tornar os métodos de
Cardano e Ferrari quando unicamente utilizados nas solu¢des das equagdes de terceiro e
quarto grau. Nossa vontade, foi mostrar que existe sim, férmulas que exibem as solugdes
desses tipos de equagdes por meio de radicais. E 0 quéo interessante seja que o professor
saiba da existéncia dessas férmulas e possa delas se apropriar para dar mais clareza ao
estudo, das proprias equagdes polinomiais.

Um exemplo disso, sdo os aspectos envolvidos na solugao de equagdes polinomiais
de grau maior, por meio de radicais, 0s quais, requerem o uso do conhecimento em resolver
as equagdes de grau menor. Tomando o método de Ferrari para a solugdo das equagdes
do quarto grau, ao aplica-lo sobre uma equacao, recaimos em uma equagao de terceiro
grau, para qual, conhecemos o método de Cardano, e assim, através dele encontramos
as raizes que irdo produzir duas equacgdes do segundo grau, das quais suas solucdes
expressam a solucao da equacgao do quarto grau.

Em outras palavras, como o conhecimento matematico esta interligado e o seu de-
senvolvimento se apoia em seus proprios pilares. Podemos dizer que ensinar matematica,
exige ndo apenas conhecer o objeto de estudo em particular, no entanto, conhecer sua
origem e tudo aquilo que Ihe da sustentacao enquanto verdade.

Podemos enfatizar também que a compreensdo da historia que cerca os grandes
feitos matematicos é de fundamental importancia. E ai percebemos a matematica, ora
sendo desenvolvida para resolver problemas necessarios, de determinada época, com um
sentido pratico, ora sendo uma fonte de prazer e de estilo de vida.

Ao comparar, ha uma difusdo muito maior da Férmula Resolutiva de uma Equacgao
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do Segundo Grau em relagdo as férmulas de Cardano e Ferrari. A partir disso, levantamos
algumas hipo6teses que podem estar contribuindo para a disparidade em difundir essas
técnicas. Em primeiro lugar, precisamos ter em mente que sdo técnicas empregadas para
solucionar equacgdes de graus diferentes. Em relagdo as demais equacgdes, parece termos
uma familiaridade um pouco maior, com a do segundo grau. Logo, a familiaridade também
aumenta com as técnicas para soluciona-la, nesse caso, a Férmula Resolutiva de uma
Equacéo do Segundo Grau é uma delas.

De um modo pensado, a maioria das equagdes polinomiais de grau 3 e 4 ensinadas,
sao escolhidas na condicdo de serem resolvidas usando o Teorema 3.3.3, das Raizes
Racionais em consonancia com o Algoritmo 3.2.1, de Briout Ruffini. Por meio, do algoritmo,
€ possivel em alguns casos reduzir a equag¢ao de grau maior para uma equacgao de grau
2 e entao resolvé-la pelas técnicas que conhecemos. E em casos mais especificos ainda,
as equacgles de grau 4, sdo direcionadas para o formato das biquadradas. Deixando os
métodos de Cardano e Ferrari de lado.

Em contrapartida, ao exibir a solucdo das equacdes de grau 3 e 4, pelo método de
Cardano e Ferrari, exige do professor, um conhecimento bastante amplo sobre os numeros
complexos. No entanto, ao mesmo tempo que exige um certo dominio, estabelece um
sentido ainda maior para o estudo dos Numeros Complexos (Formulas de Moivre, como
exemplo).

Essa exigéncia, pode em alguns casos, deslocar para longe o conhecimento dessas
técnicas e sua exibicao pelo professor. Nos reportarmos novamente a Formula Resolutiva
de uma Equacgao do Segundo Grau, e percebemos a simplicidade que esse método ofe-
rece ao fornecer as duas raizes da equagao do segundo grau. Enquanto, que o método de
Cardano aparentemente fornece uma, onde encontraremos as outras duas? E uma per-
gunta que para respondé-la, precisamos conhecer e trabalhar com os numeros complexos.

Como cerne deste trabalho, e j& mencionamos isso, trouxemos a solugédo das equa-
¢Oes polinomias de até quarto grau por radicais, e alguns casos particulares de equagoes
de graus maiores. Contudo, buscamos fazer referéncia a Galois, trazendo sua histéria de
vida e relatando suas contribuicdo em provar que as solugdes por radicais, de modo em
geral, se limitam a equacdes de até quarto grau. Deixamos como proposta de continuidade
desse trabalho, uma aborgem mais enfatica a teoria de Galois aplicada a solubilidade por
radicais de equacdes polinomiais. Tal como, o tratamento das solugdes por uma trajetéria
numérica, das equagdes. E, ou ainda, uma proposta de uma atividade de ensino envol-
vendo o tema discutido nesse espaco.
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