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RESUMO

O presente trabalho discorre sobre a utilizacdo de jogos no ensino, cujo principal objetivo é
propor uma sequéncia didatica para o estudo de probabilidade através do jogo Can't Stop.
Diante disso, buscou-se fundamentos em estudiosos como Huizinga (2019), Kishimoto (2017),
Moura (2017) e Fiorentini e Miorim (1990), a fim de compreender 0 que s&o jogos e como eles
podem contribuir no processo de ensino e aprendizagem. Foi realizada ainda uma reviséo sobre
a historia da probabilidade e seu estudo no ensino basico. Em seguida, é apresentado o produto
principal deste trabalho, uma sequéncia didatica cujo jogo de tabuleiro moderno Can'’t Stop é
ferramenta pedago6gica. A mesma sequéncia foi adaptada para aplicacdo em dois ambientes
distintos, presencialmente, em sala de aula, e de forma remota. Além disso, este trabalho traz
uma anélise matematica do jogo Can 't Stop que servira de apoio aos educadores na aplicacéo
dessa atividade ludica. A andlise resultante deste estudo aponta o uso de jogos no ensino como

ferramenta pedagdgica valiosa e que merece ser mais explorada.

Palavras-chave: Jogos; Ensino de Matematica; Sequéncia didatica; Can 't Stop; Probabilidade.



ABSTRACT

The present work discusses the use of games in teaching and its main objective is to propose a
didactic sequence for the study of probability through the game Can't Stop. Therefore,
foundations were sought in scholars such as Huizinga (2019), Kishimoto (2017), Moura (2017)
and Fiorentini and Miorim (1990), in order to better understand what games are and how they
can contribute to the teaching and learning process. A review about the history of probability
and its study in basic education was also made. Then, the main product of this work is presented,
a didactic sequence whose modern board game Can’t Stop is a pedagogical tool. The same
sequence was adapted for application in two different environments, in person, in the classroom,
and remotely. In addition, this work brings a mathematical analysis of the game Can’t Stop that
will support educators in the application of this ludic activity. The analysis resulting from this
study points to the use of games in teaching as a valuable pedagogical tool that deserves to be

further explored.

Keywords: Games; Teaching Mathematics; Didactic Sequence; Can't Stop; Probability.
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1 INTRODUCAO

A matematica € uma ciéncia de fundamental importancia no desenvolvimento
tecnoldgico, no exercicio de varias profisses e sobretudo no dia a dia das pessoas em geral.
Ela é dividida em vérios ramos, todos com igual importancia e beleza. Alguns desses foram
escolhidos para compor a grade do ensino basico, sdo eles: Algebra, Aritmética, Matematica
Financeira, Geometria, Estatistica e Probabilidade. Esse ultimo é o objeto de pesquisa deste
trabalho, mais precisamente o subtema de probabilidade.

Segundo a BNCC (2018) (Base Nacional Comum Curricular), o estudo de probabilidade
deve estar presente em toda a trajetoria escolar, desde o primeiro ano do Ensino Fundamental.
No entanto, na pratica, esse contetdo € visto com mais afinco somente no segundo ano do
Ensino Médio. Nesse sentido, o presente trabalho tem como principal objetivo propor uma
sequéncia didatica para o estudo de probabilidade no ensino médio através do jogo de tabuleiro
Can't Stop.

O modelo de ensino dominante nas escolas é o expositivo que ao ser utilizado como
unico modelo pode ser cansativo tanto para o aluno quanto para o professor. Segundo 0s
Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2000), as aulas expositivas costumam ser o (inico
meio utilizado, além de transmitir a ideia de se tratar de uma técnica pedagdgica cansativa e
desinteressante. E ndo é necessario que seja sempre assim. A aula expositiva é apenas uma
forma de ensino e deve ser um momento de dialogo, exercicio da criatividade e de construgédo
de conhecimento coletivo. Por meio da aula expositiva é possivel construir o alicerce necessario
para o desenvolvimento de outras atividades como a pratica de jogos.

Moura (2017) afirma que o surgimento de novas concepc¢des sobre como o individuo
obtém conhecimento tem promovido novas formas de considerar o papel dos jogos no ensino.
O autor destaca a concepc¢éo sociointeracionista que acredita no papel do jogo na construcéo do

conhecimento.

Nessa concepgdo, 0 jogo promove o desenvolvimento, porque esta impregnado de
aprendizagem. E isso ocorre porque 0s sujeitos, ao jogar, passam a lidar com regras
que lhes permitem a compreensdo do conjunto de conhecimentos veiculados
socialmente, permitindo-lhes novos elementos para apreender os conhecimentos
futuros. (MOURA, 2017, p. 88).

Seria ideal que, quando possivel, as aulas fossem incrementadas com atividades mais
dindmicas para promover um maior interesse do aluno e possibilitar um melhor aproveitamento
da aprendizagem. De acordo com Kishimoto (2017), quando o momento ludico €

intencionalmente, criado com o objetivo de estimular determinados tipos de aprendizagem,



surge a dimenséo educativa. Desde que o desejo intencional do individuo de jogar seja mantido,
a prética de jogos no ensino é um meio de potencializar as situacdes de aprendizagem.

A utilizacdo de jogos no ensino de matematica até 0 momento consiste em um campo
amplo para a investigacao, uma vez que, essa pratica ainda nao teve a devida insercéo na rotina
escolar. De acordo com Moura (2017), as referéncias sobre 0 uso de jogos no ensino tém sido
constantes nos ultimos anos e por isso “torna-se relevante a analise desta tendéncia para que
possamos assumir conscientemente o nosso papel de educadores.” (MOURA, 2017, p. 81).

Diante de tal situacdo, este trabalho foi pensado de forma a dar assisténcia aos
educadores que possuam o0 desejo de implementar a utilizacdo de jogos em suas aulas. Sabe-se
que desenvolver uma atividade que envolva jogos ndo é uma tarefa facil, pois requer tempo,
pesquisa e material que por vezes ndo estdo ao alcance de todos os educadores. Dessa forma,
0 desenvolvimento dessa sequéncia diminui os obstaculos tornando a utilizacdo de jogos na
prética docente uma realidade mais facil de ser alcangada.

A matematica, de forma geral, é muito propicia a aplicacdo de jogos. Habilidades de
extrema importancia em seu estudo, como o raciocinio légico e a argumentacdo, podem ser
trabalhadas de forma mais dindmica e eficiente em atividades que envolvam a utilizacdo de
jogos. Neste trabalho, é abordado especificamente o contetdo de probabilidade. Esse tema é
bastante apropriado para empregar 0S jogos em sSeu ensino, principalmente porque
recorrentemente se associam os dados e a probabilidade aos jogos de azar, sendo interessante
essa abordagem para desatrelar a ideia de jogo e apostas e dar a essa ferramenta um novo
significado, o de diversdo e aprendizado.

Para a elaboracdo desta pesquisa, buscou-se embasamento em autores como Huizinga
(2019) e Kishimoto (2017) para conhecer melhor sobre o significado do termo jogo, assim como
0 surgimento de sua pratica na histéria da humanidade para que, dessa forma, fosse possivel
uma melhor compreensdo da aplicacdo dessa ferramenta nas préaticas de ensino. Além desses,
autores como Santanna e Nascimento (2011), Groenwald e Timm (2007) e Fiorentini e Miorim
(1990) deram fundamento a esta pesquisa por meio de suas obras ja publicadas sobre a
utilizacdo de jogos no ensino.

A partir da pesquisa realizada, foi produzida uma sequéncia didatica para o estudo de
probabilidade no Ensino Médio. A sequéncia e dividida em quatro etapas, totalizando oito aulas
de cinquenta minutos e engloba todo o contetdo comumente trabalhado no Ensino Médio. O
jogo Can’t Stop € uma das ferramentas utilizadas na sequéncia por se tratar de um jogo
fortemente marcado pelo contetdo de probabilidade trazendo a oportunidade de os alunos

aplicarem o contetdo apreendido em estratégias reais de jogo. Ao longo do texto s&o



desenvolvidos alguns calculos de probabilidade relacionados ao jogo. Esses célculos
respondem a alguns questionamentos que poderdo surgir e, por isso, Sdo importantes para que
o professor tenha mais propriedade no momento de aplicacdo da atividade. Esses célculos
podem, ainda, ser Uteis a jogadores mais assiduos na elaboracdo de uma estratégia vencedora.

O presente trabalho esta distribuido em seis capitulos. No capitulo dois é abordada a
ideia geral do tema jogo, seu significado, origem e sua aplicagcdo no ensino. Esse capitulo
também traz a nocao de jogos de tabuleiro modernos e faz uma descri¢cdo mais detalhada do
jogo Can't Stop.

O capitulo trés inicia-se com uma breve contextualizacdo historica do tema
Probabilidade. Em seguida, sdo explanados os tépicos desse assunto que séo tratados no ensino
basico. Para finalizar o capitulo, sdo destacadas as principais definicGes e resultados que
deverdo ser ministrados na aplicacdo da sequéncia didatica.

No capitulo quatro, é apresentada a proposta de sequéncia didatica para ser desenvolvida
com alunos de Ensino Médio no estudo de probabilidade, tal sequéncia tem como principal
ferramenta o jogo de tabuleiro moderno Can’t Stop. A mesma sequéncia foi adaptada para
aplicacdo de forma remota e é apresentada nesse mesmo capitulo.

O capitulo cinco expde a matematica por tras do jogo Can 't Stop. S0 exibidos alguns
calculos de probabilidade de sucesso a fim de dar suporte ao professor. Por fim, o capitulo seis

traz as Ultimas consideracOes acerca do trabalho realizado.
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2 CONCEITOS BASICOS SOBRE JOGOS E SEU USO NO ENSINO

Neste capitulo serdo apresentados, resumidamente, 0s conceitos basicos sobre jogos,
em particular, sobre jogos de tabuleiro modernos, destacando entre eles o jogo Can 't Stop,
que ¢ o foco deste trabalho.

Segundo Kishimoto (2017), definir o termo “jogo” ndo ¢ algo facil, pois o termo pode
ser entendido de diferentes formas. Quando se fala em jogo pode se referir a jogos infantis,
jogos de adultos, jogos de azar, jogos politicos, jogo de futebol, jogo de domind, dentre outros
tipos de jogos. Esses, apesar de terem a mesma denominagao de “jogo”, sdo diferentes e cada
um possui suas particularidades. Essa multiplicidade de sentido mostra quéo dificil é a tarefa
de definir esse termo.

Kishimoto (2017) ainda relata que a dificuldade de determinar o termo jogo aumenta
quando se nota que uma mesma situacdo pode ser entendida como “jogo” ou “ndo-jogo”. Por
exemplo, uma crianga brincando com arco e flecha, para muitos pode ser visto como um jogo,
mas para a comunidade indigena essa acdo € uma preparacdo para sua subsisténcia. Essa
diferenciacédo de atribuicdo de significados é resultado das diferentes culturas e costumes, por
isso o autor afirma que é dificil sintetizar uma definicdo de jogo que envolva suas multiplas
manifestacdes concretas.

Para Huizinga (2019), o jogo é parte da cultura humana e aponta que sua existéncia
precede a cultura humana, uma vez que o brincar ja era presente nos habitos animais. Apesar
do jogo ser uma funcdo dos seres vivos, ndo se tem uma definicdo exata em termos l6gicos,
bioldgicos e estéticos. Para o autor, nem a palavra jogo nem a no¢do do termo tiveram origens
no pensamento Idgico ou cientifico, mas sim na linguagem.

Partindo disso, 0 autor mostra uma defini¢do que julga ser “razoavel” da nogao de jogo,
a saber:

O jogo é uma atividade ou ocupagdo voluntéria, exercida dentro de certos e
determinados limites de tempo e de espaco, segundo regras livremente consentidas,

mas absolutamente obrigatdrias, dotado de um fim em si mesmo, acompanhado de um

sentimento de tensdo e alegria e de uma consciéncia de ser diferente da “vida
cotidiana” (HUZINGA, 2019, p. 35).

Diante dessa ideia abrangente do termo jogo, neste trabalho iremos focar nossa atencéo

aos jogos ditos de tabuleiro, em especial aos jogos de tabuleiro modernos.
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2.1 Jogos de tabuleiro modernos

Os jogos de tabuleiro ttm se popularizado com os chamados jogos de tabuleiro
modernos. Apesar do nome “moderno”, essa categoria comegou a despontar na década de 1980
na Europa e ganhou mais destaque na década de 1990 com o lancamento do jogo Colonizadores
de Catan, na Alemanha. Mas afinal, o que distingue os jogos de tabuleiro ditos modernos? Néo
se tem uma definicdo clara do termo, mas sim um conjunto de particularidades que os
caracterizam, como:

1. Grande interacdo entre os jogadores, independentemente de o modo de jogo ser
competitivo ou cooperativo;

2. A estratégia sobrepuja a sorte;

3. Em poucos casos hé eliminacao precoce de jogadores;

4. Pouco tempo de espera para cada jogador realizar sua jogada, ha casos em que
as jogadas acontecem simultaneamente.

5. H& uma atencdo especial na criacdo dos componentes, sejam em seus meeples
(bonecos em geral feitos de madeira), moedas, dados e até mesmo na temaética e
ambientacdo do jogo.

Também conhecidos como “Board Games”, os jogos de tabuleiro, que antes se referiam
apenas aos jogos que possuiam um tabuleiro central como os classicos jogo de xadrez e dama,
hoje abrangem um leque de jogos incluindo, por exemplo, alguns jogos de cartas como 0s jogos
Coup e Dixit.

Os jogos de tabuleiro modernos séo classificados em categorias, mecanicas e dominios. Os
jogos sdo distribuidos em categorias conforme seus componentes, seu publico-alvo e suas
regras. As mecanicas descrevem uma maneira de jogar com base nas agdes possiveis no jogo e
0 dominio descreve o publico-alvo.

O jogo Can'’t Stop, que conheceremos um pouco mais ao longo deste trabalho, enquadra-
se na categoria de “jogos de dados”, pois sua esséncia sdao os dados. Sua mecanica ¢ “force sua
sorte”, pois 0 jogador arrisca seu progresso em busca de melhores resultados. E é categorizado
como dominio de “Jogos familiares”, j& que apresenta baixa complexidade, pode ser explicado
rapidamente e uma partida dura poucos minutos.

No Brasil, temos algumas empresas no ramo de criacdo de jogos de tabuleiro modernos
como a Galapagos Jogos, a Mandala Jogos, a Calango Analogico e a Devir. No entanto, a
grande maioria dos jogos comercializados aqui sdo estrangeiros, importados e traduzidos por

empresas do ramo. E um mercado em expansdo no pais, mas ainda pouco conhecido. Em
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algumas cidades existem luderias, eventos e encontros para 0s adeptos a prética. Entretanto,
ainda sdo pouco divulgados e restritos a um pequeno grupo de jogadores e colecionadores. Em
cidades pequenas onde ndo existem tais locais e eventos, existem sites onde se pode conhecer
um pouco mais sobre esse mundo, a saber, Ludopédia® e Board Game Arena?. No primeiro,
pode-se encontrar Varios jogos, conhecer suas regras, ver videos, analises e até negociar jogos,
tudo em uma mesma plataforma, segura e gratuita. JA& no Board Game Arena sdo

disponibilizados centenas de jogos de tabuleiro em formato virtual, a grande maioria gratuita.

2.1.1 Jogo Can't Stop

Can’t Stop, cuja traducdo ¢ “Nao pode parar”, ¢ um jogo de tabuleiro que foi
desenvolvido pelo designer e colecionador de jogos de tabuleiro americano, Sid Sackson, no
ano de 1980. A primeira edicdo do jogo foi publicada pela editora Parker Brother. Nessa
primeira versdo, 0 jogo possui uma tematica que lembra o transito, o tabuleiro tem o formato
da placa de sinalizagdo “pare” e os marcadores neutros tém formato de cones de transito,
conforme a Figura 1. Atualmente outras editoras possuem o direito sobre o0 jogo e por isso
existem diversas versdes com diferentes tematicas. Por exemplo, a versdo da editora alema
Franjos, que possui uma versdo tematica de alpinismo, em que o tabuleiro tem forma de losango
onde esta impresso 0 desenho de uma montanha e os marcadores neutros sdo miniaturas de

alpinistas. Como podemos observar na Figura 2.

! Disponivel em: www.ludopedia.com.br. Acesso em: 13 out. 2021.
2 Disponivel em: www.boardgamearena.com. Acesso em: 13 out. 2021.
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Figura 1 - 12 ed. do jogo Can 't Stop.

Fonte: Galeria de imagens do site BoardGameGeek.

Figura 2 - Versdo da Editora Franjos.

Fonte: Editora de jogos Franjos.

O Can’t Stop € um jogo simples e com poucos componentes, o que torna fécil a sua
reproducédo para fins educacionais. Sua baixa complexidade favorece a utilizacdo em sala de
aula, pois suas regras podem ser rapidamente explicadas. Recomendado para dois a quatro
jogadores maiores de sete anos. Can 't Stop € um jogo que atrai a atencao de criancas e adultos.

O jogo é constituido por um tabuleiro com onze colunas enumeradas de 2 a 12, um
conjunto de quatro dados honestos de seis faces, quatro kits de cores distintas com onze
marcadores cada e trés marcadores neutros. No inicio de uma partida de Can’t Stop, cada

jogador escolhe um kit de marcadores coloridos para lhe representar. Cada jogador langa dois
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dados e o que obtiver maior soma inicia. O jogo acontece por turnos e em cada turno um jogador
lanca os quatro dados, organiza-os em pares e realiza a soma deles. Sdo trés possiveis
organizacfes com até dois numeros distintos para por os marcadores neutros. Isso pode ser

observado na Figura 3.

Figura 3 - Exemplo de rolagem de dados

5e9

Fonte: Autoria propria.

Vejamos algumas possiveis situacdes de jogo. Suponha que um jogador tenha ainda um
marcador neutro em maos, lance os dados e obtenha nas trés organizagdes possiveis 2 nimeros
distintos em cada uma delas. Caso a combinacéo escolhida seja formada por dois nimeros em
que o jogador ja tem marcadores neutros em jogo, ele simplesmente progride em ambas as
colunas e assim, ndo precisara gastar o terceiro marcador neutro, observe a Figura 4. Caso 0
jogador escolha a combinacdo onde os dois niUmeros ndo possuem marcadores neutros, ele
posiciona o marcador no numero desejado e desconsidera o outro, conforme a Figura 5.

Vejamos uma outra possibilidade: o jogador lanca os quatro dados e em uma das trés
organizacOes possiveis obteve dois nimeros iguais. Suponha que o jogador opte por essa
organizacdo e vejamos as possiveis situacdes. Caso o jogador ndo tenha qualquer tipo de
marcador posicionado naquele nimero, ele devera posicionar o marcador neutro na primeira
casa e andar mais uma vez. Caso o jogador tenha um marcador pessoal naquele namero, ele
devera posicionar o marcador neutro na casa seguinte e andar mais uma vez. Agora, caso 0
jogador ja tenha um marcador neutro posicionado naquele nimero, o marcador andara duas

casas, veja Figura 6.



Figura 4 - Possibilidade de jogo 1.

Fonte: Adaptado de Board Game Arena.

Figura 5 - Possibilidade de jogo 2.

Fonte: Adaptado de Board Game Arena.
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Figura 6 - Possibilidade de jogo 3.

AvanganaSena7

Fonte: Adaptado de Board Game Arena.

O jogador pode escolher parar a qualquer momento, marcar 0 progresso com Seus
marcadores e em seu proximo turno continuar sua caminhada daquele ponto. Uma vez que o
jogador escolhe prosseguir seu turno, ele ndo podera desistir ap6s langar os dados.

Se 0 jogador conseguir posicionar os trés marcadores neutros e desejar continuar
arriscando sua sorte, ele so tera sucesso caso obtiver, na rolagem dados, pelo menos um dos
trés nimeros escolhidos. Caso o jogador escolha continuar pressionando sua sorte e na rolagem
seguinte ndo obtiver nenhum dos seus nimeros, ou nao for possivel posicionar um marcador
neutro, ele perdera todo o progresso ganhado na rodada e voltara para a posicdo em que iniciou
seu turno, veja Figura 7.

Uma vez que um jogador finaliza seu turno tendo chegado ao topo de uma coluna, todos
0s outros jogadores que estavam seguindo nela perdem suas posic@es e aquela coluna é fechada.
Mesmo que o0 nimero correspondente aquela coluna saia nos dados em rodadas futuras, todos
o0s jogadores estdo impossibilitados de escolhé-la. O primeiro jogador que conseguir fechar trés
colunas vence.

Apesar de ser um jogo de lancamento de dados e, portanto, um jogo em que a sorte é
relevante, Can’t Stop também exige pensamento estratégico por parte dos jogadores, pois a
medida que o turno de um jogador acontece, ele precisara escolher, dentre as possibilidades

possiveis, uma trinca de colunas para progredir. Como vimos, ndo é possivel escolher
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exatamente uma trinca para apostar, pois as possibilidades dependem dos dados. O jogador
precisa ter uma visdo abrangente do jogo para decidir se € uma boa ideia continuar arriscando

ou se a melhor escolha, em um preciso momento, é parar.

Figura 7 - Possibilidade de jogo 4.

Fonte: Adaptado de Board Game Arena.

Can’t Stop € um jogo rapido, uma partida dura em média trinta minutos por conta de
sua fluidez, frequentemente os jogadores optam por jogar diversas partidas. E um jogo bem
avaliado pela comunidade de jogadores de tabuleiro, no site BoardGameGeek® sua nota é de

6,9 com base em mais de 12 mil avalia¢des.

2.2 O uso de jogos no ensino

Cada vez mais o ltdico ganha espaco em sala de aula tornando-se um meio alternativo
de transmissdo de conhecimento. Os jogos, por exemplo, ganharam espaco em sala de aula e
hoje sdo grandes aliados do professor, pois eles tornam o processo de ensino mais atrativo para

o aluno.

3 Fundado em 2000, o site possui um banco de dados com opinides, artigos e relatérios de sessdo para mais de
80.000 jogos e expans@es. Disponivel em: www.boardgamegeek.com. Acesso em: 13 out. 2021.
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O emprego do ludico no ensino pode parecer inovador, mas ja vem sendo utilizado ha
séculos. Conforme Santanna e Nascimento (2011, p. 20):

O brincar esteve presente em todas as épocas da humanidade, mantendo-se até os dias

atuais. Em cada época, conforme o contexto histérico vivido pelos povos e conforme

0 pensamento estabelecido para tal, sempre foi algo natural, vivido por todos e

também utilizado como um instrumento com um carater educativo para o
desenvolvimento do individuo.

Segundo Kishimoto (2017), o brinquedo educativo/jogo ganhou forca com a expansao
da educacdo infantil, especialmente a partir do seculo XX. Para o autor:
Entendido como recurso que ensina, desenvolve e educa de forma prazerosa, o
brinquedo educativo materializa-se no quebra-cabeca, destinado a ensinar formas e
cores, nos brinquedos de tabuleiro que exigem a compreensdo do nimero e das
operagBes matematicas, nos brinquedos de encaixe, que trabalham nog¢des de

sequéncia, de tamanho e de forma, nos multiplos brinquedos e brincadeiras|...].
(KISHIMOTO, 2017, p. 39)

Desenvolver uma atividade com jogos ndo € uma tarefa facil como pode parecer. O jogo
por si s6 ndo é um instrumento educativo, o professor precisa planejar a atividade previamente,
estudar a fundo o jogo que ira trabalhar e conhecer inteiramente suas regras. Talvez seja uma
atividade fora da zona de conforto do professor, pois requer mais estudo e tempo de
planejamento. No entanto o entusiasmo e o engajamento dos alunos com a atividade ludica ja
compensam o trabalho e planejamento investido na elaboracéo.

Quando se propde um jogo para o aluno, a reagcdo mais comum & a curiosidade. Eles se
entusiasmam pela prética, pela diversdo, pela tensdo da competicdo, pela interatividade com o
grupo e pelo desafio proposto. Contudo, apenas a vontade de jogar ndo é o suficiente no
processo educativo.

E fundamental que haja a intervencio do professor, porque € ele quem extrai todos os
conceitos a serem trabalhados a partir da atividade ludica tornando o jogo uma ferramenta de
ensino. E o professor quem dita o ritmo da atividade e propicia discussoes que levam a reflexo.
A figura do professor ndo anula o carater divertido dos jogos, a sua funcéo é trazer objetividade
a prética tornando a atividade mais significativa, a fim de se alcancar os objetivos esperados.
Sem o devido planejamento, uma atividade com jogos perde o carater educativo e se torna

apenas brincadeira.

Ao aluno deve ser dado o direito de aprender. Nao um ‘aprender’ mecénico, repetitivo,
de fazer sem saber o que faz e por que faz. Muito menos um ‘aprender’ que se esvazia
em brincadeiras. Mas um aprender significativo do qual o aluno participe
raciocinando, compreendendo, reelaborando o saber historicamente produzido e
superando, assim, sua Visdo ingénua, fragmentada e parcial da realidade.
(FIORENTINI e MIORIM, 1990)
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Além de todo conhecimento escolar que se pode trabalhar com a prética de jogos,
existem também valores pessoais e morais que podem ser propiciados. A préatica de jogos em
sala de aula tem o potencial de desenvolver o pensamento estratégico, o raciocinio l6gico, alem
de favorecer as relacdes interpessoais.

A utilizacdo de jogos contribui, ainda, para a formacéo de atitudes sociais como
respeito matuo, cooperacgdo, obediéncia as regras, senso de responsabilidade e justica,
iniciativa, seja pessoal ou grupal. Com ele se estabelece um vinculo que une a vontade
e 0 prazer no momento em que se esta realizando uma atividade, criando, dessa
maneira, um ambiente atraente ao aluno, pois estardo aprendendo de forma satisfatdria

e gratificante ao professor, que pode ver seus alunos empolgados num aprendizado
mais dindmico. (SOBRINHA e SANTOS, 2016, p. 56)

A competitividade presente nos jogos, por exemplo, € um ponto interessante para se
trabalhar em sala de aula. Os jogos em geral possuem esse carater competitivo e por vezes esse
€ mais um atrativo em sua pratica. O objetivo maior dos jogos ao final sempre é 0 mesmo,
vencer, e para que haja um vencedor é necessario um vencido. A rivalidade presente nos jogos
ndo deve ser motivo para ndo usa-los em sala de aula, pelo contrério, saber perder e saber ganhar
sdo tematicas importantes que irdo contribuir para a formacéao pessoal do alunos.

Segundo Macedo (1995, apud SILVA e KODAMA, 2004), “A competi¢do ndo é boa e
nem ma. Ela caracteriza uma situacdo onde duas pessoas desejam a mesma coisa ou dela
necessitam ao mesmo tempo. Esses fatos também ocorrem na vida. O ponto principal é a forma
de se reagir diante dela.”

Apesar das vantagens com relacdo ao ensino e aprendizado, o professor que escolher
trabalhar com jogos em sala de aula deve ter em mente que em algum, sendo em VArios,
momento(s) a situacdo saira do controle visto se tratar de uma dinamica nova. E uma situacao
nova, sdo jogos. E razoavel que os alunos fiquem euféricos e o barulho sera inevitavel.
Entretanto, esse ndo deve ser um motivo para a ndo utilizagéo de jogos no ensino, pois quanto
mais madura for a turma e quanto mais houver constancia de trabalhos em grupos, a interacéo
entre eles se tornara mais natural e menos barulhenta.

Os jogos oferecem um complemento ao ensino, € importante destacar que eles ndo sao

indispensaveis, mas sim um fomento no desenvolvimento das ideias e conceitos estudados.
2.2.1 O uso de jogos no ensino de matematica
Segundo Groenwald e Timm (2000), no processo de ensino de matematica é necessario

que se desenvolva o raciocinio logico, estimule-se o pensamento independente, a criatividade

e a capacidade de resolver problemas. Dessa forma, os educadores devem preocupar-se em
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aumentar a motivacdo para a aprendizagem, desenvolver a autoconfianca, organizagéo,
concentracdo, atengdo, raciocinio logico-dedutivo e senso cooperativo, aprimorando a
socializacdo e as interacdes interpessoais.

Todos os aspectos acima citados podem ser trabalhados com o auxilio de jogos. A
matematica, de forma geral, € muito receptiva ao uso de jogos, seja na geometria, na
trigonometria ou na probabilidade, a utilizagdo do Iudico se encaixa no processo educativo
como ferramenta de auxilio ao professor. Sobrinha e Santos (2016) defendem a inclusdo dos
jogos nas aulas de matematica, pois segundo os autores eles possibilitam a reducdo dos
bloqueios apresentados por muitos alunos que temem a matematica e se sentem incapazes de
aprender, tornando possivel uma aprendizagem significativa e prazerosa.

Groenwald e Timm (2000, p. 21) destacam trés aspectos que, segundo eles, por si so,
justificam a utilizacdo de jogos em sala de aula, sdo eles: “o carater ludico, o desenvolvimento
de técnicas individuais ¢ a formacdo de relacdo sociais”.

De fato, diante de uma situacdo ludica, os alunos, na maioria das vezes, demonstram
mais interesse pela atividade, rapidamente compreendem e acatam as regras do jogo e interagem
de forma ativa na atividade proposta.

No que diz respeito ao desenvolvimento individual, a utilizag&o de jogos no ensino de
matematica estimula os alunos a criar suas proprias estratégias, levantar hipoteses, fazer
conjecturas, analisar e interpretar dados, fazer um planejamento préprio para solucionar o
problema dado, além de supor antecipadamente a estratégia de seu oponente. O jogo desenvolve
nos alunos a capacidade de raciocinar logicamente, argumentar, relacionar e aplicar
propriedades e conceitos ja adquiridos na resolucdo de problemas dentro e fora da sala de aula.

Por fim, a situacéo de jogo, seja ele cooperativo ou competitivo cria uma situacao de
interacdo social importante para o desenvolvimento pessoal e social dos alunos.

Groenwald e Timm (2000, p. 22) ainda argumentam que “os jogos estdo em
correspondéncia direta com o pensamento matematico. Em ambos temos regras, instrucdes,
operacdes, defini¢des, deducdes desenvolvimento, utilizacdo de normas e novos conhecimentos
(resultados)”.

Grando (2001) afirma que se pode relacionar o0 jogo com a matematica ao passo que 0
jogo se configura por uma situacdo nao real, para significar um conceito a ser absorvido pelo
aluno. A autora ainda afirma que “o jogo determinado por suas regras estabelece um caminho
que vai da imaginac&o a abstracdo de um conceito matematico.” (GRANDO, 2001, p. 01). Dessa

forma, a autora aborda a importancia da utilizacdo de jogos no ensino de matematica sob a 6tica da

imaginacéo. Pois, segundo ela a matematica exige imaginacao e por isso nao se pode ensinar matematica
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de forma que o aluno pense apenas de uma mesma maneira. Ela destaca que “se o jogo passa pelo
caminho das regras, ideias, estratégias, previsdes, excecdes e analise de possibilidades, seu uso deve ser
incentivado na escola, principalmente no ensino de matematica”.

A disciplina de matematica ndo € uma das mais bem vistas pelos alunos e um dos
desafios que os professores tém de enfrentar é conquistar a atencdo do aluno. Os jogos se
apresentam como uma ferramenta de apoio, uma vez que eles tém o poder de atrair o interesse
do aluno pelo fato de serem ludicos e terem a capacidade de desenvolver habilidades e
conhecimentos quando previamente planejados e aplicados em sala de aula.
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3 PROBABILIDADE
3.1 Um breve histdrico sobre a teoria da probabilidade

Podemos entender a probabilidade como sendo “um ramo da matematica que pretende
modelar fenomenos nao deterministicos, isto €, aqueles fendmenos em que o ‘acaso’ representa
um papel preponderante.” (VIALI, 2008, p. 143).

O termo acaso, e seus sindnimos, sdo expressdes muito frequente no estudo de
probabilidade e, assim como a Viali (2008) destaca, julgamos pertinente uma melhor
compreensdo do termo. O autor define o acaso como sendo “um conjunto de forgas, em geral,
ndo determinadas ou controladas, que exercem individualmente ou coletivamente papel
preponderante na ocorréncia de diferentes resultados de um experimento ou fendémeno”.
(VIALL, 2008, p. 144).

Ao lancar um dado, por exemplo, € de comum acordo que ele mostrara uma de suas
faces voltadas para cima, correspondente a um nimero de 1 a 6, a exce¢do de uma extravagancia
da natureza. O “acaso” esta no fato de ndo ser possivel saber de antemé&o qual valor serd obtido.
Esse fenbmeno ocorre em varios contextos da vida diaria desde os primérdios, no entanto,
segundo Viali (2008) a manifestagdo do “acaso” inicialmente era entendida como algo divino
desvelando, apenas mais tarde, como algo natural.

Frequentemente associa-se a origem da teoria das probabilidades a Blaise Pascal (1623-
1662) e a Pierre de Fermat (1601-1665), que no ano de 1654 trocaram cartas acerca de
guestionamentos feitos a Pascal pelo francés Antoine Gombauld, o qual apresentava forte
interesse por jogos de azar. Segundo Viali (2008), o “problema dos dados” ou “problema dos
pontos” motivou a correspondéncia entre os dois matematicos, iniciando dessa forma a teoria
das probabilidades. O autor admite que ndo importa qual dos dois problemas, ou talvez ambos,
tenha levado a troca de mensagens, 0 que importa é que o fato desencadeou um interesse
crescente pelo assunto.

No “problema dos dados” se procurava saber 0 nUmero minimo de langamentos de um
par de dados honestos para se obter um par de seis com probabilidade favoravel, ou seja,
superior a 50%. Ja o “problema dos pontos” expressa a seguinte situacdo: um jogo equitativo
termina quando um dos jogadores vence seis partidas. Suponha-se que, por algum motivo, o
jogo tenha que ser interrompido quando o primeiro jogador tenha vencido cinco partidas e o
segundo apenas trés. Como as apostas devem ser repartidas? Esses problemas ja haviam sido

alvos de questionamentos anteriormente.
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Pascal e Fermat foram os primeiros a solucionar problemas genéricos, culminando mais
tarde no seguinte teorema:

Suponha gue o jogo é interrompido quando o primeiro jogador precisa de “r” jogos para
vencer enquanto o segundo necessita de “s” jogos, em que r +s = 1. A aposta deve ser
repartida de forma que o primeiro jogador recebera:

-1 (n)
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0

S

&
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emquen =r + s — 1 (ndmero maximo de jogadas restantes).
Morgado et al. (1991) relatam existir uma referéncia as probabilidades em jogos de
dados na obra Divina comédia de Dante Alighieri (1265-1321) e destacam:

Levando em conta o fascinio que os jogos de azar sempre exerceram sobre os homens,
estimulando-os a achar maneiras seguras de ganhar, ndo é de se espantar que muito
cedo problemas relativos a jogos de cartas ou de dados tenham atraido a atencéo de
pessoas com mentes mais especulativas. (MORGADO et al., 1991, p. 06.)

Antes da correspondéncia entre Pascal e Fermat, Viali (2008) destaca alguns italianos
do seculo XV e XVI que se interessaram pelo estudo de probabilidades. Entre eles Luca Pacioli
(1445-1517) e Girolano Cardano (1501-1576). Viali (2008) considera Pacioli como o primeiro
autor conhecido que estudou jogos de azar. Destaca também que ele estudou sobre o problema
dos pontos, embora ndo tenha chegado a uma resolucdo correta do problema. Viali (2008)
acredita ser Cardano o pioneiro no célculo de probabilidade, pois foi o primeiro a introduzir
técnicas de combinatéria no calculo dos casos possiveis de um evento além de também
considerar a probabilidade de um evento como a razdo entre 0 nimero de casos favoraveis e 0
namero de casos possiveis, como conhecemos hoje. Morgado et al. (1991) evidenciam que a
obra Liber De Ludo Aleae (Sobre os Jogos de Azar), de Cardano, publicado apenas em 1663 €
a primeira obra conhecida em que se estudam as probabilidades.

Apostol (1969) admite que alguns problemas especiais em jogos de azar tenham sido
resolvidos por alguns matematicos italianos nos seculos XV e XVI, mas considera que nenhuma
teoria geral foi desenvolvida antes desta “famosa correspondéncia” entre Pascal e Fermat.

No ano de 1657, apos ter ciéncia do assunto que levou a correspondéncia entre Pascal e
Fermat, Christiaan Huygens (1629-1695) publicou o livro De Ratiociniis in Ludo Aleae, que
seria “a primeira obra impressa sobre o assunto” (VIALI, 2008, p. 150). Nessa obra, ele aborda
0 problema dos pontos e traz uma solucdo para o problema dos dados, além de uma série de

outros problemas envolvendo retiradas de bolas coloridas de uma urna.
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Devido a sua intima ligagdo com os jogos de azar, o interesse pela teoria da
probabilidade se tornou popular e desenvolveu-se rapidamente no século XVIII. As principais
contribuicdes ao assunto na época ficaram a cargo de Jacques Bernoulli (1654-1705) e Abraham
De Moivre (1667-1754).

Jacques (Jame, Jokob) Bernoulli foi o primeiro de uma duradoura linhagem de
matematicos de uma familia suiga. Jacques Bernoulli “iniciou o processo de sistematizacao da
probabilidade deixando de lado os seguros e os jogos de azar” (VIALI, 2008, p. 150), vindo a
ser publicado posteriormente a sua obra Ars Conjectandi, na qual foram registrados seus
principais resultados, entre eles um famoso e importante teorema da teoria da probabilidade, a
lei dos grandes nimeros.

Abraham de Moivre foi um dos matematicos que se debrucou sobre o estudo das
probabilidades e publicou em 1718 a obra The doctrine of Chance (A Doutrina do Acaso), na
qual estdo registrados muitos dos seus resultados.

No século seguinte, o francés Pirre-Simon Laplace (1749-1827) publicou seus
resultados em uma das mais importantes obras sobre o assunto, intitulada Théorie Analytique
des Probabilités. Segundo Morgado et al. (1991, p. 09), Laplace foi “certamente o matematico
que mais contribuiu para a teoria das probabilidades [...]”. Apds as significativas contribuicGes
dadas por Laplace, o estudo na area expandiu atraindo a atencdo de grandes matematicos, entre
0S mais importantes destacamos Markov, VVon Mises e Kolmogorov.

Aluno de Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894), matematico com grandes
contribui¢des no assunto, o russo Andrei Andreyevich Markov (1821-1894), além de seus
demais resultados, € lembrado, em especial, pelas sequéncias de variaveis aleatorias que levam
seu nome, cadeias de Markov. Esse trabalho culminou na criacdo da teoria dos processos
estocésticos.

Richard von Mises (1883-1953) publicou em 1919 dois artigos que continham suas
ideias sobre o assunto, mas segundo Viali (2008), esses passaram quase que despercebidos na
época. No entanto, exerceram forte influéncia sobre a probabilidade moderna.

De acordo com Apostol (1969), um dos obstaculos no desenvolvimento da teoria das
probabilidades foi a dificuldade em encontrar uma definicao formal de probabilidade. Defini¢do
esta que por um lado fosse precisa o suficiente para 0 uso na matematica, mas que também
fosse ampla o bastante para ser empregada a uma vasta gama de fendmenos. A busca por tal
definicdo, que fosse aceitavel, perdurou por quase trés décadas tendo fim no século XX com a

axiomatizagao da teoria das probabilidades.
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Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) foi um dos mais importantes
matematicos do século XX. Publicou, em parceria com Aleksandr Yakovlevich Khinchin
(1894-1959), seu primeiro artigo na area em 1925. Em 1933 publicou sua monografia intitulada
Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, que em inglés ficou conhecida como
Foundations of Probability Theory (Fundamentos da Teoria da Probabilidade) dando inicio a
etapa moderna da teoria. Nesse trabalho, Kolmogorov apresenta as bases da axiomatizacéo da
teoria das probabilidades. Conforme Apostol (1969), a partir de entdo, as ideias foram sendo
refinadas findando na inclusdo da teoria das probabilidades em uma disciplina mais ampla, a

teoria da medida.

3.2 O estudo de probabilidade no ensino basico

Em dezembro de 2017 foi homologada a Base Nacional Comum Curricular (doravante
BNCC) (BRASIL, 2018), um documento que trata sobre os conteldos essenciais a serem
abordados na educacdo infantil, no ensino fundamental e no ensino médio de todo o Brasil, no
ambito publico e privado.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) € um documento de caréter normativo
que define o conjunto orgénico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos
os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacéo Basica,
de modo a que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento,

em conformidade com o que preceitua o Plano Nacional de Educagdo (PNE).
(BRASIL, 2018, p. 07)

O documento fundamenta-se no desenvolvimento de competéncias e no compromisso
com a educacdo integral. A base estabelece dez competéncias gerais da educacdo bésica, as
quais os alunos devem desenvolver no decorrer das trés etapas da educacdo basica. Essas
competéncias “pretendem assegurar, como resultado do seu processo de aprendizagem e
desenvolvimento, uma formacdo humana integral que vise a construcao de uma sociedade justa,
democratica e inclusiva” (BRASIL, 2018, p. 25). Em sintese, as competéncias S0 um conjunto
de conhecimentos, habilidades e atitudes a serem desenvolvidas e que estdo diretamente
relacionadas com a vida cotidiana no mundo contemporaneo. A educacao integral mencionada
ndo diz respeito a modalidade de ensino, em que h& a amplia¢do do tempo de permanéncia na
escola. Ela refere-se a formacdo integral do sujeito, trabalhando todas as dimensfes do
individuo, intelectual, fisica, afetiva, social, ética, moral e simbolica, levando ao seu
desenvolvimento pleno.

No ensino fundamental, a BNCC estd organizada em cinco areas de conhecimento:

Linguagens, Matematica, Ciéncias da Natureza, Ciéncias Humanas e Ensino Religioso. Cada
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uma dessas areas define um conjunto de competéncias especificas a serem desenvolvidas ao
longo dos nove anos do ensino fundamental. Cada area, por sua vez, subdivide-se em
componentes curriculares que tratam sobre os saberes préprios de cada area. Os componentes
curriculares se decompdem em unidades tematicas de acordo com cada ano de ensino e cada
unidade temética reune um conjunto de objetos de conhecimentos que relacionam as
habilidades inerentes a cada ano.

A area de matematica no ensino fundamental possui oito competéncias especificas para
serem alcancadas ao longo dessa trajetoria. Estabelece ainda cinco unidades tematicas que
conduzem a formulagdo de habilidades a serem desenvolvidas ao longo desse periodo. As
unidades tematicas sdo: nimeros, algebra, geometria, grandezas e medidas e probabilidade e
estatistica.

Com o intuito de tornar o curriculo mais diversificado e flexivel, fica definido, por meio
de uma alteracéo na Lei de Diretrizes e Base da Educacdo Nacional (LDB), que o curriculo do
ensino médio serd composto pela Base Nacional Comum Curricular e por itinerarios
formativos.

No ensino médio, a BNCC é estruturada dando continuidade ao que foi proposto para o
ensino fundamental focalizando no desenvolvimento de competéncias e guiada pelo principio
da educacéo integral. Buscando também o desenvolvimento das dez competéncias gerais da
educacao basica.

Nessa etapa, a BNCC organiza as areas do conhecimento em: Linguagens e suas
Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias,
Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas. Assim como na etapa do ensino fundamental, para cada
area do conhecimento sdo estabelecidas competéncias especificas. E associadas a estas
competéncias tém-se habilidades a serem desenvolvidas durante a etapa.

Segundo a BNCC, os curriculos do ensino médio serdo formados por dois blocos,
articulados e indissociaveis, a saber: a formacdo geral basica orientada pela Base Nacional
Comum Curricular e os itinerarios educativos, em gue os alunos escolhem o que desejam cursar
conforme seus interesses e possibilidades ofertadas.

Destacaremos a seguir como o estudo de probabilidade é estruturado conforme a BNCC
no ensino fundamental e no ensino médio, focalizando nas habilidades a serem desenvolvidas

relacionadas a este ramo da matematica no ensino médio.

3.2.1 O estudo de probabilidade no ensino fundamental
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A luz da BNCC, os conceitos e ideias de probabilidade devem ser trabalhados desde o
primeiro ano do ensino fundamental. Inicialmente, deve ser introduzido o entendimento do que
vem a ser 0 acaso e desenvolver a habilidade de classificar eventos envolvendo o acaso nas
situacOes do cotidiano. No ano seguinte, deve ser trabalhada a habilidade de classificacdo dos
eventos como “pouco provaveis”, “muito provaveis”, “improvaveis” e “impossiveis”. Ja no
terceiro ano do ensino fundamental, é introduzida a no¢&o de espagco amostral desenvolvendo a
habilidade de identificar, em eventos aleatdrios, todos os possiveis resultados e estimar quais
possuem mais ou menos chances de ocorréncia.

Somente no sexto ano do ensino fundamental, € estabelecido a compreensédo do célculo
de probabilidade, em um espaco amostral equiprovavel, como sendo a razdo entre o nimero de
casos favoraveis e o nimero de casos possiveis.

Ao ano final do ensino fundamental, os alunos devem ter o entendimento do que sédo
eventos dependentes e independentes e dominar a habilidade de calcular a probabilidade dos

eventos em ambos 0s casos.

3.2.2 O estudo de probabilidade no ensino médio

A éarea de matematica e suas tecnologias € componente obrigat6rio nos trés anos do
ensino meédio e nessa fase o documento propde “a consolidagdo, a ampliacdo e o
aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas no Ensino Fundamental”.
(BRASIL, 2018, p. 527)

Para essa area do conhecimento sdo estipuladas cinco competéncias especificas
associando a cada uma delas algumas habilidades. O documento destaca que as possibilidades
de criacdo do curriculo no ensino médio, conforme a BNCC, sdo variadas, podendo as
habilidades serem agrupadas em unidades assim como feito no ensino fundamental. O texto
apresenta entdo uma organizacao possivel dessas habilidades agrupando-as em trés unidades
tematicas: Numeros e Algebra, Geometria e Medidas e Probabilidade e Estatistica.

Como vimos, desde o primeiro ano do ensino fundamental, os alunos devem ter contato
com a probabilidade e ao fim dessa etapa entenderem a ideia de espaco amostral e serem
capazes de determinar o espaco amostral de eventos equiprovaveis. Além disso, é esperado que
consigam estimar a probabilidade de sucesso desses eventos.

No ensino medio, os estudantes irdo aprofundar e estender as habilidades objetivadas
no ensino fundamental. As competéncias e habilidades a serem contempladas nessa etapa,

diferentemente do ensino fundamental, ndo estdo organizadas de forma seriada. O ano em que
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cada uma dessas habilidades e competéncias serdo desenvolvidas dependerdo do curriculo de
cada instituicdo. S&o cinco competéncias e quarenta e trés habilidades a serem abordadas ao
longo dos trés anos. Dessas habilidades, quatro dizem respeito diretamente ao estudo de
probabilidade.

A primeira das quatro habilidades mencionadas acima esta relacionada a primeira
competéncia especifica de matematica. Para que essa competéncia seja alcancada, é necessario
0 desenvolvimento de algumas habilidades que possibilitem aos estudantes, fazendo uso de
conceitos matematicos, interpretar e compreender a realidade. A habilidade EM13MAT106
estabelece que ao decorrer do ensino médio os alunos consigam “identificar situa¢des da vida
cotidiana nas quais seja necessario fazer escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos
(usar este ou aquele método contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de
outro etc.)” (BRASIL, 2018, p. 533).

A segunda e a terceira habilidades relacionadas & probabilidade sdo referentes a
competéncia especifica trés. Para o desenvolvimento dessa competéncia, € apontado algumas
habilidades relativas a interpretacdo, construcdo de modelos, resolucdo e formulacdo de
problemas matematicos. O codigo EM13MAT311 indica que os alunos adquiram a habilidade
de “identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatorios, realizando contagem das
possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo da probabilidade”
(BRASIL, 2018, p. 537). E a habilidade EM13MAT312 determina que os alunos sejam capazes
de “resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de probabilidade de eventos em
experimentos aleatdrios sucessivos” (BRASIL, 2018, p. 537).

A quarta habilidade esta relacionada a competéncia especifica cinco. As habilidades
associadas a esta competéncia dizem respeito a capacidade de investigacdo e elaboracdo de
explicacbes e argumentos. De acordo com a habilidade EM13MAT511, os alunos deverdo
“reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espacos amostrais, discretos ou ndo, e de
eventos, equiprovaveis ou nao, e investigar implicacdes no célculo de probabilidades”

(BRASIL, 2018, p. 541).

3.3 Probabilidade: conceitos e resultados

Nesta secéo, inicialmente, serdo expostos alguns resultados que sdo preé-requisitos
necessarios para o estudo de probabilidade. Em seguida, sdo apresentadas algumas defini¢des
e resultados que servirdo como apoio para professores que decidirem aplicar a sequéncia

didatica que sera apresentada neste trabalho. As defini¢des e os resultados aqui expostos, em
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sua maioria, foram retirados do livro "Fundamentos de Matemética, volume 5" (HAZZAN,
2004) e do livro "Matematica ciéncia e aplicacdes, volume 2" (IEZZI et al., 2017).

3.3.1 Anélise combinatoria

A andlise combinatoria é a parte da matematica que estuda métodos e técnicas de
contagens. O seu foco é o estudo dos tipos de agrupamento como permutagdes, combinacdes
e o arranjos. Vale ressaltar que esses agrupamentos sao de grande importancia para a
probabilidade, o que torna a anélise combinat6ria um pré-requisito para seu estudo. A seguir
serdo apresentados as principais definicOes e os resultados sobre o tema.

Definicdo 1: Dados n elementos distintos, chama-se permutacédo simples ou simplesmente

permutacao todo agrupamento ordenado (sequéncia) formado por esses n elementos.

Calculo do nimero de permutacoes
Sejam n elementos distintos e B, 0 nimero de permutacGes possiveis desses n elementos.
VVamos contar o nimero de sequéncias formadas por n elementos:
e Paraescolher o primeiro elemento da sequéncia temos n possibilidades.
e Para escolher o segundo elemento da sequéncia, uma vez definida a primeira posicéo,
hd (n — 1) possibilidades.
e Definidos os dois primeiros elementos da sequéncia, podemos escolher o terceiro

elemento de (n — 2) maneiras.

e Escolhidos os (n — 1) primeiros elementos da sequéncia, 0 elemento que ira ocupar a
ultima posicdo na sequéncia fica determinado de maneira Unica.
Bb=n-(n—-1)-(n—-—2)-..-2-1
ou ainda,
B, = nl.

Definigdo 2: Dados n elementos distintos, chama-se arranjo desses n elementos tomados k a
k (com k < n) qualquer subconjunto formado ordenado por k elementos distintos, escolhidos
entre 0s n.

O calculo do numero de arranjos é dado pela formula:

n!
An,k = m
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Exemplo 1: Dados o conjunto das vogais V = {a, e, i, 0, u}, determine a quantidade de arranjos
que podemos formar com trés elementos de V.
Os arranjos considerados sédo agrupamentos ordenados de trés elementos, escolhidos
entre os cinco de V.
51 5:4-3-2
(5-3)! 2!

Veja alguns arranjos possiveis:

=5-4-3=060.

As,3

(a,e,i); (a,e,0); (i,0,u); (a,i,o0); (e i,u),etc.

Definigéo 3: Dados n elementos distintos, chama-se combinagéo desses n elementos tomados
k ak (com k < n) qualquer subconjunto formado por k elementos distintos, escolhidos entre

os n.

O célculo do numero de combinages é dado pela formula:

n!

ek = Tt =T

Exemplo 2: Em uma classe de 30 alunos pretende-se formar uma comissao de trés alunos para
representacdo discente no colégio. Quantas comissdes distintas podem ser formadas?
Cada comissdo corresponde a uma combinacdo dos 30 alunos, tomados 3 a 3, ja que nao

importa a ordem de escolha dos alunos. Aplicando a férmula tem-se:
o __ 300 30-29-28-27! 30-29-28
3037 3130-3)! " 31-270 6

Logo, pode-se formar 4060 comissdes distintas.

= 4060.

Defini¢éo 4: Dados n elementos, dos quais n; desses elementos sdo iguais a a,, n, sdo iguais
a a,,n3 Sdo iguais a as, ..., n,- S0 iguais a a, (em que n, + n, + -+ n,. = n), 0 nUmero de
permutacdo desses n elementos € dado por:

n!

nqi,Nny,... Ny __
B Tnlen e el
N "Ny m " Nyt

Exemplo 3: Desconsiderado o acento grafico, determine o nimero de anagramas possiveis da
palavra MATEMATICA.

Anagrama é um uma palavra construida através da alteracdo das letras de uma outra
palavra. Nesse caso, como tem-se 2 letras M, 3 letras A e 2 letras T, deve-se usar permutacéo

com repeticdo para resolver o problema.
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2,3,2 10! 10-9:8:7:6:5-4-3!
P = =
10 21-31-2! 2312

=10-9-8-7-6-5=151200.

Logo seré possivel formar 151.200 anagramas possiveis.
3.3.2 Probabilidade

Definigdo 5: Chamaremos de experimento aleatorio aqueles que, repetidos em idénticas
condigdes, produzem resultados que ndo podem ser previstos com certeza.
Definicédo 6: Chamamos de espaco amostral, e indicamos por €, o conjunto formado por todos
os resultados possiveis de um experimento aleatorio.
Definigdo 7: Consideremos um experimento aleatorio, cujo espaco amostral é Q. Chamaremos
de evento todo subconjunto de Q.
Se usarmos certas operacdes entre conjuntos (eventos), poderemos combinar conjuntos
(eventos) para formar novos conjuntos (eventos).
a) Unido de dois eventos
Sejam A e B dois eventos, entdo A U B sera também um evento que ocorrera se, e somente
se, A ou B (ou ambos) ocorrerem. Dizemos que A U B é a unido dos eventos A e B.
b) Intersecdo de dois eventos
Sejam A e B dois eventos, entdo A N B sera também um evento que ocorrera se, e somente
se, A e B ocorrerem simultaneamente. Dizemos que A N B € a intersecdo dos eventos A e B.
c) Complementar de um evento
Seja A um evento, entdo A¢ sera também um evento que ocorrera se, e somente se, A ndo
ocorrer. Dizemos que A¢ € o evento complementar de A.
Definicdo 8: Um evento elementar é um evento que possui um Unico resultado no espaco
amostral.
Exemplo 4: Considere o experimento “langar um dado ndo viciado (ou honesto) e observar a
face de cima”.
e Esse é um experimento dito aleatorio, pois ndo & possivel prever, com certeza, qual
ndmero sera obtido na face de cima.
e O espago amostral desse experimento aleatorio é o conjunto Q = {1, 2,3,4,5, 6}.
e Eisalguns eventos possiveis desse experimento aleatorio:
A: ocorréncia de um namero par. Ou seja, A = {2, 4, 6}.
B: ocorréncia de um numero primo. Ou seja, B = {2, 3, 5}.
C: ocorréncia de um nimero menor que 2. Ou seja, C = {1}.

D: ocorréncia de um nimero maior que 6. Ou seja, D = @.
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A U C: ocorréncia de um nimero par ou um nimero menor que 2. Ou seja, AUC =

{1,2,4,6}.

A N B: ocorréncia de um nimero par e primo. Ou seja, A N B = {2}.

A€ ocorréncia de um nimero que néo seja par. Ou seja, A¢ = {1,3,5}.

O evento C acima é chamado de evento elementar, pois possui apenas um elemento do
espaco amostral, ja 0 evento D é chamado de evento impossivel, pois € igual ao conjunto vazio.
Definicéo 9: Consideremos um experimento aleatério com espaco amostral €, finito, isto &,
Q ={ay,a,,...,a;}. Suponhamos que o experimento aleatdrio seja repetido N vezes, nas
mesmas condi¢des. Seja n; 0 nimero de vezes que ocorre o evento elementar a;. Definimos

frequéncia relativa do evento {a;} como sendo 0 nimero f;, tal que:

fi=2  Vie{l2.,k}k

Definicdo 10: Consideremos entdo um espaco amostral finito Q = {a,,a,, ..., a;}. A cada
evento elementar {a;} vamos associar um namero real, indicado por p({a;})ou p;, chamado
probabilidade do evento {a;}, satisfazendo as seguintes condicoes:

1. 0<p; <1, vie{1,2 ..k}

2. Z{'{=1 pi = 1.

Dizemos que 0s nUMeros p4, pa, ..., P definem uma distribuicdo de probabilidades sobre .
Definigdo 11: Seja A um evento qualquer de Q. Definimos probabilidade do evento A (e
indicamos por P(A)) da seguinte forma:

e SeA =@, entdo P(A) = 0;

e SeA# @, entdo P(A) = Yaeabi-
Exemplo 5: Considere o espago amostral Q = {a,, a,, as, a4, as} com a seguinte distribuicdo
de probabilidades:

p. =01 p, = 0,23 p;=0,25 ps = 0,32 ps = 0,1.

A probabilidade do evento A = {a4, a3, as}, por definicéo, é:

P(A) =p; +p3 +ps = 0,14 0,25+ 0,1 = 0,45.
Defini¢éo 12: Seja Q = {a4, a,, ..., a; }. Diremos que uma distribuicdo de probabilidades sobre
Q é equiprovavel, se p; = p, = -+ = py, isto é, se todos 0s eventos elementares de () tiverem

a mesma probabilidade.
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Definigdo 13: A cardinalidade de um conjunto A é o numero de elementos que pertencem a

esse conjunto e denotamos por #A.

3.3.2.1 Probabilidades em um espaco amostral equiprovavel

Considere Q = {a4, a,, ..., a,}, um espaco amostral equiprovavel. Entdo, temos que
r({a:}) = p({az}) =...= p({ax}), ou ainda, p; = p, =...= px. COMO p; + pp+... +py =
1, paratodo i € {1,2,...,k}, tem-se que p; = %

Seja A um evento de (, tal que A = {ay,a,,...,a,},em que r < k. Temos que:
1 1 1
P(A) = pi+ pot oo pr =+t =2

\ J
1
r

Assim:

P(A) =

==
|3
S|

Exemplo 6: Em uma urna ha 20 bolas enumeradas de 1 a 20. Retira-se uma bola ao acaso, qual
a probabilidade de a bola retirada possuir:
a) Um namero par?
0={1,23,45,6,7,8910,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20}.
Observe que o espago amostral é equiprovavel.
Seja A o evento "o numero da bola sorteada ser par”, temos entdo que A =
{2,4,6,8,10,12,14, 16,18, 20}.
Assim:

Py =22 =201 05 =500,
#Q 20 2
b) Um ndmero impar?
Seja B 0 evento "o numero da bola sorteada ser impar”, temos entdo que B =
{1,3,5,7,9,11,13,15,17,19}.
Logo:
PB) =22 =20 -2 _ 05 =50%
#0 20 2
c) Um namero multiplo de 5?
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Seja C o evento "o numero da bola sorteada ser um multiplo de 5", temos entdo que C =
{5,10, 15, 20}.
Assim:

POy =2 12— 20m
“#Q 20 5 00

3.3.2.2 Probabilidade condicional

Sejam A e B eventos de um espaco amostral equiprovavel, com B # @. O simbolo
P(A|B) indica a probabilidade do evento A, dado que o evento B ocorreu, isto é, P(A|B) é a
probabilidade condicional do evento A, uma vez que o0 evento B tenha ocorrido e é

determinada por:
P(ANB)

PAIB) = —F s

3.3.2.3 Probabilidade da intersecdo de dois eventos

Caso 1: Eventos dependentes

Uma consequéncia importante da definicdo de probabilidade condicional é a seguinte:

P(A|B) = % P(AN B) = P(A|B) - P(B).
P(B|A) = P;‘gf) P(AN B) = P(B|A) - P(A).

Isto é, a probabilidade da ocorréncia simultanea de dois eventos (P(A N B)) é o produto da
probabilidade de um deles pela probabilidade do outro, dado o primeiro.
Exemplo 7: Em uma urna ha 7 bolas azuis e 5 bolas vermelhas. Duas bolas sdo retiradas ao
acaso, sucessivamente e sem reposicao. Qual a probabilidade de que as duas bolas retiradas
sejam vermelhas?

Usaremos um diagrama de arvore para representar os resultados possiveis desse

experimento, em que cada galho representa uma probabilidade, veja a Figura 4.



35

Figura 8 - Diagrama de arvore.

| o

Azul

-
—

Azul

Vermelha

Azul

\

Vermelha

AV

11 Vermelha
Fonte: Autoria propria.

Observe que as probabilidades referentes a segunda retirada estdo condicionadas a

primeira retirada. Estamos interessados em calcular:

54 20

—_—— -~ 0,
P(vermelha N vermelha) = 2 11-132° 15,15%.

Note que % é a probabilidade da primeira bola retirada ser vermelha e i , a probabilidade da

segunda bola retirada também ser vermelha.

Caso 2: Eventos independentes

Quando P(A|B) = P(A), ou seja, quando a ocorréncia do evento B ndo modifica a
probabilidade de ocorréncia do evento A, dizemos que A e B sdo eventos independentes. E
nesse caso:

P(ANnB) = P(A) - P(B).

Exemplo 8: Ao lancar um dado de 6 faces honesto duas vezes, qual a probabilidade de se obter
um namero par nos dois lancamentos?
Nesse caso, ao lancar o dado pela segunda vez, ndo importa o resultado do primeiro

langcamento, ou seja, 0s eventos sdo independentes. A probabilidade de se obter um nimero par

. . , 3 .y ,
no primeiro lancamento é de cea probabilidade de se obter um numero par no segundo

langamento é de %, portanto:
9
36

= 25%.

o w
Sl e

3
P(par N par) = r
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3.3.2.4 Probabilidade da unido de dois eventos

Sejam A e B eventos de um mesmo espaco amostral Q finito, ndo vazio e equiprovavel.
Vamos encontrar uma férmula para a probabilidade de ocorrer o evento A ou o0 evento B, isto

é, a probabilidade da ocorréncia da unido dos eventos A e B, P(A U B). Vamos considerar dois
casos.

Caso1: AnB = @.

Figura 9 - Diagrama caso 1.

Q
Fonte: Autoria propria.
Temos:
#(AUB) = #A + #B, e como #Q # 0 podemos escrever:
#(AUB) _ #A+#B
#0 #Q O #O
Dali,
P(AUB) =P(A) + P(B).
Caso 2. AN B # Q.
Figura 10 - Diagrama caso 2.
Q

ANB
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Fonte: Autoria propria.

Das nocdes de conjuntos temos que:
#(AUB) = #A + #B — #(A N B).
Ou ainda:
#(AUB) #A #B #(ANB)
#Q #QO  #Q #QO
Dai:
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Exemplo 9: Para apresentagdo de uma atividade, o professor sorteara aleatoriamente um aluno,
entre os 30 da turma. O sorteio sera feito de acordo com o nimero da chamada. Qual é a
probabilidade de o nimero do aluno sorteado ser:
a) Multiplo de 2 ou de 3?
Consideremos:
e 0=1{1,23,...,30}
e A:"nOmero sorteado ser multiplo de 2".
A=1{2,4,6,810,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30}, #A = 15.
e B:"numero sorteado ser multiplo de 3".
B ={3,6,9,12,15,18, 21, 24,27,30}, #B = 10.
Queremos determinar P(A U B). Observe que AN B = {6,12,18,24,30}, #(AN B) = 5.
Logo:

10 5 20 2
= 0,667 = 66,7%.

15
P(AUB) = P(A) +P(B) —P(ANB) = ;o430 — 25 =3:=3
b) Primo ou maior que 10?
Consideremos:
e 0=1{1,23,..,30}
e (:'"numero sorteado ser primo".
¢ =1{2,3,5711,13,17,19, 23,29}, #C = 10.
e D:"namero sorteado ser maior que 10".
D =1{11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20,21 ,22,23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30},
#D = 20.
Vejaque C N D ={11,13,17,19,23,29}, #(C n D) = 6, logo:

P(CuUD) = P(C) + P(D) P(an)—10+20 6—24—08—80(V
vh) = T30 30 30 30
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3.3.2.5 Probabilidade da unido de trés eventos

Figura 11 - Diagrama da unido de trés eventos.

Fonte: Autoria propria.

Das nocdes de conjuntos temos que:
#(AUBUC) =#A+#B+#C —#(ANB)—#(ANC)—#(BNC)+#(ANBN ().
Dividindo membro a membro por #£ temos:
HAUBUC) #A #B E_#(AnB)_#(AnC)_#(BnC)+#(AanC)
#Q #QO  #O  #QO #Q #Q #Q #()

Dai:
P(AUBUC) =P(A) + P(B) + P(C) —
—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC).
Exemplo 10: No lancamento de um dado de vinte faces, qual é a probabilidade de que o nimero
obtido na face superior seja multiplo de 2 ou de 3, ou de 5?
e O=1{1,2,..,20}
e A:"nGmero multiplo de 2", A = {2,4,6,8,10,12,14, 16,18, 20}, #4 = 10.
e B:"numero multiplo de 3", B = {3,6,9,12,15,18}, #B = 6.
e (C:"numero multiplo de 5, C = {5, 10, 15,20}, #C = 4.
Queremos determinar P(AUB U C). Observe que AnB =1{6,12,18}, AnC =
{10,20},BnC ={15}e An BN C = @, logo:
P(AUBUC)=P(A)+PB)+P(C)—
—P(ANB)—P(ANnC)—P(BNC)+P(ANBNC) =

_10+6+4 3 2 1+o_14_07_700/
T20°20 20 20 20 2020 20 T
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4 SEQUENCIAS DIDATICAS: O JOGO CAN’T STOP COMO FERRAMENTA
PEDAGOGICA PARA O ESTUDO DE PROBABILIDADE

As sequéncias didaticas, cada vez mais, manifestam-se como estratégia de ensino
possibilitando que o aluno construa o conhecimento através de uma sucessdo de
questionamentos e reflexdes.

Zabala (2010, p.18) define sequéncia didatica como sendo “um conjunto de atividades
ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos objetivos educacionais, que
tém um principio ¢ um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos”. Ou seja, €
um conjunto de atividades planejadas e apresentadas de forma sequencial sobre determinado
contelido. Essas atividades sdo dispostas de maneira a aprofundar o tema de estudo, permitindo
0 uso de estratégias diversas como leituras, debates, experimentos, jogos etc. Dessa forma, o
conteddo é abordado durante um conjunto de aulas proporcionando ao aluno uma oportunidade
de se aprofundar e se apropriar do tema estudado.

Neste capitulo, propomos uma sequéncia didatica voltada para o ensino de
probabilidade no ensino médio, contemplando os topicos mais abordados nos livros didaticos,
sdo eles: experimento aleatorio; espaco amostral; evento; espaco amostral equiprovavel e ndo
equiprovavel; frequéncia relativa; calculo de probabilidade de um evento num espa¢co amostral
equiprovavel; probabilidade da unido de dois eventos; probabilidade condicional e
probabilidade da intersecdo de dois eventos.

O jogo de tabuleiro moderno Can’t Stop € o0 instrumento que auxiliard no
desenvolvimento dessa sequéncia didatica, que foi pensada levando em consideracdo as
habilidades EM13MAT106, EM13MAT311, EM13MAT312 e EM13MAT511 propostas pela
BNCC (BRASIL, 2018). Um dos motivos para a escolha do jogo Can 't Stop foi a facilidade de
reproducdo do mesmo, mas além deste, o0 jogo “Colonizadores de Catan’ poderia ser uma outra

opcao para se trabalhar probabilidade.

4.1 Primeira proposta de sequéncia didatica — aplicacéo presencial

12 ETAPA: APRESENTACAO E AVALIACAO DIAGNOSTICA
Materiais utilizados: Avaliacdo diagnostica.

Tempo estimado: 50 min.
Objetivo da etapa:
1. Conhecer a sequéncia didatica que seréa aplicada;

2. Verificagdo dos conhecimentos prévios por meio da aplicacdo de um questionario.
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Nesse primeiro momento, o professor apresentard a sequéncia didatica aos alunos,
definindo o que é uma sequéncia didatica e detalhando sobre os objetivos que se pretendem
alcancar, o assunto que serd abordado, 0 processo a ser realizado em cada etapa e o tempo de
duracdo da sequéncia.

Ap0s esse momento, os alunos responderdo a uma avalia¢do diagnostica (Apéndice A)
para que o professor tenha nogdo dos conhecimentos previos dos seus alunos sobre o assunto e
para gque possa, se achar necessario, fazer modificacbes no planejamento, elevando ou
diminuindo o nivel de dificuldade das atividades, a fim de tornar a sequéncia mais adequada a
cada turma. E importante deixar claro a finalidade dessa primeira avaliacdo e que ela ndo
acarretara notas. Em seguida, o professor devera descrever como se dara essa avaliagdo e iniciar
0 processo. Essa mesma avaliacdo serd aplicada ao final da sequéncia didatica, de modo a

avaliar o impacto causado pela atividade.

22 ETAPA: JOGANDO COM OS DADOS

Materiais utilizados: Questionario; dados de seis faces (um para cada trés alunos); pincel e

quadro branco.
Tempo estimado: 200 min.
Objetivos da etapa:
1. ldentificar um experimento aleatdrio;
2. Conhecer os conceitos basicos do estudo de probabilidade;
3. Realizar o célculo de probabilidade de um evento num espaco amostral equiprovavel.
Inicialmente, o professor instruird os alunos a formarem equipes de até seis membros e
distribuiré para cada equipe dois dados de seis faces honestos e um questionario (Apéndice B).
Essa etapa sera dividida em dois momentos:
1. Jogos com dados;
1.1.  Jogo com um dado
1.2.  Jogo com dois dados

2. Discusséo sobre os resultados e explanagdo dos conceitos matematicos abordados.

1. Jogos com dados

Os jogos com um e dois dados, além de configurarem experimentos aleatérios, sdo
usados nessa sequéncia para despertar maior interesse nos alunos. Trabalharemos com
experimentos envolvendo langamento de dados, pois estes cumprirdo o papel de ponte para um

melhor entendimento no caso da rolagem de quatro dados utilizados no jogo Can 't Stop.



41

Nesses dois jogos, optamos por lancar os dados, em cada caso, 36 vezes e anotar o
resultado. Essa escolha se deu por ser uma quantidade de langamentos viavel para se realizar
manualmente e em pouco tempo. Além disso, 36 € multiplo de 6 que é a cardinalidade do espaco
amostral do experimento considerado no jogo com um dado, assim como 36 € a cardinalidade
do espago amostral do experimento aleatério, lancar dois dados e observar as faces voltadas
para cima, associado ao jogo com dois dados.

A realizacdo desses experimentos tem como objetivo proporcionar a vivéncia dos alunos
com 0s experimentos aleatorios, tornando esse momento mais préximo do aluno, pois, muitas
vezes, no estudo de probabilidade, consideramos um experimento hipotético sem a
possibilidade de reproducdo do mesmo. Dessa forma, o aluno tem mais proximidade com o
experimento, possibilitando uma melhor compreenséo da situacao proposta.

Com base nos experimentos, os alunos irdo responder ao questionario em que, em cada
caso, construirdo o espaco amostral e alguns possiveis eventos, além de calcularem as
frequéncias relativas dos eventos elementares em cada experimento. As perguntas contidas no
questionario sdo simples, mas o professor tem total liberdade para modificar o questionario,
acrescentando ou excluindo perguntas, que ele julgue conveniente, a fim de tornar a sequéncia
mais adequada para cada turma. O conhecimento prévio da turma e a andlise da avaliagdo
diagndstica aplicada na primeira etapa serdo os critérios para modificagdo do questionario.

1.1.  Jogo com um dado

Cada membro da equipe escolherd um nimero de um a seis para apostar, a ordem da
escolha devera seguir a sequéncia da chamada escolar e um mesmo nimero nao podera ser
escolhido mais de uma vez. A equipe devera lancar um mesmo dado 36 vezes e anotar no
questionario os resultados obtidos na face superior do dado lancado. Ao final dos lancamentos,
a equipe devera contabilizar quantas vezes saiu cada numero. O aluno que tiver apostado no
namero mais frequente, dentre os escolhidos, serd o vencedor.

Em seguida, a equipe ird debater e responder as perguntas contidas no questionario. E
possivel que se tenha opinides contrarias, recomenda-se que caso nao se tenha um consenso,
todos os pontos de vista deverdo ser registrados para posterior compartilhamento com a turma.

1.2.  Jogo com dois dados

De forma anéloga ao jogo com um dado, cada membro da equipe deve escolher um
numero de dois a doze para apostar. Como no jogo anterior, a ordem de escolha devera seguir
a chamada escolar. Um mesmo nimero ndo pode ser escolhido por dois ou mais alunos.

Cada equipe devera lancar dois dados simultaneamente, observar 0s nimeros dispostos

nas faces de cima e realizar a soma deles. Deverao realizar esse processo 36 vezes e listar 0s
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resultados no questionario. Apos os langcamentos, a equipe deve contabilizar quantas vezes cada
namero foi obtido. O jogador que tiver apostado no nimero mais frequente, dentre os
escolhidos, sera o vencedor.

ApOs esse processo, a equipe discutird os resultados e respondera ao questionario.
Novamente, caso ndo se tenha um consenso acerca das perguntas, todos os pontos de vista
dever&o ser registrados para posterior compartilhamento com a turma.

2. Discussao sobre os resultados e explanacéo dos conceitos matematicos abordados

No primeiro momento dessa segunda etapa, 0s alunos jogaram e discutiram entre si seus
entendimentos acerca do que lhes foi proposto. Nessa Ultima parte, o professor iré trabalhar os
conceitos e resultados matematicos por tras dos dois jogos. S&o eles:

i.  Experimento aleatorio;

ii.  Espaco amostral;

iii.  Evento;

Iv.  Frequéncia relativa;

v.  Espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel,

vi.  Definicdo de probabilidade;
vii.  Célculo de probabilidade de um evento num espaco amostral equiprovavel;
viii.  Probabilidade da unido de dois eventos;

ix.  Probabilidade condicional;

X.  Probabilidade da intersecdo de dois eventos.

A forma como se dara esse momento de exposicao de definicdes e resultados é muito
caracteristico de cada professor. Porém, em todo caso, é primordial que seja feita uma
associacao entre o contetdo, os dois jogos realizados e as perguntas contidas no questionario.
Para isso, a seguir traremos algumas correlacdes importantes a serem feitas ao se trabalhar cada
definicdo e resultado proposto nessa sequéncia.

Ao se definir experimentos aleatdrios é importante que haja essa relacdo entre o conceito
e 0S jogos, para que os alunos entendam que o processo de lancar os dados nos dois jogos se
caracteriza como experimentos aleatorios.

Ao definir espaco amostral, é preciso que haja uma associagcdo com as perguntas 1 e 8
do questionario, em que eles discriminaram todos os elementos do espaco amostral de cada
experimento. Da mesma forma, ao definir evento, é preciso que se faca uma relagdo com as
perguntas 3, 4, 5, 9, 10 e 11 do questionario para que eles percebam que, mesmo antes de
conhecerem a definicdo, eles foram capazes de expor alguns eventos possiveis para cada

experimento.
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Quando se definir frequéncia relativa, deve-se relacionar com as perguntas 7 e 13 do
questionario, nas quais os alunos calcularam as frequéncias relativas dos eventos elementares
dos dois experimentos.

Ao se definir espagcos amostrais equiprovaveis e ndo equiprovaveis, é indispensavel que
se faca um paralelo com os experimentos realizados pelos alunos. Uma vez que o jogo com um
dado e o jogo com dois dados sdo dois experimentos aleatorios com espaco amostral
equiprovavel e nao equiprovavel, respectivamente.

Ao definir probabilidade, € interessante mencionar a interpretacdo frequentista de
probabilidade. Conforme Faria (2014), segundo essa interpretacao, para se aproximar cada vez
mais da probabilidade real de um dado evento, o experimento deve ser realizado um “ndmero
grande de vezes”. Para exemplificar essa ideia, é propicia a utilizacdo da pergunta 13 do
questionario, que pede para calcular as frequéncias relativas dos eventos elementares. Para que
as frequéncias relativas calculadas pelos alunos cheguem cada vez mais préximo da
probabilidade real dos eventos, o experimento deveria ser realizado muitas vezes inviabilizando
sua execucao.

Apbds a exposicdo dessa ideia, deve-se apresentar a definicdo axiomatica de
probabilidade utilizada atualmente, salientando que essa definicdo abrange espagos amostrais
equiprovaveis e ndo equiprovaveis e que € mais conveniente em comparacdo a interpretacdo
frequentista.

Ao se tratar o calculo de probabilidades em espagcos amostrais equiprovaveis, €
interessante que se use como exemplo o célculo das probabilidades dos eventos elementares
dos dois experimentos e que se promova um debate para que os alunos socializem seus pontos
de vista registrados nas perguntas 2 e 9 do questionario. No caso do jogo com dois dados, temos
um espaco amostral ndo equiprovavel e a principio ndo podemos calcular a probabilidade de
um evento como sendo a razao entre a quantidade de elementos do evento pela quantidade de
elementos do espaco amostral. Todavia, nesse caso, o que se pode fazer é uma relagdo entre o
experimento dado e o experimento “lancar dois dados e observar as faces voltadas para cima”.
Isso porque, nesse Ultimo experimento, temos um espa¢o amostral equiprovavel em que seus
elementos séo pares ordenados.

Ao tratar probabilidade da uniéo e da intersecdo de dois eventos, deve-se considerar as
perguntas 5 e 6, respectivamente, do questionario para exemplificagéo.

Por fim, ao tratar sobre o calculo da probabilidade condicional, a fim de manter a linha
de raciocinio, é interessante que se adote exemplos relacionando com 0s jogos, como 0S

exemplos a seguir.
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Exemplo 11: Sabendo que um jogador escolheu um ndmero par para apostar, qual a
probabilidade do numero escolhido ser um maltiplo de 3?

Solucdo: Seja A o0 evento “ser multiplo de 3” ¢ B o evento “ser par”.

A cardinalidade do experimento aleatdrio em questéo é 6.

A cardinalidade do evento A é 2, pois A = {3, 6}.

A cardinalidade do evento B ¢ 3, pois B = {2, 4, 6}.

Logo, AN B = {6}.

Dai, a probabilidade do nimero ser multiplo de 3, dado que € um numero par é calculado

da seguinte forma:

P(ANB)

PUIB) = =5

1

ol wlO'\l =

Exemplo 12: No lancamento de dois dados, qual a probabilidade da soma das faces voltadas
para cima ser maior que 4, sabendo que o nimero obtido é primo?

Solucdo: Seja C 0 evento “a soma das faces voltadas para cima ser um niimero maior que
4” e D o evento “a soma das fases voltadas para cima ser um numero primo”.
A cardinalidade do espago amostral do experimento considerado é 36.
A cardinalidade do evento C é 30, pois ha 30 pares ordenados, cuja soma é um nimero maior
que 4, sdo eles:
(1,4),(1,5), (1,6),(2,3),(2,4), (2,5), (2,6), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3, 6), (4, 1), (4, 2),
(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(51),(52),(53),(54),(55)(56), (6, 1), (6 2), (6 3), (6, 4),
(6, 5), (6, 6).

A cardinalidade do evento D € 15, pois ha 15 pares ordenados cuja soma das entradas é um
namero primo, sao eles:
(1,1),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2),(1,4),(4,1),(2,5), (5 2), (3,4), (4,3),(1,6), (6, 1), (5 6) e
(6, 5).
Logo, o evento C N D possui 12 elementos, sdo eles:
(2,3),(3,2),(1,4),4,1),(2,5),(5,2),(3,4), (4 3),(1,6),(6,1), (5 6) e (6, 5).

Portanto, a probabilidade da soma das faces voltadas para cima ser maior que 4, sabendo

que o numero obtido é primo, é calculada da seguinte forma:

12
_P(CND) 35 12 4
P(ClD)—W—E—E—§—8O/O.
36
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32 ETAPA: JOGANDOQO CAN’T STOP

Materiais utilizados: Um jogo completo* para cada quatro alunos (Apéndice C), pincel e

quadro branco.
Tempo estimado: 100 min.
Objetivo da etapa: Identificar e aplicar os contetdos vistos na pratica do jogo Can 't Stop.

No jogo Can’t Stop, apesar de ser considerado um jogo de sorte, um jogador com
conhecimentos de probabilidade poderad ter mais sucesso do que outro que jogue apenas
amparado pela sorte. Partindo disso, o intuito dessa atividade é que os alunos apliquem seus
conhecimentos sobre probabilidade para lograr éxito nesse jogo.

Inicialmente o professor devera explicar as regras do jogo®, sem dar dicas sobre as
probabilidades de obtencdo dos numeros do jogo. Em seguida, devem ser formadas equipes
para jogar. As equipes podem ser de duas até quatro pessoas, essa configuracao ira depender da
quantidade de jogos disponiveis.

O professor pode deixar os alunos a vontade para jogar quantas partidas o tempo permitir
e seu papel nesse momento sera de apoiador, organizador e incentivador da tarefa. No momento
do jogo, o professor pode lembrar aos alunos do experimento realizado na aula anterior com
dois dados e questiona-los como poderdo utilizar os conhecimentos obtidos na aula anterior em
sua estratégia de jogo.

Ao final da pratica, é interessante que se tenha um debate sobre o jogo, para saber se a
atividade foi vantajosa para o aluno e permitir que eles socializem as estratégias usadas por eles
para vencer no jogo. Nesse momento, é propicio que o professor levante alguns
questionamentos como:

i. Por que o caminho a ser percorrido até o topo da coluna 2 é mais curto em
comparac¢do ao caminho a ser percorrido na coluna 7?
Isso ocorre, pois, a probabilidade de se obter o nimero 2 é inferior a probabilidade

de se obter um 7, como sera visto no proximo capitulo.

ii.  Nasua experiéncia, qual o melhor nimero para apostar?

41 tabuleiro, 1 conjunto de quatro dados honestos de seis faces, 4 Kits de cores distintas com 11 marcadores cada
e trés marcadores neutros. Os marcadores podem ser botdes ou tampinhas de garrafa pet, ou qualquer outro material
que se adeque a funcdo, observe a Figura 2.

5> Confira 0 manual de regras e explicacdo em video em:
<https://boardgamearena.com/gamepanel?game=cantstop>. Acesso em: 02 jan. 2022.
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Matematicamente, o melhor nimero para apostar € 0 nimero 7, pois tem maior
probabilidade de sair e, portanto, se tem menor probabilidade de falha. No entanto,
um jogador pode achar melhor apostar em um nimero cujo caminho até o topo seja

mais curto, apostando na sorte e seguindo com cautela.

Ter um marcador neutro ainda em mé&os é garantia de sucesso na proxima rolagem
de dados?
Né&o, pois pode acontecer de sair nUmeros nos quais o jogador ndo esta posicionado

e que estejam bloqueados.

Qual a melhor trinca para apostar?

Nesse momento os alunos irdo responder a essa pergunta com base na experiéncia
vivenciada por eles no jogo. Alguns alunos poderdo argumentar que para vencer no
jogo preferem seguir pelos caminhos mais curtos e, de fato, € uma estratégia que
pode funcionar. No entanto, responder a essa pergunta ndo € uma tarefa facil, uma
vez que precisamos analisar as 165 trincas possiveis, por isso, no capitulo 5 €
apresentado as probabilidades referentes aos 165 casos. Com isso, teremos como
resposta a essa pergunta a trinca formada pelos numeros 6, 7 e 8, cuja probabilidade
de sucesso de sair pelo menos um deles é de 91,98%.

O espaco amostral considerado no jogo é equiprovavel ou ndo equiprovavel?
O espago amostral considerado no jogo ¢ Q = {2, 3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12} e €

ndo equiprovavel.

Suponha que vocé esta posicionado nas colunas 5, 7 e 10, e que vocé ja tenha lancado
0s dados cinco vezes e nas cinco vezes obteve o niUmero 7 como um dos resultados.
Ao lancar o dado pela sexta vez, a probabilidade de vocé obter um 7 € menor, maior
ou a mesma das vezes anteriores?

Os langamentos dos dados sdo eventos independentes, logo, a probabilidade de se
obter um 7 no sexto langcamento é a mesma probabilidade de se obter em qualquer
lancamento. No entanto, quanto mais o jogador insiste em seguir rolando os dados,
0 risco aumenta, pois, seu progresso vai aumentando a cada nova rolagem e caso ele
ndo obtenha sucesso, ou seja, ndo consiga como resultado pelo menos um de seus

nameros, a perda é cada vez maior.
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Ao final da aula, o professor discutird com os alunos sobre 0 que é preciso para se obter
sucesso na rolagem de dados no jogo Can’t Stop. E entdo, propora um desafio que representa
esse questionamento para que todos reflitam e tragam suas ideias e resultados na proxima aula.

Para se obter sucesso, basta que saia pelo menos um dos trés numeros que o jogador
escolheu apostar. Dessa forma, o desafio seguinte nos mostra, dado um ndmero, qual a

probabilidade de se obter sucesso no jogo Can'’t Stop.

DESAFIO: Considere 0 seguinte experimento: lancar quatro dados de seis fases
simultaneamente e realizar todas as possiveis somas dois a dois. Qual a probabilidade de se
obter pelo menos:

a) Um namero 2?

b) Um numero 3?

c) Um namero 4?

d) Um namero 5?

e) Um namero 6?

f)  Um namero 7?

g) Um namero 8?

h) Um nGmero 9?

i)  Um ndmero 10?

j)  Umndmero 11?

k) Um ndmero 12?

42 ETAPA: FECHAMENTO DA ATIVIDADE

Materiais utilizados: Pincel e quadro branco.

Tempo estimado: 50 min.
Objetivos da etapa: Sanar dividas e avaliar os conhecimentos obtidos no processo.

Na ultima etapa da sequéncia, o professor devera discutir com os alunos o desafio
proposto na aula anterior mostrando-lhes a solucéo, contida no capitulo 5 deste trabalho. Nesse
momento, devem ser tiradas todas as duvidas que possam surgir e abrir para que os alunos
facam suas consideragdes acerca do trabalho desenvolvido até ent&o.

Por fim, a mesma avaliacdo diagnostica utilizada no inicio da sequéncia devera ser
aplicada, para que o professor possa avaliar o impacto resultante da atividade. Além da
avaliacdo diagndstica, a participacéo dos alunos durante todo processo deve ser considerada na

avaliagéo.
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4.2 Segunda proposta de sequéncia didatica — aplicacdo remota

Diante do atual cenario pandémico vivenciado devido a Covid-19, vemos a necessidade
de adequar as préaticas pedagogicas a realidade do ensino remoto. Dessa forma, a seguir
traremos uma variacao da sequéncia didatica, para que possa ser vidvel a sua aplicagdo de forma

on-line.

12 ETAPA: APRESENTACAO

Materiais utilizados: Avalia¢do diagnostica e questionario.

Tempo estimado: 50 min.
Objetivo da etapa:

1. Conhecer a sequéncia didatica que sera aplicada.

2. Verificagdo dos conhecimentos prévios por meio da aplicacdo de um questionario.
Dividiremos essa etapa em trés momentos:

1. Apresentacdo da sequéncia didatica;

2. Aplicacdo da avaliacdo diagnostica;

3. Instrucdes para atividade de casa.

1. Apresentacdo da sequéncia didatica
Nesse primeiro momento, o professor apresentard a sequéncia didatica aos alunos,
definindo o que é uma sequéncia didatica e detalhando sobre os objetivos que se pretende
alcancar, o assunto que serd abordado, o processo a ser realizado em cada etapa e o tempo de
duracdo da sequéncia.
2. Aplicacdo da avaliacdo diagndstica
Apoés esse momento os alunos responderdo a uma avaliagdo diagnostica (Apéndice A)
para que o professor tenha nocéo dos conhecimentos prévios dos seus alunos sobre o assunto e
para que possa, se achar necessario, fazer modificacbes no planejamento, elevando ou
diminuindo o nivel de dificuldade das atividades, a fim de tornar a sequéncia mais adequada a
cada turma. E importante deixar claro a finalidade dessa primeira avaliacdo e que ela ndo
acarretard notas. Em seguida, o professor devera descrever como se dara essa avaliacao e iniciar
0 processo. Essa mesma avaliacdo serd aplicada ao final da sequéncia didatica, de modo a
avaliar o impacto causado pela atividade.
Tratando-se de uma atividade remota, é conveniente que a avaliacdo diagnostica seja

aplicada utilizando o Google Forms, ou outras ferramentas como kahoot e Edpuzzle, para que
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seja possivel a realizacdo no momento da aula. Todavia, diante da realidade de cada professor
e grupo de alunos, essa avaliagcdo pode se dar por outros meios, 0 mais importante € que haja o

retorno do aluno para que o professor possa ter ciéncia dos conhecimentos prévios dos alunos.

3. Instrucdes para atividade de casa

A atividade de casa consiste na realizacdo de dois experimentos aleatorios seguidos de
questionarios em que, em cada caso, 0s alunos construirdo o espa¢o amostral e alguns possiveis
eventos, além de calcularem as frequéncias relativas dos eventos elementares em cada
experimento.

Diante da aplicacdo on-line é inviavel a realizacdo do experimento de forma manual,
uma vez que nem todos os alunos poderdo dispor de dois dados de seis faces para realizacéo
dos experimentos. No entanto, € interessante que o professor pontue que caso o aluno tenha a
disposicédo os dados ele poderd e devera realizar o experimento de forma manual. Para os casos
em que o aluno nio tenha os dados, ¢ indicado o acesso & um dos seguintes sites: Gera Nicks®,
Virtuworld.net “ou Piliapp®.

O experimento com um dado de seis faces consiste em rolar o dado, observar e
contabilizar o nimero contido na face voltada para cima. Esse processo devera ser repetido 36
vezes. Para que essas repeticdes se deem de forma mais facil e menos enfadonha, no site Gera
Nicks, por exemplo, é possivel realizar a rolagem de até 60 dado por vez, 0 que pode trazer
mais rapidez a atividade.

O recurso de rolar mais de um dado sera propicio no experimento de dois dados, neste
caso o0 aluno devera rolar dois dados por vez, observar 0os numeros contidos nas faces voltadas
para cima, realizar a somas desses numeros e registrar o resultado. Esse processo devera ser
repetido 36 vezes. Uma forma de acelerar esse processo seria rolar um nimero par de dados e
considerar os pares, tendo o cuidado de tomar sempre os mesmos pares. No site Gera Nicks, é
mais oportuno a rolagem de 6 dados por vez, totalizando 3 pares de dados por vez, sendo
necessario a repeti¢do do experimento 12 vezes.

Ap0s a realizacdo dos experimentos, os alunos responderdo ao questionario em que, em
cada caso, construirdo o espaco amostral e alguns possiveis eventos, além de calcularem as
frequéncias relativas dos eventos elementares em cada experimento. As perguntas contidas no

questionario sdo simples, mas o professor tem total liberdade para modificar o questionario,

® O rolador de dados do site Gera Nicks é 100% gratuito. Disponivel em: < https://geranicks.com/dados-online/>.
Acesso em: 25 set. 2021.

" Disponivel em: < https://morrer.virtuworld.net/>. Acesso em: 27 fev. 2022.

8 Disponivel em: < https://pt.piliapp.com/random/dice/>. Acesso em: 27 fev. 2022.
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acrescentando ou excluindo perguntas, que ele julgue conveniente, a fim de tornar a sequéncia
mais adequada para cada turma. O conhecimento prévio da turma e a andlise da avaliacdo

diagnostica aplicada na primeira etapa serdo os critérios para modificacao do questionario.

22 ETAPA: APRESENTACAO DOS CONCEITOS E RESULTADOS
Materiais utilizados: Questionério.

Tempo estimado: 200 min.
Objetivos da etapa:
1. Identificar um experimento aleatdrio;
2. Conhecer os conceitos basicos do estudo de probabilidade;
3. Realizar o célculo de probabilidade de um evento num espaco amostral equiprovavel.
Essa etapa deve ser iniciada com uma discussdo sobre a atividade de casa,
proporcionando um comparativo entre as ideias e as respostas dadas. E um momento propicio
para que o aluno argumente sobre seu entendimento acerca dos experimentos e questionamentos
propostos. Em seguida, o professor ira trabalhar os conceitos e resultados matematicos por tras
dos dois jogos, conforme foi destacado na sequéncia anterior.
Ao final desta etapa, o professor devera instruir seus alunos a criarem uma conta pessoal

no site www.boardgamearena.com. O site € seguro e 0 processo de criacdo de conta é simples

e intuitivo, o Apéndice D devera ser disponibilizado aos alunos para auxilid-los nessa tarefa.
Apds criarem suas contas, os alunos deverao enviar ao professor o nome de usuério utilizado
para se inscrever no site. De posse dos nomes de usuério, o professor podera organizar 0s grupos

de jogadores e observar as partidas em tempo real, como descrito no Apéndice F.

32 ETAPA: JOGANDOQO CAN'T STOP

Materiais utilizados: Site Board Game Arena.

Tempo estimado: 100 min.

Obijetivo da etapa: Identificar e aplicar os conte(idos vistos na pratica do jogo Can'’t Stop®.
Inicialmente o professor devera explicar as regras do jogo, sem dar dicas sobre as

probabilidades de obtengdo dos nimeros do jogo. No site Board Game Arena, 0 computador

calcula rapidamente as possibilidades e ja entrega ao jogador as escolhas de forma organizada.

Infelizmente € um momento valoroso que se perde no jogo on-line, por isso € importante que o

® Apds a criacdo dessa sequéncia, 0 jogo Can 't Stop deixou de ser gratuito no site Board Game Arena. Agora, para
joga-lo, é necessario que pelo menos um dos jogadores tenha a assinatura premium que custa R$ 96,00 por ano ou
R$ 15,00 reais por més.
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professor explique utilizando o jogo fisico o processo por tras dessa organizacao de dados.
Finalmente, um exemplo de jogo pode ser exposto para melhor entendimento do uso do site,
desde a criacdo da sala no site até o final da partida. Em seguida o professor devera formar
equipes de jogadores utilizando os nomes de usuario dos alunos e determinar um aluno de cada
equipe para criar a sala de jogo conforme explicado.

Cada partida no site dura em média dez minutos, dessa forma o professor devera
estabelecer um tempo ou quantidade de partidas, para que os alunos joguem e em seguida
retornem & sala de aula virtual. E interessante que eles joguem pelo menos trés partidas para
melhor entendimento do jogo. Dessa forma, para agilizar o processo, ao fim de cada partida 0s
alunos deverao clicar em “propor uma revanche” para que eles joguem novamente, sem precisar
convidar os jogadores como antes.

Para que essa etapa ocorra da melhor forma possivel, é importante que o professor
conheca inteiramente as regras do jogo e saiba manusear bem o site. O professor devera criar
sua propria conta no site (Apéndice D), se for seu primeiro contato, e investiga-lo antes da
atividade.

Ao final desse momento jogando o jogo, todos deverdo retornar a sala de aula virtual,
para as consideracdes finais da aula. Nesse momento, é interessante haver um debate sobre o
jogo, para saber se a atividade foi vantajosa para o aluno e permitir que eles socializem as
estratégias usadas por eles para vencer no jogo.

O professor deve levantar alguns questionamentos a fim de promover um debate sobre
0 jogo e ao final propor um desafio para os alunos, conforme ja descrito no final da etapa 3 da

sequéncia anterior.

42 ETAPA: FECHAMENTO DA ATIVIDADE

Materiais utilizados: Resolucdo do desafio e avaliacdo diagndstica.

Tempo estimado: 50 min.
Objetivos da etapa: Sanar duvidas e avaliar os conhecimentos obtidos no processo.

Na ultima etapa da sequéncia, o professor devera discutir com os alunos o desafio
proposto na ultima aula mostrando-lhes a solu¢do. Nesse momento, devem ser tiradas todas as
duvidas que possam surgir e abrir para que os alunos facam suas consideracdes acerca do
trabalho desenvolvido até entdo.

Por fim, a mesma avaliacdo diagndstica utilizada no inicio da sequéncia devera ser

aplicada, para que o professor possa avaliar o impacto resultante da atividade aplicada.
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5 PROBABILIDADE DE SUCESSO NO JOGO CAN’T STOP

Para que um jogador venca no jogo Can'’t Stop ele precisa ser o primeiro a chegar ao
topo de trés colunas diferentes. Para que isso aconteca, o jogador deve investir em bons nimeros
para apostar e o0 que determina se um nimero é bom ou n&o é a probabilidade de sucesso que
ele possui.

Por exemplo, suponha que um jogador esteja posicionado nas colunas de nameros 2, 4
e 5. Para que ele prossiga no jogo, basta que pelo menos um desse numeros seja obtido na
rolagem de dados, conquistando, dessa forma, o que se considera como Sucesso.

Neste sentido, no presente capitulo fazemos uma analise mais detalhada da matematica
por trés do jogo Can’t Stop. Inicialmente sera apresentada a solucdo do desafio proposto na
sequéncia didatica em que serd mostrada a probabilidade de sucesso individual de cada numero
presente no jogo. No entanto, a probabilidade individual ndo é o suficiente, pois na maioria das
vezes 0s jogadores buscam chegar ao topo apostando em trés numeros distintos. Dessa maneira,
em seguida, serd apresentado o calculo da probabilidade de sucesso de todas as possiveis

trincas, para que se possa concluir a trinca mais vantajosa.

5.1 Probabilidade de sucesso individual

Calcular as probabilidades de sucesso individuais dos nimeros presentes no jogo Can't
Stop € o primeiro passo para se analisar a matematica presente no jogo, pois a partir desse
calculo pode-se calcular as probabilidades de sucesso de todas as possiveis trincas, como sera
feito em seguida.
DESAFIQ: Considere o seguinte experimento: lancar quatro dados de 6 fases simultaneamente

e realizar todas as possiveis somas dois a dois. Qual a probabilidade de se obter pelo menos:

a) Um namero 2? e) Um namero 6? i)  Um ndmero 10?
b) Um ndmero 3? f)  Um ndmero 7? j)  Umndmero 11?
¢) Um namero 4? g) Um ndmero 8? k) Um ndmero 12?
d) Um namero 5? h) Um ndmero 9?

Sera associado o experimento do desafio ao experimento “lancar quatro dados distintos
e observar as faces voltadas para cima”. Os elementos do espago amostral desse novo
experimento sdo quadruplas ordenadas com entradas de 1 a 6. Sdo 6 -6 - 6 - 6 quadruplas

possiveis e, portanto, #Q = 1296.
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O evento pedido nesse item é equivalente ao seguinte evento A: “quédruplas com pelo
menos duas entradas iguais a 1”.
VVamos contar quantos elementos existem nesse evento em trés casos.

Caso 1: Casos em gue se tem exatamente duas entradas iguais a 1.

1-1- 5 -5 .Cy; =25-6=150
i1 23 23
45,6 4,56

Observe que C, , € 0 numero de formas de se organizar os nimeros 1 em duas das quatro
entradas possiveis.
Caso 2: Casos em que se tem exatamente trés entradas iguais a 1.

1-1-1- 5 «C,3=5-4=20

(v v S v N o ’

T 1 1 23

4,5,6

De forma analoga C, 5 sdo as possiveis formas de organizar os trés nimeros 1 nas quatro
entradas possiveis.
Caso 3: Casos em gue se tem exatamente quatro entradas iguais a 1, que € apenas 1 caso.

1-1-1-1=1

oo v v
1 1 1 1

Somando os trés casos temos:
150 + 20 + 1 = 171
Dai:

Portanto, a probabilidade de se obter pelo menos um ndmero 2, resultante de todas as
possiveis somas dois a dois do lancamento de quatro dados €, aproximadamente,
13,2 %.

O evento pedido nesse item é equivalente ao seguinte evento B: “quadruplas com pelo
menos uma entrada igual a 1 e uma entrada igual a 2”.

Contaremos a quantidade de elementos desse evento em seis casos.

Caso 1: Casos em que temos exatamente uma entrada igual a 1 e uma entrada igual a 2.
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114 - 4 Cp-2!=16-6-2=192
T% 35 3
4,56 4,56

Vejaque Cy, € 0 numero de formas de se organizar os nimeros 1 e 2 nas quatro entradas
possiveis. E 2! indica a permutagdo desses dois nimeros, uma vez que sdo numeros
distintos.

Caso 2: Casos em se tem exatamente duas entradas iguais a 1 e uma entrada igual a 2.

1- 4 -C4’3-2—i=4-4-3=48
& & '
4,5,6

L=l
“w
1 1
Veja que C4 3 € 0 nimero de formas de organizar os dois numeros iguais a 1 e 0 nimero

. - 3. . ~ - N
igual a 2 nas quatro entradas possiveis. E P indica a permutacdo com repeticdo desses

trés niimeros fixados.

Caso 3: Casos em se tem exatamente duas entradas iguais a 2 e uma entrada igual a 1.

. i 'C43'_‘=4"4‘3=48

a1l
N
R

3
4,5,6

Esse caso € similar ao anterior invertendo as quantidades de entradas iguais a 1 e iguais
a2
Caso 4: Casos em se tem exatamente trés entradas iguais a 1 e uma entrada igual a 2.

4!
1-1-1-1-;=1-4=4

w9 W
1 3 2

={l

. 4! . . ~ .~ , .
Veja que - indica a permutagao com repeticéo dos nimeros fixados.

Caso 5: Casos em que se tem exatamente uma entrada igual a 1 e trés entradas iguais a
2.

S
[l
—
N
[l
o

L=
N
N[
==
w

.. . 4! . . ~ - ’
Similar ao caso anterior, 3 indica a permutacao com repeticao dos quatro numeros

fixados.
Caso 6: Casos em que se tem exatamente duas entradas iguais a 1 e duas entradas iguais
az2.
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. 4! . . ~ .~ , .
Veja que — indica a permutacdo com repeti¢cdo dos quatro nimeros fixados.
2!1-2!

Somando o0s seis casos, temos:
192 +48+48+4+4+ 6 =302
Dai,

P(B) = 302 ~ 233
T 12096 0™

Portanto, a probabilidade de se obter pelo menos um ndmero 3, resultante de todas as
possiveis somas dois a dois do langamento de quatro dados &, aproximadamente, 23,3%.
O evento pedido nesse item é equivalente ao evento C = C; U C,, em que:
e (;:“quédruplas com pelo menos uma entrada igual a 1 e uma entrada igual a 3”.
e (,: “quadruplas com pelo menos duas entradas iguais a 2”.
Logo:
P(C) = P(Cy) + P(Cy) — P(C, N Cy).

Observe que P(C,) é analoga a probabilidade calculada no item b) e P(C,) é andloga
a probabilidade calculada no item a). Nos resta agora calcular P(C; N C,).

Perceba que C; N C, consiste nas quadruplas que possuem uma entrada igual a 1,

4!

uma entrada igual a 3 e duas entradas iguais a 2. Portanto, #(C; N C,) = 5= 12.
Dai:
P(C) =P(C) +P(C,) —P(C,NCy) =2 4 7L _ 12 _ 21 ~ 3560

1296 = 1296 1296 1296

Portanto, a probabilidade de se obter pelo menos um nimero 4, resultante de todas
as possiveis somas dois a dois do lancamento de quatro dados é, aproximadamente,
35,6%.
O evento pedido nesse item é equivalente ao evento D = D; U D,, em que:
e D,: “quadruplas com pelo menos uma entrada igual a 1 e uma entrada igual a
4,
e D,: “gquadruplas com pelo menos uma entrada igual a 2 e uma entrada igual a
3”.
Logo:
P(D) = P(D;) + P(D,) — P(D; N D,).
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Observe que P(D;) e P(D,) é anéloga a probabilidade calculada no item b). Ou seja,

P(D,) = P(D,) = % Resta calcular P(D; N D,).

Veja que D; N D, consiste nas quadruplas que possuem uma entrada igual a 1, uma
entrada igual a 4, uma entrada igual a 2 e uma entrada igual a 3. Portanto, #(D; N D,) =
4! = 24.

Dai:

302 4 302 24 580 ~ 44.7Y
1296 ' 1296 1296 1296

Portanto, a probabilidade de se obter pelo menos um nimero 5, resultante de todas as

P(D) = P(Dy) + P(D;) —P(D; N D,) =

possiveis somas dois a dois do langamento de quatro dados &, aproximadamente, 44,7%.

O evento pedido nesse item é equivalente ao evento E = E; U E, U E5, em que:
e E,:“quédruplas com pelo menos uma entrada igual a 1 e uma entrada igual a 5”.
e E,:“quadruplas com pelo menos uma entrada igual a 2 e uma entrada igual a 4”.
e E5:“quadruplas com pelo menos duas entradas iguais a 3”.

Logo:

P(E) = P(E,) + P(E,) + P(E3) — P(E; N E,) — P(E; N E3) — P(E, N E3) +

P(E,NE,NE).

Observe que calcular P(E;) e P(E,) é andlogo ao calculo realizado no item b), e calcular

P(E3) é similar ao célculo realizado no item a). Dai, P(E;) = P(E;) = % e P(E;) =

171

1296

Agora vejamos as intersecdes. Note que E; N E, é o conjunto das quadruplas que
possuem uma entrada igual a 1, uma igual a 5, uma igual a 2 e uma igual a 4. Logo,
#(E, NE,) = 4! = 24.

E; N E5 é 0 conjunto das quadruplas que possuem uma entrada igual a 1, uma igual a 5

e duas iguais a 3. Logo #(E; N E3) = :—: =12.

E, N E5 é 0 conjunto das quadruplas que possuem uma entrada igual a 2, uma igual a 4
e duas iguais a 3. Logo #(E, N E3) = :—: =12.

Por fim, E; N E, N E5 € 0 conjunto das quadruplas que possuem uma entrada igual a 1,
uma igual a 5, umaigual a 2, uma igual a 4 e duas iguais a 3. Note que esse evento € um
evento impossivel e portanto, #(E; N E, N E3) = 0.

Assim;
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302 4 302 4 171 24 12 12 4 0 727
1296 1296 1296 1296 1296 1296 1296 1296
Portanto, a probabilidade de se obter pelo menos um numero 6, resultante de todas as

P(E) = = 56,1%.

possiveis somas dois a dois do lancamento de quatro dados €, aproximadamente,
56,1 %.
O evento pedido nesse item é equivalente ao evento F = F; U F, U F3, em que:
e F;:“quadruplas com pelo menos uma entrada igual a 1 e uma entrada igual a 6”.
e F,: “quadruplas com pelo menos uma entrada igual a 2 e uma entrada igual a 5”.
e F;:“quadruplas com pelo menos uma entrada igual a 3 e uma entrada igual a 4”.
Precisamos calcular:
P(F) = P(F)) + P(F,) + P(F;) — P(F, N F,) — P(F, N F3) — P(F, N F3) + P(F, N
F, N ).

Observe que P(F;), P(F,) e P(F3) é anéloga a probabilidade calculada no item b). Ou

seja, P(Fy) = P(F;) = P(F3) = %26

Agora, vejamos as interse¢fes. Note que F; N F, é o conjunto das quéadruplas que
possuem uma entrada igual a 1, uma igual a 6, uma igual a2 e umaigual a 5. F; N F5 é
0 conjunto das quédruplas que possuem uma entrada igual a 1, uma igual a 6, uma igual
a3eumaigual a4. F, n F; é o conjunto das quadruplas que possuem uma entrada igual
a2, umaigual a5, umaigual a3 eumaigual a 4. E assim, #(F; N F,) = #(F; N F3) =
#(F, N Fy) = 4! = 24.

Por fim, F; N F, N F; é o conjunto das quadruplas que possuem uma entrada igual a 1,
uma igual a 6, uma igual a 2, uma igual a 5, uma igual a 3 e uma igual a 4. Note que
esse evento é um evento impossivel e portanto, #(F, N F, N F3) = 0.

Assim:

302 4 302 + 302 24 24 24 4 0 834
1296 1296 1296 1296 1296 1296 1296 1296

Portanto, a probabilidade de se obter pelo menos um namero 7, resultante de todas as

P(F) = = 64,3 %.

possiveis somas dois a dois do langamento de quatro dados €, aproximadamente, 64,3%.

g) O evento pedido nesse item € equivalente ao evento G = G, U G, U G5, em que:

e (;:“quadruplas com pelo menos uma entrada igual a 2 e uma entrada igual a 6”.
e (G, “quadruplas com pelo menos uma entrada igual a 3 e uma entrada igual a
5”.

e (3 “guadruplas com pelo menos duas entradas iguais a 4”.
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O célculo de P(G) ¢ idéntico ao célculo de P(E) trocando apenas as propriedades dos

727

eventos. Sendo assim, concluimos que P(G) = T5oe = 56,1%.

Portanto, a probabilidade de se obter pelo menos um ndmero 8, resultante de todas as
possiveis somas dois a dois do langamento de quatro dados &, aproximadamente, 56,1%.
O evento pedido nesse item é equivalente ao evento H = H; U H,, em que:
e H;: “quadruplas com pelo menos uma entrada igual a 3 e uma entrada igual a
6”.
e H,: “quadruplas com pelo menos uma entrada igual a 4 e uma entrada igual a
57,
O célculo de P(H) é idéntico ao calculo de P(D) trocando apenas as propriedades dos

580

eventos. Sendo assim, concluimos que P(H) = e = 44,7%.

Portanto, a probabilidade de se obter pelo menos um nimero 9, resultante de todas as
possiveis somas dois a dois do lancamento de quatro dados €, aproximadamente,
44,7 %.
O evento pedido nesse item é equivalente ao evento I = I; U I,, em que:
e [;: “quadruplas com pelo menos uma entrada igual a 4 e uma entrada igual a 6”.
e [,: “quédruplas com pelo menos duas entradas iguais a 5”.

O célculo de P(I) é idéntico ao calculo de P(C) trocando apenas as propriedades dos

461

eventos. Sendo assim, concluimos que P(I) = Toc = 35,6%.

Portanto, a probabilidade de se obter pelo menos um nimero 10, resultante de todas as
possiveis somas dois a dois do lancamento de quatro dados €, aproximadamente,
35,6 %.

O evento pedido nesse item é equivalente ao seguinte evento J: “quédruplas com pelo
menos uma entrada igual a 5 e uma entrada igual a 6”.

O célculo de P(J) é idéntico ao célculo de P(B) trocando apenas as propriedades do

evento. Sendo assim, concluimos que P(J) = fzﬁ = 23,3%.

96
Portanto, a probabilidade de se obter pelo menos um nimero 11, resultante de todas as
possiveis somas dois a dois do langamento de quatro dados €, aproximadamente, 23,3%.
O evento pedido nesse item é equivalente ao seguinte evento K: “quadruplas com pelo
menos duas entradas iguais a 6”.

O calculo de P(K) é idéntico ao calculo de P(A) trocando apenas as propriedades do

171

evento. Sendo assim, concluimos que P(K) = Soe = 13,2%.
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Portanto, a probabilidade de se obter pelo menos um nimero 12, resultante de todas as

possiveis somas dois a dois do langamento de quatro dados &, aproximadamente, 13,2%.

Com base na solucdo do desafio acima, pode-se concluir que o numero com maior
probabilidade de ocorréncia é o nimero 7 com 64,3%. Em contrapartida, 0s niUmeros 2 e 12 séo
0S que possuem menor probabilidade de ocorréncia, ambos com probabilidade igual a 13,2%.

A partir desses calculos, é possivel ver que a distancia a ser percorrida em cada coluna
esta relacionada a probabilidade de ocorréncia do nimero associado a ela. Os numeros 2 e 12,
3ell,4e10,5e9, 6 e 8 possuem as mesmas probabilidades de ocorréncia e por esse motivo
a distancia até o topo das colunas em cada par € a mesma. Percebe-se também que, quanto maior
for a probabilidade de sucesso, maior sera a distancia a ser percorrida até o topo. Dessa forma,
a coluna do nimero 7, a qual possui probabilidade de ocorréncia Unica e a maior de todas tem
0 maior caminho a ser percorrido. Essa relacdo faz com que o tabuleiro do jogo tenha uma
configuracdo simétrica em relacéo a coluna do numero 7.

Saber apenas a probabilidade de ocorréncia individual de cada ndimero ndo é o
suficiente, no entanto € necessaria essa primeira investigacdo para que se possa aprofundar a

andlise do jogo Can'’t Stop.

5.2 Probabilidade de sucesso das trincas do jogo Can’t Stop

Uma trinca no jogo Can'’t Stop € um conjunto de trés nimeros distintos, esses nimeros
correspondem as colunas do jogo que sdo enumeradas de 2 a 12. Portanto, para saber a
quantidade de trincas que podem ser formadas basta calcular todas as combinagdes possiveis
de 11 elementos tomados 3 a 3. Ou seja, calcular Cyq 3.

Cira = 11! =11.10.9.8!=11.10.9=165.
3731 (11 = 3)! 3!-8! 6

Logo, existem 165 trincas distintas para se apostar no jogo.

Esta secdo traz um compilado de probabilidades de todas as possiveis trincas que um
jogador pode escolher apostar no jogo Can 't Stop, com 0 objetivo de apontar, matematicamente,
a melhor delas. Diante do grande nimero de trincas possiveis, inicialmente, sera apresentada a
prova detalhada de quatro trincas. Posteriormente, todas as trincas serdo expostas em uma tabela
em que os calculos foram realizados com o auxilio do programa Excel, juntamente com alguns

resultados obtidos a partir da analise das probabilidades mostradas.
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Como na resolucao do desafio acima, para o célculo das probabilidades a seguir, sera
associado o experimento “lancar quatro dados de seis faces simultaneamente e realizar todas as
possiveis somas dois a dois” ao experimento “lancar quatro dados distintos e observar as faces

voltadas para cima”.

5.2.1 Probabilidade de sucesso da trinca (2, 3, 4)

Considere 0s eventos a seguir.
e Evento A: “Pelo menos uma soma igual a 2”;
e Evento B: “Pelo menos uma soma igual a 3”;
e Evento C: “Pelo menos uma soma igual a 4”.
Logo, o que se deseja € calcular:
P(AUBUC)=P(A)+PB)+P(C)—
—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC().
Observe 0s casos a seguir.
Caso 1: Calcular P(A N B). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas que
possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 2 e pelo menos uma soma de duas
entradas igual a 3.
Para obter soma 2, é necessario ter pelo menos duas entradas iguais a 1. E para obter
soma 3, € necessario ter pelo menos uma entrada igual a 1 e uma entrada igual a 2.
Dessa forma, tem-se as seguintes situacdes possiveis:
1) Trés entradas iguais a 1 e uma entrada igual a 2.
Nessa situacdo tem-se 4 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P3.
2) Duas entradas iguais a 1 e duas entradas iguais a 2.
Nessa situacdo tem-se 6 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer Pf'z.
3) Duas entradas iguais a 1, uma entrada igual a 2 e uma entrada diferente de 1 e 2.

Nessa situacdo tem-se 48 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer 4 - P2,

4+6+48 _ 58

Logo P(ANB) = 0~ 1aoc"

Caso 2: Calcular P(A N C). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas que
possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 2 e pelo menos uma soma de duas

entradas igual a 4.
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Nesse caso, além da soma 2, para obter soma 4, é necessario ter pelo menos duas
entradas iguais a 2 ou uma entrada igual a 1 e uma entrada igual a 3. Dai, temos as seguintes
situacoes.

1) Trés entradas iguais a 1 e uma entrada igual a 3.

Nessa situacdo tem-se 4 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P;.
2) Duas entradas iguais a 1 e duas entradas igual a 2.

Nessa situacdo tem-se 6 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer Pf'z.
3) Duas entradas iguais a 1 e duas entradas igual a 3.

Nessa situacdo tem-se 6 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P42'2.

4) Duas entradas iguais a 1, uma entrada igual a 3 e uma entrada diferente de 1 e de 3.

Nessa situagdo, tem-se 48 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer 4 - P2.

4+6+6+48 64
1296 1296

Logo P(ANC) =

Caso 3: Calcular P(B n C). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas que
possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 3 e pelo menos uma soma de duas
entradas igual a 4.
Além da soma 4, para obter soma 3, é necessario ter pelo menos uma entrada igual a 1
e uma entrada igual a 2. Dai, temos as seguintes situacoes.
1) Umaentrada igual a 1, uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 3 e uma entrada igual
al 2ou3.
Nessa situagdo, tem-se 36 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer 3 - P2.
2) Uma entrada igual a 1, duas entradas iguais a 2 e uma entrada igual a 1 ou 2.
Nessa situacdo, tem-se 10 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer Pf’z + P3.
3) Uma entrada igual a 1, duas entradas iguais a 2 e uma entrada diferente de 1, 2 e 3.
Nessa situagdo, tem-se 36 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer 3 - P2.
4) Uma entrada igual a 1, uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 3 e uma entrada
diferentede 1, 2 e 3.
Nessa situacdo, tem-se 72 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer 3 - P,.

36+10+36+72 _ 154
1296 1296

Caso 4: Calcular P(A N B N C). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas

Logo P(BNC) =

gue possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 2, pelo menos uma soma de duas
entradas igual a 3 e pelo menos uma soma de duas entradas igual a 4.
Dai, temos as seguintes situacgoes.

1) Duas entradas iguais a 1 e duas entradas iguais a 2.
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Nessa situacdo, tem-se 6 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer Pf'z.
2) Duas entradas iguais a 1, uma entrada igual a 2 e uma entrada igual a 3.

Nessa situagdo, tem-se 18 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer PZ.

LogoP(ANBNC) = oz _ 18
1296 1296
Pela resolugdo do desafio na secéo anterior tem-se que P(A) = %,P(B) = % e P(C) =

461

1296

Portanto, pode-se concluir que:
P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C) -
—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC) =

171 302 461 58 64 154 18 676 _ ...
1296 ' 1296 ' 1296 1296 1296 1296 1296 1296 = > o2

Desse modo, conclui-se que a probabilidade de sucesso da trinca (2, 3, 4) é de 52,16%.

5.2.2 Probabilidade de sucesso da trinca (2, 3, 10).

Considere 0s eventos a seguir.
e Evento A: “Pelo menos uma soma igual a 2”;
e Evento B: “Pelo menos uma soma igual a 3”;
e Evento I: “Pelo menos uma soma igual a 10”.
Para calcular P(A U B U I), é necessario considerar 0s casos a seguir.

Caso 1: Calcular P(An B). Esse célculo ja foi feito na subsecdo anterior e sabe-se que

58
1296

P(ANB) =
Caso 2: Calcular P(A N I). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas que
possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 2 e pelo menos uma soma de duas
entradas igual a 10. Dai, temos as seguintes situacdes:
1) Duas entradas iguais a 1 e duas entradas iguais a 5.
Nessa situacdo, tem-se 6 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer Pf’z.
2) Duas entradas iguais a 1, uma entrada igual a 4 e uma entrada igual a 6.

Nessa situacdo, tem-se 12 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer PZ.

6+12 18
LOgO P(A N I) = _1296 = T%
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Caso 3: Calcular P(B N I). Para isso € necessario contar todas as quadruplas ordenadas que
possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 3 e pelo menos uma soma de duas
entradas igual a 10. Dai, temos as seguintes situagoes:
1) Umaentrada igual a 1, uma entrada igual a 2 e duas entradas iguais a 5.
Nessa situagdo, tem-se 12 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer PZ.

2) Umaentrada igual a 1, uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 4 e uma entrada igual

aob.
Nessa situacdo, tem-se 24 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P,.
12+24 36
Logo P(BNI) = oc = T29¢

Caso 4: Calcular P(A n B N I). Nesse caso, ndo existe nenhuma quadrupla ordenada cuja soma

de duas entradas quaisquer resultem em 2, 3 e 10.
o
1296

LogoP(ANBNI) =

Pela resolucdo do desafio na secdo anterior tem-se que P(A) = %,P(B) = %926 e P(I) =

461

1296

Portanto, pode-se concluir que:
P(AUBUI) =P(A)+P(B)+P() -
—P(ANB)—P(AND —-P(BND+PANBNI) =

171 4 302 4 461 58 18 36 4 0 822
1296 1296 1296 1296 1296 1296 1296 1296

= 0,6343 = 63,43%.

Desse modo, conclui-se que a probabilidade de sucesso da trinca (2, 3, 10) é de 63,43%.

5.2.3 Probabilidade de sucesso da trinca (10, 11, 12).

Considere 0s eventos a seguir.
e Evento I: “Pelo menos uma soma igual a 10”;
e Evento J: “Pelo menos uma soma igual a 117;
e Evento K: “Pelo menos uma soma igual a 12”.
Para calcular P(I U J U K), é necessario considerar 0s casos a seguir.
Caso 1: Calcular P(I nJ). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas que
possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 10 e pelo menos uma soma de duas
entradas igual a 11. Dai, temos as seguintes situagdes:
1) Uma entrada igual a 4, uma entrada igual a 5, uma entrada igual a 6 e uma entrada igual
a4,56,1,20u3.
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Nessa situacdo, tem-se 108 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P? + P? +
P+ P,+ P, + P,.

2) Duas entradas iguais a 5, uma entrada igual a 6 e uma entrada igual a 5, 6, 1, 2 e 3.
Nessa situagdo, tem-se 46 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P + Pf'z +
P? + PZ + P2. O nimero 4 ndo entra nessa contagem, pois a trinca (5, 5, 6, 4) ja foi

contada em 1).

108+46 _ 154

1296 1296

Caso 2: Calcular P(I n K). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas que

LogoP(IN]J) =

possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 10 e pelo menos uma soma de duas
entradas igual a 12. Dai, temos as seguintes situagdes:
1) Uma entrada igual a 4, duas entradas iguais a 6 e uma entrada igual a 4, 6, 1, 2, 3 ou 5.
Nessa situagdo, tem-se 58 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer Pf'z + P2+
P? + P? + P? + PZ.
2) Duas entradas iguais a 5 e duas entradas iguais a 6.

Nessa situacdo, tem-se 6 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer Pf'z.

58+6 64
Logo P(INK) = e = T29c"

Caso 3: Calcular P(J N K). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas que
possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 11 e pelo menos uma soma de duas
entradas igual a 12. Dai, temos a seguinte situac&o:
1) Uma entrada igual a 5, duas entradas iguais a 6 e uma entrada igual a 5, 6, 1, 2, 3 ou 4.
Nessa situacdo, tem-se 58 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer Pf'z + P +
P} + P} + P? + P2
Logo PJNK) = %
Caso 4: Calcular P(I n J n K). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas que
possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 10, pelo menos uma soma de duas
entradas igual a 11 e pelo menos uma soma de duas entradas igual a 12. Neste caso temos a
seguinte equacéo:
Uma entrada igual a 5, duas entradas iguais a 6 e uma entra igual a 5 ou 4. Nessa

situacéo, tem-se 18 quédruplas possiveis. Para calcular basta fazer P>* + P7.

18

LogoP(ANBNI) = e
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461 302

Pela resolucéo do desafio na secdo anterior tem-se que P(I) = Soc P()) = oc € P(K) =

171

1296
Portanto, pode-se concluir que:
PIUJUK)=P()+P()+P(K)—
—P(INn])—PUNK)—PUJNK)+P(UNJNK) =
461 302 171 154 64 58 18 676

— — — = = = 0
1296 + 1296 + 1296 1296 1296 1296 T 1296 1296 0,5216 = 52,16%.

Desse modo, conclui-se que a probabilidade de sucesso da trinca (10, 11, 12) é de 52,16%.

5.2.4 Probabilidade de sucesso da trinca (6, 7, 8).

Considere 0s eventos a seguir.
e Evento E: “Pelo menos uma soma igual a 6”;
e Evento F: “Pelo menos uma soma igual a 77;
e Evento G: “Pelo menos uma soma igual a 8”.
Para calcular P(E U F U (), é necessario considerar 0s casos a segulir.
Caso 1: Calcular P(E n F). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas que
possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 6 e pelo menos uma soma de duas
entradas igual a 7. Dai, temos as seguintes situagdes:
1) Umaentrada igual a 1, uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 5 e uma entrada igual
a qualquer um dos numeros 1, 2, 5, 3, 4, 6.
Nessa situacdo, tem-se 108 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P? + P? +
P?+ P, + P, + P,.
2) Umaentrada igual a 1, uma entrada igual a 5, uma entrada igual a 6 e uma entrada igual
a qualquer um dos numeros 1, 5, 6, 3, 4. O nimero 2 ndo entra nessa contagem, pois a
trinca (1, 2, 5, 6) ja foi contada em 1.
Nessa situacdo, tem-se 84 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P? + PZ +
P?+ P, + P,.
3) Umaentrada igual a 2, uma entrada igual a 4, uma entrada igual a 3 e uma entrada igual
az2,4,3,150u6.
Nessa situacdo, tem-se 108 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P? + P? +

P+ P, + P, +P,.
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5)

6)

7)

8)

9

Logo P(ENF) =
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Uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 4, uma entrada igual a 5 e uma entrada igual
a2,4,50u 6. Ondmero 3 ndo entra nessa contagem, pois a trinca (2, 4, 3, 5) ja foi
contada em 3).

Nessa situacdo, tem-se 60 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P? + PZ +
P? + P,.

Duas entradas iguais a 3, uma entrada igual a 4 e uma entrada igual a 3, 4, 1, 5 ou 6.
Nessa situacdo, tem-se 46 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P} + Pf’z +
P? + PZ + PZ.

Duas entradas iguais a 3, uma entrada igual a 1 e uma entrada igual a 6.

Nessa situagdo, tem-se 12 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer PZ.

Uma entrada igual a 1, uma entrada igual a 3, uma entrada igual a 4 e uma entrada igual
abs.

Nessa situacdo, tem-se 24 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P,.

Uma entrada igual a 1, uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 4 e uma entrada igual
a 6.

Nessa situacdo, tem-se 24 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P,.

Duas entradas iguais a 3, uma entrada igual a 2 e uma entrada igual a 5.

Nessa situagdo, tem-se 12 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer PZ.

108+84+108+60+46+12+24+24+12 _ 478
1296 T 1296

Caso 2: Calcular P(F n G). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas que

possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 7 e pelo menos uma soma de duas

entradas igual a 8. Dai, temos as seguintes situacdes:

1)

2)

3)

Uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 6, uma entrada igual a 5 e uma entrada igual
az26,51,30u4.

Nessa situacdo, tem-se 108 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P? + P? +
P?+ P, + P, + P,.

Uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 6, uma entrada igual a 1 e uma entrada igual
az2,6,1,3o0u4. Ondmero 5 ndo entra nessa contagem, pois a trinca (2, 6, 5, 1) ja foi
contada em 1).

Nessa situacdo, tem-se 84 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P? + PZ +
P?+ P, + P,.

Uma entrada igual a 3, uma entrada igual a 5, uma entrada igual a 4 e uma entrada igual
a3,54,1,20ub6.
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5)

6)
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Logo P(FNG) =
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Nessa situacdo, tem-se 108 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P? + P? +
P+ P,+ P, + P,.

Uma entrada igual a 3, uma entrada igual a 5, uma entrada igual a 2 e uma entrada igual
a 3,5, 2o0ul Ondmero 4 ndo entra nessa contagem, pois a trinca (3, 5, 4, 2) ja foi
contada em 3).

Nessa situacdo, tem-se 60 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P? + PZ +
P? + P,.

Duas entradas iguais a 4, uma entrada igual a 3 e uma entrada igual a 4, 3, 1, 2 ou 6.
Nessa situacdo, tem-se 46 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P} + Pf’z +
P? + P + PZ.

Duas entradas iguais a 4, uma entrada igual a 1 e uma entrada igual a 6.

Nessa situagdo, tem-se 12 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer PZ.

Uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 6, uma entrada igual a 3 e uma entrada igual
ad.

Nessa situacdo, tem-se 24 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P,.

Uma entrada igual a 3, uma entrada igual a 5, uma entrada igual a 1 e uma entrada igual
a 6.

Nessa situacdo, tem-se 24 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P,.

Duas entradas iguais a 4, uma entrada igual a 2 e uma entrada igual a 5.

Nessa situagdo, tem-se 12 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer PZ.

108+84+108+60+46+12+24+24+12 _ 478
1296 " 1296

Caso 3: Calcular P(E n G). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas que

possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 6 e pelo menos uma soma de duas

entradas igual a 8. Dai, temos as seguintes situagdes:

1)

2)

3)

Uma entrada igual a 1, uma entrada igual a 5, uma entrada igual a 3 e uma entrada igual
al,5,3240u6.

Nessa situacdo, tem-se 108 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P? + P? +
P?+ P, + P, + P,.

Uma entrada igual a 1, uma entrada igual a 5, duas entradas iguais a 4.

Nessa situagdo, tem-se 12 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer PZ.

Uma entrada igual a 1, uma entrada igual a 5, uma entrada igual a 2 e uma entrada igual
a 6.

Nessa situacdo, tem-se 24 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P,.
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9

Logo P(ENG) =
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Uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 4, uma entrada igual a 6 e uma entrada igual
az2,4,6,1,30ub5.

Nessa situagdo, tem-se 108 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P? + PZ +
P?+ P, + P, + P,.

Uma entrada igual a 2, duas entradas iguais a 4 e uma entrada igual a 2, 4, 1, 3 ou 5.
Nessa situagdo, tem-se 46 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P42'2 + P +
P? + Pf + PZ.

Uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 4, uma entrada igual a 3 e uma entrada igual
ab.

Nessa situacdo, tem-se 24 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P,.

Duas entradas iguais a 3, uma entrada igual a 5 e uma entrada igual a 3, 5, 2, 4 ou 6.
Nessa situacdo, tem-se 46 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P} + Pf'z +
P? + PZ + PZ.

Duas entradas iguais a 3, uma entrada igual a 2, e uma entrada igual a 6.

Nessa situagdo, tem-se 12 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer PZ.

Duas entradas iguais a 3 e duas entradas iguais a 4.

Nessa situacdo, tem-se 6 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer Pf'z.

108+12+24+108+46+24+46+12+6 _ 386
1296 " 1296

Caso 4: Calcular P(E N F N G). Para isso é necessario contar todas as quadruplas ordenadas

que possuem pelo menos uma soma de duas entradas igual a 6, pelo menos uma soma de duas

entradas igual a 7 e pelo menos uma soma de duas entradas igual a 8. Dai, temos as seguintes

situacoes:

1)

2)

3)

4)

Uma entrada igual a 1, uma entrada igual a 5, uma entrada igual a 6 e uma entrada igual
a2ou3.

Nessa situacdo, tem-se 48 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer 2 - P,.

Uma entrada igual a 1, uma entrada igual a 5, uma entrada igual a 3 e uma entrada igual
a2

Nessa situacdo, tem-se 24 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P,.

Uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 4, uma entrada igual a 5 e uma entrada igual
a3,4o0ub6.

Nessa situagdo, tem-se 60 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P, + PZ + P,.
Uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 4, uma entrada igual a 3 e uma entrada igual

a4oub.



69

Nessa situacdo, tem-se 36 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer PZ + P,.

5) Duas entradas iguais a 3, uma entrada igual a 4, e uma entrada igual a 4 ou 5.
Nessa situacdo, tem-se 18 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer Pf'z + P2

6) Uma entrada igual a 1, uma entrada igual a 2, uma entrada igual a 4 e uma entrada igual
a 6.
Nessa situacdo, tem-se 24 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P,.

7) Umaentrada igual a 1, uma entrada igual a 5, uma entrada igual a 3 e uma entrada igual
ad.
Nessa situacdo, tem-se 24 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer P,.

8) Duas entradas iguais a 4, uma entrada igual a 2 e uma entrada igual a 3.

Nessa situagdo, tem-se 12 quadruplas possiveis. Para calcular basta fazer PZ.

484+24+60+36+18+24+24+12 246

LogoP(ENFNG) = o = oo

Pela resolucéo do desafio na secdo anterior tem-se que P(E) = P(G) = %976 e P(F) = %:‘6.

Portanto, pode-se concluir que:
P(EUFUG) =P(E)+P(F)+P(G) -
—P(ENF)—P(ENG)—P(FNG)+P(ENFNG) =

727 4 834 4 727 478 478 386 4 246 1192
1296 1296 1296 1296 1296 1296 1296 1296

= 0,9198 = 91,98%.

Desse modo, conclui-se que a probabilidade de sucesso da trinca (6, 7, 8) é de 91,98%.

Vale ressaltar que essa é a trinca com maior chance de sucesso possivel.

5.2.5 Probabilidade de sucesso de todas as possiveis trincas do jogo Can’t Stop

Todas as 165 trincas possiveis do jogo Can 't Stop foram compiladas no programa Excel
e organizadas em forma crescente de probabilidade na tabela abaixo. A seguir, é feito um breve
resumo do procedimento realizado, assim como é disponibilizado o arquivo onde foram feitos

os célculos para um melhor entendimento.



Tabela 1 - Probabilidade de sucesso de todas as possiveis trincas do jogo Can’t Stop
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(2312 | (1112) | (234) | (101112) | (2311 | (311,12 | (2412 | (21012
4383% | 4383% | 5216% | 52,16% 5255% | 5255% | 5517% 55,17%
2,1011) | (34,12 (235 | 01112) | (23100 | (41112) | (2512) | (2,912
57,87% 57,87% | 5841% | 5841% 63,43% | 63,43% 63,43% 63,43%
(31012 | (2411) | (2911) | (3512 | (3411 | (31011) | (245 | (9,1012)
63,43% 63,43% | 63,66% 63,66% 65,66% | 6566% 65,74% 65,74%
(345 | 01011) | (236) | (81112) | (29100 | (4512 | (3911 | (3511
66,90% 66,90% | 68,36% 68,36% 70,99% | 70,99% 70,99% 70,99%
239 | 61112 | (3912 | (2511) | (2811 | (3612 | (2410) | (41012
71,22% 71,22% | 71,22% 71,22% 7361% | 73,61% 73,84% 73,84%
2812 | (2612 (346) | (81011) | (237 | (71112) | (238 | (611,12
73,84% 73,84% | 74,23% 74,23% 7523% | 7523% 75,62% 75,62%
(25100 | (4912 | (34100 | (41011) | (3812 | (611 | (51012 | (249
75,62% 75,62% | 75,62% 75,62% 75,62% | 75,62% 75,62% 75,62%
46 | 81012 | (3611 | (3811 | (4911) | (35,0) (2,5.9) (5,9,12)
75,85% 7585% | 75,85% 75,85% 7585% | 75,85% 76,00% 76,00%
(2,5.6) (8,9,12) (3,5.6) (8,9,11) (3,5.9) G911 | (711) | (3712
77,01% 77,01% | 77,08% 77,08% 77,62% | 77,62% 77,85% 77,85%
(39,100 | (4511) (349 | (61011 | (357 (7,9,11) G4 | 1011
77,85% 77,85% | 77,85% 77,85% 78,70% | 78,70% 79,09% 79,09%
(348) | (61011) | (456) (8,9,10) (4,59) (5,9,10) 47 | (1012
79,63% 79.63% | 79,63% 79,63% 79,86% | 79.86% | 80,71% 80,71%
(3,5.8) (6,9,11) (2,5.7) (7912) | (26100 | (4812 (248 | (61012
80,79% 80,79% | 80,94% | 80,94% 81,10% | 81,10% | 81,56% 81,56%
(2,810) | (4612 (2,8,9) (612 | (4811) | (36100 | (45100 | (4,9,10)
81,56% 8156% | 8225% | 82,25% 82,25% | 8225% | 82,25% 82,25%
(3,6,9) (5,8,11) (2,5.8) (6,9,12) (2,6,9) (812 | (38100 | (4611
82,64% 82,64% | 8287% | 8287% 83,33% | 8333% | 83,33% 83,33%
4712 | 7100 | (5712 (2,7.9) @711 | (3,710) (3,8,9) (5,6,11)
83,33% 83,33% | 8356% | 83,56% 83,56% | 8356% | 83,56% 83,56%
(3,7.9) (5,7,11) (4,5.,8) (6,9,10) (4,5,7) (7,9,10) (3,6.,8) (6,8,11)
84,26% 84,26% | B8A57% | 8457% 84,80% | 84,80% | 8534% 85,34%
(4,8.9) (5,6,10) (2,6,7) (7,8,12) (4,6,9) (5,8,10) (3,6,7) (7,811
86,27% 86,27% | 8642% | 86,42% 86,42% | 8642% | 86,50% 86,50%
(5,6,9) (5,8,9) (2,6,8) 6,812 | (46100 | (4810) (4,6,7) (7,8,10)
86,65% 86,65% | 88,35% | 88,35% 88,35% | 88,35% | 88,58% 88,58%
(5,6,7) (7,89) (2,7.8) (6,7,12) (3,7.8) (6,7,11) (4,7.9) (5,7,10)
88,66% 88,66% | 89,04% | 89,04% 89,27% | 8927% | 89,27% 89,27%
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(5,6,8) (6,8,9) (4,7,8) (6,7,10) (4,6,8) (6,8,10) (5,7,8) (6,7,9)
8951% | 8951% | 90,28% | 9028% | 91,13% | 9113% | 9144% | 91,44%
(711) | (2712 (5,7,9) (4,7,10) (6,7,8)
7762% | 7809% | 8534% | 87,65% | 91,98%

Fonte: Elaborada pela autora.

Inicialmente, no arquivo'® do Excel (acompanhe pelo link em anexo), foram dispostos,
manualmente, os 1296 possiveis resultados para o lancamento de quatro dados. As colunas A,
B, C e D indicam os valores possiveis para cada dado.

Nas colunas F, G, H, I, J e K sdo fornecidas as possiveis somas dois a dois dos resultados
obtidos no langcamento dos quatro dados. A coluna F é a soma dos resultados das colunas A e
B; a coluna G é a soma dos resultados das colunas C e D; a coluna H é a soma dos resultados
das colunas A e C; a coluna | é a soma dos resultados das colunas B e D; a coluna J é a soma
dos resultados das colunas A e D e, por fim, a coluna K é a soma dos resultados das colunas B
e C.

Na coluna M, sdo contadas as repeti¢cbes do nimero 2 que aparecem nas colunas de F a
K. Por exemplo, considere Mi a célula posicionada na coluna M e linha i, nela h& a quantidade
de repeticdes do numero 2 que aparecem nas células F; até Ki. O comando utilizado para esse
procedimento foi o0 “=CONT.SE(Fi:Ki;2)”. De forma analoga, procedeu-se com a coluna N e o
namero 3, com a coluna O e o nimero 4, sucessivamente, até a coluna W e o nimero 12.

As onze colunas seguintes a partir da coluna Y foram criadas para verificar os calculos
de probabilidade realizados neste trabalho.

A titulo de exemplo, consideremos a coluna Y, na célula Y;, foi usado o comando
=SE(Mi>0;1;0) que preenche a célula Yi com 1 caso a célula Mi contenha um valor que seja
maior que 0, caso contrario,b a célula Y; é preenchida com O.
De forma analoga relacionam-se as colunas N e Z, O e AA, P e AB, Q e AC, sucessivamente
até as colunas W e Al.

A coluna AK e as demais colunas a direta desta foram criadas para verificar os calculos
de probabilidade realizados neste trabalho. Por exemplo, a coluna AK foi preenchida da
seguinte forma, cada célula AK;i recebeu o comando “=Yi+Zi+AAi” que soma os valores

contidos nas celulas Yi, Zj e AAi. Por sua vez, a coluna seguinte AL foi preenchida de forma

10 Disponivel em:
https://docs.google.com/spreadsheets/d/19ji300R8c870p5IXdPilDj211U12VnD /edit?usp=sharing&ouid=1000
43154716157444709& rtpof=true&sd=true
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que cada célula AL; recebesse o comando “=SE(AKi>0;1;0)” que retorna 1 caso o valor da
coluna AK; seja maior que 0, e retorna 0 caso o valor da coluna AK; seja igual a 0.

O processo descrito para as colunas AK e AL foi repetido para os 164 pares seguintes
de colunas da planilha.

Na linha 1300, a partir da coluna AL, foram dispostas as 165 trincas possiveis. Na linha
1298, foi feito o0 somatdrio das colunas a fim de contabilizar os sucessos de cada trinca para que

na linha 1299 fosse calculado as probabilidades de sucesso das trincas.

5.2.6 Resultados alcancados

A realizacdo de uma analise das probabilidades de sucessos de todas as possiveis trincas
do jogo € importante pelo fato de nimeros com probabilidades de sucesso individuais iguais
produzirem trincas com probabilidades de sucessos distintas. Partindo disso, dentro do contexto
trabalhado, e com base na investigacdo das 165 trincas acima, tem-se 0s seguintes resultados.

Definicdo 14: Dois nimeros x, e x,, tais que x,, x, € {2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}, sdo ditos
Xitxz
2
Proposicao 1: Dados x4, x, € {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}, tem-se que, se x;~x, entao

P(x;) = P(x3).
Prova: Demonstrado na Sec¢éo 5.1.

correspondentes quando satisfazem = 7. E denota-se x; ~x,.

Definicdo 15: Dados xq,x5,X3,V1,Y2, V3 €1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}, as trincas
(x1,%2,%x3) € (y1,¥2,y3) séo ditas correspondentes quando para todo i € {1, 2, 3} existe j €
{1, 2,3} tal que x;~Yy;; e denota-se (x;, x2, X3)~(¥1, Y2, ¥3)-

Proposicdo 2: Se duas trincas (xq,x2,x3) € (V1,Y2,V3) Sa0 correspondentes, entdo

P((xpxz»x?,)) = P((y1,Y2,¥3))-
Prova: Esse resultado pode ser observado na Tabela 1, em que estdo dispostas lado a lado
todas as trincas correspondentes.

Pode-se perceber ainda que as trincas (3, 7, 11), (2,7, 12), (5,7, 9), (4, 7, 10) e (6, 7, 8),
que aparecem na ultima linha da tabela 1, sdo as Unicas que possuem como correspondentes
elas mesmas. Isso ocorre porque o nimero 7 é correspondente dele mesmo e as outras duas
entradas s@o correspondentes entre si.

Para um jogador que conhece apenas as probabilidades de sucesso individuais, seria
espontaneo pensar que as trincas (2, 3, 4) e (2, 3, 10), por exemplo, teriam a mesma

probabilidade de sucesso, uma vez que 4 e 10 sdo correspondentes. No entanto, essa ideia é
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equivocada pois nem o0 2 nem 0 3 possuem correspondentes na outra trinca. E como foi visto
nas sec¢des 5.2.1 e 5.2.2 essas duas trincas possuem probabilidades de sucesso iguais a 52,16%
e 63,43%, respectivamente.

Ainda sabendo apenas da probabilidade de sucesso individual, é razoavel pensar que as
melhores trincas para apostar sdo aquelas em que o numero 7 figura. Entretanto, essa ideia ndo
estd completamente correta. De fato, as 45 trincas que contém o nimero 7 sdo boas apostas,
pois, individualmente, 0 nimero 7 possui a maior probabilidade de ocorréncia, de 64,3%, logo
essas trincas possuem probabilidade de sucesso maior que 64,3%.

Agora, fazendo um ranking das trincas com maior probabilidade de sucesso, existem
outras que ndo possuem o nimero 7 e estdo entre as melhores trincas para se apostar. E 0 caso
das trincas (4, 6, 8) e (6, 8, 10), essas duas trincas sao correspondentes e possuem probabilidade
de sucesso igual a 91,13% e juntas ocupam o terceiro lugar entre as melhores trincas para se
apostar. Em segundo lugar, estdo as trincas correspondentes (5, 7, 8) e (6, 7, 9) ambas com
91,44% de sucesso. E em primeiro lugar, tem-se a trinca (6, 7, 8) com probabilidade de sucesso
igual a 91,98%. Em altimo lugar, as trincas correspondentes (2, 3, 12) e (2, 11, 12) sao as piores
trincas para apostar, ambas com probabilidade de sucesso igual a 43,83%.

Logo, em uma situagdo de jogo em que um jogador lanca os dados e precisa escolher
trés numeros distintos para apostar, 0 conhecimento sobre as probabilidades de sucessos das

trincas possiveis é um diferencial para esse jogador.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Engana-se quem pensa que um professor depois de formado n&o precisa mais estudar,
pelo contrario. O professor precisa estar sempre atento as mudancas que acontecem na
sociedade para que possa se adequar e continuar levando conhecimento com qualidade a seus
alunos. E essencial que o professor busque sempre se atualizar e procure formas diferentes de
transmitir conhecimento. Diante desse cenario, a utilizacdo de jogos na escola apresenta-se
como uma das estratégias possiveis no processo de ensino.

Por meio desta pesquisa, foi possivel compreender um pouco mais sobre a importancia
do jogo como ferramenta pedagdgica no processo educativo. Ao longo do texto pontuou-se
sobre as vantagens que esse objeto pode oferecer e também sobre as dificuldades que podem
ocorrer na execucdo de uma atividade ludica. E diante desse panorama, conclui-se que 0s jogos
sdo ferramentas valiosas na constru¢do do conhecimento e devem ser utilizados como apoio a
prética pedagdgica possibilitando uma participagdo mais ativa do educando no seu processo de
aprendizado.

O jogo em si ndo possui o poder de transmitir completamente o conhecimento almejado,
ele precisa da figura do professor para se tornar uma ferramenta pedagogica. Trabalhar com
jogo requer um planejamento arduo e uma boa disposi¢do por parte do professor, pois se trata
de uma atividade de muita interacdo, o que pode tornar a pratica um pouco cansativa. Muitas
vezes o professor desiste de levar uma atividade ludica por causa de todo o trabalho extra,
pesquisa e tempo de planejamento que esse tipo de atividade requer. Dessa forma, esse trabalho
se dispds a desenvolver uma sequéncia didatica para o estudo de probabilidade no Ensino
Médio, cujo jogo de tabuleiro moderno Can’t Stop é ferramenta pedagdgica. Diante desse
objetivo, a sequéncia foi desenvolvida a fim de oferecer aos educadores um planejamento
construido e adaptavel que poderé ser utilizado por aqueles que desejem investir em aulas mais
dindmicas.

Esta pesquisa trouxe ainda uma analise matematica do jogo de tabuleiro moderno Can'’t
Stop. Por meio dessa investigagdo foi possivel concluir, por exemplo, qual é a trinca com maior
probabilidade de sucesso e a raz&o do tabuleiro ter a configuragdo que possui. Todos 0s pontos
destacados nessa pesquisa podem contribuir para o desenvolvimento de uma estratégia
vencedora do jogo Can 't Stop, além de dar suporte a outros calculos de probabilidade que ainda

podem ser realizados sobre esse jogo.
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Por fim, espera-se que esta pesquisa auxilie educadores em suas praticas pedagdgicas,
contribua na disseminacdo do ensino ludico nas escolas e colabore com o desenvolvimento de

outras pesquisas sobre o tema.
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APENDICE A - AVALIACAO DIAGNOSTICA

1. Paravocé, o que é 0 acaso?

2. O que vocé entende por “experimento aleatorio”?

3. Considere a seguinte situacdo. “Uma moeda ¢é langada e observa-se a face voltada para
cima”.
Antes de lancar a moeda, vocé tem como prever com certeza qual resultado sera obtido?

4. Vocé ja ouviu falar em espaco amostral? Se sim, como vocé descreveria esse termo?

5. Vocé ja ouviu o termo “probabilidade”? Se sim, em qual situa¢cdo? D& um exemplo.

6. O que vocé entende por “probabilidade”?

Para as proximas perguntas considere a situacao:
“Uma moeda ¢ lancada e observa-se a face voltada para cima”.

7. Qual a probabilidade do resultado obtido ser cara?

8. Qual a probabilidade do resultado obtido ser coroa?

9. Qual a probabilidade do resultado obtido ser cara ou coroa?

10. Qual a probabilidade do resultado obtido ser diferente de cara e coroa?
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APENDICE B - QUESTIONARIO

Equipe:

JOGO COM 1 DADO DE SEIS FACES

Lance um dado de seis faces 36 vezes, observe o0 nimero que aparece na face de cima

e anote na tabela abaixo. Ao final veja qual nimero saiu mais vezes.

N° 1 2 3 4 5 6

Frequéncia

Levando em consideracdo o jogo com 1 dado realizado acima, responda as seguintes

perguntas:

1. Quais sdo todos os resultados possiveis de serem obtidos?

2. Vocé acha que tem um numero que € mais facil de ser obtido do que outro? Se sim, qual?

E por qué?

3. Se um jogador diz que escolheu um nimero multiplo de 2 para apostar, quais séo 0s

possiveis numeros que ele escolheu?
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Se um jogador diz que escolheu um namero multiplo de 3 para apostar, quais sdo 0s

possiveis numeros que ele escolheu?

Se um jogador diz que escolheu um ndmero que é maltiplo de 2 ou de 3 para apostar,

quais sdo 0s possiveis nimeros que ele escolheu?

Se um jogador diz que escolheu um ndmero que é maltiplo de 2 e de 3 para apostar, quais

sd0 0s possiveis numeros que ele escolheu?

Ao lancar o dado 36 vezes, suponha que vocé obteve 7 vezes o nimero 1 e 5 vezes 0 numero

~ 7 - - A = - , .
5. A razao B indica a frequenma relativa do nimero 1 nesse experimento, e escrevemos

7 5. . A s . ,
fi= v Damesma forma, f; = v indica a frequéncia relativa do nimero 5. Com base nessa

informagdo e considerando os valores obtidos no jogo com um dado, calcule f;, f2, f3, fa,

fs € fe.
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JOGO COM 2 DADQOS DE SEIS FACES

Lance dois dados de seis faces, simultaneamente, e some 0s nUmeros que aparecem
nas faces voltadas para cima. Em seguida, anote os resultados na tabela abaixo. Realize esse

processo 36 vezes.

N° 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12

Frequéncia

Levando em consideragdo o jogo com 2 dados realizado acima, responda as seguintes

perguntas:

8. Quiais sdo todos os resultados possiveis de serem obtidos?

9. Vocé acha que tem um nimero que é mais facil de ser obtido do que outro? Se sim, qual?

E por qué?

10. Se um jogador diz que escolheu um ndmero par que € multiplo de 3 ou de 5 para apostar,

quais sdo o0s possiveis nimeros que ele escolheu?
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11. Se um jogador diz que escolheu um nimero de um digito, maior que 2 e primo para apostar,

quais sdo 0s possiveis nimeros que ele escolheu?

12. Suponha que no lancamento de dois dados de seis faces, obtivemos como resultado, nas
faces voltadas para cima, 0 nimero 2 no primeiro dado e o nimero 6 no segundo dado.
Representaremos esse resultado como o par ordenado (2, 6). Observe que o resultado 6 no
primeiro dado e 2 no segundo dado resulta no par ordenado (6, 2) e, portanto, é diferente do

caso citado anteriormente.

Com base nessa informacédo, escreva, na tabela a seguir, todos os pares ordenados
resultantes do langcamento de dois dados de seis faces e os organize de forma que ao
realizamos a soma das duas entradas do par ordenado tenhamos como valor resultante um

ndmero de 2 a 12.

10

11

12

13. Levando em conta o jogo com 2 dados, calcule todos os f; onde i € {1,2,3,...,11,12}.



066066
SNONONONONG
0.0 0 0 00 @
0.0 0 0 0O O
0.0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0O
0.0 0 0 0 0O @
O 0 0.0 00O
0.0 0 0 0 0 @
0 0 0 0 00
O QO QQ QO QO OQ O@
ONCNONONON®




84

APENDICE D - TUTORIAL PARA CRIACAO DE CONTA E CRIACAO DE UMA
PARTIDA NO SITE BOARD GAME ARENA

1. Acesse o site www.boardgamearena.com.

BOARD
£33 Game Th
ARENA

Junte-se a maior mesa de
jogos de tabuleiro do mundo.

Sem direto no seu g :
Com seus amigos e milhares de jogadores do mundo
inteiro.

Gratis.

6 966 000 oponentes para desafiar em 374 jogos.
Gratis. Agora.

Comece a jogar agora

2. Clique em “comece a jogar agora” e escolha uma forma de cadastro. E possivel criar
uma conta utilizando o Facebook, conta Gmail, ou preenchendo um nome de usuario,

e-mail e senha de sua preferéncia, conforme indicado abaixo.

ES JOGUEAGORA  NOTICIAS ~ JOGOS  COMUNIDADE  FORUNS qués szeriog
— - o e e cond ) — ad it i i — ” bl

OU, CRIAR UMA CONTA COM

| CRIAR UMA CONTA COM SEU E-MAIL

v
Ly Escolha um nome de jogador m
Seu e-mail

Escolha uma senha

Eutenho 15 anos ou mais T ";T ! I'¢ ‘T
f
Ao olicar no botic de registro  seguir vooé concorda com nossas Temos e I f ) |
Servigo | P MR
il | |
I 1 I \
Y I Y
A ‘ A
'r% T l.' ) H 1 iA
‘)\v.“ | H\Q; | ;?G}
\ | B | ‘ |
iy i el \'d i L)

Caso escolha utilizar a conta do Gmail, por exemplo, vocé devera escolher um
nome de usuario valido, ou seja, que ainda ndo esteja sendo utilizado. Em seguida,

clique em “comece a jogar agora” conforme a imagem abaixo.
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Vocé foi autenticado com sucesso

CRIAR UMA NOVA CONTA LINCADA A GOOGLE

Jogador 2

WQmail.oom

Eu tenho 15 anos ou mais

Ao clicar no botdo de registro a seguir, vocé concorda com nossos Termos de
Servi

Comece a jogar agora

Ja possui uma conta?Vincule-a com Google

3. A seguinte pagina ira abrir onde o site pede que o usuario marque pelo menos 5 jogos
que ja conheca, vocé pode escolher algum deles caso conhega, ou clique em “pular este

passo’.

2:3 JOGUEAGORA  NOTICIAS ~ JOGOS  COMUNIDADE  FORUNS N o

Deseja ficar sempre conectado ao usar este navegador da web?

Para comecar, por favor selecione até 5 jogos de tabuleiro que vocé ja conheca

NZo conhece nenhum jogo de tabuleiro da lista? N&o se preocupe. iremos ensina-lo! | Pular este passo
T 0 e Wi

BASEADOS NOS JOGOS DE QUE VOCE GOSTA, SUGERIMOS QUE VOCE EXPERIMENTE

4. Em seguida, escolha um modo de jogo. As opgdes disponiveis sao “partida simples”,

“arena” e “torneios. Para esta finalidade é indicado a opgao “partida simples”.
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ES JOGUEAGORA  NOTICIAS ~ JOGOS  COMUNIDADE  FORUNS o M & e
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* SELECIONE O MODO DE JOGO

VAMOS JOGAR!

Antes de jogar, vocé precisa g! suas pl éncias de jogo em
3 etapas.

Primeiro, vocé precisa selecionar se deseja jogar apenas por diversao
ou por fama!

Selecione o seguinte modo de jogo no menu.

PARTIDA SIMPLES

wmmmmw Board Game Arena.

Jogue com qualquer um, com quaisquer opgées
de jogo, e aproveite 0 jogo.

Mensagens gerais .

5. Selecione a seguir a velocidade do jogo. As op¢des disponiveis sdo “em tempo real” e

“modo em turnos”. Para essa finalidade ¢ indicado o modo “em tempo real”.

j 3 JOGUE AGORA NOTICIAS JOGOS COMUNIDADE FORUNS 100% il 2 Redefinir <) = 28 (g)

oo gl L — as. ol PR TR I —— — s o T P VR B

P PARTIDA SIMPLES | & SELECIONE A VELOCIDADE
= Jogue como desejar

EM TEMPO REAL ou
BASEADO EM TURNOS

Otimo! Agora vocé tem 2 opgdes:

- Em tempo real significa que vocé jogara ao vivo com seus
adversarios online. Vocé participara de um jogo em que os
adversarios esperam que vocé esteja disponivel para jogar até o final
do jogo.

- Modo em turnos significa que vocé tera mais tempo para seus

turnos. Vocé pode fechar o Board Game Arena entre seus turnos e |
sera notificado por e-mail quando for a sua vez de jogar.

Recomendamos esta opcdo se sua conexdo com a Internet néo for

confiavel.

Mensagens gerais I
Fm i lari cane ad ari i 2

6. Por fim, escolha com quem jogar, as opg¢des sdo “amigos”, “automatico” e “manual”.
Para esta finalidade ¢ indicado o modo “manual”. Apds as configuragdes iniciais o

jogador podera buscar o jogo que deseja.



ENCONTRAR UM JOGO

Escreva o nome de um jogo Q ou exibir todos os jogos

encontre o jogo que vocé quer jogar.

87

Mensagens gerais

7. Para criar uma mesa de jogo, busque o0 jogo Can 't Stop, clique em “jogar agora” e em

seguida em “criar”.

m JOGUE AGORA NOTICIAS JOGOS COMUNIDADE FORUNS

[T e 4 b <58 L
|
‘

EM TEMPO REAL
Jogue em tempo real

-) PARTIDA SIMPLES ‘

—— Jogue como desejar

| MANUAL
| J ! Escolha manual de adversarios

:'.‘/' | ] 3| a . fy?"' VK’T“ (+) Jogue com amigos
i | { L\L i : ‘

5 ENCONTRAR UM JOGO

|

‘; ‘ can't stop Q ou exibir todos 0s jogos

Can't Stop

1 o TN B
PRI |

Mensagens gerais “
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gs JOGUE AGORA NOTICIAS JOGOS COMUNIDADE FORUNS “ o e

.) PARTIDA SIMPLES EM TEMPO REAL MANUAL
w— Jogue como desejar ki %) Jogue em tempo real I Escolha manual de adversarios .

JOGOS FAVORITOS @

Can't Sto (%
" Criar uma nova mesa Tempo e espera: 1 min m

P N
2 | (Disponivel) 72 | (Disponivel)
\£/ (&7

Alguns jogadores estéo disponiveis para 0 modo Arena [ 8 Jogue no modo Arena agora ]

Exibir mesas a que ndo posso me juntar

Al |

N I Ay A | ' N A\ § i e
AR A i il R B el WS LU (R A i e |
ENCONTRAR UM JOGO Mensagens gerais .

8. Conforme a imagem abaixo, nessa pagina é possivel fazer algumas configuracdes. Na
coluna a esquerda, configure o modo de jogo para “modo normal” e a velocidade para
“em tempo real — devagar”. Na parte superior da tela configure o nimero de jogadores
por partida, de 2 a 4 jogadores. E mais abaixo da pagina é possivel convidar um amigo

para jogar, para isso insira 0 nome do usuario desejado.

Abrir mesa para outros jogadores

JOGADORES NESTA MESA Restringir 0 acesso a mesa

CONFIGURAGAO DA MESA

Modo de Jogo | (Para melhor apreciar este jogo, n405 sugerimos 3 jogadores)
[Modo Normal ] Numero de jogadores : (3
N/ i .
Velocidade do jogo Jogador 2 Principiante o
[ Em tempo real + Devagar v] 8
+1:26 por turno (maximum 5:18) @ @ 75% | Bom

First game on BGA [modificar] (administrador da mesa)

n e T
JOGADORES NESTA MESA AGORA

e
Disponivel) [Jogar contra o computador]
(o

Jogador 2
[ ® Discutir ][ & Audio ][ W Video ]

@ (Disponivel) [Jogar contra o computador]

INFORMAGOES DO JOGO @ (Disponivel) [Jogar contra o computador]

Como jogar? - - )
4% Convide um amigo | ou convide: [Exemplo123
Brempo1zs o |
Publicado por : Mensagens gerais

9. Apos todos os jogadores terem aceitado o convite clique em “iniciar jogo”.
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Can't Stop
Aberto a novos jogadores (tempo real)

Duracdo estimada: 11 mn
Criado em 8 minutos atras

Como jogar? Iniciar jogo Sair do jogo

[ Modo Normal v

|

TE—

ORI ™ A L} MR 2 ¢ A u il AR E G SRR A

| CONFIGURAGAO DA MESA . JOGADORES NESTA MESA Restringir o acesso a mesa

[ Em tempo real - Devagar v]|

| (Para melhor apreciar este jogo, nés sugerimos 3 jogadores)
Nimero de jogadores: (& 3

@

Jogador 2 Principiante [i)
o) 75% | Bom
NG 8

First game on BGA [modificar] (administrador da mesa)

Modo de Jogo

Velocidade do jogo

+1:26 por tumo (maximum 5:18)

Y = " L
JOGADORES NESTA MESA AGORA

[  Discutir ][ ¢ Audio ][ & Video ]

o Este jogador joga do mesmo endereco IP que outro jogador. Por favor leia nossa politica de contas maltiplas

RJ
Zairao Exemplo123 Jogador 2 i Exemplo123 Principiante o
|

|

|

!;1 T @©75% | Bom 8
[ T T juna il {Eptioarjtoador Mensagens gerais ‘

10. Os jogadores convidados receberdo um convite para aceitar o inicio da partida, como na

imagem abaixo. Apos todos aceitarem, a partida iniciara.

Vocé vai jogar

} Can’t Stop Com opgoes:

Em tempo real
Devagar
Duracéo estimada 11 mn

@ v . .
m Zairao Jogador 2 2 Can't Stop #20434

Exemplo123

11. Ao iniciar a partida, os iniciantes serdo questionados se desejam aprender como jogar,
e precisao clicar em “sim”, caso contrario o jogo nao iniciara. Caso o jogador clique em
“ndo, obrigado”, basta atualizar a pagina que a pergunta reaparecerd e entdo, devera

clicar em “sim”.
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‘:' Vocé deve escolher para ativar o tutorial

Tutorial

Bem vindo ao Can't Stop. Vocé quer aprender
como jogar?

Nao, obrigado | [

Can't Stop

[memmsa I

12. Em seguida, abrirdo varios cards explicando as regras do jogo, como na imagem abaixo.
Para que a explicagdo prossiga, basta clicar em “ok”. Ao longo da partida o site ira

fazendo observacdes e dando dicas sobre o jogo.

Mesa #204380917
Jogada #3 ")) :U: E
Progresso 50%

ox -1
Zairao
(830 £ 194]

Exemplo123
ox -1

Esteéo

Para ganhar, vocé deve ser o primeiro alpinista a
alcancar o topo de TRES dessas colunas
(numeradas de 2 a 12).

[ @ Repetigio dos ultimos movi

Vocé sabia?

Encontrou um bug? Por favor reporte-
0 no sistema de reportagem de bugs
da BGA, inclua uma descricdo e se
possivel um screenshot do ecra.
Obrigado.

| Fale nesta mesa

13. Na coluna a direita pode-se ver algumas informacdes sobre os jogadores. A quantidade
de estrelas indica a quantidade de colunas conquistadas por cada jogador. O primeiro

que conquistar 3 colunas é o vencedor.
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Mesa #204380917 =
a Jogada #153 ‘,)) :D: E
Progresso 50%
Fim do jogo : Zairao vence J r2 @ nl

100 5:08
-
: - e (:Qﬁ?'mpm o=
Resultados do jogo Situagdo final .

Fim do jogo: Zairao venceu!

(D Repetir jogo

Zairao ganha a coluna 10

Zairao resolve parar

Zairao avanca na coluna 10

Zairao avanca na coluna 8

Zairao avanca na coluna 10

[Fale nesta mesa Zairao avanca na coluna 8

14. Ao final de uma partida, para iniciar uma nova com 0s mesmos jogadores basta que
todos cliquem em “propor uma revanche”, todos os jogadores receberdo um convite e
para dar inicio a mais uma partida, basta que todos cliquem em “aceitar”. Dessa forma,

uma nova mesa sera criada.

gs JOGUE AGORA NOTiCIAS9 JOGOS COMUNIDADE FORUNS n

Vocé foi convidado para a mesa Can't Stop #204397543 m

Can't Stop
Aberto a novos jogadores (tempo real)

Duracgo estimada: 11 mn
Criado em 0 minutos atras

CONFIGURAGAO DA MESA JOGADORES NESTA MESA

Modo de Jogo (Para melhor apreciar este jogo, nos sugerimos 3 jogadores)

Modo Normal o [~
Jogador 2 (i)
Velocidade do jogo ‘ n
Em tempo real - Devagar R
o
+1:26 por turno (maximum 5:18) @77% |Bom (i)

(administrador da mesa)

o Este jogador joga do mesmo endereco IP que outro jogador. Por favor leia nossa politica de contas miiltiplas.

— TV ; Mensagens gerais I

JOGADORES NESTA MESA AGORA

o —
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APENDICE E - TUTORIAL PARA ACOMPANHAR UMA PARTIDA EM TEMPO
REAL

1. Para acompanhar um jogo em tempo real de seus alunos, o professor devera entrar no
site com sua conta particular e na parte superior da pagina inicial clicar em

“comunidade”.

£ 3 JOGUEAGORA  NOTICIAS  JOGOS FORUHS

Buramon

FELD: A COISA CRESCEU RAPIDAMENTE!

CONTINUE ELEGANTE, BORGONHA! Dissemos que haveria alguns gran...

AGRICU LTORES'

Um marco no mundo dos jogos de tabuleiro. AGRICOLA, provavelmente um dos jogos de tabuleiro modernos mais premiados € a...

2. Na opgdo “encontrar um jogador” digite o nome de usudrio desejado.

5.3 JOGUE AGORA NOTICIAS JOGOS  COMUNIDADE FORUNS g
— el wye— o v —rrp— e e - e S

o Q

. Q Encontrar um jogad% ! :.'
%ai,rag

L
@ Ajude-nos a traduzir Board Game Arena! n Informe um erro ou faca uma sugestédo
~

0 strings a serem traduzidas h Relatar um ero ou sugerir uma melhoria para os desenvolvedores

Encontrar um grupo

MEUS AMIGOS MEUS GRUPOS [‘

\ Adicionar a0s meus amigos

© Por que adicionar amigos? © Por que utilizar grupos?

Voot sers aletado quando seus amigos estiverem onine, ¢ vocé pode convidar amigos & sua mesa Com 0s grupos vocé pode criar comunidades de jogadores com inferesses em comum. Ao criar ou
com algus entrar num grupo, pode discutir com outros jogadores e organizar eventos de jogo.

e - e

3. Ao acessar o perfil de um aluno, o professor podera acompanhar o jogo em tempo real,
para isso basta clicar no link “jogando agora em” e na pagina seguinte em “ir para o
jogo”. O professor ird entrar na mesa como espectador e podera ver as jogadas de todos

0s jogadores.



23 JOGUE AGORA

Sobre  Reputagio

SOBRE ZAIRAO

Eu sou
Eu falo

Eu moro em

NOTICIAS JOGOS COMUNIDADE

FORUNS n

=

Zairao

@ Jogando agora em: Can't Stop #204538724

93

“m e

(_adicionar aos meus amigos ][ Reportar este jogador |

Atividade Recente 493 jogos disputados 8 amigos 0 grupo

© 2 anos Visto pela iltima vez

Q Portugués Membro desde

= Brazil Tipo de conta

Alguns segundos atras
23jan 2017

Conta gratuita

£3 JOGUE AGORA

NOTICIAS

JOGOS COMUNIDADE

FORUNS n

Can't Stop
Jogo em andamento (tempo real)

wME

Ir para o jogo

————————————————————

Jogo comegou ha: 0 mn
Criado em 1 minutos atras

/
T




