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Resumo

J UNIOR, Renato Nogueira de Freitas, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, no-
vembro de 2021. Topologia na Educagao Basica. Orientador: Alexandre Alverenga
Rocha.

Na Educacao Baésica a geometria Euclidiana é o foco curriculo, entretanto existem
varias outras geometrias e contrapontos a propia Euclidiana que podem ser apresenta-
das e sao aplicadas em diversas areas do conhecimento da educacao basica. Uma area
interessante é a Topologia, que esta presente em areas como rede de computadores,
biologia molecular, quimica, dentre outras. Este trabalho ira realizar uma breve
apresentacao sobre o tema e como aplica-lo por meio de atividades lidicas para
alunos da Educacgao Basica. Sera feita, no final, uma sequéncia didatica de aplicacao

para o modelo remoto ou hibrido, levando em conta a pandemia de Covid-19.

Palavras-chave: Matematica. Ensino. Ciéncia. Topologia. Jogos Matemaéticos.



Abstract

J UNIOR, Renato Nogueira de Freitas, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, No-
vember, 2021. Topology in elementary schol. Adviser: Alexandre Alverenga Rocha.

In Primary Education Eclidian geometry is the focus of study curriculum , even
though there are many other geometries and counterpoint of Euclidian geometry that
can be presented and applied in several areas of knowledge. Topology is one of them
and is present in areas such as computing networks, molecular biology, chemistry and
others. This works presents briefly the topic and how to apply through activities for
students in High school Education. It will be concluded with a didactic sequence for

application of remote modelling or hybrid, taking into consideration global pandemics

of COVID-19.

Keywords: Mathematics. Teaching. Science. Topology. Matematics games.



Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10

5.1
0.2
5.3
5.4
2.5
5.6
2.7
5.8
2.9
5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16
5.17
5.18

Problema das pontes de Konisberg . . . . . .. .. ... 12
Grafo das pontes de Konisberg . . . . . . . .. ... 13
Rede de crimes federais no Brasil . . . . . . .. ... ... ... .. ... 14
Homeomorfismo S' e quadrado Q . . . . . . .. .. ... .. ... .... 26
Homeomorfismo S? e cubo unitario C' . . . . . . . . . .. ... ... ... 26
Passos 1e2 . . . . . . e 27
Passos 3ed . . . . . . 27
Circulo como Espaco Quociente . . . . . . . ... .. .. ... ... ... 29
Formagao da faixa de Moebius . . . . . . .. .. ... ... .. 29
Faixa de Moebius . . . . . . . . .. . 30
Formagao do Toro . . . . . . . . . . ... 30
Toro . . . . . e 31
Garrafa de Klein . . . . . . . . ... 31
Quebra-cabeca doanel . . . . .. ... .. 36
Quebra-cabeca do anel - Solucao Parte 1 . . . . . . . .. ... ... ... 36
Quebra-cabeca do anel - Solugao Parte 2 . . . . . . ... ... ... ... 36
Quebra-cabeca do anel - Solugao Parte 3 . . . . .. .. .. ... ... .. 37
O disco peloburaco . . . . . . . ... 37
O disco pelo buraco - Solucao parte 1 . . . . . . . . . .. ... ... ... 38
O disco pelo buraco - Solucao parte 2 . . . . . . . . ... ... ... 38
Entrelacados . . . . . . . ..o 39
Entrelacados - Solucao parte 1 . . . . . . .. .. ... L. 39
Entrelacados - Solucao parte 2 . . . . . . .. ..o 39
Entrelacados - Solucao parte 3 . . . . . . . .. ... L. 39
Faixa de Moebius - Construgao . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 40
Faixa de Moebius . . . . . . . . .. 40
Faixa de Moebius riscada . . . . . . . . . ... .. ... .. 41
Curvade Jordan . . . . . . . . . ... 41
Curva de Jordan - Solucao . . . . . . . . . . .. ... 42
Curva de Jordan - Exemplo 2 . . . . ... ... ... ... ... .. 42

Topologia no balao - Normal . . . . . .. .. .. .. ... ... ..... 43



5.19
5.20
5.21
5.22

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9
6.10
6.11
6.12
6.13
6.14
6.15
6.16
6.17
6.18

Topologia no balao - Inflado . . . . . . ... ... .. ... ... ..., 43
Quebra-cabeca de papel . . . . . ... 44
Quebra-cabeca de papel - Solugao parte 1 . . . . . ... ... ... ... 44
Quebra-cabeca de papel - Solucao parte 2 . . . . . ... ... L. 44
Faixas Cruzadas . . . . . . . . . . . . . . . ... 46
Faixas circulares . . . . . . . ... 46
Faixas circulares cortadas ao centro . . . . . . . ... ... ... .. 47
Faixa de Moebius e Faixa circular . . . . . . . . ... ... ... .. ... 47
Faixa de Moebius e circular cortadas ao centro . . . . . . . ... .. ... 48
Faixas de Moebius opostas . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 48
Faixa de Moebius e Faixa circular cortadas ao centro . . . . . ... ... 48
Processo corte das faixas . . . . . . ... ... 49
Curvas presas com clipes . . . . . . . . ..o 50
Curvas presas com clipes - Rseultado . . . . . . .. ... ... ... ... 50
Curvas presas com clipes + gominha na curvacaso1 . . ... ... ... 50
Curvas presas com clipes + gominha na curva caso 1 - Resultado . . . . 51
Curvas presas com clipes + gominha na curva caso 2 . . . . .. .. ... o1
Curvas presas com clipes + gominha na curva caso 2 - Resultado . . . . 52
Curvas presas com clipes + 2 gominhascaso 1 . . . . . .. ... .. ... 52
Curvas presas com clipes + 2 gominhas caso 1 - Resultado . . . . . . .. 52
Curvas presas com clipes + 2 gominhas caso 2 . . . . . . .. .. .. ... 53
Curvas presas com clipes + 2 gominhas caso 2 - Resultado . . . . . . .. 53



Sumario

1 Introdugao
2 Aspectos Historicos

3 Topologia

3.1 Definigoes sobre conuntos . . . . .. ... Lo
3.2 Topologia e conjuntos abertos . . . . .. .. .. ... ... ... ...
3.3 Conjuntos Fechados . . . . . . . . . .. ... ... ... . ... ... .
3.4 Bases. . . . . .
3.5 Sub-bases . . . ...
3.6 Pontos de Conjuntos Notaveis . . . . . . . . ... .. ... ... ...,
3.7 Topologia Métrica. . . . . . . . . . ...
3.8 Funcoes em Espacoes Topoldgicos . . . . . . .. . . . . ... ... ...
3.8.1 Fungoes continuas . . . . . . . . . ...
3.9  Homeomorfismos . . . . . .. .. .
3.10 Exemplos de Homeomorfismos . . . . . . . ... .. ... ... .....
3.11 Topologia Quociente . . . . . . . . . ..
3.11.1 Espagos Quocientes . . . . . . . . ..
3.11.2 O Toro como espaco quociente . . . . . . . . . . . .. ...
3.11.3 A garrafa de Klein como espaco quociente . . . . . . . .. ... .. ..
4 Jogos como atividades didaticas

5 Jogos envolvendo Topologia

5.1 Quebra-cabeca doanel: . . . . . ..o
5.2 O disco pelo buraco: . . . . . . ...
5.3 Entrelacados: . . . . . ...
5.4  Explorando a faixa de Moebius: . . . . . . . ... ... ... .. .. ..
55 Acurvade Jordan . . .. ..o
5.6 A topologia em um balao: . . . ... ...
5.7 O quebra-cabeca de papel . . . . . . .. ... ... L.
6 Sequéncia didatica

6.1 Publico-Alvo . . . .



6.2
6.3
6.4
6.4.1
6.5
6.5.1

Objetivos . . . . . . ...
Duracao . . . . .. ... ... ...
Atividade 1 . . . . . ... ...
A faixa de Mébius . . . .. ... ... ...
Atividade 2 . . . . . ..o
Clipes perplexos . . . . . . . .. ... .. ...

Consideragoes Finais



Introducao

A Topologia é uma area da matematica diferente das usualmente trabalhadas na
Educacao Basica e um dos primeiros estudos nessa area comegou com o suico Leonard
Euler, resolvendo o problema das pontes de Konisberg.

Neste trabalho serd apresentado o problema citado, como Euler resolveu a situagao e
a sua generalizacao, criando a 4rea da teoria de Grafos. Também serao apresentados
algumas origens da area da topologia, como o propio termo, por exemplo.

O intuito final deste trabalho é apresentar atividades lidicas que trabalhem com a
Topologia, também serao feitas algumas defini¢coes matematicas dessa area, sendo o
foco principal as superficies topoldgicas e como formaé-las. Figuras famosas como a
faixa de Moebius, Toro e Garrafa de Klein serao estudadas topologicamente.

E importante dizer o motivo de aplicar este trabalho por atividades ludicas e para isto,
sera feita uma andlise da importancia deste tipo de trabalho na educacao bésica, seja
por um contexto historico, seja pela prépria documentacao norteadora da educacgao
basica no Brasil. Justificando entao, o motivo para aplicar temas complexos como o
deste trabalho através de atividades mais leves e atrativas.

Por fim, serao apresentadas atividades lidicas sobre o tema e o processo de aplicagao
seguira a sequéncia de como monta-las, aplica-las e algumas sugestoes didaticas uteis
sobre o tema. Uma sequéncia didatica sera feita como sugestao da aplicacao, esta
foi feita como solucao para o periodo de pandemia de Covid-19, considerando que
as aulas presenciais foram substituidas por aulas virtuais e apds algum tempo aulas
hibidras foram adotadas.

11



Aspectos Historicos

Em 1735, o suico Leonard Euler resolveu um famoso problema da época, conhecido
como problema das pontes de Konisberg. Sua solugao foi apresentada em um artigo
chamado Solution Problematis ad Geometriam Situs Pertinentis [!]. Esse artigo tem
duas tradugoes famosas, para o inglés, por Biggs, Lloyd e Wilson (p. 3-8) [1], e por
Newman (p. 564-571) [7]. O problema era: A cidade de Konisberg ¢ formada por
dois rios, quatro divisoes de terra e sete pontes, como na Figura 2.1. Seria possivel
passar por todas as pontes da cidade uma vez e nao mais que isso?

Figura 2.1: Problema das pontes de Konisberg

Para resolver este problema, Euler criou o que ele chamou de Geometria de Situacao.
Para ele, essa era uma geometria que nao dependia de medidas, e assim ele explorou
nao sé a solucao deste caso, que ele resolveu logo no inicio do seu artigo, como

generalizagoes de casos semelhantes, criando o que hoje conhecemos como Teoria de
Grafos.

E muito comum ver como solucao de Euler para o problema o grafo da Figura 2.2.
Entretanto, Euler nao criou, no seu artigo, este grafo como solucao. A solucao foi

12



Capitulo 2. Aspectos Historicos 13

descritiva e suas generalizacoes também. Euler percebeu que a Geometria de Situagao
era uma nova maneira de analisar situagoes, saindo assim, da Geometria Euclidiana.

Figura 2.2: Grafo das pontes de Konisberg

Em sua solucao, o suico observou que nao importava por quais pontes era feito o
trajeto, e sim a regiao de origem e de chegada. Como pode ser visto na Figura 1,
existem 4 regioes, que ele definiu como regiao central A e regides externas B, C e D.
O caminho de A para B seria definido por AB, o caminho de A para C por AC, nao
sendo importante por qual ponte foi feito este caminho, e assim sucessivamente. Por
esta notacao, ele percebeu que precisaria de 8 letras para determinar um caminho
de 7 pontes. Antes de procurar uma solucao para o problema, ele analisou um caso
particular com duas regioes e percebeu que para um nimero de pontes impar, cada
regiao deveria aparecer, no trajeto, a metade deste niimero acrescentado de 1, como
por exemplo, em um caso de duas regioes com 3 pontes, cada regiao deveria aparecer
3 mais 1 dividido por dois, neste caso, duas vezes. Olhando para este caso, para
a regiao A temos cinco pontes possiveis, logo, a regiao A deve aparecer 3 vezes e,
seguindo este raciocinio, a regiao B devera aparecer 2 vezes, a C 2 vezes e a D 2
vezes. Com essa conclusao, ele percebeu que nao seria possivel passar por todas as
pontes apenas uma vez, solucionando a situacao, pois precisaria de 9 letras pelas
regioes, mas no inicio do problema ele concluiu que precisa de 8 letras para passar
apenas uma vez em cada ponte.

Esta solucao é uma tradugao sem modernizar a notagao e linguagem adotada por
Euler. Sendo mais comum ver a solugao com o conhecido grafo de Euler, no qual ele
tem solucao se, e somente se, todos os seus vértices sao de grau par. Nesta situacao
podemos ver pelo grafo da Figura 2.2 que o problema nao tem solucao.

O termo topologia surgiu varios anos depois no artigo Vorstudien zur Topologie,
Vandernhoeckund Ruprencht, GGottingen [5], de Johann Benedict Listing (1848, p.
67). Acredita-se que Listing ja usava o termo em suas correspondéncias ha pelo
menos 10 anos.

Nos anos seguintes, varios matematicos exploraram e escreveram sobre essa area,
tais como: Georg Cantor, Felix Hausdorff, August Mo&ebius, entre outros. E foi
Hausdorff que trabalhou com espacos topoldgicos conhecidos espacos de Hausdorf, e
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Moebius, que criou a famosa faixa de Moebius, esta que é formada pela colagem de
uma faixa com uma torcao. Hoje, a topologia tem diversas aplicacoes em redes de
computadores, biologia molecular, quimica, etc.

Outra aplicacao da teoria de grafos é em redes de crimes para relacionar e organizar
investigagoes como dito por Cunha [3] em seu trabalho em que ele aponta como
6tima ferramenta para sair do método tradicional e ineficiente de investigagoes. A
imagem seguinte apresenta a rede de grafos criminais federais no Brasil em 2017.

Figura 2.3: Rede de crimes federais no Brasil



Topologia

Neste capitulo serao apresentadas algumas definicoes topoldgicas importantes. Vale
ressaltar que a intencao do trabalho é apresentar a area para alunos da Educagaom
Basica, portanto é de se esperar que nao se aplique diretamente nenhuma defini¢ao
criteriosa. Entretanto é interessante que ela seja feita neste trabalho para correlacio-
nar o tema com as atividades propostas.

3.1 Definicoes sobre conuntos

Dado um conjunto X, nao vazio e A C X, vamos definir como:

1. A= X — A, sendo A° o complementar de A em X.

2. P(X) serd a familia de todos os subconjuntos de X.

3.2 Topologia e conjuntos abertos

Definicao 3.1: Seja um conjunto X, chamamos de uma topologia sobre X uma
familia T C P(X), tal que:

1. O conjunto X e o vazio pertencem a ‘T, ou seja:

X,0e¥

2. Seja {A, € T/a € I'} uma familia arbitréria, entdo a reunido dos membros
dessa familias devem pertencer a ¥, ou seja:

JAsex

3. Sejam Bi,Bs,....B, € T um numero finito conjuntos da topologia, entao a

15



Capitulo 3. Topologia 16

intersecao de todos esses conjuntos também pertence a topologia, ou seja:
n
ﬂBz €T
i=1

Dizemos que os conjuntos de ¥ sao abertos de X.
E chamamos de espago topoldgico o par (X,%).

Vamos ver agora alguns exemplos e definigoes de topologias simples.

Exemplo 3.2.1: Seja um conjunto X nao vazio temos as seguintes topologias:

e Topologia indiscreta: T;,q = {X,0}, nelas os tinicos subconjuntos abertos de X
sao ) e ele préprio.

e Topologia discreta: Tys = P(X), nela todos os subconjuntos de X sao abertos.

Obs: Se X tem mais de 1 elementos, entao T;,q # Tais
Exemplo 3.2.2: Seja um conjuntos X = {a, b, c}. Podemos ver que:
e T, ={0,X,{a}} é um topologia em X.
e T, ={0,X,{a},{b}} ndo é uma topologia em X, pois {a} U {b} & Ts.

Exemplo 3.2.3: Seja X = R podemos definir a topologia euclidiana ou usual
denotada por ¥, sendo ela:

T ={0,A CR},
Sendo que A € T se, e somente se para todo x € A existe um intervalo aberto (a,b)
tal que:
x € (ab) C A
Neste caso podemos estender os casos em que X = R?, X =R3, ..., X = R".

3.3 Conjuntos Fechados

Podemos caracterizar uma topologia também por conjuntos fechados, sendo estes
tipos de conjuntos duais aos abertos.

Definigao 3.2: Seja F' C X. I’ é um conjunto fechado em X se F° € T. Ou seja,
um conjunto é fechado se, e somente se seu complementar é um conjunto aberto.
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Teorema 3.3: Sejam (X,T) espago topoldgico e §F a familia de conjuntos fechados,
entao:

1. X,0e3.

2. Sejam F, Fs, ..., F}, conjuntos fechados em X, entao:

¢é fechado em X.

3. Sejam F,, € §, arbitrarios tal que a € T, entao:

NF, €S

ael

Demonstracao. Vamos demonstrar os tépicos 1, 2 e 3:

1. Neste caso por definicao X e () sao fechados, pois seus complementares sao
abertos e assim pertencem a §.

2. Como (

n n

F;))¢ = N Ff e podemos afirmar pela Defini¢ao 3.1 que () Ff €

=1 =1 i=1

n
logo, se seu complementar é aberto, entao |J F; é fechado em X.
=1

7
3. Anélogo ao caso anterior temos que ( (| F,)¢ = |J F< € T, entdo a uniao de
ael’ a€el’
fechados arbitrarios é fechada.

O

Exemplo 3.3.1: Considere o espaco topolégico (R, T ), entdo todo conjunto finito
em R ¢é fechado.

Todo conjunto unitédrio é fechado pois, seja x € R sabemos que {z}¢ = (—o0,z) U
(x,+00), entao {z}¢ é aberto e assim {z} é fechado.

Agora vamos pegar um conjunto finito B = {zy, x9, ..., x, }, sabemos que B é formado
pela uniao de conjuntos unitarios fechados, ou seja:

B = iL:Jl{xi}v

como visto pelo Teorema 3.3 podemos falar que B é fechado.
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Um conjunto pode ser aberto e fechado ao mesmo tempo, ou seja, essas propriedades
sao independentes. Podemos definir uma topologia em um espaco topoldgico da
mesma maneira com conjuntos abertos ou fechados.

Bons exemplos de conjuntos abertos e fechados, ao mesmo tempo, sao todos os
subconjuntos de um conjunto X, se X tem a topologia discreta.

Definicao 3.4: Sejam ¥, e T, topologias sobre X. Se ¥; C Ty, entao dizemos que
%o € mais fina que T;.

Exemplo 3.3.2: Seja X = {a,b} com as topologias T;,q ¢ ¥ = {0, {a}, X}, entdo
Tina C % e portanto T é mais fina que T;,4.

De fato, para qualquer topologia, temos que:

Tind - T C Sdis

3.4 Bases

Sejam (X,T) um espago topolégico e B uma familia de subconjuntos de X tal que
B C L.

Defini¢ao 3.5: B é uma base para T se para todo A € T e A # (), temos que:

A= U B.

BeB

Dizemos que B gera a topologia ¥.

Definigao 3.6: Os conjuntos B € ‘B tais que x € B sao chamados vizinhancas do
ponto x.

Observagoes:
e Uma topologia é base de si propria.
e Bases diferentes podem gerar a mesma topologia
e Fundamental: Seja X =R e a,b € R tal que a < b, entao:
B = (a,b), tal que a,be Rea<b

¢ uma base que gera a topologia euclidiana de R

Neste caso podemos ver que R = [ J (a,b). Para todo = € R, existe um aberto
a<b
em B tal que x pertence a ele, como por exemplo (x — 1,z + 1). Por fim, esse

elemento x também pertence a intercecao de dois abertos em ‘B.
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3.5 Sub-bases

Vamos considerar (X,T) um espago topoldgico e & uma familia de subconjuntos de
X tal que & C ¥.

Definigao 3.7: & é uma sub-base de ¥ se a colecao de intersecoes finitas de elementos
de & ¢é uma base de ¥.

Proposicao 3.8: Sejam X um conjunto nao vazio e & uma familia de elementos
de X tais que para todo x € X existe A € & tal que x € A. Seja B a colegao de
intersecoes finitas de elementos de &. Entao, a familia ¥ formada por @), X e as
unioes arbitrarias de elementos de 8 é uma topologia para X e é a menor topologia
que contém &.

Demonstracao. E facil ver que 0, X € ¥ e que toda uniao de elementos de ¥ percente
a T. Vamos provar que qualquer intersecao finita de ¥ pertence a ¥ também, ou seja,
sejam A, B € T, entao ANB € <:

O caso em que A ou B sao vazios ¢ trivial, entao vamos considera-los nao vazios.

Sejam A,, Bg € B, tais que:

A=JA.,, B=UBg,
B

logo:

AN B = J(Aa N By).
a,B

Podemos ver que A, e Bg sao intersecoes finitas de elementos de &, logo a intersegao
desses conjuntos também ¢é finita, assim, AN B € <.

Sabemos também que & C ¥ e se T’ é outra topologia em X que contém &, entao
B C ¥, Assim, T deve conter as unides arbitrarias de B, ou seja, T é a menor
topologia sobre X que contém &. O

3.6 Pontos de Conjuntos Notaveis

Definigao 3.9: Sejam (X,¥) um espagco topologico e A C X.

1. Um ponto z € X é um ponto interior a A se existe U vizinhanga de x tal que:
reUCA

Denotamos o conjunto de todos os pontos interiores de A de Int(A).

2. Um ponto x € X é um ponto exterior a A se ¢é interior a A°.

Denotamos o conjunto de todos os pontos exteriores a A de Ext(A).



Capitulo 3. Topologia 20

3. Um ponto z € X é um ponto aderente a A se para toda vizinhanca U de x
temos:

ANU#0)

O conjunto de todos os pontos aderentes de A é denotado por A. Esse conjunto
é dito fecho de A.

4. Um ponto x € X é um ponto de acumulagao de A se para toda vizinhanca U
de x temos:

(A—{z})NnU #0

O conjunto de todos os pontos de acumulacao de A é denotado A’.

5. Um ponto z € X é um ponto de fronteira de A se ele é aderente a A e a A°.

O conjunto de todos os pontos de fronteira de A é denotado 0A.
6. Um ponto z € X é um ponto isolado de A se {z} é vizinhanca de x.
7. Um conjunto onde todos os pontos sao isolados ¢ dito discreto.

8. Um conjunto A C X ¢ dito denso em X se:
A=X

Exemplo 3.6.1: Seja R com a topologia usual e A = (1,3) U {7}, entao:
o Int(A) = (1,3)

e FExt(A) = (—00,1]U[3,7) U (7,4 o)

o A=[13]U{7}
o A'=11,3]
e VA ={1}U{3}

Proposi¢ao 3.10: Sejam (X,T) e A C X:
1. A é fechado se, e somente se A = A.

= A

SN

2.
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Demonstracao. 1.

=

Seja A fechado, entao A€ é aberto. Se x ¢ A, entao x € A, assim existe um U
vizinhanca de z tal que = € U C A°, podemos perceber que U N A = (), entdo = € A.
Concluimos que A C Ae A C A, ou seja: A = A.

P

Temos que A = A, logo se x € A existe uma vizinhanca U de z tal que UN A =0, e
U C A¢, portanto A ¢ aberto e A ¢é fechado.

2.Del.se A=A entio A=A [

Teorema 3.11: Sejam (X,T) e A C X, entao Int(A) é o maior conjunto aberto
contido em A, isto é:

Int(A) = JU, tais que U é aberto e U C A

Demonstracao. (C) Int(A) é aberto e Int(A) C A, entao Int(A) C |JU.
(D) Seja x € |JU, entao existe pelo menos um U tal que z € U C A, portanto
x € Int(A). O

3.7 Topologia Métrica

Defini¢ao 3.12: Uma distancia ou métrica sobre um conjunto M, sendo M # (), é
uma funcao:

d:Mx M — R,
tal que, para todo x,y,z € M, temos:
1. d(z,y) > 0 e d(x,y) =0 se, e somente se & = y.
2. d(z,y) = d(y,z).
3. Desigualdade triangular: d(z,z) < d(z,y) + d(y,z).

Chamamos o par (M,d) de espago métrico.

Definigao 3.13: Sejam (M;,d;) e (Ms,ds) espagos métricos. f : My — M, é uma
isometria se é bijetiva e:

d2(f(x>7f(y)) = dl(xay)7
para todo z,y € M;.

Definicao 3.14: Uma bola aberta em M de centro xq e raio r é denotada e definida
por:

B(zg,r) = {z € M|d(x,x) < r}.
Definimos B(x,0) = (). Temos também, que se r < s, entdo B(xg,r) C B(xq,s).

Definigao 3.15: Seja uma bola aberta B(xg,r), a topologia gerada pela cole¢ao de
bolas abertas Topologia Métrica gerada pela distancia d, e denotada por T,.
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3.8 Funcoes em Espacoes Topologicos

Nessa secao vamos ver a definicao de func¢oes continuas em espagos topolégicos e
algumas defini¢oes

3.8.1 Funcoes continuas

Sejam (X, %T,) e (Y,T,) espagos topoldgicos.

Definigao 3.16: A funcao f: X — Y é continua se para todo V € ¥, temos que:
fFHV) e g,

ou seja, f é continua se a imagem inversa de abertos de Y é aberto em X.

Exemplo 3.8.1: Sejam (X,T) um espago topoldgico e Id : X — X a fungao identidade
Id(x) = x é sempre continua.

Exemplo 3.8.2: Sejam (R,%) um espaco topoldgico e f : R — R tal que f(z) = ax+b,
com a,b numeros reais e a nao nulo. Essa funcao é continua.

Seja (a,) C R um aberto basico da topologia usual de R (intervalo aberto). Preci-
samos verificar que f~!(«,3) é uma aberto do dominio R.

Com efeito, suponha a > 0. Entao temos

(“‘55_b>=flmﬁ»

a a

pois

—b —b
a <x<ﬁ
a a

Sa<ar+b<p.

Caso a < 0, entao temos

<5‘5“‘b>=flmﬁ»

a a
pois
B—1b a—0b

<x <
a a

Sa<ar+b<p.

Portanto essa funcao é continua

Proposigao 3.17: Sejam (X,%,), (Y,%,) espacos topoldgicos e f : X — Y uma fungao
continua e sobrejetora. Se um conjunto D C X é denso em X, entdo f(D) é denso
em Y.
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Demonstragdo. Seja A C'Y um aberto nao vazio, entao f~1(A) # 0 e aberto em X.
Podemos conlcuir também, que existe um z € DN f~1(A), logo:

r€ DN fHA)
flz) € f(D)N f(f71(A))
flx) € f(D)NA
Assim f(D) é denso em Y. O

Teorema 3.18: Sejam (X, T,) e (Y, %,). As seguintes condigdes sao equivalentes:

1. f é continua.
2. Para todo F C Y fechado, f~1(F) é fechado em X.
3. A imagem inversa que qualquer elemento da base de Y é aberto em X.

4. Para todo x € X e para toda vizinhanga W de f(z) C Y, existe U vizinhanga
de x em X tal que:

fu)cw.

5. f(A) c f(A), para todo A C X.
6. f~1(B) C f~Y(B), paratodo BCY.

Demonstragdo. 1< 2: Se f é continua e F© é aberto entao f~1(F°) é aberto e assim
f~Y(F) é fechado em X. A volta é similar neste caso.

1 < 3: Seja uma base 28 da topologia de Y e um elemento B € 8. Se f é continua,
entdao f~!(B) é aberto em X. Para a volta temos que todo aberto de ¥, pode ser

escrito como | J B, e assim:
acl

f_l( U Ba) = U f_l(Ba)-

ael ael’

Como todo B, ¢é aberto, uniao de abertos é aberta, entao essa imagem inversa é
aberta e f é continua.

1 = 4: Sejam f uma funcao continua e seja um vizinhanga W de f(x), vamos
considerar U = f~1(W) que é vizinhanga de = e assim f(U) C W.

4 = 5: Vamos considerar A C X e x € A; queremos provar que f(z) € f(A). Se W
é uma vizinhanga de f(z), entdo existe uma vizinhanca U de z, tal que:

fU)cw.
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Como z € A, entdo U N A # (), sendo assim:

0+ f(UNA) C fU)N f(A) CW N fA).

Entao f(z) € f(A).
5= 6: Se A= f~!(B), temos que:

f(A) C f(A) = f(f~1(B)) = BN f(X) C B.
Portanto se f(A) C B, também podemos concluir que f(A) c f~(B).

6 = 2: Seja F' C Y fechado, entao:
fUF) € fHEF) = fH(F).
Como f~Y(F) C f~Y(F), entao f~Y(F) = f~!(F) e assim f~!(F) é fechado. O

Corolario 3.19: Seja (X,%) tal que X = AU B, sendo A e B conjuntos abertos em
X.Se f:A—=Y eg: B —Y sao fungoes continuas tais que f(x) = g(x) para todo
x € AN B, entao a fungao h : X — Y definida por:

{ﬂ@,xeA

h(x) =
(@) g(x), z€B

¢é continua.

Demonstracao. Seja C' C Y um conjunto aberto, entao:

hHC)=h1C)N (AN B)
=(f(C)nA)U(g(C)NB)

f7H(C)ug™(O).

Como f~1(C) e g7'(C) sao abertos, entao h'(C') é aberto e h é continua.

3.9 Homeomorfismos

Definigao 3.20: Sejam X e Y espacos topoldgicos, f: X — Y é um homeomorfismo
se f é bijetiva, continua e f~! é continua.

Caso dois espacos X e Y sejam homeomorfos, dizemos que:
X2Y.
Algumas observagoes importantes:

e A composta de homeomorfismos é homeomorfismo.
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e Homeomorfismo é uma relacao de equivaléncia na familia de espacos topoldgicos.

e Espacos topoldgicos homeomorfos sao essencialmente iguais em topologia.
Vamos ver alguns exemplos de homeomorfismos:

Exemplo 3.9.1: Seja R com a topologia usual. Vamos mostrar que todo aberto
(a,b), com a topologia induzida pela topologia usual de R, é homeomorfo a R.
Primeiramente, seja f(a,b) — (—1,1) defindida por:
2t — (b+a)
="
floy =

f € bijetiva, continua pelo Exemplo 3.8.2 e sua inversa é:

(b—a)y+ (a+0b)

) = 5 :

que também é continua pelo mesmo caso. Portanto, (a,b) = (—1,1).

Agora seja f : R — (—1,1) definida por:

t
t) = ——.
1) 1+ |t]
Sabemos que f é continua e sua inversa é dada por:
_ Y
[ y) = —,
1—y|

também continua. Sendo assim, R = (—1,1). Portanto, como ser homeomorfo é uma
relagao de equivaléncia, podemos afirmar que (a,b) = R.

3.10 Exemplos de Homeomorfismos
Definigao 3.21: Sejam (X, ¥) um espaco topolégico e Y C X.
O conjunto:

Ty ={YnVI|V e T},

¢ uma topologia em Y chamada topologia induzida de X em Y. Neste caso, dizemos
que V' é um subespaco topologico de X.

Seja R com a topologia usual. O conjunto S' sera:
St={(zy) e R?/2? +y* =1} C R

Considere R*™! com a topologia usual. O conjunto:

S" = (1, s ) € RIS = 1}
=1
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com a topologia induzida, é chamado esfera unitdria.

Os homeomorfismos sao ferramentas que explicitam como a topologia é bem diferente
da geometria em geral, vamos ver alguns exemplos e como figuras completamente
distintas na geometria euclidiana sao equivalentes na topologia.

Exemplo 3.10.1: Vamos ver que S' e um quadrado @ = {(z,y)/max{|z], |y|} = 1}
sao homeomorfos em R? com a topologia induzida pela topologia usual de R?:

z w
Figura 3.1: Homeomorfismo S! e quadrado Q

Vamos considerar a funcao f : S' — @ tal que f leve o arco ab no segmento uv, o
arco bc no segmento vw, o arco cd no segmento wz e o arco da no segmento zu. Ou
seja:
x vy . Ty
X =\{——)¢€ x, == )
ey =Ly e f Ay = (5.2

sendo m = max{|z|,|y|} e r = /22 + y2. Podemos ver que tanto f e f~! sao bijetivas
e continuas, logo f é um homeomorfimos.

Podemos generalizar esse caso para S? C R* e C' = {(x,y, z)/max{|z], [y, |2]} = 1},
sendo C' o cubo unitario. A demonstracao é andloga ao caso anterior. De fato basta
escolher um m e um r adequado em uma fungao f = f(z,y, 2).

Figura 3.2: Homeomorfismo S? e cubo unitario C

Podemos ver o processo do cubo para a esfera pelo software Geogebra pela sequéncia
de imagens das figuras 3.3 e 3.4. Esse processo mostra como C' pode ser transformado
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continuamente em uma esfera. Nitidamente o processo contrario pode ser feito e
temos da esfera ao cubo.

De fato podemos expandir, através de um homeomorfismo qualquer poliedro convexo
em uma esfera pelo mesmo raciocinio ultilizado pelo exemplo, sendo essa uma grande
diferenca da geometria e da topologia.

S —{— V<7

NN N NN NN NN
ot e a—a
1
1

FOONYN

Figura 3.4: Passos 3 e 4

3.11 Topologia Quociente

Nesta secao vamos estudar brevemente a topologia quociente e alguns espagos topo-
l6gicos importantes como a faixa de Moebius.

Definigao 3.22: Sejam o espago topoldgico (X, T), um conjunto Y e uma funcao
f X — Y sobrejetiva. Definimos a seguinte topologia em Y:

T, ={VCY/f (V) eT)

Vamos chamar T; de topologia quociente em Y induzida por f.
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Um exemplo simples e interessante sobre topologia quociente é:

Exemplo 3.11.1: Seja f : X — Y constante. Vamos determinar Ty.

Vamos supor que f(z) = yo, com yog € Y, para todo x € X. Seja um conjunto
U € T;. Temos duas possibilidades:

1. Se yo € U, entao f~1(U) = X.
= 0.

2. Se yp & U, entao f~1(U)
Portanto qualquer subconjunto de Y é aberto e T ¢ a topologia discreta sobre Y.

3.11.1 Espacos Quocientes

Seja ~ uma relacao de equivaléncia sobre X e o conjunto das classes de equivaléncia
em X dado por X/ ~. Seja:

I:X — X/ ~ (3.1)

x — [z]

no qual IT é a projegao candnica e [z] é a classe de equivaléncia que contém x.

Definigao 3.23: Seja (X,¥) um espago topoldgico. O par (X/ ~, %) é dito espago
quociente de X.

Agora vamos ver alguns espacos topolégicos conhecidos como espacos quocientes.

O Circulo como Espaco Quociente

Considere I = [0,1] C R com a topologia induzida pela topologia usual de R. Em I,
seja a relacao de equivaléncia:

r~y<{ry} =101}, ouz=y.
Temos trés possibilidades para analisar sobre x, ou z =0, ou = € (0,1), ou z = 1.
1. Se x € (0,1), entao [z] = {z}.
2. Se x =1, entdo [1] = {0,1}.
3. Se x =0, entdo [0] = {0,1}.

De (2) e (3), podemos afirmar que [0] = [1].
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0
Figura 3.5: Circulo como Espaco Quociente

Faixa de Moebius como Espago Quociente

Considere I C R? com a topologia induzida pela topologia usual de R?. Em I? vamos
considerar a equivaléncia:

(z,y) ~ (z1,91) < (2,y) = (x1,91) ou (0,y) ~ (1,1 —y),
para todo (z,y), (x1,y1) € I*
Sex #0ewx#1, entao [(zy)] = {(zy)} e [(0y)] = [(1,1 —y)].

Pela definigao, [(0,0)] = [(1,1)] e [(0,1)] = [(1,0)]. Entao, IT: I? — (I?/ ~) é uma
identificacao.

Podemos falar que:
(12 ~) = M,
no qual M ¢é a faixa de Moebius.

(0,b) (1,1-a)

(0.a) (1,1-b)

Figura 3.6: Formacao da faixa de Moebius
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Figura 3.7: Faixa de Moebius

3.11.2 O Toro como espac¢o quociente

Seja I? C R? com a topologia induzida pela usual de R%. Vamos considerar a relacao
de equivaléncia:

(z.y) ~ (z1.91) < (2,9) = (z1,91) ou (0,y) ~ (Ly) e (x,0) ~ (x,1),

para todo (z,y),(z1,y1) € I*.

Podemos ver que se de x e y sdo diferentes de 0 e 1, entdo [(z,y)] = {(x,y)}, caso
contréirio [(0.9)] = [(Ly]) e [(2,0) = (z,1)].

Ou seja, [0,0] = [1,0] = [0,1] = [1,1]. Entao, IT: [? — (I?/ ~) é uma identificagao.

Chamamos (I%2/ ~) de Toro.

Figura 3.8: Formacao do Toro
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Figura 3.9: Toro

3.11.3 A garrafa de Klein como espago quociente

Seja I? C R? com a topologia induzida pela usual de R?. Vamos considerar a relacao
de equivaléncia:

(.’L’,y) ~ (-T1,y1) ~ (.’L‘,y) = (xl?yl)? ou (Ovy) ~ (1>y) € (.’E,O) ~ (1 - .’1'},1),
para todo (z,y), (z1,y1) € I°.

Podemos ver que se de x e y sao diferentes de 0 e 1, entao [(z,y)] = {(z,y)}. Caso
contrario terfamos [0,y] = [1,y] e [(x,0)] = [(1 — z,1)].

Ou seja, [0,0] = [1,0] = [0,1] = [1,1]. Entéo, IT: I? — (I?/ ~) é uma identificagdo e
chamamos (I1?/ ~) de garrafa de Klein.

D

=
t?
=
74
=

Figura 3.10: Garrafa de Klein



Jogos como atividades didaticas

Topologia nao é um assunto simples para ser tratado na Educagao Bésica, principal-
mente porque a teoria de conjuntos nao é mais abordada a fundo pela Base Nacional
Curricular (BNCC). Sendo assim, como trabalhar o tema, sendo que este pode ser
muito interessante para varias areas, sem conhecimentos estruturados em conjuntos?

Jogos matematicos sao usados em diferentes épocas e tempos. Segundo O’'CONNOR
e ROBERTSON [8] 7O papiro de Rhind mostra que a matemética egipcia era larga-
mente baseada em desafios matematicos”. Um exemplo contido neste papiro:

Sete casas e em cada casa tem sete gatos. Cada gato comeu sete ratos.
Se nao tivesse morrido, cada rato teria comido sete espigas de trigo.
Cada espiga de trigo produziria 7 arroba de graos. Quantas arrobas se
salvaram?(Papiro de Rhind)

Ainda sengundo O’'CONNOR e ROBERTSON, varias civilizagoes utilizavam a mate-
matica de maneira lidica, seja por desafios, quebra-cabeca e outros métodos. Sendo
assim, mesmo em tempos antigos, podemos ver que a matematica era utilizada de
forma recreativa e intuitiva.

Segundo a BNCC, a matematica nao é s6 numeros, férmulas, formas geométricas: é,
também, uma linguagem, um jogo, formas diferentes de ver realidades, de modelar
pensamentos, ¢ um campo da criatividade e desenvolvimento de multiplas habilida-
des. Tabalhar a matematica apenas de forma expositiva nao deve ser a tnica opcao.
Outras areas do nosso conhecimento podem e devem ser exploradas, além do mais,
aulas apenas expositivas podem ser macantes e nao atrativas.

Nesse contexto o que seria um jogo matematico? Para AGRANIONIH e SMANI-
OTTO (2002) o jogo matematico é:

32
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[...] uma atividade lidica e educativa, intencionalmente planejada, com
objetivos claros, sujeita a regras construidas coletivamente, que opor-
tuniza a interacao com os conhecimentos e os conceitos matematicos,
social e culturalmente produzidos, o estabelecimento de relacoes logicas
e numéricas e a habilidade de construir estratégias para a resolugao de
problemas.(AGRANIONIH, AMANIOTTO, 2002)

Durante a pandemia de COVID-19 os professores tiveram que se reinventar para
aplicar suas aulas de maneira remota e posteriormente hibrida. Durante este periodo
prender a atencao dos alunos durante as aulas é um dos principais desafios. Sendo
assim, criar atividades lidicas é um 6timo recurso, seja por jogos, desafios ou resolu-
cao de problemas.

Considerando estes aspectos, uma excelente forma de apresentar o tema deste tra-
balho é por atividades lidicas. Claro que por ser um tema complexo, as atividades
devem ser bem preparadas e organizadas, caso contrario podem virar algo muito
dificil e desmotivante. Neste trabalhos serao apresentadas varias atividades ludicas
que podem ser trabalhadas com alunos de toda Educacao Baésica, entretanto é acon-
selhavel trabalha-los com alunos do Ensino Médio.

Outro questionamento comum é sobre o motivo de aplicar algo envolvendo a to-
pologia na educacao bésica. Para o Novo Ensino Médio os alunos terao a carga
horaria obrigatéria de matematica e suas tecnologias e a carga horaria itinerante,
sendo a ultima de escolha individual, ou seja, cada aluno pode escolher uma area do
conhecimento para ser estudada. Para a matematica na carga itinerante a proposta
¢é que ela seja tratada de maneira contextualizada com situagoes do cotidiano em
diversas areas como, resolugao de problemas, analises de dados estatisticos e proba-
bilidade, geometria e topologia, robdtica, automacao, dentre outras. E importante
perceber que nesta carga hordaria o aluno deseja ser instigado, desafiado, deseja ver
algo inovador, algo que ele nao viu na carga horaria tradicional, e é neste ponto que
trabalhar jogos topoldgicos é uma excelente opgao neste contexto.

Até a presente data existem oito trabalhos envolvendo a Topologia no PROFMAT,
destes apenas um envolve a aplicacao de atividades lidicas como forma de apresentar
o tema. Por mais que algumas atividades que serao propostas neste trablho serao
semelhantes, a sequéncia didatica proposta é um grande diferencial, visto que durante
a realizacao desta dissertacao estdvamos no periodo da pandemia de Covid-19 e era
necessario atividades que fossem possiveis de serem aplicadas tanto de forma remota
quanto de forma hibrida ou presencial. Neste apecto este trabalho tem muito a
acrescentar como um produto didatico.

A BNCC nao restringe a forma que devem ser aplicados os temas citados, sendo
assim, fica a critério da instituigao escolher a melhor forma de aplica-los. Sendo
permitida a aplicacao de minicursos e nestes podemos realizar varias atividades
diversificadas como as ludicas propostas nos préximos capitulos.
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Jogos envolvendo Topologia

O intuito aqui é deixar atividades lidicas como sugestoes para trabalhar varios
conceitos topolégicos em sala de aula. Estes jogos sao simples e atrativos para os
alunos, sendo de facil aplicacao e abrem muitas discussoes positivas.

Algumas atividades sao jogos e desafios, outras sao apenas atividades investigativas
que servem como apoio para introduzir conceitos geométricos diferentes, saindo da
geometria euclidiana que os alunos estao acostumados a estudar.

Neste capitulo serao sugeridas atividades diversas e no préximo uma sequéncia di-
dética com atividades diferentes. Devido a pandemia de Covid-19, vamos sugerir
atividades aplicaveis neste contexto.

Sera apresentado o jogo, como aplicar e seu segredo.

5.1 Quebra-cabeca do anel:

Para este jogo vamos precisar de:

e 1 pedaco de papelao.
e 1 corda ou barbante

e 2 anéis de metal ou semelhante.

Objetivo: O objetivo do jogo é colocar os dois anéis do mesmo lado da corda, sem
desamarrar ou cortar a corda:

Com o pedaco de papelao faremos trés furos, dois pequenos nas extremidades e um

no meio um pouco maior. Prendemos as pontas das cordas nas extremidades com
um laco pelo meio e um anel de cada lado como na figura 5.1
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E interessante deixar um tamanho bom de barbante para que a resolucao fique mais
facil de ser realizada.

Figura 5.1: Quebra-cabeca do anel

Solugao: Primeiramente puxamos o laco pelo centro, agora passamos um anel pelo
laco, depois puxamos o lago pelo outro lado do buraco e passamos o anel novamente
por ele. Agora, puxamos o lago de volta pelo buraco e passamos o anel por ele.

Figura 5.3: Quebra-cabega do anel - Solugao Parte 2
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Figura 5.4: Quebra-cabeca do anel - Solucao Parte 3

Neste jogo trabalhamos o conceito de transformacoes continuas e interior e exterior
de uma curva fechada, nele é interessante o fato que o né pode atrapalhar essas
percepcoes.

5.2 O disco pelo buraco:

Para este jogo vamos precisar de:

e 1 Folha de papel AA4.
e 1 Tesoura.
e 1 disco de papelao ou algo semelhante.

No centro da folha de papel vamos fazer recorte de um quadrado com a sua diagonal
um pouco menor do que o diametro do disco escolhido.

Objetivo: Passar o disco pelo quadrado sem rasgar a folha para aumentar o tamando
do buraco. A folha pode ser dobrada, mas no fim deve voltar a posicao original.

Figura 5.5: O disco pelo buraco

Solucao: Com a folha de papel, vamos dobréa-la ao meio verticalmente e horizontal-
mente. Agora com um leve movimento conseguimos expandir o tamanho do buraco
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sem rasgar a folha e assim, passar o disco.

Figura 5.7: O disco pelo buraco - Solucgao parte 2

Nesta atividade trabalhamos as tranformacoes continuas e como estamos acostumados
a ver apenas a geometria euclidiana na escola os alunos pensam que é impossivel
realizar a tarefa no inicio, apds a aplicacao tudo fica mais claro para eles.

5.3 Entrelacados:

Para este jogo vamos precisar de:

e 2 pedagos de barbante.

Neste jogo vamos prender o barbante no punho de duas pessoas, cruzando os bar-
bantes entre eles.

Objetivo: Separar as duas pessoas sem desamarrar ou cortar os barbantes.
Neste caso foi usado um ponto fixo para a segunda pessoa.

Solugao: Faca um lago com a sua corda, passe dentro da amarra de uma das maos
da outra pessoa, passe o laco pela mao e por fim, retire o lago da amarra, agora
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Figura 5.11: Entrelacados - Solugao parte 3

basta puxar as maos e as cordas estao separadas.

Esta atividade ird parecer uma magica para os alunos e novamente podemos trabalhar
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as transformacgoes continuas na soluc¢ao do problema.

5.4 Explorando a faixa de Moebius:

Para este jogo vamos precisar de:

e 1 folha de papel A4
e 1 rolo de fita durex

e 1 canetao de qualquer cor

Vamos dividir a folha ao meio duas vezes verticalmente e cortar 4 faixas iguais. Agora

pegamos uma das faixas e nela vamos fazer uma rotagao no sentido anti-horario ou
horario de 180°.

Figura 5.12: Faixa de Moebius - Construgao

Agora colocamos as duas pontas e temos uma faixa de Moebius.

Figura 5.13: Faixa de Moebius

Esta faixa pode ser explorada de varias maneiras, uma forma interessante é mostrar
que ela tem apenas um lado. Para isto, vamos pegar o canetao e sem retirar ele do
papel contornar toda sua superficie pelo centro até que o inicio e fim se encontrem.
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Como nao passamos por nenhuma extremidade podemos concluir que a faixa tem
apenas um lado.

Figura 5.14: Faixa de Moebius riscada

Aqui a intengao é apenas trabalhar com um tipo de superficie que nao é estudado
na educacao bésica, é interessante que os préoprios alunos facam a faixa de Moebius,
pois assim terao melhor compreensao da situacao.

5.5 A curva de Jordan

Para este jogo vamos precisar de:

e 1 folha de papel A4

Na folha de papel faga um grande labirinto com curvas e marque dois pontos nesse
labirinto. O problema se consiste em falar se cada um dos pontos se encontram
dentro ou fora dessa curva.

Figura 5.15: Curva de Jordan

Solugao: Trace uma linha reta do lado de fora até o ponto mais interior da curva,
agora basta analisar se a reta tocou a curva um ntimero par ou impar de vezes ate
cada ponto. Se tocou par ele é exterior e se tocou fmpar ele é interior.
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Figura 5.16: Curva de Jordan - Solucao

Aqui estamos trabalhando o conceito de dentro e fora de superficies mais estranhas
para os estudantes, caso eles fiquem muito interessados um caso mais complexo pode
ser estudado, como o da figura 5.17.

Figura 5.17: Curva de Jordan - Exemplo 2

5.6 A topologia em um balao:

Para este jogo vamos precisar de:

e 1 baldo branco

e 1 canetao de qualquer cor

No balao vazio vamos desenhar um quadrado de lado fixo e marcar um ponto em seu

centro.

Agora vamos inflar o balao e analisar algumas coisas:

e O formato da figura mudou?
e Os seus angulos mudaram?

e O ponto continua interno a figura?
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Figura 5.18: Topologia no balao - Normal

Figura 5.19: Topologia no balao - Inflado

e Podemos falar que o que era interno ao quadrado e o que era externo a ele
continua na mesma situacao?

Vérias outras perguntas podem ser feitas, sendo esta, uma excelente atividade para
explorar o conceito de dentro, fora, fronteiras e transformacoes continuas na topologia.
Outros formatos podem ser desenhados e explorados no balao ficando a critério do
professor decidir quais sao interessantes de serem trabalhados com os alunos.

5.7 O quebra-cabeca de papel

Para este jogo vamos precisar de:

e 1 folha de papel A4

e 1 tesoura

Esta atividade se consiste em pedir para que os alunos formem a figura 5.20 usando
apenas uma folha de papel e uma tesoura.

Solugao: Primeiramente vamos pegar uma folha de papel A4 e dividi-la ao meio,
logo apds vamos marcar a metade da folha de um lado e dois tergos do outro lado.
Por fim, levantamos a parte central e giramos as superficies 1 e 2 em 180° no eixo,
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Figura 5.20: Quebra-cabeca de papel

formando a figura desejada.

Figura 5.21: Quebra-cabeca de papel - Solucao parte 1

Figura 5.22: Quebra-cabeca de papel - Solucao parte 2

Nesta atividades trabalhamos com superficies topoldgicas diferentes e em como chegar
até elas.



Sequéncia didatica

Sequéncia didatica, como o proprio nome diz, é uma sequéncia de agoes organizadas
para compor a didatica de cada assunto. Neste sentido a ideia é apresentar etapas
estruturadas para aplicacao organizada e bem norteada. Nela é importante conter o
publico-alvo, objetivo, metodologia detalhada do processo.

Devido a pandemia de COVID-19 a aplicacao de jogos envolvendo a Topologia foi
adaptada para o modelo virtual. Os jogos do capitulo anterior sao todos muito
interessantes para alunos da educacao basica, entretanto sua aplicacao foi inviavel
por questoes sanitarias durante a aplicacao do trabalho.

Sendo assim este é um modelo de aula que pode ser aplicado, seja de maneira remota,
seja de maneira presencial ou hibrida.

6.1 Publico-Alvo

Alunos da Educacao Basica, preferencialmente do Ensino Médio.

6.2 Objetivos

Trabalhar diferentes pespectivas de um objeto.

Trabalhar com superficies topoldgicas.

Compreender algumas diferencas entre a geometria Fuclidiana e a Topologia.

Visualizar a interacao entre faixas de Moebius.

Compreender como solucoes anteriores podem ajudar em novas situagoes.

6.3 Duracao
1h30min.
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6.4 Atividade 1
6.4.1 A faixa de Mébius

Para essa atividade vamos precisar de:

Duas folhas de papel A4 ou semelhante.

Uma fita durex.

Uma Tesoura.

Uma cola para papel.

Primeiramente dividimos as folhas A4 ao meio verticalmente e ao meio novamente,
cortando 8 partes iguais. Formando 8 faixas iguais e colamos essas faixas duas a
duas de forma cruzada.

Figura 6.1: Faixas Cruzadas

Agora vamos formar a primeira figura colando com a fita durex uma faixa circular
simples para cada lado.

Figura 6.2: Faixas circulares
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Pergunta 1: Para os alunos perguntamos: “O que acontece se cortarmos essas faixas
juntas, ao meio?”, entao executamos.

Neste primeiro momento podem surgir poucas respostas, pois os alunos ainda estao
no processo de compreensao da atividade.

Figura 6.3: Faixas circulares cortadas ao centro

Agora vamos formar uma faixa circular e uma faixa de Moebius colando a ponta
de uma faixa com a outra e na segunda famos fazer uma torgao de 180° no sentido
horario ou anti-horario, formando uma faixa de Moebius.

Figura 6.4: Faixa de Moebius e Faixa circular

Pergunta 2: Para os alunos perguntamos “O que acontece se cortarmos essa faixa
juntas, ao meio?”, entao executamos.

Nesta segunda pergunta provavelmente surgirao mais sugestoes, pois agora os alunos
ja tem certa nocao pela Pergunta 1.

E interessante discutir e deixar que os alunos explorem bem suas ideias. Como ainda
esta no inicio da atividade podem aparecer poucas respostas e é importante tirar a
inibicao dos alunos com algumas intervencoes, seja chamando algum aluno menos
timido para dar uma resposta, seja fazendo alguma pergunta como "Vai formar outro
quadrado?”.
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Figura 6.5: Faixa de Moebius e circular cortadas ao centro

Agora vamos formar duas faixas de Moebius em direcoes opostas colando uma faixa
com uma tor¢ao de 180° no sentido horario e a outra no sentido anti-horario.

Figura 6.6: Faixas de Moebius opostas

Pergunta 3: Para os alunos perguntamos “O que acontece se cortarmos essas faixas
juntas, ao meio”, entao executamos.

E normal que agora seja dito que a figura formada serd igual a das Pergunta 1 e
Pergunta 2 e o resultado provavelmente serd uma grande surpresa para os alunos.

Figura 6.7: Faixa de Moebius e Faixa circular cortadas ao centro

Discutindo os resultados com os alunos é interessante tratar sobre os casos das
perguntas 1 e 2. Fazendo os cortes de modo a separar duas figuras muito parecidas,
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uma semelhante a uma algema e outra uma algema torcida e mostramos como que
com uma transformacao continua essas duas figuras sao topologicamente as mesmas.

Figura 6.8: Processo corte das faixas

6.5 Atividade 2

Nesta atividade comecamos a mostrar que algumas superficies sao diferentes das
habituais e que os estudantes deverao pensar de maneira diferente. Outra habilidade
tratada é como usar o resultado de um problema anterior pode ajudar na resolucao de
outro, sendo esta habilidade de suma importancia em diversas areas do conhecimento.

6.5.1 Clipes perplexos

Para esta atividade vamos precisar de:

e Uma folha de papel A4.
e Dois clipes de papel, grandes.
e Duas gominhas simples ou coloridas.

e Uma tesoura simples.

Inicialmente vamos dividir a folha de papel ao meio e corta-ld4 em duas partes, for-
mando duas faixas. Vamos usar uma delas.

Essa é uma atividade investigativa, entao vamos comecgar mostrando um caso ini-
cial e para cada nova situacao deixamos os alunos pensarem e tirarem suas conclusoes.

12 Caso: Vamos fazer duas curvas com a faixa de papel e colar os clipes em cada
uma das curvas como na figura 6.9.

Agora puxamos as duas extremidades da faixa e os clipes serao conectados.
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Figura 6.9: Curvas presas com clipes

Figura 6.10: Curvas presas com clipes - Rseultado

Este primeiro caso servirda como base para que os alunos respondam as proximas
perguntas.

2° Caso: Agora vamos colocar uma gominha na primeira curva e repetir o processo
do primeiro caso:

Figura 6.11: Curvas presas com clipes 4+ gominha na curva caso 1

Perguntal: “Como vao ficar os clipes e a gominha na folha de papel quando esticar-
mos?”
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Puxando as duas extremidades temos agora a gominha, presa na faixa, com os dois
clipes conectados. E possivel que ainda nao sejam feitas vdrias sugestoes, pois os
estudantes ainda estarao inseguros sobre o seu raciocinio. Por isto pode ser interes-
sante direcionar a pergunta, caso nao tenham muitas respostas. Pode ser sugerido
como ficara a disposicao: “Sera clipe, clipe e gominha? Sera clipe, gominha, clipe? A
gominha vai ficar presa no papel?”

Figura 6.12: Curvas presas com clipes 4+ gominha na curva caso 1 -
Resultado

Nesta situagao as respostam devem ser diversas e é interessante discutir cada uma
delas.

3% Caso: Neste momento vamos colocar a gominha na segunda curva com 0s mesmos
dois clipes.

Figura 6.13: Curvas presas com clipes + gominha na curva caso 2

Novamente, puxamos as duas extremidades ficando com a mesma disposicao do caso
anterior, gominha com dois clipes conectados, entretanto nesta situacao a gominha
nao ficou presa na faixa de papel. Provavelmente surgirao mais respostas, pois
os estudantes vao utilizar o caso anterior como base e essa habilidade de utilizar
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problemas anteriores para resolucao de outras situagoes ¢ muito interessante.

Figura 6.14: Curvas presas com clipes + gominha na curva caso 2 -
Resultado

4° Caso: Agora, vamos colocar duas gominhas, uma como no caso 2 e uma como no
caso 3, seguidas pelos mesmo dois clipes.

Figura 6.15: Curvas presas com clipes + 2 gominhas caso 1

Estendendo a faixa teremos a disposi¢cao gominha, clipes conectados e gominha. Esta
conexao presa na faixa.

Figura 6.16: Curvas presas com clipes + 2 gominhas caso 1 - Resultado
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52 Caso: Por fim, vamos tentar um caso parecido com o anterior, entretanto vamos
ter duas gominhas na posicao do caso 2, seguidas pelos dois clipes.

Figura 6.17: Curvas presas com clipes + 2 gominhas caso 2

Puxando as extremidades vamos ter a mesma sequéncia do caso anterior com as duas
gominhas presas na faixa.

Figura 6.18: Curvas presas com clipes + 2 gominhas caso 2 - Resultado

Em cada situagao os alunos irao olhar para superficie de uma maneira menos eu-
clidiana e mais topoldgica, sempre usando o caso anterior para resolver o préximo.
O conceito de dentro e fora é muito bem trabalhado e a atividade é estimulante e
investigativa.



Consideracoes Finais

O objetivo desse trabalho foi estudar a Topologia e suas aplicacoes por meio de
atividades lidicas no Ensino Médio e, em alguns casos, no Ensino Fundamental.

Inicialmente foi feita uma introducao historica sobre o tema relatando o problema
das pontes de Konigsberg apresentando a resolucao do suico Leonard Euler. Foi
apresentado também a origem do termo Topologia e algumas aplicagoes.

Posteriormente foi feita uma breve apresentacao dos conceitos matematicos, o foco
do trabalho é em como aplicar para a educacao basica. Por este motivo nao se fez
necessario definir todos os conceitos topolégicos a rigor, como por exemplo, compaci-
dade e conexidade. Apenas foram tratados conceitos importantes para compreender
as atividades propostas e superficies topolégicas estudadas.

A intencao final do projeto é trabalhar o assunto com alunos da Educagao Bésica e
como aplicar era um desafio, foi decidido a aplicacao com atividades ludicas, sendo
estas uma forma essencial no ensino da matematica segundo a BNCC. Além disso,
uma das primeiras formas de relatos matematicos da histéria foram de jogos e desafios.

Neste apecto de aplicagao, foram feitas varias sugestoes de atividades lidicas. Foi
sugerida também uma sequéncia didatica para aplicacao dinamica de duas atividades,
esta aplicagao podendo ser feita de maneira presencial, hibrida ou remota, visto que,
durante a realizacao deste trabalho estavamos no periodo da pandemia de Covid-19.

Por este trabalho podemos perceber que mesmo temas dificeis como a Topologia
podem ser tratados com alunos da Educacao Basica e isto pode ser um bom estimu-
lante para varias areas do conhecimento. Inclusive é da orientacao nacional que areas
como a topologia sejam tratadas pelo novo Ensino Médio portanto, a intencao é que
este trabalho seja uma boa consulta para aqueles que desejam fazer algo diferenciado
em sala de aula.
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