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Resumo

O Teorema Chinés dos Restos foi uma ferramenta utilizada, historicamente, para resolver um
problema sobre contagem de soldados. Trata-se, basicamente, de uma relacdo de equivaléncia
entre restos. Nos dias de hoje, além de fazer parte do estudo da Aritmética, é utilizado
na criptografia e partilha de senhas, por exemplo. Considerando o atual contexto, no qual
cada vez mais tecnologias sao utilizadas no processo de ensino, o propdsito deste trabalho é
tornar a diddtica sobre o Teorema Chinés dos Restos mais ludica. Para isso, elabora-se um
algoritmo que elenca o passo a passo para solucionar problemas de sistemas de congruéncias
lineares e, em seguida, implementa-se um programa capaz de executar esse roteiro e gerar
um arquivo com o registro dos calculos. Para compor o referencial tedrico, abordam-se
os conceitos de divisibilidade, nimeros primos e congruéncias, apresentando as definicbes
relacionadas e resolucdo de exemplos. Em seguida, apresentamos o Teorema Chinés dos Restos,
o algoritmo proposto e demonstramos a sua eficacia por meio da resolugdo de problemas com

a implementacdo computacional.

Palavras-chave: Teorema Chinés dos Restos, Congruéncias, Programacao.



Abstract

The Chinese Remainder Theorem was a tool used, historically, to solve a problem about
counting soldiers. It is basically an equivalence relationship between remainders. Nowadays, in
addition to being part of the study of Arithmetic, it is used in encryption and password sharing,
for example. Considering the current context, in which more and more technologies are used
in the teaching process, the purpose of this work is to make the didactic about the Chinese
Theorem of Remains more playful. For this, an algorithm is developed that lists the step by step
to to solve problems of linear congruence systems and, then, a program capable of executing
this script and generating a file with the registration of the calculations is implemented. To
compose the theoretical framework, the concepts of divisibility, prime numbers and congruence
are addressed, presenting the related definitions and solving examples. Then, we present the
Chinese Remainder Theorem, the proposed algorithm, and demonstrate its effectiveness by

solving problems with the computational implementation.

Key-words: Chinese Remainder Theorem, Congruences, Programming.



Figura 1

Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6
Figura 7
Figura 8
Figura 9

Lista de ilustracoes

Fluxograma para resolucdo de sistemas de congruéncias pelo Teorema Chinés
dos Restos . . . . . . . ..
Captura de tela do programa para resolugdo do Exemplo 33 (Parte 1) . . .
Captura de tela do programa para resolucdo do Exemplo 33 (Parte 2) . . .
Captura de tela arquivo de texto gerado para resolugcdo do Exemplo 33
Captura de tela do programa para resolugdo do Exemplo 35 (Parte 1) . . .
Captura de tela do programa para resolugdo do Exemplo 35 (Parte 2) . . .
Captura de tela arquivo de texto gerado para resolucao do Exemplo 35
Captura de tela do programa para resolugdo do Exemplo 36 (Parte 1) . . .
Captura de tela do programa para resolugdo do Exemplo 36 (Parte 2) . . .

Figura 10 — Captura de tela arquivo de texto gerado para resolucao do Exemplo 36

Figura 11 — Captura de tela do programa para resolugdo do Exemplo 37 (Parte 1) . . .

Figura 12 — Captura de tela do programa para resolugdo do Exemplo 37 (Parte 2) . . .

Figura 13 — Captura de tela arquivo de texto gerado para resolu¢cdo do Exemplo 37

Figura 14 — Captura de tela do programa para Exemplo 38 . . . . .. ... ... ...

48
49
49
50
51
51
52
53
53
54
55
55



3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

Sumario

INTRODUCAO . . . o ittt et e e e e e e e e e 9
HISTORICO: TEOREMA CHINES DOS RESTOS . . . . ...... 11
DIVISIBILIDADE . . . . . . . . . & e e e e e e e e 13
Divisao Euclidiana . . . . . . . . ... ... 14
O Maximo Divisor Comum . . . . . . ... .. ..., 17
Algoritmos . . . . . . . .. 19
Algoritmo de Euclides . . . . . .. .. ... o000 19
Propriedadesdomdc . . . . . . . . . .. ... ... 21
Equacoes Diofantinas Lineares . . . . . . . . . .. .. ... ...... 24
Minimo Multiplo Comum . . . . . . . .. ... 26
NUMEROS PRIMOS . . . . . . ittt ittt n 30
Teorema Fundamental da Aritmética . . . . . . . . ... ... ... . 31
CONGRUENCIA . . . . . e e e 33
Congruéncia Linear . . . . . . . . . ..o 38
Sistemas de Congruéncias . . . . . . . . .. ... ... ... 39
TEOREMA CHINES DOSRESTOS . . . . . . v i v i i e 42
Algoritmo . . . . . . ... 44
APLICACOES COM USODESOFTWARE . . . . .. .. ... ... 47
CONCLUSOES . . . . ottt it e e e e e e e e e e e 57

REFERENCIAS . . . . . o e e e e s e s 58



1 Introducao

A congruéncia é uma relagcdo de equivaléncia de restos e, por sua vez, um sistema de
congruéncias é composto por n congruéncias. O Teorema Chinés dos Restos propde uma
importante metodologia para resolucao desses sistemas.

A depender da quantidade de congruéncias que compde o sistema ou do seu nivel de

dificuldade, a resolucdo do problema pode se tornar pouco atrativa e, muitas vezes, cansativa
para o aluno. Nesse sentido, o trabalho do professor em manter o interesse do discente nesse
contetdo pode ser um desafio.
E fato que a abordagem digital nessa era sempre desperta mais interesse do estudante. Diante
dessa dtica, o presente trabalho objetiva tornar o ensino sobre o Teorema Chinés dos Restos
mais didatico, aplicando o assunto por meio de um programa que coleta os dados do problema
e proporciona ao usuario acompanhar todas as etapas da solucao. Também é apresentado
um algoritmo que roteiriza um passo a passo para resolucdo desse tipo de exercicio, o que é
uma valiosa ferramenta de fixacdo, podendo, oportunamente, ser implementada em outras
linguagens de programacao.

S3o escassos os trabalhos que versam sobre o Teorema Chinés dos Restos, sendo que eles,
na sua maioria, discutem somente o ensino desse contetido em escolas ou sua aplicabilidade.
Souto Filho (2015) [11] escreveu sobre o histérico do teorema e apresentou-o, com a resolugdo
de muitos exercicios. Nascimento (2014) [8] propds um minicurso com énfase na resolugdo
de problemas e aplicou-o para alunos do ensino médio, concluindo que, apesar da dificuldade
com algumas nomenclaturas e simbologia, observou-se que o assunto motivou a aprendizagem,
sendo til na solugdo de vérios exercicios. Gléria (2019) [5] apresentou o Teorema Chinés dos
Restos, além de diversos exemplos e sugere que seu trabalho possa servir de base para alunos e
professores que buscam atividades relacionadas com o tema. Com o mesmo intuito, Santos
(2017) [10] aborda assuntos importantes na revisdo bibliogrifica que embasam o teorema e
resolve muitos exemplos. Bomfim (2021) [2] ministrou para um grupo de alunos diversos
assuntos, incluindo o Teorema Chinés dos Restos, e constatou que houve adesdo por mais da
metade dos estudantes, que utilizaram a ferramenta na resolucao dos testes aplicados.

Como aplicagGes ja abarcadas em trabalhos, podemos citar a criptografia que é uma espécie
de codificacdo de mensagens [1], além da partilha de senhas [9] que é uma maneira de distribuir
uma chave entre vdérias pessoas, de modo que nenhuma delas tenha posse da senha inteira,
mas que nao sejam necessarias todas as chaves para reconstruir a senha.

Entretanto, além de tratar do referencial tedrico indispensavel para o tema, esta dissertacdo
tem como diferencial a pretensdo de apresentar um novo recurso para o docente, com enfoque
sob um ponto de vista mais lidico e atraente para os alunos. Dessa forma, podem ser
desenvolvidos e explorados novos conhecimentos para o professor e, posteriormente, para o

estudante, gerando dinamismo nas aulas, fator tao primordial no aprendizado.



O trabalho esta estruturado da seguinte maneira: no capitulo 2, apresentamos um relevante
histérico acerca do Teorema Chinés dos Restos, mencionando aquele que se acredita ser o
primeiro problema da histéria envolvendo sistemas de congruéncias e como, naquele momento,
foi solucionado.

No capitulo 3, tratamos sobre a divisdo de nimeros inteiros, sendo evidenciados os conceitos
de divisibilidade, algoritmos de um modo geral, algoritmo de Euclides, equa¢des diofantinas
lineares, maximo divisor comum e minimo multiplo comum.

No capitulo 4, abordamos o conceito de nliimeros primos e o Teorema Fundamental da
Aritmética e no capitulo 5 estudamos as congruéncias lineares e seus sistemas.

No sexto capitulo, é enunciado e demonstrado o Teorema Chinés dos Restos e, em seguida,
propde-se um algoritmo computacional e um fluxograma para ele.

O capitulo 7 exemplifica com exercicios o funcionamento do programa proposto, além de
expor o arquivo gerado por ele com o valor das varidveis calculadas e o resultado final. No

altimo capitulo, sao discutidas as conclusoes.
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2 Historico: Teorema Chinés dos Res-

tos

Segundo Matkovic (1988), o registro mais antigo sobre o problema dos restos é do ma-
tematico chinés Sun-Tsu, no século IV. O referido autor escreveu a obra: " Sun-Tsu Suan-Ching”,
que significa: Aritmética Classica de Sun-Tsu, composta por trés volumes. No terceiro volume,
problema 26, ele relatou:

"Nés temos um numero desconhecido de objetos, se nds os contarmos de trés em trés, deixa
resto dois; se nds os contarmos de cinco em cinco, deixa resto trés; se nds os contarmos de
sete em sete, o resto é dois. Quantos sdo os objetos?”

Em seguida, o matematico fornece a resposta: 23, e descreve o método utilizado no célculo:

Para cada unidade que sobra quando se conta de trés em trés, considere 70.
Logo, se vocé conta a cada trés e tem resto dois, tome 140.
Para cada unidade que sobra quando se conta de cinco em cinco, considere 21.
Logo, se vocé conta a cada cinco e tem resto trés, tome 63.
Para cada unidade que sobra quando se conta de sete em sete, considere 15.
Logo, se vocé conta a cada sete e tem resto dois, tome 30.
Se a soma for 106 ou mais, subtraia miiltiplos de 105 (resultado da multiplicacdo entre 3, 5, 7)
e vocé terd o resultado.
No exemplo, tem-se 140+63+430 = 233.
Dai, subtraia 2x105 = 210 e vocé tem o resultado. [3]

Utilizando os simbolos da Algebra Moderna, o problema em estudo pode ser representado

da seguinte forma:

N= 2 mod 3
N= 3 mod 5
N= 2 mod 7
Resolucao:
70 = 1 mod 3 =140 = 2 mod 3
21 = 1 mod 5 =63 = 3 mod 5

11



15 1 mod 7 =30 = 2 mod 7

N =140 + 63 + 30 —n.105 = 23

Embora o célculo acima tenha se apresentado de forma mais direta, no decorrer dos
proximos capitulos, serao abordados contelidos importantes para a resolucao de problemas
desse tipo e resolvidos mais exemplos de modo detalhado.

O fato é que através desse problema, a intencdo por tras do Teorema Chinés dos Restos estava
estabelecida. Vale lembrar que existem infinitas solucdes, de acordo com o valor assumido por
n, mas, no caso, Sun-Tsu estava procurando pela menor solucdo positiva, assim, n assume o
valor 23. Em seu livro, ndo ha a generalizacdo do Teorema, tampouco sua prova. [7]

No decorrer do tempo, os chineses deram varios nomes para o Teorema Chinés dos Restos ou
Teorema dos Restos Chinés. Os diferentes nomes vinham dos métodos computacionais ou das

diferentes aplicacdes dadas ao teorema por cada autor. [7]
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3 Divisibilidade

Compreender a definicao e propriedades da divisibilidade é um passo primordial, pois é
um conceito basico que serd constantemente utilizado no decorrer deste trabalho. Neste
capitulo serdao abordados a Divisao Euclidiana, o Maximo Divisor Comum e suas propriedades,

o Algoritmo de Euclides, Equagbes Diofantinas Lineares e o Minimo Multiplo Comum.

Definicao 3.1. Considerando dois niimeros inteiros a e b, a divide b (representa-se: alb),
quando existe ¢ € 7, tal que, b = ca. No caso, pode-se dizer também que a € divisor ou um

fator de b ou que b é um multiplo de a ou que b € divisivel por a.

A notacdo a|b n3o representa uma operacdo em Z. Trata-se de uma sentenca que afirma
ser verdade que existe c inteiro tal que b = ca. A negacio dessa sentenca é representada por
a{b isto é, n3o existe nenhum inteiro c tal que b = ca.

Exemplo 1. Pela Definicdo 3.1, ficam claros os exemplos a seguir:
e 110, pois0=0-1.
e 2|8, pois8=4-2.

e 315, pois nenhum nimero inteiro multiplicado por 3 resulta em 5.

Abaixo s3o apresentadas algumas propriedades importantes da divisibilidade:

Proposicao 3.1. Sejam a,b,c,d, x,y € Z, tem-se:
(i) lla, ala e alo.
(ii) se alb e blc, entdo, alc.
(iii) alb e cld = aclbd.
(iv) se alb e alc, entdo a|(xb +yc), Vx,y € Z.

(v) Considerando b # 0, entdo, alb = |a| < |b].

Demonstracdo. Serdo demonstradas, respectivamente, cada uma das propriedades. Vale

lembrar que todas as incégnitas pertencem ao conjunto dos niimeros inteiros:

13



(i) 1la, ala e al0, pois, por definicdo, se alb, entdo b = ca. Assim: a =a-1, a=
1-a, 0=0-a.

(i) alb = 3f € Z tal que b = fa e blc = Ig € Z tal que ¢ = gb. Substituindo o valor de
b obtido da primeira equacao nessa ultima, tem-se:
c=g(fa) = c = (gf)a
O que significa que alc.

(iii) alb = 3f € Z tal que b = fa e c|d = g € Z tal que d = gc. Multiplicando entre si
os membros das equagdes, tem-se: bd = (fa)(gc) = (fg)(ac).
Portanto, ac|bd.

(iv) Se alb e alc, tem-se que 3f, g € Z tal que b = fa e ¢ = ga, respectivamente. Dai,
xb +yc = x(fa) +y(ga) = a(xf) + a(yg) = a(xf +yg).
Portanto, como xb + yc = a(xf + yg), entdo a|(xb +yc).

(v) Se alb = Jc € Z tal que b = ca. Em médulo, |b| = |c||a]. Como |b| # 0, tem-se que
Ic| # 0. Consequentemente, 1 < |c| e, portanto, |a| < |allc| = |b].

]

Pelas proposi¢oes supracitadas, tornam-se imediatas resolu¢des como as apresentadas a

seguir:
Exemplo 2. Se 9|27 e 27|162, ent3o 9|162.

Exemplo 3. Se 3|9 e 6]12, entdo (3 -6)|(9-12) = 18|108.

Como consequéncia de algumas dessas proposicdes, destaca-se que a relagdo de divisibilidade

em N U{0} é uma relacdo de ordem, pois é:
(i) reflexiva: Va € N, ala. Proposi¢do 3.1 (i)
(i) transitiva: se alb e blc, logo, alc. Proposigdo 3.1 (ii)

(iii) antissimétrica: se alb e bla, logo, a = b. Proposi¢cdo 3.1 (v)

3.1 Divisao Euclidiana

Preliminarmente, é interessante enunciar o Principio da Induc3o e o Principio da Boa
Ordenacdo, pois este serd utlizado na demonstracao da Divisdo Euclidiana.
O Principio da Inducdo Matemdtica é um valioso instrumento para provar teoremas. Nesta

secdo, ele sera utilizado na demonstracdo do Principio da Boa Ordenacao.
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Axioma 1 (Axioma de Indug3o). Seja S um subconjunto de N tal que
(i) 0eS

(ii) S é fechado com respeito a operacdo de "somar 1”a seus elementos, ou seja,
Yn, neS=n+1€8$§

Entdo S = N.

Desse Axioma, segue o Principio de Inducdo Matematica:

Teorema 3.1 (Principio da Indu¢do Matematica). Seja a € N e seja p(n) uma sentenca

aberta em n.. Suponha que:
(i) p(a) € verdade, e que
(i) Yn > a,p(n) € verdade = p(n + 1) é verdade,

entdo p(n) € verdade para todon > a.

Demonstracdo. Seja v ={n € N;p(n) verdade}; ou seja, v é o subconjunto de N para os
quais p(n) é verdade.
Considere o conjunto

S={meN;a+me v},

que verifica trivialmente a +S C v.
Como, pela condig¢do (i), tem-se que a+ 0 = a € v, segue-se que 0 € S.
Por outro lado, se m € S, entdo a+m € v e, por (ii), tem-se que a + m+ 1 € v; logo
m-+1 € S. Assim, pelo Axioma 1, S = N. Portanto,
fmeNm>al=a+NcCv,

0 que prova o resultado.
O

Teorema 3.2 (Principio da Boa Ordenac¢do). Todo subconjunto ndo vazio S C N, possui um

menor elemento, isto €, existe a € S tal que a < x,Vx € S.

15



Demonstracdo. A demonstracao sera feita por absurdo, utilizando o Principio da Inducao
Matemdtica (teorema 3.1). Seja S um subconjunto n3o vazio de N e suponha, por absurdo,
que S ndo possui um menor elemento. Portanto, o que se quer mostrar é que S é vazio, o que
seria uma contradicao.

Considere o conjunto T complementar de S em N. Deve-se mostrar que T = N. Dado o

conjunto:
[, ={keN;k <n},
considerando a sentenca aberta:
pn): L, CT.

Como 0 < n, Vn, segue que 0 € T, pois, caso contrario, 0 seria um menor elemento de S.
Portanto, p(0) é verdade.
Supondo agora que p(n) seja verdade. Se n + 1 € S, como nenhum elemento de I,, estd em

S, n 4+ 1 seria um menor elemento de S, o que ndo é permitido. Assim, n+ 1 € T, dai
In+1 =1, U{Tl—l— 1} - T7

o que prova que Vn, I, C T; portanto N C T C N, consequentemente, T = N.
]

A Divisao Euclidiana consiste na divisio de um niimero por outro, obtendo um quociente ¢

como resultado e um resto .

Teorema 3.3 (Divisdo Euclidiana). Dados dois inteiros a e b, b # 0, existe um dnico par de

inteiros ( e T tais que:
a=qgb+r, com 0<r<|b

Se bla,r=0.

Demonstracdo. Se a < b,tome q=0er=a.Sea=Db,tomeq=1er=0.

Suponha que a > b e considere os niimeros:
a,a—b,a—2b,...,a—nb,...

Pelo Principio da Boa Ordenag3o (teorema 3.2), o conjunto S, formado pelos elementos
acima, tem um menor elemento 1 = a — qb. Deve-se provar que T tem a propriedade requerida,
isto é, que r < b.

Se bla, entdo v = 0 e nada tem de ser provado.

Por outro lado, se b  a, entdo r # b e, portanto, basta mostrar que ndo pode ocorrer v > b.
De fato, se isso ocorresse, existiria um natural ¢ < r tal que r = ¢ + b. Consequentemente,
T=c+b=a—qb, da:

16



c=a—gb—b=c=a—(q+1)beS, comc <, oqueéuma contradicdo com o fato
de 7 ser o menor elemento de S. Portanto, a = bq + 1 com r < b, o que prova a existéncia de
ger.

Para provar a unicidade, note que, dados dois elementos distintos de S, a diferenca entre
o maior e o menor desses elementos, sendo um multiplo de b é, pelo menos, b. Logo, se
r=a—bqer =a—bq’,comr <1’ <b, teria que ' — 1 > b, 0 que acarretaria
" >1+b>Db, que é um absurdo. Portanto r =1’.

Dafi segue que a —bq = a — bq’, o que implica que bq = bq’, portanto, q = q". O

A Divisao Euclidiana pode ser aplicada em diversas situagdes, como as representadas a seguir:

Exemplo 4. Na divisdo do nimero 16 por 3, qual é o quociente e qual o resto?

Pelo Divisdo Euclidiana, tem-se que:
16=q-3+r

Uma maneira de resolver esse problema € por tentativa e erro. Isto €, atribuindo, mentalmente,
numeros para q até encontrar o maior deles tal que 0 < v < 3. Assim:
Paraq=51r=16—-5-3=1

Paraq=6,1=16—6-3 = —2

Mas 0 < v < 3, portanto, = 5,7 = 1.

Exemplo 5. Qual o resto da divisdo de 297 por 47

Pelo Divisdo Euclidiana, obtem-se:
297T=q-4+r7

De forma semelhante ao que foi feito no exemplo anterior, procura-se o maior q tal que
0<r<4.

Paraq=T4,vr=297T—74-4=1

Para q =75,71=297—75-4=—3

Como o resto ndo pode ser negativo, q = 74.

3.2 0O Maximo Divisor Comum

Dados dois inteiros a e b, distintos ou ndo, um nimero inteiro d sera um divisor comum
de aebse dlaedb.

Exemplo 6. Tomando os niimeros 8 e 24, tem-se que £1 , =2 , -4 e 48 s3o divisores comuns.
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Definicao 3.2. Na obra Os Elementos de Euclides, o autor, essencialmente, define que o

inteiro d > 0 é o mdximo divisor comum (mdc) de a e b se atender as propriedades:
(i) d é um divisor comum de a e b, e
(ii) d é divisivel por todo divisor comum de a e b

Notacdo: d = mdc(a,b) ou, simplesmente, d = (a,b).

Exemplo 7. Para encontrar o mdc de 8 e 24, pode-se pensar da seguinte forma:

Sabe-se que =1 , £2 , +4 e +8 s3o divisores comuns, isto €, atendem a primeira propriedade.
Contudo, entre esses, somente o niimero 8 € positivo e divisivel por todo divisor comum de 8 e
24 (segunda propriedade), pois £1 , £2 , £4 dividem 8. Portanto, o mdc de 8 e 24 € 8, em
notacdo: (8,24) = 8.

De forma simplificada, o mdximo divisor comum de dois ou mais niimeros inteiros é o maior

divisor inteiro comum a todos eles.

Exemplo 8. Observe o raciocinio para determinar o mdc de 20 e 30:

Sabe-se que +1 , £2 , +4 , 5, £10 e £20 s3o divisores de 20 e +£1 , +2 , 3 , £5, 46,
+10 , 15 e 430 sdo dividores de 30. Logo, o maior divisor comum de 20 e 30 € 10. A mesma
resposta pode ser obtida por meio da fatoragdo em nimeros primos, na qual se escolhe(m)
o(s) fator(es) comum(ns) de menor expoente:

20=2-2-5=2*.5

30=2-3-5

(20,30) =2-5=10

E importante ressaltar que o mdc de dois ou mais nlimeros € tnico.
Para demonstrar a existéncia do mdc de qualquer par de niimeros inteiros ndo nulos, Euclides

utilizou o seguinte resultado:

Lema 3.1. Sejam a,b,n € Z. Se existe (a, b—na), entdo (a,b) existee (a,b) = (a,b—na).

Demonstracdo. Sejad = (a,b—na). Como d|a e d|(b—na), entdo, d divide b = b—na+na
(Proposigdo 3.1 (iv)). Isto é, d é um divisor comum de a e b. Supondo que ¢ seja divisor
comum de a e b, entdo, ¢ € um divisor comum de a e b—na (Proposi¢do 3.1 (iv)) e, portanto,
c|d. Isso prova que d = (a, b).

[
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O Lema 3.1 é fundamental para estabelecer o Algoritmo de Euclides, que serd estudado na
Secdo 3.4.

3.3 Algoritmos

Um algoritmo é qualquer procedimento computacional bem definido, que toma um valor ou
conjunto de valores como entrada e produz algum valor ou conjunto de valores como saida [4].
Contudo, o conceito de algoritmo ndo foi criado para satisfazer as necessidades da computacgao.
Pelo contrario, a programacdo é apenas um dos campos da aplicacdo dos algoritmos.

Algoritmos iterativos estao associados ao conceito de iteragdo ou aproximagao sucessiva.

Caracterizam-se por envolver os seguintes passos:

1. Inicializacao

Consiste em coletar os dados iniciais e estabelecer as condi¢des do problema.

2. Passo lterativo

Repeticao sucessiva de um determinado processo.

3. Critério de Parada (ou teste de paragem)

Instrumento por meio do qual o passo iterativo é finalizado.

Na proxima secao consta a aplicacao desses passos no Algoritmo de Euclides.

3.4 Algoritmo de Euclides

O Algoritmo de Euclides aplica sucessivas vezes a Divisdo Euclidiana para encontrar o

maximo divisor comum de dois naturais.

Definicdo 3.3 (Algoritmo de Euclides). O Algoritmo de Euclides consiste nos trés passos a

seguir:

1. Inicializacado
Dados a,b € N.
Se a < b, o resultado € imediato: q =0 er = a.
Para o caso b < a, segue:

Definatg =a, 1, =b e tomek = 2.

2. Critério de Parada
Se 1y_1|r_2, entdo estd atendido o critério de parada, tendo (a,b) = r._1. Se ndo, vd

para o passo iterativo.
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3. Passo [terativo
Sejam 1y, qx € N, faga:

The2 = Tk—1qkx + Tk, 0<1 < Ty

Verifique o critério de parada com k 4+ 1 em vez de k.

A referida condicdo é garantida, pois, caso contrario, haveria uma sequéncia de nimeros

naturais b > r; > 15 > ... sem menor elemento, o que contraria o Principio da Boa Ordenacdo

(teorema 3.2).

Na pratica, utiliza-se o Algoritmo de Euclides posicionando os resultados de cada etapa

em uma tabela. Inicialmente, tem-se: a = bq; + 11 , de forma que cada nimero assume sua

posicao na tabela:

T

Em seguida: b = 11q2 + 132, posicionando esses nimeros seguindo a mesma tabela:

di1 | 92
a b T
T | T2
Generalizando:
di |92 [ 93| - | 9n-1 | Yn Jn+1
a| b |r 1| .| The |Thoa|Th=(ab)
T To T3 T4 Th 0

Para aplicar o método, segue um exemplo.

Exemplo 9. Calcule o mdc de 372 e 162.

Como 372 > 162, tem-se que: 372 = 2.162 + 48. A tabela € preenchida da seguinte forma:

20



2
372 | 162
48
162 = 3.48 + 18.
2 3
372 | 162 | 48
48 | 18
48 = 2.18 4+ 12.
2 312
372 | 162 | 48 | 18
48 | 18 | 12
18 =1.12+6.
2 3121
372 | 162 | 48 | 18 | 12
48 | 18 | 12| ©6
12 =2.6+0.

372 | 162 | 48 |18 | 12 | 6
48 | 18 |12 6 | O

Portanto, (372,162) = 6.

3.5 Propriedades do mdc

A partir de agora serao explanadas propriedades relevantes do mdc.

Sejam a, b € Z, inicialmente, define-se o conjunto:
[(a,b) ={xa+yb;x,y € Z}.
A seguir, serd utilizada a notagao:
dZ ={ld;1 € Z}.
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Teorema 3.4. Sejam a,b € Z ndo ambos nulos. Se d = min I(a,b) NN, ent3o:
(i) déomdcdeaeb e

(i) 1(a,b) = dZ.

Demonstracdo. (i) Suponha que c divida a e b, logo, ¢ divide todos os niimeros naturais da
forma xa + yb, portanto, ¢ divide todos os elementos de I(a, b) e, consequentemente,
cld.

Para mostrar que d divide todos os elementos de I(a, b), considere z € I(a, b) e suponha,

por absurdo, que d t z. Logo, pela divisdo euclidiana,
z=dq+r1,com0<Tr<d.
Como z=xa+yb e d = ma + nb, para alguns x,y,n, m € Z, segue-se que:

z=dq+r=r=z—dq = r=xa+yb— (ma+nb)q
=>r=xa—gqma+yb—gqmb =r=(x—gqm)a+ (y—gn)b € I[(a,b) NN,

o que é um absurdo, pois d = min I(a,b) NN e r < d. Particularmente, d|a e d|b.

Assim, fica provado que d é o mdc de a e b.

(i) Dado que todo elemento de I(a,b) é divisivel por d, tem-se que I(a,b) C dZ. Por
outro lado, para todo ld € dZ, tem-se que

ld = 1(ma+nb) = (lm)a+ (In)b € I(a,b)
e, portanto, dZ C I(a, b). Em conclusdo, tem-se que I(a,b) = dZ.

]

O Teorema 3.4 dd mais uma demonstracdo da existéncia do mdc de dois niimeros a e b e

da existéncia de inteiros m e n, de modo que
(a,b) = ma + nb.

Diferente do Algoritmo de Euclides, aqui ndo ha uma forma prética de encontrar o mdc de

dois niimeros, tampouco os inteiros m e n.

Corolario 1. Para quaisquer a,b € 7Z, ndo ambos nulos, e n € N, tem-se:

(na,nb) =n(a,b)
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Demonstragdo. Note que
I(na,nb) =nl(a,b)
O resultado segue do teorema anterior e do fato:

min(nI(a,b) "N =n min(I(a,b) NN).

O]

Corolario 2. Dados a,b € Z, ndo ambos nulos, tem-se que

_a b ),

(a,b)" (a,b) )
Demonstragdo. Pelo Corolario 1, tem-se

a b a b
b)|——, —— | = b b =(a,b

Provando o resultado. O]

Aplica-se o Coroladrio 2 no exemplo abaixo, a fim de facilitar sua compreensao.

Exemplo 10. Considerando a=6 e b=8, sabe-se que (6,8)=2. Daf

6 8
(55) o

Conforme enunciado no referido Corolario.

Proposicao 3.2. Dois niimeros inteiros a e b sdo primos entre si se, e somente se, existem

numeros inteiros m e n tais que ma +nb = 1.

Demonstracdo. Suponha que a e b sejam primos entre si. Logo, (a,b) = 1. Como pelo
Teorema 3.4, tem-se que existem nimeros inteiros m e n tais que ma +nb = (a,b) =1,
segue a primeira parte da proposicao. Reciprocamente, suponha que existam nidmeros inteiros
m,n tais que ma +nb = 1. Se d = (a, b), temos que d|(ma + nb), o que mostra que d|1
e, portanto, d =1 .

m

Essa proposicao estabelece uma relacdo fundamental entre estruturas aditiva e multiplicativa
dos nimeros naturais, o que permitird provar, entre outros resultados, o importante Lema de

Gauss:

Teorema 3.5 (Lema de Gauss). Sejam a, b, c nimeros inteiros. Se albc e (a,b) =1, entdo

alc .
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Demonstracdo. Se albc, entdo existe e € Z tal que bc = ae.
Se (a,b) = 1, entdo, pela proposicdo anterior, existem m,n € Z tais que
ma+nb = 1.
Multiplicando por ¢ ambos os lados da igualdade acima:
¢ = mac + nbc.
Substituindo bc por ae nesta dltima igualdade, tem-se:
¢ = mac + nae = a(mc + ne).

Portanto, alc.

Exemplo 11. 4/(27 - 20), logo 4|20, uma vez que (4,27) = 1.

3.6 Equacoes Diofantinas Lineares

Estima-se que Diofanto de Alexandria tenha vivido no século Ill d.C.. Do autor sdo
conhecidas duas obras: sobre niimeros poligonais e Aritmética. Dessa tltima, restam somente
seis livros (segundo o preficio, o total de livros seria treze). A obra se trata de uma coletinia de
problemas, a maioria indeterminados, para cuja resolucao, Diofanto utilizava métodos algébricos
consideravelmente diferentes da matemdtica grega classica.[6]

Hoje, recebem o nome de equac¢des diofantinas todas aquelas equagdes polinomiais, com
coeficientes inteiros, sempre que se trata de procurar suas possiveis solucdes, também nos
inteiros.

Nesta secao, serao apresentadas equacoes diofantinas lineares, especialmente de duas

incégnitas. Considere a equacao:
ax+by=c

onde a,b € Z, n3o simultaneamente nulos. Uma solugdo é (xg,yo) € ZXZ para qual

axg + byy = c é verdade.

Proposicao 3.3. Uma equagado diofantina ax+by = ¢, em que a e b ndo sdo simultaneamente

nulos, admite solucdo se, e somente se, d = (a,b) divide c.

Demonstracdo. =) Se (xo,Yo) € ZXZ é solugdo, vale: axy+byy = c. Como d|a e d|b entdo
d|c.

<) Como d = (a,b), d = axg+ byg para um conveniente par (xg,Yo) € ZXZ. Mas, por
hipétese, d|c, logo: ¢ = dt, para algum t € Z. Assim:
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c = dt = (axg + byo)t = a(xet) + b(yot)
O que mostra que (xot,yot) é solugdo.

]

Proposicao 3.4. Seja (xo,yo) uma particular solugcdo da equagdo diofantina ax + by = c,

onde a # 0 e b # 0. Entdo essa equagdo admite infinitas solugbes, sendo seu conjunto:

b a
S = —t ——=t)teZ
(o B 2 e)

onde d = (a,b).

Demonstracdo. Tomando (x’,y’) como solucdes genéricas de ax + by = c ent3o:
ax’ + by’ = ¢ = axg + by
= a(x’ —x¢) =b(yo —y’)
Supondo a=dreb =ds:
T(x" — %) = s(yo —y’)

onde (r,s) = 1.
Pela igualdade anterior, T|s(yo —y’), entdo s|r(yo —y’) e, portanto, yo —y’ = rt para algum
t € Z. Datf:

Y =yo— Tt =yo— t
d

Substituindo um resultado no outro:

r(x" —%0) = s(yo —y') = s(yo —yo +1t) = srt
= r(x’ —x0) = srt

b
:>x’:x0+st:xo+at

Portanto, a solucao da equacdo dada é:

X +Et —Et
0 d » Yo d

Essa proposicoes serao aplicadas no exemplo que segue.

Exemplo 12. Encontre as solugcdes de 172x + 20y = 1000.
Ao dividir todos os coeficientes da equacao por 4, obtem-se: 43x + 5y = 250.
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43=5-8+3
0=3-1+2
3=2-1+1

Tem-se que:
1=3-2-1=3—(5—3-1)=3-24+5-(—1)=(43—5-8)-2+5-(—1) =43-2+5-(—17),

portanto,
(X07y0) = (27 _17)
Logo, (250x,,250yo) = (500, —4250) € uma solucdo particular. A solucdo geral é:

x = 500 + 5t
y = —4250 — 43t

ondet € Z

A resolucdo de equacdes diofantinas linerares serd ferramenta importante para solucionar

congruéncias lineares que serdo vistas no Capitulo 5.

3.7 Minimo Miiltiplo Comum

Elucidadas algumas das propriedades principais do mdc, nesta secao, serd apresentado o
conceito de minimo multiplo comum, encerrando o capitulo sobre Divisibilidade.
Um ndmero inteiro é um miultiplo comum de dois nimeros inteiros se ele é, simultanea-

mente, multiplo de ambos. Em qualquer caso, os niimeros ab e 0, sdo sempre mdiltiplos de a e b.

Exemplo 13. Considerando a =5 e b = 12,ab = 60. Entdo ab = 60 e 0 sdo dois muiltiplos

comuns de a e b.

Exemplo 14. Considerando a = 4 e b = 6, os nimeros 12, 24, 36, 132 sdo alguns dos muiltiplos

comuns de a e b.

Definicao 3.4. n > 0 é um minimo mdltiplo comum (mmc) dos nimeros inteiros a e b, se

atender as seguintes condigoes:
(i) n € miltiplo comum de a e b, e

(ii) se ¢ é miltiplo comum de a e b, entdo nc.
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Denota-se o miltiplo comum de a e b por [a, b].

Exemplo 15. Considerando a =2 e b =9. O nidmero 36 é multiplo comum de a e b, mas
nao é um mmc deles. O nimero 18 é um mmc de 2 e 9, pois atende as condicées: € miiltiplo
comum de 2 e 9, e 18]36.

De modo simplificado, 0 minimo mudiltiplo comum entre dois ou mais niimeros é representado

pelo menor valor comum pertecente aos miltiplos dos niimeros.

Exemplo 16. Para determinar o mmc de 20 e 30, encontramos os miitiplos de 20: 0, 20, 40, 60, 80, ...
e os multiplos de 30: 0,30, 60,90, ... . E fécil observar que o menor multiplo comum é 60.
Outra forma calcular o mmc é por meio da fatoracdo em nimeros primos, na qual devemos
selecionar os fatores comuns e ndo comuns de menor expoente: 20 =2 -2 .5 =2%.5
30=2-3-5

20,301 =2%-3-5 =60

Proposicao 3.5. O minimo multiplo comum, se existe, € tnico.

Demonstracdo. Se n e n’ sdo dois minimos miultiplos comuns de a e b, entdo, de (ii) da
definic3o supracitada, tem-se que nn’ e n’[n. Sendo n e n’ inteiros n3o negativos, sé pode
serquen=n'.

]

Para efeito do calculo do mmc de dois niimeros, supde-se que sempre s3o ndo negativos.

Proposicao 3.6. [a,b]=0<a=0 ou b=0.

Demonstracdo. Se [a,b] = 0, entdo 0 divide ab que é um mudltiplo comum de a e b, portanto,
ab =0, logo, a =0 ou b = 0. Por outro lado, se a =0 ou b =0, o Gnico miltiplo comum
deaeb é0, assim, [a,b] =0.

m

A préxima porposicdo tem um resultado interessante, pois relaciona o calculo do mmc com

o Algoritmo de Euclides.

Proposicao 3.7. Dados dois niimeros inteiros a e b, afirma-se que [a, b] existe e [a, b](a,b) =
labl.
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Demonstracdo. Se a = 0 ou b = 0, a igualdade acima é trivialmente satisfeita, pois [0,0] = 0,
dai0-(0,0)=0=10-0|.

Sem perda de generalidade, supde-se a,b € N. Tome m = (@ b)’ Como
('17
b a
= = b
" e T ey

tem-se que ajm e b|m, logo, m é miltiplo comum de a e b.

Seja ¢ um multiplo comum de a e b, assim, ¢ = na = n'b. Segue que

n— —n/ b
(a,b) " (a,b)
Pelo Corolario 2, (aflb) e (@ b) sao primos entre si, segue do Teorema 3.4, que (aflb) divide
n’ e, portanto, m = 2 divide n'b que é igual a ¢ .
(a,b)
O

Isso significa que, para encontrar o mmc de dois inteiros ambos n3o nulos, basta dividir o

modulo do produto dos dois niimeros pelo seu mdc.

Exemplo 17. Considerando a = 45 e b = 27. Sera calculado o mdc pelo Algoritmo de

Euclides, para, em seguida, encontrar o mmc pela Proposicao 3.5.

45 =127+ 18
1
45 | 27
18
27 =1.18 49
1)1
45| 27| 18
18| 9
18=2.940
| 111]2]
45 12718 ]9 |
B8lo]of |

Logo, (45,27) = 9. Como [a,b](a,b) = |ab]:
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_lab _
[a, b] = m = [45, 27] =

Portanto, o mmc de 45 e 27 é 135.

45 -2
'59 7 = [45,27] = 135 .
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4 Numeros Primos

O conceito de nimeros primos sera indispensével no estudo do Teorema Chinés dos Restos.

Por esse motivo, vale a pena abordar objetivamente o assunto, com suas aplicagoes.

Definicao 4.1. Um ndmero inteiro n, (n > 1), que possui somente dois divisores positivos,

sendo eles: n e 1, é chamado primo. Caso possua mais divisores, n € dito composto.

Exemplo 18. O nidmero 23 é primo, pois seus tinicos divisores positivos sdo 1 e 23. Ja o

numero 14 é composto, pois pode ser dividido por 1, 2, 7, 14.
Dois niimeros s3ao primos entre si, quando o maximo divisor comum ¢é 1.

Exemplo 19. Os nimeros 41 e 22 s3o primos entre si, pois o unico inteiro positivo que divide

ambos € 1.

Dados dois nimeros primos p e q e um ndmero inteiro a qualquer. Pelo exposto, decorrem

as seguintes afirmativas:
(i) Se plq, entdo p = q.

Demonstracdo. Como plq e sendo q primo, decorre que p = 1 ou p = q. Todavia, como

p é primo, isto é p > 1, logo, p = q. O
(i) Se p 1 a, entdo (p,a) =1.

Demonstragdo. Se (p,a) = d, entdo d|p e d|a. J4 que p é primo, entdo d = p ou

d=1. Como p 1 a, logo, d # p. Por conseguinte, d =1 .

]

A préxima proposicao estabelece mais um resultado de Euclides:

Proposicao 4.1 (Lema de Euclides). Sejam a,b,p € Z, com p primo. Se plab, entdo pla
ou plb .

30



Demonstracdo. Basta provar que se plab e p t a, entdo p|b. Mas, se p 1 a, tem-se que
(p,a) =1, pelo Lema de Gauss (Teorema 3.4), entdo p|b .
O

Exemplo 20. Seja a = 14,b = 5,p = 7, logo ab = 70. Como 7|70, p divide a ou b. No

caso, pla .

4.1 Teorema Fundamental da Aritmética

Do ponto de vista da estrutura multiplicativa dos naturais, os nimeros primos sao, certa-
mente, os mais simples, contudo, s3o suficientes para gerar todos os nliimeros naturais. Esse

fato é estabelecido pelo conhecido Teorema Fundamental da Aritmética, enunciado nesta secao.

Teorema 4.1. Todo nimero natural maior do que 1 ou € primo ou se escreve de modo tnico

(a menos da ordem dos fatores) como um produto de niimeros primos.

Demonstragdo. O teorema sera provado por indugdo. Supondo o resultado valido para todo
numero natural menor do que n, deve-se provar que vale para n. Se n é primo, nada precisa
ser demonstrado, por esse motivo, considere n composto. Logo, existem nimeros naturais
Ny eny taisquen =nNny, com 1 < n; <nel < ny < n. Pela hipétese de inducao
(suposi¢do de que todo ndmero menor que n se escreve como produto de niimeros primos),
tem-se que existem niimeros primos p1, ..., Pr € q1, ..., s tais que Ny = py...pr € Ny = q1...qs,
por conseguinte, N = Pp;y...prq1...qs -

Deve-se provar a unicidade da escrita (exceto pela ordem dos fatores). Suponha, agora,
n = pi...pr = (i...qs, Novamente, com p; e d;j primos. A unicidade fica provada se for
mostrado que s =T e que cada parcela p; € igual a algum q;. Como p1lq;...qs, ele divide, ao
menos, um dos fatores de ;. Sem perda de generalidade, supSe-se que p1/qi, mas se eles sdo

primos, entao p; = ;. Assim,

P2---Pr = q2---9S

Como p,...pr <, pela hipétese de inducdo, v = s e os p; e q; sdo iguais aos pares.
m

A escrita de um nimero através de nimeros primos é chamada de decomposicao em fatores

primos. Dados n,m € N com n > 1 e m > 1 quaisquer, é possivel escrever
— X1 o8 _ 1 B
n=p;.prrem=p;..p;,

usando o mesmo conjunto de niimeros primos, mas permitindo que os expoentes variem em
N uU{0}.
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Exemplo 21. A decomposicdo dos nimeros 30 e 69 utilizando o mesmo conjunto de nimeros

primos pode ser da seguinte maneira:
30=2"-3".5"-23"e69=2%-3".5°. 23"

Exemplo 22. A decomposicao dos nimeros 20 e 70 utilizando o mesmo conjunto de nimeros

primos pode ser da seguinte maneira:

20=22.5.7"e70=2".5".7".
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5 Congruéncia

A aritmética com os restos da Divisdo Euclidiana (vista na Segdo 3.1) por um nimero

fixado é uma das no¢Ges introduzidas por Gauss no livro Disquisitiones Arithmeticae, de 1801

[6].
Nesse capitulo sera definida a congruéncia entre niimeros inteiros médulo m > 1, além de

suas propriedades mais importantes.

Definicao 5.1. Sejam a, b, m nudmeros inteiros, m > 1. Diz-se que a € céngruo a b, mddulo
m, se a e b deixam o mesmo resto quando divididos por m.

Notacdo: a = b( mod m).

Exemplo 23. A seguir alguns exemplos para melhor compreensio do conceito:
(i) 7=9 mod 2, pois 7 e 9, quando divididos por 2, deixam o mesmo resto que € 1.
(ii) 26 = 10 mod 4, pois 26 e 10 deixam o mesmo resto 2 ao serem divididos por 4.

(iii) 13 = 41 mod 7, pois ao dividir 13 por 7 e 41 por 7, obtém-se o mesmo resto que € 6.

Na definicdo anterior foi considerado m > 1, pois, como o resto da divisdo de um nimero
inteiro por 1 é sempre nulo, ou seja a = b mod m para quaisquer a,b € Z, torna-se trivial a
aritmética dos restos médulo 1.

Quando a relagdo a = b mod m for falsa, diz-se que a e b ndo sdo congruentes (ou
incongruentes) médulo m. Em notagdo: a Z b mod m.

Nota-se, imediatamente, que congruéncia é uma relacao de equivaléncia. Valendo, portanto,

as proposi¢oes a seguir:

Proposicao 5.1. Seja m € N. Para todos a,b,c € 7Z, tem-se que:
(i) a =a mod m,
(ii) se a =b mod m, entdo b = a mod m,

(iii) sea =b mod m e b =c mod m, entdo a = ¢ mod m.

Mas nao sera preciso sempre dividir a e b por m a fim de comparar seus restos para verificar

se existe congruéncia entre eles. Basta aplicar o resultado que segue:
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Proposicao 5.2. Suponha que a,b,m € Z, com m > 1. Tem-se que a = b mod m se, e

somente se, m|b — a.

Demonstracdo. Sejam a =mq+7r, com0<r<meb=mq +71’, com0 <1’ <m, as

divisoes euclidianas de a e b por m, respectivamente. Logo:
b—a=mq'+r"—mq—r=m(q'—q)+ (' —71)

Portanto, a = b mod m se, e somente se, T = 1’, 0 que acarretaria: m/b — a, j& que
Ir—1'| <m.
O

Exemplo 24. Reanalisando as mesmas congruéncias do exemplo passado, agora, tem-se:
(i) 7=9 mod 2, pois 2|(9 — 7).
(ii) 26 = 10 mod 4, pois 4/(10 — 26).

(i) 13 = 41 mod 7, pois 7|(41 — 13).

Perceba que todo nidmero inteiro é congruente médulo m ao seu resto pela divisao euclidiana
por m e, por conseguinte, é congruente médulo m a um dos nimeros: 0,1,..., m— 1, que

sao os possives restos. E claro que dois desses nlimeros distintos ndo sao congruentes médulo m.

Exemplo 25. Na divisdo euclidiana de 11 por 5, obtem-se resto 1. Note que 11 = 1 mod 5.

Denomina-se sistema completo de residuos médulo m todo conjunto de nimeros inteiros
cujos restos pela divisao por m sao os nimeros 0,1, ..., m — 1, sem repeticGes e numa ordem

qualquer. Portanto, um sistema completo de residuos médulo m possui m elementos.

Exemplo 26. Se m = 3, as classes que formam o sistema completo de residuos médulo 3 sdo:

{..,—9,-6,-3,0,3,6,9, ...}, formado pelos nimeros que deixam resto 0 na divisdo por 3.
{...,—8,—5,—2,1,4,7,10, ...} formado pelos niimeros que deixam resto 1 na divisdo por 3.
{..,—7,—4,—1,2,5,8,11, ...} formado pelos niimeros que deixam resto 2 na divisdo por 3.

Dessa maneira, para construir um sistema completo de residuos mddulo 3, basta escolher um
representante de cada classe, por exemplo: {—9,1,—4}.

Em particular, o conjunto formado por nimeros consecutivos também sera um sistema completo
de residuos médulo 3 : {3,4,5}.
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A escolha conveniente de um elemento em cada uma das classes para representd-la, em

muitas oportunidades, podera facilitar os calculos.

Lema 5.1. Dados p primo e a inteiro de tal modo que (p,a) = 1 e dado o conjunto
A ={an;¥n € N com n < p}. O conjunto dos restos das divisbes dos elementos de A por

p forma um sistema completo de residuos médulo p.

Demonstracdo. Como n é diferente de zero e estritamente menor do que p, entdo tem-se
exatamente p — 1 valores possiveis. Agora, suponha que haja dois miltiplos de a : ia e ja que
tenham o mesmo resto quando divididos por p : ia = ja mod p.

Subtraindo ja de ambos os lados:
ia=jamod p=1ia—ja=ja—jamod p= a(i—j) =0 mod p.

Isto é, p divide a(i —j), logo, se divide o produto de dois nimeros, ele deve, pelo menos,
dividir um deles. Mas como a nao é divisivel por p, dai p deve dividir i —j.

Mas i e j sdo ambos menores que p, portanto, a diferenca deles deve estar estritamente
entre —p e p. O unico mdltiplo de p estritamente entre —p e p é zero, entdo i —j = 0, isto é,
i=j.

Isso significa que a tnica maneira de ter ia = ja mod p é se i =j. Mostrando, assim, que
todos os miiltiplos de a a partir dele mesmo até (p — 1)a possuem diferentes restos quando
divididos por p.

Finalmente, uma vez que existem exatamente p — 1 miiltiplos ndo nulos de a no conjunto e
p — 1 possiveis restos nao nulos mod p, conclui-se que cada resto aparece exatamente uma vez.
Provando assim que o conjunto dos restos das divisdes dos elementos de A por p se configura

como um sistema completo de residuos médulo p.
O

Havendo duas congruéncias de mesmo mddulo, é possivel fazer operacdes entre elas,

conforme proposicGes abaixo:

Proposicao 5.3. Sejam a,b,c,d,m € Z, com m > 1.
(i) Sea=b mod m ec=d modm, entdo a+c=b+d mod m.
(ii) Se a =b mod m e c = d mod m, entdo ac = bd mod m.

Demonstracdo. Suponha que a = b mod m e ¢ = d mod m. Logo, temos que m/b —a e

m|d —c.

(i) Basta observar que m|(b —a) + (d —c) e, portanto, m|(b+ d) — (a + c), o que prova

essa parte do resultado.
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(ii) Basta notar que bd —ac = d(b — a) + a(d — ¢) e concluir que m|bd — ac.

Exemplo 27. Considerando as congruéncias:
2=9mod7eb6=13 mod 7.

Entdo, 2+ 6=9+4+13 mod 7= 8 =22 mod 7.
Também € verdade que 2 -6 =9-13 mod 7= 12 =117 mod 7.

A proposicao a seguir diz que, para as congruéncias, vale o cancelamento de parcelas com

relacdo a adigdo:

Proposicao 5.4. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Tem-se que
a+c=b+cmodm<< a=b modm.

Demonstracdo. Se a = b mod m, segue-se imediatamente da Proposigdo 5.3 (i) que a+ ¢ =
b 4 ¢ mod m, pois ¢ = ¢ mod m.
Reciprocamente, se a + ¢ = b + ¢ mod m, entdo m|/b + ¢ — (a + c), o que implica que
m|b — a e, consequentemente, a = b mod m.
]

E importante ressaltar que o mesmo vale para a subtracao.

Exemplo 28. Como 7 = 12 mod 5, entdo é verdade que:

7—3=12—3 modb5=4=9 mod5
7+11 =12+ 11 mod 5 = 18 = 23 mod 5

O cancelamento multiplicativo n3o vale da mesma maneira, embora ainda seja possivel

fazer a seguinte equivaléncia:

Proposicao 5.5. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Temos que

ac = bc mod m < a=b mod

m
(c,m)’

. m c . .
Demonstracdo. Como e s30 coprimos, temos que
(c,m)  (c,m)
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aczbcmodm@ml(b—a)c@L(b—a) & b—a

(c,m) c,m (e, m)
m

< a=b mod

(c,m)

Corolario 3. Sejam a,b,c,m € Z, comm > 1 e (c,m) = 1. Tem-se que
ac =bc mod m < a=b mod m.
Exemplo 29. Tem-se que:
10=22mod4=5-2=11-2mod4 =5=11 mod%l:>5511 mod 2.

A préxima proposicdo fornece uma maneira de encontrar outros sistemas completos de

residuos a partir de um ja definido.

Proposicao 5.6. Sejam a,k,m € Z, comm > 1 e (k,m) = 1. Se a4, ..., a,, € um sistema

completo de residuos médulo m, entio
a+kayq,...,a+ kan
também € um sistema completo de residuos médulo m.

Demonstragao. Como, do corolario acima, para i,j =0, ..., m — 1, tem-se que
a+ka; =a-+kaj mod m& ka; =kaymod m& a; =a; mod m&1i=j.

Isso mostra que a + kay, ..., a4+ ka,, sdo, dois a dois, ndo congruentes médulo m e, portanto,
formam um sistema completo de residuos médulo m.
O

E vélido, ainda, observar propriedades adicionais das congruéncias, relacionadas com multi-

plicacao:

Proposicao 5.7. Sejam a,b € Z e m,n, my, ..., m, inteiros maiores do que 1. Tem-se
(i) se a =b mod m e n|m, entdo a =b mod n;
(i) a=b mod m;,Vi=1,...,7 < a =b mod [my, ..., m,];

(iii) se a =b mod m, entdo (a,m) = (b, m).

Demonstracdo. (i) Se a = b mod m, entdo m|b —a. Como n|m, segue que n|b —a. Logo,

a=Db modn.
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(i) Se a=b mod mi,i=1,...,7, entdo my|b — a, para todo i. Sendo b — a um miiltiplo
de cada mj, segue-se que [my, ..., m,J|b — a, o que prova que a = b mod [my, ..., m,].
Por outro lado, tem-se que a = b mod [my, ..., m;] e my|[mq,...,m,],i=1,...,1, logo,

pela proposicao anterior, a = b mod m;.

(iii) Se a = b mod m, entdo m|b —a e, portanto, b = a+tm com t € Z. Logo, pelo Lema
3.1:

(a,m)=(a+tm,m)=(b,m)

5.1 Congruéncia Linear

Vistas todas essas propriedades, é possivel resolver as chamadas congruéncias lineares ou

congruéncias de primeiro grau, que sao do tipo:
ax =b mod m

onde a,bm e Z,a#0,m >0 e x é uma varidvel também em Z.

Exemplo 30. Dada a congruéncia de primeiro grau 2x = 3 mod 5, tem-se como uma solugdo
x = 4. Mas, na realidade, todos os elementos do conjunto {4 + 5t,t € Z} sdo representacbes

da mesma solugao.

Exemplo 31. Encontre o menor miltiplo positivo de 7 que deixa resto 1 quando dividido por
2,3 4,5e6. [6]

Solucionar o problema equivale a resolver as seguintes congruéncias lineares:

X =1 mod 2
T™X =1 mod3
X =1 mod 4
T™X =1 mod5
X =1 mod 6

Pela Proposicdo 5.7 (ii), essas congruéncias lineares tém a mesma solugcdo que

X =1 mod[2,3,4,5,6].
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Logo, deve-se achar a solucdo positiva minima w de: 70X = 1 mod 60. Transformando essa
congruéncia em equagio diofantina (assunto visto na Secdo 3.6), tem-se: TX — 60Y = 1.
Pelo algoritmo de euclides: 60 =7 -8 +4

7T=4-1+3
4=3-1+1
Portanto,

1=4-3-1=4—(7—-4)=2-4—-7=2(60—7-8)—7=7-(—17) — 60 - (—2)

xg = —17 e Yo = —2 € uma solugdo particular da equagio diofantina, sendo a solucio geral
x=—17T+60tey=—-2-Tt,t e Z.

Portanto, o menor valor positivo para u de modo que exista v para os quais W, v € uma solucao
de TX—60Y =1 €éu=—17+1-660 = 43. Substituindo na congruéncia de interesse:

7-43 =1 mod 60 = 301 = 1 mod 60.

5.2 Sistemas de Congruéncias

Nessa secdo, serdo estudados sistemas formados por congruéncias lineares simultaneas.

Genericamente, os sistemas sdo do tipo:

.
a;x =b; mod my

asXx = by mod my

apx =b, mod m,
\

Uma solucdo do sistema € o inteiro xo que é solucdo de cada uma das congruéncias que
pertencem ao sistema. Ou seja, se uma das congruéncias ndo tem solugdo, por conseguinte,

todo o sistema ndo possui solucao.

Exemplo 32. Solucione o sistema de congruéncias:

3x =1 mod 5
2x =3 mod 9

Uma das solugdes da primeira congruéncia é 2 e da segunda é 6. Dai, as solugbes gerais sao:

x =2+ 5t,t € Z para a primeira equagao

x =64 9s,s € Z para a segunda equacao

Em congruéncias, tem-se:
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x=2 mod 5
XxX=6 mod 9

Substituindo a solugdo geral x = 2 + bt da primeira congruéncia na segunda:

24+5t=6 mod9
= 5t =4 mod 9

Sendo ty = 8 uma solugdo particular. Entdo, t = 8 + 9k é uma solugdo geral. Dai

x=2+5t=2+5(84+9k) =42 + 45k, (k € N)
ou
x = 42 mod 45

€ a solugdo do sistema.

Como foi executado no exemplo anterior, toda equacdo linear pode ser transformada
em outra equivalente com coeficiente 1. Portanto, a partir de agora, neste trabalho, serdo

estudados exclusivamente os sistemas com os coeficientes de x iguais a 1.

Proposicao 5.8. Um sistema
x=a mod my
X =a, mod msy

admite solugcdo se, e somente se, a, — ay € divisivel por d = (my, my). Neste caso, se xq €
uma solucdo particular do sistema e se m = [m;, my], entdo x = xqg mod m € sua solucdo

geral.

Demonstracdo. =) Se xq € solucdo particular do sistema, ent3o existe t € 7Z tal que

Xo = a; + myt e a; + Myt = aomodm,

= mt = ay — a; mod my

Logo, dl(as — a;)

<) Como, por hipétese, d|(as — a;), entdo

m;y = as — a; mod my
admite uma solugao y,. Dai,

a; + myyp = a; mod my
Como

a; + myyo = a; mod my
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entao a; + myyo € solugdo do sistema.

Se xq € solucdo particular e x é geral, entdo xg = a; mod m; e x = a; mod m;. Assim,
X = xg mod my

isto é my|(x — Xg). Analogamente, my|(x — xq). Entdo m|(x — x¢), 0 que é equivalente a
X = xp mod m

]

Sera dedicado todo o Capitulo 6 para abordar o Teorema Chinés dos Restos, tema principal

desse trabalho, que é uma das formas de resolver sistemas de congruéncias.
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6 Teorema Chinés dos Restos

Acredita-se que, na antiguidade, os generais chineses contavam os soldados mortos nas
guerras da seguinte forma: agrupavam as tropas em grupos de diferentes tamanhos, formando
colunas, e depois contavam quantos soldados sobravam. E repetiam algumas vezes para
tamanhos diferentes de grupos. [5]

Supondo que um general inicia uma batalha com 2000 soldados €, ao seu término, ele
precise verificar quantos homens n3o retornaram. Com esse propésito, ele alinha os soldados
em colunas de 7, sobrando 5 deles. Quando os organiza em grupos de 9, restam 4. E quando
os alinha em grupos de 10, sobra apenas 1. Sabendo que retornaram mais de 1500 individuos
dessa batalha, quantos sobreviveram e quantos morreram? [5]

Para solucionar problemas dessa natureza, pode-se fazer uso do conhecimento acerca de
congruéncias (abordadas no Capitulo 5) e sistemas de congruéncias.

Nesse sentido, o Teorema Chinés dos Restos propde uma maneira de encontrar respostas
para tais sistemas. No presente capitulo, o teorema é enunciado e demonstrado e, em seguida,
serd apresentado um algoritmo, elaborado pela autora, que roteiriza a resolugdo de sistemas
com n equacoes.

Serao abordados sistemas de . congruéncias da seguinte forma:

X=a mod my
X =a; mod msy

X=a, mod m,

Teorema 6.1 (Teorema Chinés dos Restos). Para que tal sistema possua solugdo, € suficiente
que My e My sejam primos entre si, isto é (my, m;) = 1, para todo par my, m; com i # j. A

solugdo sera unica médulo z = m;ms,...m, como segue:
S=ax1y; + ... + anxnyn
onde x; = z/m; ey; € solucdo de x;yi =1 mod my, i=1,...,n.
Demonstragcdo. Vamos provar que S € solugdo simultdnea do sistema de congruéncias. Como
milz, e x1yi = 1 mod m; segue que:
S=ax1y1 + ... + anXnyYn = qiXiyi = @4 mod My

Portanto, a soluc3o existe e tem essa forma. Provaremos, por absurdo, que ela é Unica.

Considerando que S’ é outra diferente solugdo para o sistema, ent3o:
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S=a; mod my
S'=a; mod my

Ou seja:
S$=S" mod mj,i=1,...n.
Como (my,my) = 1 para i # j, segue que [my,...,my] = my..m, = z portanto,
S=S’ mod z, o que é um absurdo. Logo, a solucdo é tnica. O

O enunciado do Teorema Chinés dos Restos traz informagbes que roteirizam o calculo para

encontrar a solucao do sistema. A partir dos exemplos a seguir, fica claro a linha de raciocinio

a ser seguida.

Exemplo 33. Solucione o sistema de congruéncias:

X =2 mod 3
X=3mod5
X=2mod7

Como 3,5,7 sdo primos entre si, o sistema tem solugdo.
Calculo de z:

z=3-5-7T=105

Calculo de x1,%x2,X3 :
x1:@:35;x2:%:21;x3:¥:15
Célculo de y1,Y2,Ys :

3By =1mod3 =y, =2

2lys =1 mod 5 =yy =1

15ys =1 mod 7 = ys =2

Calculo de S:
$=2-35-243-21-14+2-15-1=233 = 23 mod 105

Dessa forma, tem-se que 23 € uma solucdo e qualquer outra solugdo € da forma:

x =23+ 105k, k € Z

Exemplo 34. Solucione o sistema de congruéncias:

X=1mod5
X=2mod7
X =3 mod 11

Como 5,7,11 sdo primos entre si, o sistema tem solucio.
Calculo de z:

z=5-7-11 =385

Calculo de x1,%2,%x3 :

X12%277;X2:3175255;X3:@:35



Célculo de y1,Y2,Ys :

TTyy=1mod5=y; =3

55Yys =1 mod7 =1y, =6

35ys =1 mod 11l =y =6

Calculo de S:

S=1-77-3+2-55-6+3-35-6 = 1521 = 366 mod 385

Dessa forma, tem-se que 366 é uma solucdo e qualquer outra solucdo é da forma:
x = 366 + 385k, k € Z

6.1 Algoritmo

A proposta de algoritmo, a seguir, foi elaborada pela autora, para aplicagdo do Teorema
Chinés dos Restos na resolucido de sistemas de congruéncias. Trata-se de um algoritmo com
muitos passos iterativos, todavia, a fim de simplificar, ocultou-se as iteracdes para obter os

dados de entrada da inicializacdo e do item 4.
1. Inicializacdo

a) Entrar com nimero n;

b) Solicitar valores para aq,...,a, € my,..., My

d

)
)
c) Verificar se (my, m;) =1, para i # j;
) Célculo de z = mymy...m,,;

)

e) i=1;

2. Passo iterativo

Faca:

, z
a) Célculo de x; = —;
i

b) Calculo de w; = resto de x; dividido por m;;
c) Calculo de y; ;
i. Inicializacdo
t=1.

ii. Passo Iterativo
(wi -t
Faca

my
iii. Critério de Parada

Se o resto da divisao for 1, entdo o critério de parada esta atendido e y; = t.

Se ndo, volte ao passo iterativo com t + 1 em vez de t
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3. Critério de Parada
Se 1 =n, o critério de parada estd atendido. Sendo, volte para o passo iterativo com

14+ 1 em vez de 1.
4. Célculo de S = a1x1y; + ... + anXnyYn ;
5. Célculo de R, resto de S divido por z;

6. Mostra na tela resultado final: x = R+ z - k, onde k é natural.

onde:
n é o nlimero de congruéncias que formardo o sistema;

Qn, M, s3o os nimeros que compde as congruéncias;

Na Figura 1 é apresentado o fluxograma que ilustra as etapas dos célculos que serdo
realizados.
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Figura 1 — Fluxograma para resolucdo de sistemas de congruéncias pelo Teorema Chinés dos
Restos
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7 Aplicacoes com uso de software

Neste trabalho, prop&e-se implementar o algoritmo explanado no capitulo anterior em
linguagem C de computacgdo, a fim de se obter um programa com extensdo .exe que gere, além
do resultado, um arquivo de texto com as etapas de calculo. E importante mencionar que o
programa foi executado em computador com sistema operacional windows 7 ultimate de 64
bits.

O referido arquivo de texto aparecerd automaticamente no computador do usuario, apds o
encerramento do programa, dentro da mesma pasta onde o ele esta salvo, e estard nomeado
da seguinte forma: " Resultados TCR". A cada exercicio que se for resolvendo, o arquivo serd
sobrescrito com os novos resultados.

No presente capitulo, o programa sera submetido a resolucao de exemplos e os produtos de
cada um deles (resultado e arquivos de texto) estardo expostos a seguir.

Refazendo o Exemplo 33 no programa, observam-se os seguintes resultados, conforme

ilustrado nas figuras a seguir.
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B ChUsers\Usuaric\Dropbox\| [ HOGRA

UNIVERSIDADE FEDERAL DO OESTE DA BAHIA A
CAMPUS REITOR EDGARD SANTOS
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA 3

DISSERTACAD - DIANDRA CHISA TANAKA
sxstEErreEEresE2* SOFTWARE PARA TEOREMA CHINES DOS RESTOS #**:sfsmssfsssssss

Digite quantas congruencias tem o sistema
3

Seu sistema de congruencias sera da seguinte forma:
X congruente a(l) mod m(1l)
X congruente a(2) mod m(2)
x congruente a(3) mod m(3)

Digite a(l)
2
Digite a(2)
3
Digite a(3)
2
Digite m(1)
3
Digite m(2)
5
Digite m(3)
7
Pressione qualquer tecla para continuar.

—

Figura 2 — Captura de tela do programa para resolugdo do Exemplo 33 (Parte 1)
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i C\Users\Usudrio\Dropbox\DISSERTACAC\PROGRAMA TCR\PROGRAMA TEQ CHINES DS RESTDS.exe E=REER X

Pressione qualquer tecla para continuar. . . 2

Resolvereli o sistema de congruencias:
x congruente 2 mod 3
x congruente 3 mod 5
X congruente 2 mod 7

m

|Pressione qualquer tecla para continuar.

I CALCULO DE VARIAVEIS:
z = 1e5
x(1)=35
x(2)=21
x(3)=15
w(l)=2
w(2)=1
w(3)=1
y(1l)=2
v(2)=1
v(3)=1

5=233

Solucao:
x=23+185.k, onde k pertence aos naturais

Ou x congruente 23 mod 105

Pressione qualquer tecla para continuar. . . g -

Figura 3 — Captura de tela do programa para resolu¢do do Exemplo 33 (Parte 2)

r 3
" Resultadas TCR - Bloco de notas =Rl X

Arquivo  Editar Formatar  Exibir  Ajuda
UNIVERSIDADE FEDERAL DO OESTE DA BAHIA -
CAMPUS REITOR EDGARD SANTOS 7
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

DISSERTACAOQ - DIANDRA CHISA TAMAKA

YYYYYYYYYYYYYYYYYY RESULTADOS DO SOFTWARE PARA TEOREMA CHINES DOS RESTOS i

seu sistema é de 3 congruencias

Resolverei o seguinte sistema de congruencias:
X congruente 2 mo

x congruente 3 mod 5

X congruente 2 mod 7

CALCULO DE VARIAVEIS:
105

solucao:
x=23+105.k, onde k pertence aos naturais

Ou x congruente 23 mod 105 -
¢ b

Figura 4 — Captura de tela arquivo de texto gerado para resolucao do Exemplo 33

Nota-se que os resultados obtidos foram os mesmos de quando o problema foi resolvido de

forma manual, embora, agora, em poucos segundos.

49



Os proximos exemplos de sistemas de congruéncias foram extraidos da lista de exercicios do

site do Portal da OBMEP, no médulo referente a Teorema Chinés dos Restos.

Exemplo 35. Encontre as solugbes do sistema:

X =1 mod3

X=2mod5

X=3mod7
i CAUsers\Usuério\DropbOx\DISSERTACAO\PROGRAMA TCR\PROGRAMA TEO CHINES DOS RESTOS exe (E=REEE >N
UNIVERSIDADE FEDERAL DO OESTE DA BAHIA -

CAMPUS REITOR EDGARD SANTOS
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

m

DISSERTACAO - DIANDRA CHISA TANAKA

ExxEEkkkkkkkkrktst SOFTWARE PARA TEOREMA CHINES DOS RESTOS *##kkkkkkkkdkkdkkss

Digite quantas congruencias tem o sistema
3

Seu sistema de congruencias sera da seguinte forma:
x congruente a(l) mod m(1l)
x congruente a(2) mod m(2)
x congruente a(3) mod m(3)

Digite a(l)
1
Digite a(2)
2
Digite a(3)
3
Digite m(1)
3
Digite m(2)
I5
Digite m(3)
7
Pressione qualquer tecla para continuar. . . g -

Figura 5 — Captura de tela do programa para resolu¢io do Exemplo 35 (Parte 1)
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i C\Users\Usuaric\Dropbox\DISSERTACAC\PROGRAMA TCR\PROGRAMA TEQ CHINES DOS RESTOS.exe ol . S

Pressione qualquer tecla para continuar. . .

Resolverei o sistema de congruencias: :
x congruente 1 mod 3 |
X congruente 2 mod 5
X congruente 3 mod 7 L

m

Pressione qualquer tecla para continuar. . .

CALCULO DE VARIAVEIS:
z = 185
x(1)=35
x(2)=21
B (3)=15
[ (1)=2
[ (2)=1
[ (3)=1
v(1)=2
v(2)=1
v(3)=1

5=157

Solucaeo:
x=52+185.k, onde k pertence aos naturais

Ou x congruente 52 mod 105

Pressione qualquer tecla para continuar. . . g -

Figura 6 — Captura de tela do programa para resolu¢do do Exemplo 35 (Parte 2)

| Resultados TCR - Bloco de natas = | B [

Arquivo  Editar  Formatar  Exibir  Ajuda
’.JNIVERSIDADE FEDERAL DO OESTE DA BAHIA -
CAMPUS REITOR EDGARD SANTOS

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

DISSERTACAO - DIANDRA CHISA TANAKA
HEERRERRAERRERALER QESULTADOS DO SOFTWARE PARA TEOREMA CHINES DOS RESTOS ¥¥®®EAkkRfsssskkis
Seu sistema € de 3 congruencias
Resolverei o seguinte sistema de congruencias:
x congruente 1 mod 3

x congruente 2 mod 5
x congruente 3 mod 7

CALCULO DE VARIAVEIS:
05

Solucao:
x=52+105.k, onde k pertence aos naturais

ou x congruente 52 mod 105 =

4 b

Figura 7 — Captura de tela arquivo de texto gerado para resolucao do Exemplo 35

Exemplo 36. Encontre as solucbes do sistema:

X =1 mod3
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X =2 mod5

X =3 mod 11
E C:\Users\Usuéric\Dropbax\DISSERTAGAQ\PROGRAMA TCR\PROGRAMA TEQ CHINES DOS RESTOS.exe = | B [
UNIVERSIDADE FEDERAL DO OESTE DA BAHIA &

CAMPUS REITOR EDGARD SANTOS
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

i

DISSERTACAO - DIANDRA CHISA TANAKA
sdsmekseerersss SOFTWARE PARA TEOREMA CHINES DOS RESTOS ###ssdsssmmissms

Digite quantas congruencias tem o sistema
3

Seu sistema de congruencias sera da seguinte forma:
x congruente a(l) mod m(1l)
x congruente a(2) mod m(2)
x congruente a(3) mod m(3)

Digite a(l)
1
Digite a(2)
2
Digite a(3)
3
Digite m(1)
3
Digite m(2)
5
Digite m(3)

11

| Pressione qualquer tecla para continuar.

Figura 8 — Captura de tela do programa para resolu¢do do Exemplo 36 (Parte 1)
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i CA\Users\Usuario\Dropbox\DISSERTACAO\PROGRAMA TCR\PROGRAMA TEO CHINES DOS RESTOS exe = | B i

Pressione qualquer tecla para continuar. . . o

CALCULO DE VARIAVEIS:
z = 165
_x(1)=55 =
(2)=33
&(3):15
w(l)=1
w(2)=3
w(3)=4
av()=1
v(2)=2
‘y(3)=3

5=322

Solucaeo:
x=157+165.k, onde k pertence aos naturais

Ou x congruente 157 mod 165

.Pressinne qualquer tecla para continuar. . .

Figura 9 — Captura de tela do programa para resolu¢io do Exemplo 36 (Parte 2)

| Resultados TCR - Bloco de notas o[ S

Arquivo  Editar  Formatar Exibir  Ajuda
UNIVERSIDADE FEDERAL DO OESTE DA BAHIA -
CAMPUS REITOR EDGARD SANTOS

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

DISSERTACAO - DIANDRA CHISA TANAKA
EEEERRRR GGG R R R A %% RESYLTADOS DO SOFTWARE PARA TEOREMA CHINES DOS RESTOS *¥®®esssssessswsss
Seu sistema é de 3 congruencias
Resolverel o seguinte sistema de congruencias:
X congruente 1 mod 3

x congruente 2 mod 5
x congruente 3 mod 11

1

CALCULO DE VARIAVEIS:
165

solucao:
x=157+165.k, onde k pertence aos naturais

Ou x congruente 157 mod 165 =

4 »

Figura 10 — Captura de tela arquivo de texto gerado para resolugdo do Exemplo 36

Exemplo 37. Encontre as solugbes do sistema:

X =2 mod 10
X =7 mod 11
X =5 mod 13
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i C:\Users\Usuaric\Dropbox\DISSERTACAO\PROGRAMA TCR\PROGRAMA TEQ CHINES DOS RESTOS.exe = | B ||

UNIVERSIDADE FEDERAL DO OESTE DA BAHIA -
CAMPUS REITOR EDGARD SANTOS |
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

m

DISSERTACAO - DIANDRA CHISA TANAKA
kkEkkkk xRk k kxR k*% SOFTWARE PARA TEOREMA CHINES DOS RESTOS #**&*&&kk&kkkkkkkkk

Digite quantas congruencias tem o sistema
E.

Seu sistema de congruencias sera da seguinte forma:
x congruente a(l) mod m(1)
x congruente a(2) mod m(2)
x congruente a(3) mod m(3)

Digite a(l)
2
Digite a(2)
7
Digite a(3)
5
Digite m(1)

1@

Digite m(2)

11

Digite m(3)

13

Pressione qualquer tecla para continuar. . . g -

Figura 11 — Captura de tela do programa para resolu¢do do Exemplo 37 (Parte 1)
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"y (2)=5

M x=1162+1430.k, onde k pertence aos naturais

i CA\Users\Usuario\Dropbox\DISSERTACAO\PROGRAMA TCR\PROGRAMA TEO CHINES DOS RESTOS.exe = | B S

Pressione qualquer tecla para continuar. . . o N

CALCULO DE VARIAVEIS:
z = 143@

x(1)=143

x(2)=130

x(3)=110@

w(1)=3

w(2)=9

w(3)=6

v(1)=7

[T

v(3)=11
5=12602

Solucao:

Ou x congruente 1162 mod 1430

Pressione qualquer tecla para continuar. . .

Figura 12 — Captura de tela do programa para resolu¢do do Exemplo 37 (Parte 2)

" Resultados TCR - Bloco de notas = | B |t

Arquive Editar Formatar Exibir  Ajuda

IJNIVERSIDADE FEDERAL DO OESTE DA BAHIA -
CAMPUS REITOR EDGARD SANTOS 1
MESTRADO PROFISSTONAL EM MATEMATICA

DISSERTACAO - DIANDRA CHISA TANAKA

seu sistema € de 3 congruencias

Resolverei o seguinte sistema de congruencias:
X congruente 2 mo

X congruente 7 mod 11

x congruente 5 mod 13

m

CALCULO DE VARIAVEIS:
1430

5=12602

solucao: B |
x=1162+1430.k, onde k pertence aos naturais g

ou x congruente 1162 mod 1430 o

Il »

usua

feito

Figura 13 — Captura de tela arquivo de texto gerado para resolucdao do Exemplo 37

Apds conferéncia, percebe-se que o programa forneceu todos os resultados de forma correta.
E vélido ressaltar que, durante todos os processos de resolucdo, ha a verificacdo pelo préprio
programa da condi¢ao imposta no Teorema Chinés dos Restos, de que os nimeros atribuidos
a m; tem de ser primos entre si. Caso os nimeros ndo atendam a condi¢do, é solicitado ao

rio que digite novamente os dados do sistema de congruéncias. Para demonstrar, serd

o teste com o Exemplo 38:
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Exemplo 38. Encontre as solugdes do sistema:

X =2 mod 12

X =7 mod8

X =5 mod 13
B C:\Users\Usuario\Dropbox\DISSERTAGACNPROGRAMA TCR\PROGRAMA TEQ CHINES DOS RESTOS.2xe = B et
UNIVERSIDADE FEDERAL DO OESTE DA BAHIA *I
CAMPUS REITOR EDGARD SANTOS

ESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

m

DISSERTACAO - DIANDRA CHISA TANAKA
sxxkrrxrrerEeeexs SOFTWARE PARA TEOREMA CHINES DOS RESTOS ***::fkskiistiirs

Digite quantas congruencias tem o sistema
3

Seu sistema de congruencias sera da seguinte forma:
congruente a(l) mod m(1)
congruente a(2) mod m(2)
congruente a(3) mod m(3)

s dados inseridos nao atendem as condicoes para o Teorema Chines dos Restos
s valores de m nac sao primos entre si
Tente novamente

Digite quantas congruencias tem o sistema v“

Figura 14 — Captura de tela do programa para Exemplo 38

Fica demonstrado que o programa faz as verificages relativas ao Teorema Chinés dos
Restos e que, caso os dados inseridos nao se enquadrem, é solicitado que o usudrio digite
novamente.

O programa fica disponivel para download clicando abaixo:

Programa Teorema Chinés dos Restos
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https://drive.google.com/file/d/1McLEHSfklN9GWG2AAE8TlLyUwkzkrOC5/view?usp=sharing

8 Conclusoes

O algoritmo proposto neste trabalho foi eficiente na sua implementag3o, originando um
programa que resolveu corretamente sistemas de congruéncias. Como produto da utilizagdo do
programa, € gerado automaticamente um arquivo de texto com o registro do resultado de cada
variavel, além do resultado final.

E disparadamente maior o tempo gasto para resolver manualmente questdes desse tipo,
quando se compara com o programa elaborado, visto que, em poucos segundos o resultado ja
é exibido na tela do usuario. Isso pode tornar a didatica para este conteido mais dindmica,
agregando mais uma ferramenta de ensino para o professsor.

Considerando a progressiva utilizacdo de tecnologias em sala de aula, o mesmo algoritmo
pode ser traduzido para outras linguagens de programacao, como as que atendem aplicativos
para celulares ou tablets, tornando-se ainda mais acessivel e atrativo para todos os publicos.

E importante salientar que é imprescindivel lapidar no estudante a capacidade de inter-
pretacao dos problemas e o discernimento para determinar qual a estratégia serd aplicada, a
fim de resolver dos problemas de matematica. Novas ferramentas, como softwares, vem para

agregar o processo de aprendizagem, contribuindo para interagao entre aluno e professor.
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