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Resumo

Este produto educacional tem a finalidade de mostrar passo a passo o uso do software
Geogebra para o uso no célculo de areas entre fungdes polinomiais obtidas a partir de pontos
ou coordenadas no plano cartesiano. O uso dessa tecnologia propicia a aplicagao de conceitos
matematicos relacionados aos conceitos de interpolagao polinomial e calculo integral
definida em um intervalo dado, como também conceitos relativos ao plano cartesiano. Este
software tem uma linguagem matemaética, de modo que um estudante iniciante nao sinta
tantas dificuldades na execucao de trabalhos relativos tanto ao calculo de darea quanto a
interpolagao polinomial. Além disso, pode-se usar essa tecnologia em smartphones, tablets
ou computadores independente do sistema operacional ou navegadores. Sua area de trabalho

possui ferramentas especificas para cada tipo de conhecimento na area matematica.

Palavras-chaves: Geogebra. produto educacional. interpolacao. matematica.



Abstract

This educational product is intended to show step by step the use of Geogebra software for
use in calculating areas between polynomial functions obtained from points or coordinates
in the Cartesian plane. The use of this technology allows the application of mathematical
concepts related to the concepts of polynomial interpolation and integral calculus defined
in a given interval, as well as concepts related to the Cartesian plane. This software has a
mathematical language, so that a beginning student does not have so many difficulties in
carrying out work related to both area calculus and polynomial interpolation. In addition,
you can use this technology on smartphones, tablets or computers regardless of operating
system or browsers. Your work area has specific tools for each type of knowledge in the

mathematical area.

Keywords: Geogebra. educational product. interpolation. math.
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1 Introducao

Tentar aplicar conhecimento matematico é ha muito tempo, algo desafiador e que
algumas dessas ideias matematicas surgiram a partir de problemas praticos. Aplicar a
matematica as outras ciéncias vem a cada dia provando que esses conhecimentos adquiridos
dao suporte para elucidagao de situagoes problemas no dia a dia. Demonstrar habilidades
suficientes para resolucao de problemas praticos é algo desafiador para todos os matematicos.
Essas habilidades servem para transformar problemas praticos bem complexos em um
modelo que favoreca a solucao da situacao vigente. Nesse contexto, a escolha do tema é

ponto de partida para os processos de modelagem (BASSANEZI, 2002).

Na matematica, a geometria tem um papel importante no cotidiano das pessoas, e
de posse desses conhecimentos podemos aplica-los em diversas areas cientificas utilizando
varios tipos de formas geométricas planas ou espaciais. O conceito de area é importante
em todos os segmentos cientificos e tecnologicos de uma maneira bem abrangente. Desse
modo pode-se calcular o “tamanho” de uma area usando uma férmula propria para cada
tipo de figura plana - sejam regulares ou nao - entretanto algumas formas planas tém sua

area determinada somente por um estudo matematico ja bem mais avancgado.

Pelo conceito de integracao, pode-se calcular uma area sob a curva, ou entre curvas,
desde que sejam representadas por fun¢des continuas e integraveis em um intervalo fechado
e limitado. Note ainda que a area pode ser calculada também sob graficos de fungoes que
podem ser descontinuas. Desse contexto surgiu nosso problema norteador. Dispondo de
coordenadas, no plano cartesiano, qual sequéncia didatica pode-se constituir com uso do

software GeoGebra para determinar area de uma imagem geogréafica?

Encontrar um modelo que dé suporte para a execucao dessa tematica é algo
importante e que podera ser aplicado para as mais diferentes formas planas, visto que hoje
em dia ja existem alguns programas que calculam area somente de figuras geométricas
mais simples. Entretanto calcular a area de uma regiao plana, determinada apenas por
coordenadas ou sob uma funcao continua em um intervalo dado é um desafio. Nesse contexto
o uso do software Geogebra nos auxiliou no desenvolvimento do produto educacional pois
se trata de um software de matematica dindmica gratuito e multiplataforma para todos os
niveis de ensino, que combina geometria, dlgebra, tabelas, graficos, estatistica e calculo
numa unica aplicagdo. O GeoGebra foi criado em 2001 como tese de Markus Hohenwarter
e a sua popularidade tem crescido desde entao. Atualmente, o GeoGebra é usado em 190
paises, traduzido para 55 idiomas, sao mais de 300000 downloads mensais, 62 Institutos
GeoGebra em 44 paises para dar suporte para o seu uso. Além disso, recebeu diversos

prémios de software educacional na Europa e nos EUA, foi instalado em milhoes de
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computadores em varios paises ao redor do mundo. Por ser livre, o software GeoGebra vem
ao encontro de estratégias de ensino e aprendizagem de contetidos de geometria, dlgebra,
calculo e estatistica de escolas publicas, permitindo a professores e alunos a possibilidade de
explorar, conjecturar, investigar tais contetidos na construgao do conhecimento matematico.

(NUNES, 2007).

Assim, nosso objetivo geral foi elaborar uma sequéncia didatica, que a partir de um
contexto real, pudéssemos aplicar os conhecimentos numéricos, algébricos e geométricos a
problematica apresentada anteriormente. Indagacgoes do tipo - Professor, tenho que
aprender a féormula da area para cada figura plana? - feitas por alunos no decorrer
de minha vida, como docente em escolas de ensino basico e superior especificamente, me
motivaram fazer uma pesquisa sobre o calculo de area para diferentes tipos de formas
geométricas planas. Além disso, o trabalho realizado com matematica avancada para
resolver certos questionamentos nos impoe a pesquisar e tentar resolver algo em que
h& uma certa problematica. Levar essa problematica para além sala de aula é de suma

importancia para o desenvolvimento cognitivo nessa area de aprendizagem.
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2 Referencial Tedrico

2.1 Area em malha quadriculada

Ao mencionarmos a palavra “tamanho”, significa que desejamos calcular uma
distancia, uma area ou um volume. Para o calcular a area de uma figura plana nao regular
uma das técnicas usada para esse calculo é a utilizacao da malha quadriculada. Comumente
definimos malhas como diversas variacoes e deformacoes possiveis que podemos realizar em
um papel quadriculado, e sua principal fungao é relaciona-las com as mais variadas formas
geométricas planas e suas propriedades como area e perimetro (PESSOA, 2010). Podem ser
usadas tanto no ensino basico como também no ensino superior, usando conceitos de que
podem ser aplicados as diversas propriedades de redimensionamento, proporcionalidade,
simetria, area e volume. H4 muito tempo o conceito de malha ja era utilizado na construgao
civil principalmente na arte de fazer mosaicos e ladrilhamento de pisos, calcadas e com

bastante uso em igrejas e castelos.

Figura 1 — Pavimentacao em malha quadriculada.
“gﬁ gn’f‘“’f“ ‘fx‘“:"‘¢$ ¢¢;{.’}“~:‘“§“

$ ?"’:f‘“fm:mff“ { e 100 SR A
9. *3ee

Fonte: Autor proéprio.

Agora iremos calcular a area da regiao dada pela cor azul da Figura 2. Temos
que o retangulo ABCD tem dimensoes de 12 unidades de largura por 9 unidades de
comprimento,ou seja, um total de 108 quadradinhos com lado de 1 unidade. Pela Figura,
verificamos que a regidao de cor azul contém um total de 46 quadra-dinhos, ou seja, sua area
serda de 46 unidades de area. Dessa maneira o calculo da area daregiao azul foi calculado

usando apenas contagem bdésica.
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Figura 2 — Area em malha quadriculada.

5 SR
9 L]
H |
8
J K
7
F
: ®
5
4
3
e L N
; Y
A D Q
D
ﬂ 1 s 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 5

Fonte: Autor proéprio.

Uma outra situacao em que podemos utilizar a malha quadriculada é inserirmos

uma figura plana nao regular, identificando todos os seus vértices. Veja o poligono abaixo:

Figura 3 — Area em poligono nio regular.

G
)

C.

Fonte: Autor proéprio.

Usaremos um artificio muito comum em cursinhos e pré-vestibulares que consiste
em usar a média aritmética para calcular a area de uma regiao dada por poligono. Note
que a area da regiao poligonal, Figura 3, serd dada pela média entre a quantidade de
quadradinhos inteiros dentro do poligono (4rea por falta) e a quantidade de quadradinhos
que cobrem todo o poligono (drea por excesso). Deste modo temos 38 quadradinhos
inteiros dentro do poligono - area por falta- e 67 quadradinhos que cobrem todo o poligono
- area por excesso - vale destacar que a area por excesso contém os 38 quadradinhos
inteiros e os 29 quadradinhos que fazem parte do perimetro, dessa maneira a area da regiao
serd dada pela média entre a area por falta e a drea de excesso. (DANTE, 2016). O autor
citado nao traz uma idéia formada e sim somente uma nocao intuitiva para introduzir o

estudo sobre areas. Veja a resolucao abaixo:
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38 + (38 + 29)

Area =
rea 5
Aren — 38 + 67
2
. 105
Area = —
rea 5

Area = 52,5 unidades de drea(u.a).

Este método pode ser utilizado tanto em séries do ensino fundamental quanto todo o
ensino médio. Para as séries iniciais do ensino fundamental essa técnica é altamente propicia
para aprendizagem matematica. Nela o aluno tem a noc¢ao de espaco e de grandezas. Note
que o método citado acima nao nos permite uma medida exata da area e sim nos mostra
somente uma aproximacgao. Dessa forma encontrar um método para o calculo de uma
figura formada nao por poligonos é um desafio, e chegar a um valor tao préximo quanto

ao valor real da area é que nosso produto educacional busca apresentar a comunidade.

Um outro modo de calcularmos a area de um poligono em malha quadriculada de
unidade 1, é utilizarmos o Teorema de Pick (ROCHA; ANDRADE, 2007). Esse teorema
nos diz que, dado um poligono p com um niimero B de pontos ou nds sobre o perimetro e

I o ntimero de pontos internos ao poligono entao a area A(p) serd da forma:
1

Pela figura, temos que o total de pontos B é igual a 7 e que o total de pontos I é corresponde

a 50. Aplicando o Teorema de Pick segue que a area desse poligono sera:

A(p):;x7+50—1
A(p) = 3,5+50 — 1
A(p) = 53,5 — 1
A(p) = 52,5 u.a.

Note que as areas obtidas tanto pelo artificio quanto pelo Teorema de Pick chegaram
a um mesmo valor. Entretanto o uso da malha quadriculada nesse produto educacional

servira somente de apoio para a insercao dos pontos no plano.
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2.2 O plano cartesiano

O plano cartesiano ou sistema ortogonal de coordenadas cartesianas é formado por
duas retas reais perpendiculares, ou seja, o angulo entre elas é de 90° (dngulo reto) sendo
que essas retas determinam um tnico plano. Esse plano teve origem no ano de 1637 e foi
idealizado por René Descartes, que ao relacionar a geometria com a algebra, deu inicio ao
que conhecemos hoje como geometria analitica, evitando assim uma menor quantidade de
desenhos e diagramas. Embora o plano cartesiano tenha sido descoberto por Descartes, o
grande matematico Pierre de Fermat ja utilizava alguns conceitos de geometria analitica

que sdo basicamentes teorias que envolvem o plano cartesiano (IEZZI et al., 1995).

As duas retas ortogonais que formam o sistema cartesiano sao denominadas de eixos
cartesianos, sendo um eixo horizontal denominado de eixo das abscissas, e o outro eixo
vertical denominado de eixo das ordenadas. Esses eixos, por si s6, determinam um tnico
plano e é possivel determinar todos os pontos possiveis nesse sistema de coordenadas bem
como qualquer objeto formado por pontos que estejam nesse mesmo plano. Note ainda
que podemos representar pontos ou objetos usando apenas suas coordenadas sem que haja
necessidade de inserir um objeto, bastando somente expressar apenas uma relagao entre

suas coordenadas no plano.

Desde o surgimento do plano cartesiano, varios problemas matematicos foram
resolvidos com uso dessa forma matematica de representar as situagoes-problema. Podemos
exemplificar o calculo da distancia entre dois pontos e também a area da regiao triangular.
Note que esses conhecimentos serviram de suporte para criacao da geometria analitica
e que, por sua vez, serviu como suporte para o desenvolvimento do calculo diferencial e
integral. Na Figura 00 temos o plano cartesiano explicitando o eixo das abscissas e o eixo
das ordenadas. Este plano é dividido em quatro regides de “tamanhos” iguais, e que sao

denominadas de quadrantes. Esses quadrantes sao denotados no sentido anti-horario.

Figura 4 — Plano cartesiano.
yA

2
2° quadrante 1° quadrante

v:

-2 -1 0 1 2

3° quadrante 4° quadrante
-2

Fonte: Autor Préprio.
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2.2.1 Pontos em um plano cartesiano

Um ponto qualquer é representado no plano cartesiano por meio de suas coordenadas,
as quais sao representadas por um par ordenado. Segue que um ponto é um conjunto
representado por dois niimeros e que precisamente devem seguir uma ordem e por isso é
que um ponto qualquer é chamado de par ordenado. Temos ainda que a notacgao exigida
para par ordenado ou simplesmente ponto P é dada por P(z,y) em que x é a abscissa e y

é a ordenada.

Para determinar um ponto no plano, basta somente marcar o valor x correspondente
a abscissa em seu eixo, e em seguida, marcar o valor y no eixo das ordenadas. Depois trace
duas retas perpendiculares aos eixos, uma passando pelo valor x da abscissa determinada
e outra passando pela ordenada y, verifique que o local onde essas perpendiculares se

encontram é justamente o ponto P(z,y) conforme a Figura 5.

Figura 5 — Ponto no plano cartesiano.
YA
] P %¥)

\ 4

.
Xp X

Fonte: Autor proéprio.

Algumas relagoes podem ser notadas entre os valores referentes aos eixos « (abscissas)
e y (ordenadas). Dado um ponto P(z,y) qualquer pertencente ao plano cartesiano, entao

segue que:

P € 1° quadrante se, e somente se x > 0 e y > 0.

P € 2° quadrante se, e somente se ¢ < 0 ey > 0.

P € 32 quadrante se, e somente se z < 0 ey < 0.
e P € 4° quadrante se, e somente se z > 0 e y < 0.
Note ainda que: Um ponto pertence ao eixo das abscissas se, e somente se, sua

ordenada é nula: P(z,y) € Oz < y = 0. Isso significa que o eixo das abscissas é o conjunto

dos pontos de ordenada nula: {Oz € (a,0)|a € R}. Notemos que, para todo niimero real a,
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o ponto (a,0) pertence ao eixo das abscissas. De modo andlogo, um ponto pertence ao eixo
das ordenadas se, e somente se, sua abscissa é nula: P(x,y) € Oy < = = 0. Isso significa
que o eixo das ordenadas é o conjunto dos pontos de abscissa nula: {Oy € (0,0)|b € R}.
Notemos que, para todo nimero real b, o ponto (0,b) pertence ao eixo das ordenadas.
(IEZZI et al., 1995).

2.2.2 Exemplo usando o Geogebra
Exemplo 1: Determine os pontos A(0,3), B(5,7), C(—4,6), D(—6,—3), E(2,—6)

e F(4.5,0) no plano cartesiano.

o Passo 1: Entre no seu navegador de pesquisa do Google, I0S ou Microsoft Edge.

Digite Geogebra classic e entre no programa. Figura 6.

Figura 6 — Area de trabalho do Geogebra.

<« C @ geogebraorg/classic?lang=pt ® % =R
DB S IoN - IPANEIRS =
+ | Entrac N @
5
4
3
2
1
e M R (N MR AN D I REME MR IREEE MRL IREEyANMaE IR
=1
"
-2
Q
-3
Q
—4

Fonte: Autor proéprio.

e Passo 2: Clique no lado esquerdo do mouse sobre a ferramenta ponto como mostra

a Figura 7. Veja que aparece um rol de opg¢oes. Clique em ponto.

Figura 7 — Ferramenta Ponto.

< C @ geogebra.org/classic?lang=pt

Ao 4N =]+

N

+  ¢A Ponto

Ponto em Objeto

‘/ Vincular / Desvincular Ponto

X Intersecéo de Dois Objetos

Fonte: Autor préprio.
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o Passo 3: Clique em seguida no campo entrada digite um paréntese. Figura 8.

Figura 8 — Ferramenta Entrada.

< C @ geogebra.org/classic?lang=pt
NP PANEL
+ | Entrada... =N

Fonte: Autor préprio.

« Passo 4: Note que ao digitar paréntese, aparece abrir e fechar paréntese, Figura 9.

Figura 9 — Inserindo um paréntese.

<« C @ geogebra.org/classic?lang=pt
& [Al LD [O]O] 4N =] 4
() :

Fonte: Autor proéprio.

« Passo 5: Clique entre os parénteses e digite as coordenadas do ponto em questao e

dé enter. Note que o ponto aparece no plano cartesiano. Faca o mesmo para todos

os pontos, Figura 10.

Figura 10 — Pontos no plano.

<« C @ geogebraorg/classicflang=pt B % =R
DS ol IPANIEIRS oe Q =
© A=(023) =N 8 B &
°
@ B=(57) C
° 6
® C=(459)
© D=(6-3) 4“A
@ E=(2-6) 2
© F=(450) E
-10 -8 -6 -4 2 0 2 PREE 8 10 12 14
b g Entrada
D =2
[ L
ot Q
-6 .E &
- 0

Fonte: Autor préprio.
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Uma observacdo muito importante que nao pode passar despercebida refere-se ao
ponto F'(4.5,0). No Geogebra, nao deve-se digitar 4,5 e sim 4.5, isso mesmo, usar ponto

em vez de virgula para representar um valor fracionario.

2.3 Notacoes sobre funcao

Para o estudo do célculo, a nogdo de fun¢ao é muito importante. E a definimos como:
Uma fung¢ao f de um conjunto dado nao vazio D em um conjunto F é uma correspondéncia

que associa a cada elemento z de D exatamente um elemento y de E.

O dominio de uma func¢ao qualquer é formado pelos valores que o x pode assumir.
Dessa forma temos que o elemento y de E é o valor de f em x e se denota por f(x) (1é-se
“f de 7). Esse conjunto D é o dominio da fung¢ao. O conjunto imagem de f é o subconjunto
de E que consiste em todos os valores possiveis f(z) para x em D (SWOKOWSKI et al.,
1989), Figura 11.

Figura 11 — Funcado denotada de D em F.

Fonte: Autor proéprio.

Os conjuntos D e E sao representados por pontos dentro de regioes do plano.
Note que as setas curvas indicam os elementos f(w), f(z), f(2) e f(a) pertencentes a F
correspondentes aos elementos w, x, z e a pertencentes a D. Vale ressaltar que a cada x
em D estd associado & um tnico valor f(z) em FE, e também que diferentes elementos de

D, tais como w e z dao origem a um mesmo valor em FE.

2.3.1 Representacao grafica de uma funcao

Toda fungao é representada por uma expressdo ou regra para determinar f(z).
Como exemplo, temos f(z) = v/ — 1. Supondo que seu dominio seja o conjunto dos

nimeros reais tais que f(z) seja também real. Segue que, para f(z) = v/x — 1, 0 seu
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dominio é o intervalo para x > 1. Note que se x esta nesse dominio, dizemos que f é uma
funcao definida em x, ou que f(z) existe. Se A é um subconjunto desse dominio, entao a
funcao f também é definida em A. Quando x nao estd no dominio de f, entdo f nao é

definida em .
Exemplo 2: Esboce o gréfico da fungao f(z) = v/ — 1 no Geogebra.

No programa Geogebra Classic, com a ferramenta selegdo em destaque azul
acionada, digite no campo entrada a funcao desejada, e clique enter. Veja que a funcao

j& aparece graficamente no plano cartesiano, Figura 12.

Figura 12 — Representacao grafica da fungdo f(z).

<« C @ geogebra.org/classic?lang=pt e %
DR CIEFIAINEE Q=
® fx) = vx-1 N ® e
+  Entradz 5

4

Fonte: Autor proéprio.

2.3.2 Continuidade de uma funcao

Os primeiros estudos sobre continuidade de uma func¢ao sao creditados a Cauchy
em 1821 onde afirmava que as pequenas variagoes em z produziam também pequenas
variacoes em f(z). Essa afirmacdo com o tempo foi generalizada para diferentes tipos de
areas matematicas tais como a algebra e a topologia. Entretanto o estudo da continuidade
de uma funcgao esta altamente ligada ao estudo dos limites pois para saber se uma fungao
f(z) qualquer é continua deve-se analisar também se existe ou nao o limite. De um modo
mais simples, pode-se dizer que uma funcao é continua, quando em seu grafico ndo possui
saltos ou quebras em todo seu dominio. Bruscamente, se conseguirmos desenhar o grafico
de uma funcao sem tirar o lapis do papel entao essa funcao sera definida como funcao

continua. Pela definigdo Swokowski et al. (1989), temos que, se f(x) é continua em = = a.
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Entao as seguintes condi¢oes forem satisfeitas:
o a) se f(a) é definida;
e b)se lim f(z) existir;
e ¢)se lim f(x) = f(a).

r—a

Caso nenhum desses quesitos sejam aceitos ou falharem entao f(z) nao sera continua

em T = a.
2
=1
. ,sex #1 )
Exemplo 3: Determine se f(z) = r—1 é continua para z = 1.
1,sex=1

Primeiro deve-se observar que a func¢io estd definida para f(1) = 1, analisando

o limite de f(z), temos que: lin% f(z) = 2. Agora deve-se analisar se a condi¢ao de que
z—

h_)rr% f(z) = f(1) é valida. Como liir% f(z) =2 # 1 = f(1), conclui-se que f(x) nao é

continua em = = 1. E seu gréafico ficard da seguinte maneira, Figura 13.

Figura 13 — Representagao da fungao nao continua.

Fonte: Autor préprio.

A nocao de continuidade de uma funcao serda de suma importancia para determinar

uma funcdo através de suas coordenadas, é o que serd visto na proxima segao.

2.4 Interpolacao

Uma das ideias usada hoje para aproximar uma funcao a uma expressao polinomial
é o método de interpolacao por polinémios e é uma das mais indicadas para esse tipo de
analise numérica. E por que isso acontece? Em suma isso acontece devido ao método de

se obter a fungao para podermos deriva-la e integra-la, e mesmo assim sempre teremos



Capitulo 2. Referencial Teorico 24

um polinémio. Uma outra facilidade na representacao de uma funcao por polindmios é
que ele sao computaveis e que suas raizes sao bem mais faceis de serem determinadas.
Aproximar uma fungao por um polinémio pode ser usada em diferentes areas tais como
engenharia e computacao grafica, e os métodos de como determinar esse polinébmio sao
por interpolacoes, que é mais usual e mais facil de manusear, e também do Método dos

minimos quadrados entre outros (RUGGIERO; LOPES, 1997).

A interpolacao nasceu da necessidade de construir um determinado conjunto a
partir de um conjunto de pontos dados no plano (SPERANDIO; MENDES; SILVA, 2003).
Esses pontos dados ou dados pontuais sao obtidos a partir de uma coleta de amostras ou
até mesmo um experimento baseado em dados gerando uma funcao. Com a interpolacao
podemos determinar uma fungao caracteristica que representa os dados coletados e através
dela fazer ajuste necessarios nesses pontos. Aproximar uma funcao bastante complexa a

uma fun¢ao mais simples é uma de suas outras aplicagoes.

Muitas vezes ao interpolar esses pontos dados visualizamos que a funcao dada nao
é tao simples de ser interpretada e é justamente onde a interpolagao é importante, pois por
meio dela podemos fazer com que essa func¢ao seja representada por uma funcgao de facil
entendimento. Fazer o uso da interpolacao para aproximar uma fun¢do a um conjunto de
dados pontuais nao significa que a funcao encontrada é a verdadeira. De fato, isso ocorre
nao em sua totalidade visto que a funcdo encontrada na interpolagdo é uma funcao de
aproximacao da funcao original. Quando se usa interpolacao em apenas dois pontos dados
verificamos que a funcao original, é de primeiro grau, e teremos também que a fungao
encontrada na interpolagao serd idéntica a func¢ao original. Desse modo, em alguns casos
especificos, podemos encontrar uma funcao idéntica a fungao original usando apenas a
interpolacao em um conjunto de dados pontuais. Para saber se a fungao estd ajustada a
funcao original devemos fazer os erros de truncamentos e a partir desses erros detectar o
quanto a fungao esta ajustada ao dominio utilizado para esse estudo. Existem trés tipos
de interpolacao que sao: a linear, a polinomial e a trigonométrica. Para esse produto

educacional em questao foi realizado a interpolagao polinomial.

Vale destacar que se uma funcao f(z) é continua em um dado intervalo fechado
[a,b], entdo f(x) tem um valor maximo e um valor minimo nesse intervalo dado. Entao
pelo Teorema de Weierstrass, conhecido também como Teorema dos Extremos, temos
que se uma fungao f(z) é continua em um intervalo dado [a, b] ela facilmente pode ser

representada por um polinémio. Veja abaixo:

2.4.1 Aproximacdao — Weierstrass

O Teorema da Aproximacgao de Weierstrass, provado em 1885 por Karl Theodor

Wilhelm Weierstrass, é um importante resultado da Anélise Matematica. Tal resultado
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afirma que toda funcao continua definida em um intervalo fechado [a, b] pode ser unifor-
memente aproximada por polindomios. Na verdade, este teorema foi o primeiro resultado

signifcante em Teoria da Aproximacdo de uma variavel real e desempenhou um papel
fundamental no desenvolvimento de tal drea (SANTOS; PIANTELLA, 2010).

24.1.1 Teorema

Seja f(z) uma fungdo continua e definida em um intervalo fechado limitado [a, b]
e seja 0 um numero positivo. Entao existe um polinomio P(x), tal que para todo z €
[a,b],|f(z) — P(z)| < 6 (BERNSTEIN, 1912).

O teorema garante que f(x) pode ser representada por um polindémio P(z) e que
esse polinémio seja tao proximo da funcao quanto queremos. Entretanto ele ndo discrimina
nada sobre o grau de P(x) o que pode dificultar o estudo da aproximagao em anélises
numéricas. Note que um polinémio que foi definido em um intervalo fechado e limitado
sera continuo nesse mesmo intervalo dado. Entretanto o conjunto de fungoes continuas que
foram definidas no intervalo dado nao é composto somente por polinémios. Esse teorema
garante que toda funcao continua definida em um intervalo fechado e limitado pode ser

aproximada por polinémios.

2.4.2 Interpolacdo polinomial

Define-se como interpolagao polinomial, em conjunto de pontos dados, quando uma
funcao f(x) de grau n é representada por um polinémio (RUGGIERO; LOPES, 1997).
Note que o grau de uma funcao polinomial é classificado pelo valor do seu expoente n a
variavel x do polinomio, sendo que deve ser um inteiro positivo e maior ou igual a zero, ou
seja: n € N;n > 0.

Para fungoes de menor grau podemos obter esse polindmio através da resolucao de
sistemas lineares e para um nimero grande de pontos interpolantes o mais indicado é usar

a interpolagao polinomial.

Nas Figuras 14 e 15, temos um exemplo de interpolacao polinomial no intervalo
[1,10] e que passa pelos pontos A(1,2), B(3,4), C(5,3), D(7,2) e £(10,4). Na primeira
figura temos os pontos interpolantes e a interpolacao ordenada entre eles, e na segunda

figura temos o grafico da funcao polinomial adquirida pela interpolacao dos pontos.

Note que o ajuste da funcao polinomial é o mais préximo possivel da interpolacao e
que o grau do polinémio sera de acordo com o nimero de pontos interpolantes dados. Neste
caso como temos cinco pontos interpolantes segue que o polinémio da interpolacao tera
grau igual a quatro. A seguir veremos os modos de obtencao do polinémio interpolador na

teoria e também com o uso do Geogebra.
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Figura 14 — Pontos interpolantes.
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Fonte: Autor proéprio.
Figura 15 — Grafico passando pelos pontos interpolantes.
T
6
)
E
4
3
2 i
1
0 f111 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
1/

Fonte: Autor proéprio.

2.4.3 Teorema do polindmio interpolante

Dada uma funcao f(x) definida por n+1 pontos distintos onde ¢, 1, Ta, ..., Tp, Tpa1

como pontos distintos em um intervalo limitado [a,b], existe um tnico p,(x) = ag +

n

a7 + asx? + ... + a,x™ interpolante de f(x) de grau menor ou igual a n de modo que

(20, £(20)), (21, F(21)), (22, F(22)), -y (0, f(2)) sejam 0s pontos da interpolagao tais que
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P,(x;) = f(x;) = y;, para todo ¢ variando de 0 até n, com n pertencente aos naturais
(n € N) (RUGGIERO; LOPES, 1997).

Prova: Unicidade do polinémio.

Para determinar o polinémio p,,(x) = ap+a1x+asx’+...+a,r" devemos determinar
todos os coeficientes ay, ay, as, ..., a,. Pela condicao de que P,(x;) = f(z;) = y;, com

i=0,1,2,...,n, n um namero natural (n € N). Segue o seguinte sistema linear abaixo:

f (o)
f(fl)
f(z2)

ap+ arot+  axxd 4+ ..+ a,rly
apt+ a1t ari + A a,xl

2
apt+ a1rat+  agx; 4 ...+ a,Ty

o+ Tpt+ apr? + .+ apa” = f(z,)
Com um total de n + 1 equacgoes distintas e n + 1 variaveis que sao ag, a1, as, ..., Q.
Usando os conceitos de matriz podemos representar A como sendo a matriz dos coeficientes.

Essa matriz recebe a denominacao de matriz de Vandermonde. Veja abaixo:

1z 3. af
1z a3 af

2
1 2z x5... 75

1 z, 22... x

Note que, se os pontos xg, 1, Ta, ..., T, forem pontos distintos, entdo o determinante
dessa matriz serd diferente de zero e logo esse sistema em questao tera solugao tnica, o
que garante que p,(x) também é tinico. Uma caracteristica importante para essa matriz é

de que suas linhas estdo em progressao geométrica.

Exemplo 4: Determine o polindémio interpolante que passa pelos pontos A(1,2) e
B(3,8) usando conhecimentos de sistemas e matrizes como visto acima.

Resolugao:

Temos que o = 1 e ;1 = 3, e logo temos que o polindomio interpolante no intervalo

limitado [1, 3] sera da forma p;(x) = ap + a1z. Dai segue o seguinte sistema linear:

aop+ Clo.lz 2
a1+ a1.3: 8
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Deve-se agora determinar os coeficientes ag e a; como as variaveis desse sistema.
Temos ainda que a matriz A é de Vandermond pois suas linhas estdo em progressao

geométrica, que representa esse sistema de variaveis, é dada por:

1 1
A —
1 3
E seu determinante é igual a 2 # 0. Logo esse sistema tem solucdo tnica e P;(x)
também ¢ tnico.
Resolvendo o sistema temos que:
ap+ ay= 2
Cl0+ 3&1 = 8
ag +a; = 2
ag = 2 — aq.
Substituindo ag na outra equagao segue que:
2 — a, + 3&1 =8
201 =8 —2
a; = 3
Logo temos que ay = 2 — 3 = —1. Dai, o polindmio encontrado sera da forma
p1(x) = —1 4 3x e ele é tnico.

Esse teorema deixa a desejar, pois quanto maior for a quantidade de pontos
interpolantes maior serd o sistema, como também sera dificultoso para resolvé-lo. Note
que a quantidade n + 1 de pontos interpoladores garante um polinémio de grau n e
quanto menor o grau de P,(x) fica mais facil de determiné-lo. Entdo para n muito grande,
determina-los usando o Teorema Interpolante convenhamos que nao é bem apropriado
(RUGGIERO; LOPES, 1997). Para determinar qualquer polindémio de grau n podemos
usar tanto o Polindmio Interpolador de Lagrange ou Método de Newton para Polinomios
entre outros. Especificamente neste produto veremos somente Lagrange para determinar o

polinémio interpolador.

2.4.4 Polindomio interpolador de Lagrange

Seja f () uma funcdo definida em um intervalo [a, b] contendo n+ 1 pontos distintos
T, X1, Ty oy Ty € Y; = f(2), com i =0,1,2,...,n. O polinémio de grau < n que interpola

a funcao f(z) em g, x1, T2, ..., T, é representado pela equagio:

Pn(x) = yo.Lo(x) + y1.Li(x) + ... + Y.Ly (2),

onde os polindmios Ly sdo de grau n e definidos como:
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(x —zo)(x —21)...(x — 1) (. — Tpy1)...(x — )

Lulw) = (2 — 20) (ke — 21). (0 — Dp—1) (T — Dpg1).. (T — T)
L) =0 M7
1, sek=1

Em suma temos que o polinémio de Lagrange é da forma (RUGGIERO; LOPES,
1997):

n n

Pn(®) = Zi: UeLliwy =Y ue |] (&)

S0 =0 (Tk—Ti)

Exemplo 5: Usar o método de Lagrange para determinar o polindomio interpolador

que passa pelos pontos A(1,2) e B(3,8).

Resolugao: Note que g = 1,21 = 3,50 = 2 e y; = 8 e que Pi(z) = yoLo(x) +

y1L1(z) pois temos apenas dois pontos interpolantes, ou seja i =0 e 1.

Dai, segue que:
(x —3) (x—1)
-3 “G-1

pi(z) =2

pi(z)=—(x—3)+4(z—1)
pi(z) = (—x + 3) + (4o — 4)
pi(z) =3z — 1.

O resultado do polinémio interpolador é idéntico ao obtido usando o Teorema do
Polinémio Interpolante. Vale ressaltar que a problematica para encontrar o polindémio,
usando Lagrange, também ¢ dificultoso. Com o Geogebra essa problematica é descartada
visto que o programa faz todos os calculos eletronicamente. Veja abaixo como encontrar

esse polinomio interpolador usando o Geogebra.

e Passo 1: Entre no programa Geogebra Classic usando o enderecgo eletronico
<https://www.geogebra.org/classic?lang=pt> no seu navegador;
« Passo 2: Abra o programa e clique com o lado esquerdo do mouse na ferramenta

ponto em destaque azul, ao abrir o rol de opgoes clique em ponto, conforme a

Figura 16.


https://www.geogebra.org/classic?lang=pt

Capitulo 2. Referencial Teorico 30

Figura 16 — Digitando um ponto.

< C @ geogebraorg/classic?lang=pt
N BN CIEIENEE
1 A Ponto N 7
Ponto em Objeto 6
(‘. Vincular / Desvincular Ponto
X Intersegao de Dois Objetos 5
o2 * Ponto Médio ou Centro h

° Z Numero Complexo

N Otimizacao 3
N Raizes

Fonte: Autor proéprio.

e Passo 3: No campo entrada digite paréntese como visto antes na segunda secao
desse capitulo. Digite cada ponto seguidamente apertando a tecla enter e todos os
pontos aparecerao no plano cartesiano. Caso nao visualize todos os pontos como na

figura va para a observagao, Figura 17.

Figura 17 — Pontos da interpolacao digitados.

s
O

€ 5 C & geogebraorg/d: 2 2

%

Fonte: Autor proéprio.

Obs.: V& na ferramenta mover em destaque azul, Figura 18, e clique em mover.

Figura 18 — Movimentando o plano.

<« C @ geogebraorg/classic?lang=pt
4 Y D} o || g

Rl v @O N = e
I3 Mover N
/ o o2 4

Fung&o & Mo Livre

.

Caneta

4 3
A
2 °

Fonte: Autor proéprio.
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Agora clique com o lado esquerdo do mouse sobre o plano e segure. Arraste até

aparecer as coordenadas digitadas na Figura 19.

Figura 19 — Movimentando o plano.
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Fonte: Autor préprio.

o Passo 4: De posse dos pontos, agora va na ferramenta angulo e dé um clique com o

lado esquerdo do mouse, como na Figura 20, e clique em lista.

Figura 20 — Criando uma lista de pontos.

s

B

Fonte: Autor proéprio.

o Passo 5: Com o lado esquerdo do mouse segurado, arraste e selecione todos os pontos
no plano e solte o mouse. Note que apareceu no campo entrada uma lista de pontos

denominada 11, Figura 21.

Figura 21 — Lista com os pontos da interpolagao.

2
AL D> OO\ = Q=
@ A=(L2) N &
® B=(39
I1={A.B} 8 eB
{(1.2). (3. 8)}

Fonte: Autor proéprio.
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e Passo 6: No campo entrada, conforme a Figura 22, digite polinémio e selecione
a opcao Polindmio(<lista de pontos>) com um clique. Digite a lista 11 dessa

maneira Polindmio(11) e dé enter.

Figura 22 — Criando o polinémio interpolador.

« c a pt ® % 0O
L EPlB S Sio lil ) T2 NSRS Q =
© A=(12 A P &
© B=(3139)
— H 8 oB
- 11={AB} :
@
{1 2), 3 8)
) 6
+  polin|
Polinomio( <Fungao> )
Polinémio( <Lista de Pontos> ) 4
PolinémioDeTaylor( <Funcéo>, <Valor de x>, <Ordem> )
A
2{—®
S
&L
=4 2 o0 2 4 6 8 10 12 14 16
-2
i

Fonte: Autor proéprio.

o Passo 7: Note que o polindmio interpolador aparece no campo Entrada e seu gréfico

sera mostrado no plano cartesiano, Figura 23.

Figura 23 — Funcao polinomial da interpolacao.

€ C @ geogebra.org/classic?lang=pt 2 % D
AP OO N2 e Q=
@ A=(12) N " @
®© B=(38)
I1={A B} 8 ) dict
-1{(1,2), (3, 8)} ;
. 6 /
f(x) = Polinémio(I1) i /
— 3x—-1 ."l
4 /
+ Ent /
A
2 { ]
‘j' f
L,
-4 -2 0 f 2 4 6 8 10 12 14 16
=2
a

Fonte: Autor préprio.

A fungao polinomial p;(x) = 3z — 1 adquirida aqui é a mesma encontrada anterior-
mente, tanto usando o teorema do polindémio interpolante como o teorema interpolador de

lagrange.

Para essa funcao o GeoGebra se mostrou uma importante ferramenta para a
obtenc¢ao de fung¢des polinomiais, facilitando nas numerosas operacoes aritméticas. Basta
somente inserir as coordenadas ou pontos interpolantes no plano cartesiano que obtém-se

o polinémio interpolador.
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2.5 Teorema fundamental do calculo

Para Leithold (1994), seja f : I — R continua no intervalo I = [a,b]. As seguintes

afirmagoes a respeito de uma fungao F : I — R sao:

e (1) Seja f uma funcao continua no intervalo fechado [a,b] e F' uma funcao tal que
F'(x) = f(x) para todo z € [a,b]. Entéo,

e (2) Seja f continua no intervalo fechado [a,b] e F' uma fungao tal que F'(x) = f(z)

para todo x € [a, b]. Entao,

2.5.1 Area sob uma curva

A expressao indica na definicdo que chama Integral Definida significa dizer que a
integral esta restrita e limitada a um tunico intervalo dado. Dessa forma se temos uma
fungao positiva e aplicarmos o conceito integral definida em [a, b] obtém-se um valor que
nio depende mais do valor de z. Este valor determinado é a Area que estd definida e
limitada entre a fungao f(z), o eixo x e as retas verticais e perpendiculares a esse eixo em
r=aezx=>

Pela defini¢gao temos que se a funcao f(z) for continua em um intervalo limitado

b—a

[a, b], onde este intervalo seja dividido em n partes iguais de comprimento A = e
n
tomarmos para cada i-ésimo intervalo um xz;, i = 1,2,3,...,n, a integral definida de f(z)

em [a, b] é dada por

n

[ 5@ = Jim 3" fr)as,

T——+00 4
=1

caso este limite exista.

De posse da defini¢do (LEITHOLD, 1994), temos que a drea A sob uma curva dada
por uma fungio positiva em um intervalo [a, b] sobre o eixo das abscissas serd determinada

pela integral:

Tr—-+00

A= /abf(x) = lim if(xz)Ax
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Veja a Figura 24 que mostra a generalizacdo da area sob uma curva limitada pelo

intervalo [a, b] graficamente:

Figura 24 — Area sob uma funcio polinomial.

YA

Fonte: Autor proéprio.

2.5.2 Area entre curvas

Seguindo essa mesma teméatica de como calcular a area A entre uma curva f(z) e o
eixo das abscissas temos que, a forma de calcular a area entre duas curvas segue o mesmo
raciocinio. Dessa maneira, sejam duas curvas continuas f(z) e g(z), com f(z) maior que
g(z) (f(z) > g(z)), ambas limitadas em um mesmo intervalo [a,b] (NOBREGA; LIMA,

1991). Segue que a area resultante sob cada uma das curvas serd dada da seguinte maneira.

Seja A; a drea de f(x) entao temos que:

AlZ/abf(x)

e Ay como a drea de g(x). Segue que:

A2:/abg($)

Dai, subtraindo Ay de Ay, pois f(z) > g(x) chegamos a drea resultante Ag. Veja

abaixo:

A=A A= [ @)~ [ o)

a

Graficamente pode-se ter as seguintes figuras como a representagao de f(z) e g(z)

com f(x) > g(z). Figuras 25, 26 e 27.
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Figura 25 — Area sob f(z).

Fonte: Autor proéprio.

Figura 26 — Area sob g(z).

y
~

9(x)

» X
»

4 a b

Fonte: Autor préprio.

Figura 27 — Area entre as funcoes.

y

A7a b

Fonte: Autor proéprio.

Duas observagoes devem ser analisadas. A primeira diz respeito ao fato de omitir
a constante C' ao calcularmos a integral definida em um intervalo dado e nesse caso o
resultado final nao sofrerda consequéncias. A segunda diz respeito a mudanga de sinal na

integral quando a func¢ao for negativa pois nao se tem area negativa.
Exemplo 4: Determine a 4rea entre as curvas f(z) = 2% e g(x) = —2? + 8.

Primeiramente, especificamente para o caso dessas duas fungoes quadraticas, temos
que a fungao f(r) = z? tém concavidade para cima pois @ = 1 > 0. Note ainda que seu
vértice da parabola é dado por V; = (0,0).

Para a funcdo g(z) segue que sua concavidade é voltada para baixo visto que

a = —1 <0 e que seu vértice da parabola é dado por V, = (0, 8).

Pelos vértices dessas func¢oes podemos concluir que a area entre essas duas curvas
serd dada pela diferenca entre as fungdes g(r) como a fungao superior e f(z) como a

funcao inferior.

Devemos determinar o intervalo de integracao para definirmos as fungoes. Igualando

as fungoes temos que:
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r = +2.

Dai, segue que o intervalo de integragao ¢ igual [—2,42].
Calculando a drea A; referente a fungao g(x):
2 9 80
Ay = / (=2 +8)dz = - =~ 26,66 w.a.
—2
e calculando agora a drea A, referente a fungao f(z). Temos:
2 16
As :/ (x%)dx = 3 ~ 5,33 u.a.
-2

Logo, para determinar a area resultante Ar basta fazer a diferencga entre as areas
da seguinte maneira:

Ap = Ay — Ay = 26,66 — 5,33 ~ 21,33 w.a.

2.5.3 Usando o Geogebra para calcular area entre duas funcdes

Vamos usar o exemplo anterior para determinar a area através do Geogebra.

o Passo 1: Abra o Geogebra Classic no seu navegador;

o Passo 2: No campo entrada digite polinémio e clique em polindmio(<fungao>)
conforme a Figura 28:

Figura 28 — Criando uma funcao.

< C' @ geogebra.org/classic?lang=pt
DRSO EEENEE

+  polin 10

Polinémio( <Fungao> )
Polinémio( <Lista de Pontos> )

PolinémioDeTaylor( <Fungdo>, <Valor de x>, <Ordem> )

Fonte: Autor proéprio.
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« Passo 3: Digite a funcio correspondente da seguinte forma polindmio (z?) e dé

enter. Note que a funciao aparece graficamente no plano cartesiano como na Figura

29.
Figura 29 — Grafico de f(x).

C @ geogebra.org/classic?lang=pt 2 % 0

(R] e~ L OO\ = ¢ Sc Q =

P f(x) = Polindmio(x?) N &

.

+ Entrada
L.
),

-8 -6 2 4 6 8 10
Q
-2

Fonte: Autor préprio.

o Passo 4: Para determinar o grafico da outra funcao siga o mesmo passo do item

anterior. Veja que no plano aparece as duas funcoes graficamente, Figura 30.

Figura 30 — Grafico de g(z).

<« C @ geogebraorg/classicZlang=pt & %

R]od -~ A D> @O0 N = ¢ Lo oQ =

® f(x) = Polindmio(x?) N f 10 @
— %2

® g(x) = Polindmio(—x2 + &)

- —x*+8

+ Entrada

Fonte: Autor proéprio.

« Passo 5: Agora vamos calcular a area entre as curvas mas antes devemos identificar os
pontos da intersec¢ao entre as duas fungoes. Para isso, clique com o mouse esquerdo
sobre a ferramenta ponto e clique em ponto no rol de op¢oes, conforme a Figura
31. Clique na interseccao das fungoes e aparecera no campo entrada o comando
referente aos pontos comuns. Esses dois pontos servirdo para determinar o intervalo

de integracao.
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Figura 31 — Identificando os pontos da intersecgao.

<« C @ geogebraorg/classicZlang=pt 2 %
R[> OO N = oe Q =
o f(9 = Polinemio(?) =
-2
® g(x) = Polinémio(7><2+8.)
- —x*+8
® A = Interse¢io(f, g, 1)
— (2.4 B
P B = Intersecdo(f, g, 2)
-(2.4)
4
+ | Entrada
-8 -6 2 4 6 8 0 &7
Q
=5
g

Fonte: Autor proéprio.

o Passo 6: Para determinar a area entre as curvas digite no campo entrada a palavra
integral e um rol de opgoes aparece. Clique na opcao, Figura 32, integraen-

tre(<fungdo>, <fungdo>, <valor inicial>, <valor final>).

Figura 32 — Calculando a integral entre as fungoes.

<« C @& geogebra.org/classic?lang=pt

N Rl N EE

f(x) = Polindmio(x*) =N \f 10

(O]

Integral( <Fung&o> )

Integral( <Fungao>, <Variavel> )

Integral( <Fung&o>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>) /
Integral( <Fung&do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>, <Calcular (true | false)> )

IntegralEntre( <Fung¢éo>, <Fungdo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>)

IntegralEntre( <Fungéo>, <Fung&o>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>, <Calcular (true | false)>
IntegralNumérica( <Fungdo> ) B
IntegralNumérica( <Fungao>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> )
IntegralSymbolic( <Fung&do> )

IntegralSymbolic( <Fungdo>, <Variavel> )

IntarnratarTavinParaFiincanl <Fiincans <Tavins |\

4 int : /

o = 8 i 4 7 0 2 4

=2

Fonte: Autor proéprio.

o Passo 7: Apos a selecao do comando anterior, complete no campo entrada, com
integralentre(g, f, —2,2) e dé enter. Note que no plano aparecera a érea corres-
pondente a intersecgao das fungdes no intervalo [—2, 2] conforme a Figura 33. Note

que como visto na subsecao anterior que deve-se digitar a funcao g antes da funcao f
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pois g > f. Veja que area determinada é aproximadamente igual a area da subsecao

anterior, ou seja, 21,33 unidades de &rea.

Figura 33 — Resultado da area entre as funcgoes.

<« C & geogebraorg/classicflang=pt
k]& X > 00N =
s Pl N
® f(x) = Polinémio(x*)
~ 2
® g(x) = Polinémio(fxanSi;\
- —x*+8
~ A = Intersecio(f,g,1)
@
~ (2, 4)

B = Intersecdo(f, g, 2)
-(2.4)

a = IntegralEntre(g, f, —2:2]

Tl i) 6 4
Entra
e , g

Fonte: Autor proéprio.

+

Para calcular a area entre curvas ou fungoes o intervalo de integracao deve ser

cuidadosamente analisado uma vez que sem ele o calculo nao sera feito de modo adequado.

2.6 Sequéncia Didatica

As sequéncias didéticas (SD) sdo instrumentos de ensino/aprendizagem voltadas
para a pratica pedagégica e ela inclui as seguintes etapas: planejamento, aplicacao e
avaliacao. Dessa maneira as SD tém em sua organizacao pedagbgica a seguinte estrutura:
o comego, o meio e o fim. De forma que este processo seja passado de maneira clara tanto

para alunos quanto para professores.

A Sequéncia Didética (PERETTI; COSTA, 2013) é dada por um conjunto de ativi-
dades ligadas entre si, planejadas para ensinar um contetdo, etapa por etapa, organizadas
de acordo com os objetivos que o professor quer alcancar para aprendizagem de seus alunos
e envolvendo atividades de avaliacao que podem levar dias, semanas ou durante o ano.
E uma maneira de encaixar os contetidos a um tema e por sua vez a outro tornando o

conhecimento logico ao trabalho pedagégico desenvolvido.

A expressao sequéncia didatica surgiu em meados dos anos 80 aos moldes empregados
na FEngenharia Didatica dando origem a Didatica Matematica em um evento na Franca.
No Brasil essa expressao comeca a aparecer conjuntamente aos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN) ao final da década de 90 (MOREIRA, 1996). Para (CARVALHO, 2017),
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“A Engenharia Didética foi inicialmente concebida como uma forma de
concretizar os ideais e pressupostos de investigacao da escola da Didatica
da Matematica Francesa. Ela possui duas fungoes: ser utilizada como
metodologia qualitativa de pesquisa na area de Matematica e ser utilizada
para a elaboragao de situagoes didaticas que configurem um quadro de
aprendizagem significativa em sala de aula.”

A Sequéncia Didatica é “um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e
articuladas para a realizacao de certos objetivos educacionais, que tém um principio e um

fim conhecidos, tanto pelo professor quanto pelos alunos” (ZABALA, 1998).

Para (LIMA, 2018, p. 153), h4 um enorme beneficio tanto para o aluno quanto
para o professor. Muitas vezes o docente sente a necessidade de estudar certos contetdos
matematicos que nao sao de seu dominio, e com a SD até certo ponto, facilita o aprendizado

do professor.
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3 Metodologia

Este ¢ um produto de abordagem qualitativa, baseado na literatura sobre os
conceitos das integrais e interpolacoes polinomiais destinadas as disciplinas de Calculo I e
de Célculo Numérico tanto para o curso superior em Matematica quanto para os cursos
de poés graduacao, respectivamente. Por ter cursado essa disciplina tanto na graduacao
quanto na pos graduagao, o Calculo Numérico teve um peso grande para mim quando se
fala em tecnologia visto que ¢ uma disciplina que usa bastante instrumentos tecnolégicos.
A partir desse contexto nos pautamos na formulagado de Lee Shulman (1986) referente
ao Conhecimento Pedagdgico do Contetido (PCK) de Shulman (1987), no que tange a

producao de produtos educacionais para as aulas de matematica.

Os autores Mishra e Koehler (2006) propuseram um modelo denominado de Co-
nhecimento Pedagégico e Tecnolégico do Contetido (TPCK) e posteriormente chamado
de TPACK (MISHRA; KOEHLER, 2006). Este framework (“Estrutura” em portugués)
refere-se integralmente a trés componentes na construgao do curriculo que sao o conteido,
a pedagogia e a tecnologia (NIESS et al., 2009). Com o passar do tempo uma infinidade de
estudo tentou alavancar as vantagens e desvantagens ao uso da tecnologia no ensino. “O
uso fluente de uma técnica envolve muito mais do que o seu conhecimento instrumental,
envolve uma interiorizagdo das suas possibilidades e uma identificagdo entre as intencoes e
desejos dessa pessoa e as potencialidades ao seu dispor” (PONTE, 2000). J& para Mishra
e Koehler (2006), as relagdes entre o conteido, a pedagogia e a tecnologia sao bastante
complexas pois o TPACK como referencial tedrico enfatiza esses trés componentes ao
contexto. Para nds docentes devemos nos atentar a forma como relacionar os componentes
aos contextos em que sao formulados, e que podem interligar-se entre si. Na Figura 34

temos a estrutura dos conhecimentos com suas respectivas intersecgoes.

Nesse contexto temos que:

» CK (Conhecimento do Contetido) refere-se ao que se vai ensinar e especifico a uma

certa disciplina;

« PK (Conhecimento Pedagdgico) refere-se aos métodos de ensino/aprendizagem

especificos a sala de aula;

o TK (Conhecimento Tecnoldgico) é o conhecimento baseado na tecnologia a ser
usada como auxiliadora para o processo de aprendizagem tais como livros, quadro,

retroprojetores, internet, etc;
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« PCK (Conhecimento Pedagégico do Contetido) refere-se ao conhecimento pedagégico,
baseado na ideia de Shulman (1986), que pode ser aplicado aos contetidos sempre

relacionando-os as formas de ensinar;

« TCK (Conhecimento Tecnolégico do Contetido) tem relagdo de como tais conteidos

podem ter alteragoes ao relaciona-los coma tecnologia;

o TPK (Conhecimento Tecnolégico Pedagdgico) refere-se a compreensao no fato de
como certas praticas no processo ensino/aprendizagem podem ser alteradas quando

utilizamos certas tecnologias;

o« TPACK ¢ a interacao entre os trés componentes principais no qual permite, nos

processos educacionais, a utilizagao eficaz e produtiva das tecnologias.

Figura 34 — Framework TPACK.

Conhecimento
Tecnoldgico Pedagégico

de Conteudo
(TPACK)

Conhecimento Conhecimento

T (6gi Conhecimento .
ecnol logrlco Tecnolégico Tecnolog]lco
Pedagodgico TK de Conteldo
(TPK) (TK) (TCK)

Conhecimento;
Pedagodgico
(PK)

Conhecimento

de Conteldo
(CK)

Conhecimento
Pedagoégico
de ContelGdo

Contextos

Fonte: (MISHRA; KOEHLER, 2006).

Conforme essas sete etapas tentaremos explicitar, através de uma Sequéncia Didatica,
a melhor maneira de como inserirmos em sala de aula os processos de ensino/aprendizagem
que envolvem os trés tipos de conhecimentos citados. Vale ressaltar que a ordem das
etapas do Framework TPACK nao influenciam no processo e sim a forma de como elas
sao relacionadas entre os trés tipos de conhecimento. Desta maneira o papel do professor
como conhecedor das tecnologias da informacao e comunicacao (TIC) deve ser de suma,
importancia, pois s6 assim o processo de ensino/aprendizagem pode ser bem assimilado

pelos alunos com o uso dessas tecnologias para um determinado contetdo especifico.
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“TPCK ¢é a base de um bom ensino com tecnologia e requer uma com-
preensao da representacao dos conceitos que usam tecnologias, técnicas
pedagdgicas que utilizam as tecnologias de forma construtiva para ensinar
o conteido, conhecimento do que faz conceitos dificeis ou faceis de apren-
der e como a tecnologia pode ajudar a corrigir alguns dos problemas que
os alunos enfrentam; conhecimento do conhecimento prévio dos alunos
e das teorias da epistemologia, e conhecimento de como as tecnologias
podem ser usadas para construir sobre os conhecimentos existentes e de-
senvolver novas epistemologias ou reforgar as antigas.” (Mishra e Koehler,
2006, p. 1029)

Logo o uso do TPACK, como método de analise dessa abordagem, tem grande
importancia para que professores se disponibilizem a usar as diferentes formas de integrar

a tecnologia no processo ensino/aprendizagem.
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4 Resultados e Discussao

Esse capitulo traz a proposta para a sequéncia didatica para obtencao da area
aproximada da regiao geografica selecionada para o estudo no aplicativo de geometria
dindmica Geogebra. A forma de execucao dessa proposta vem suprir a falta de conhecimento
dessa tecnoloia matematica pouco difundida em ambientes escolares e faculdades de cursos

de licenciatura no Estado do Tocantins.

4.1 Uma proposta de sequéncia didatica

Inicialmente utilando-se do Conhecimento Peddgogico (PK) aplicado em sala deve-se
trazer do mundo real algo que seja aplicado ao ambiente escolar. Umas das metodologias
de ensino usadas nesta perspectiva é a Modelagem Matematica, a qual tem como foco a
transformacao de problemas reais para serem interpretados em linguagem matemaética de
modo a resolvé-los e interpretar suas solugdes no cotidiano. A modelagem une teoria a
pratica de maneira que o estudante se motive a entender a realidade que esta a sua volta
sempre buscando meios para atuar sobre ela e a transforma-la. Ela consiste na arte de
transformar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los,interpretando
suas solugoes na linguagem do mundo real (BASSANEZI, 2002). Esse autor se pautou no
ciclo de modelagem, Figura 35, para aplicd-los em um modelo que se adeque de modo que
em termos gerais, uma atividade de modelagem indica é que, seja de forma clara ou nao,
essa matematizacao por si s6 ¢ uma etapa da Modelagem Matematica, sobretudo no que
se refere ao que o aluno pode aprender por meio do desenvolvimento de atividades dessa

natureza.

Figura 35 — Ciclo de Modelagem.
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Fonte:(BASSANEZI, 2002).
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Por Bassanezi, estabelecemos um problema que é o célculo de area de entre curvas,
estabeleceu-se a abstragao que ¢ a interpolacao polinomial, o modelo consiste em todas
as etapas do TPACK, a resolucao sera dada pelo processo pedagdgico com foco no
ensino/aprendizagem, como solugao temos toda a sequéncia didatica e por fim a aplicagdo
que se refere ao uso do aplicativo Geogebra. Por causa da pandemia que assolou a

humanidade em geral alguns passos nao puderam ser seguidos.

Agora colocaremos em pratica a estrutura da Figura 35. Primeiramente, escolheu-se
para a proposta de sequéncia didatica um lago, denominado de Lago Azul. Um importante
ponto turistico da cidade de Araguaina. Esta localizado ao norte do estado do Tocan-
tins(TO), cuja capital é a cidade de Palmas, que se encontra ao sul, a uma distancia
de 384km. O municipio tem uma grande economia, sendo uma das maiores do Estado,
sua populacao de aproximadamente 186245 pessoas com area de 4004, 646km? e possui
densidade demografica de 37,62hab/km? (IBGE, 2020), Figura 36.

Figura 36 — Vista aérea do Lago Azul.

Fonte:<https://bit.ly /3nzXI11J>.

Exposto nosso método de ensino, passamos a discorrer sobre o Conhecimento
Tecnoldgico Pedagégico (TPK) e com auxilio do Google Maps - um importante servigo
de pesquisa e visualizador de mapas e imagens de satélite da Terra e gratuito via web,
(MAPS, 2021) - e localizando a regiao geografica do Lago Azul, foi feito uma captura
de tela com um comando especifico do Windows 10 (sistema operacional da Microsoft).
Seguindo, aperte ao mesmo tempo as teclas windows + shift + S, e enquadre ou recorte
a figura da melhor maneira possivel e depois salve em minhas imagens. Vale ressaltar que
na imagem do Lago Azul aparecem algumas areas referentes as ilhas internas ao lago.
Essas ilhas foram desconsideradas visto que elas aparecm devido a estagao climatica em

que o estado do Tocantins se inclui, Figura 37.


https://bit.ly/3nzXl1J

Capitulo 4.

Resultados e Discussdo 46

Figura 37 — Vista aérea via Google Maps.

<« C' @ google.com.br/maps/@-7.2116742,-48.2258693,1226m/data=!3m1!1e3!5m1!1e4. & % = Q o

§ = LagoAuzul Araguaina-TO

Veja os tempos de viagem, o transito e os
lugares por perto

Pizza InCasa @

Fonte: <https://bit.ly/3qJjWuO>.

Veja que no canto inferior direito da figura tem uma escala com um intervalo igual

a 200m. Essa escala sera utilizada mais adiante para que possamos fazer as transformacoes

necessarias. Vide a Figura 38.

Figura 38 — Escala do Google Maps.

-“'.

200 m

Fonte: Autor préprio.

No Geogebra Classic insira a imagem referente ao Lago Azul conforme a Figura

39. No campo detalhado em azul clique com lado esquerdo do mouse e no rol de opgoes

selecione inserir imagem.

Figura 39 — Inserindo uma imagem.

< C @ geogebra.org/classic?lang=pt

NS RN N c) =PI N EI

~
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Fonte: Autor préprio.
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Clique em escolher arquivo. Procure o arquivo onde foi salvo, no caso minhas

imagens. selecione e clique em abrir, Figura 40.

Figura 40 — Escolhendo um arquivo.

Imagem

Arquivo Escolher arquivo | Nenhum arg...o selecionado

Webcam

CANCELAR

Fonte: Autor proéprio.

Apés abrir o arquivo no Geogebra note que a imagem selecionada aparece com

dois pontos bases A e B nos cantos inferiores. Na lista de comando entrada eles aparecem

com suas respectivas coordenadas. Deste passo em diante o Conhecimento Tecnologico

do Contetdo (TCK) aparece com mais frequéncia, pois comega a se ajustar a0 nosso

referencial teodrico, Figura 41.

Figura 41 — Imagem inserida na area de trabalho.

& > C @ geogebraorg/classic?lang=pt
Gl A >0O &N = e o5 Q
© A=(-0096 -145)=p
© B =(13.06,-145) :

®

%

o
il

T
®

+ | Entrada...

Fonte: Autor préprio.

Note que os pontos bases tém coordenadas com valores decimais. Com a ferramenta

mover acionada, clique e segure com o lado esquerdo do mouse, e arraste o ponto A até a
coordenada (0,0). No campo entrada, observe que ja aparece A(0,0) como ponto base na

origem. Também no campo entrada mude a abscissa do ponto B para 14 e ordenada 0 de

modo a ficar inteira e estabelecer o tamanho da imagem, Figura 42.



Capitulo 4. Resultados e Discussdo 48

Figura 42 — Imagem posicionada aos eixos coordenados.

<« C @ geogebraorg/classicllang=pt
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Fonte: Autor préprio.

Seguindo, clique em cima da imagem com o lado direito do mouse. Selecione
opcao configuragdes no rol, Figura 43.

Figura 43 — Configuracao da imagem.

<« C @& geogebraorg/classic?lang=pt ® %
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Imagem fig1
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Travar Objeto
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= —
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 W Apagar 1 12 4 15 Q)

=1 ¥ Configuragdes

Fonte: Autor proéprio.

Com as configuracoes da imagem aberta. Na opcao cor, mude a transparéncia para

70 por cento de modo que a malha quadriculada abordada no referencial tedrico apareca

sob a imagem. Feche a janela de configuragoes, Figura 44.
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Figura 44 — Mudando a transparéncia da imagem.

& %
@ Basico Cor Estilo Posigdo Avangado X
Programacgao *
Te3l5Smilled
Transparéncia 0 —— 40 m

Fonte: Autor proéprio.

Antes de posicionar os pontos interpolantes no plano deve-se escolher a quantidade
de casas decimais que queira usar. Para isso clique no menu geral, indicado por trés linhas

horizontais, no canto superior direito. Escolha essa opcao. configuragoes, Figura 45.

Figura 45 — Configuragoes gerais.
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Arquivo
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Visualizar Impresséao
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Disposi¢cdes

Exibir

& > O

Configuragées
Ferramentas
Ajuda & Feedback

Entrar...

Fonte: Autor proéprio.

Mude para a quantidade de casas decimais que desejar. Note que quanto mais casas
decimais mais serd a exatidao dos calculos se torna tao préoxima quanto. Nesta proposta
usou-se apenas duas casas decimais. Aproveite, caso queira, para mudar o tamanho da

fonte da area de trabalho. Clique em gravar configuragoes para salva-las, Figura 46.
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Figura 46 — Alterando as casas decimais.
Sc Q=
= Global X
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.
.
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10 Casas Decimais

13 Casas Decimais

15 Casas Decimais

3 Algarismos Significativos
5 Algarismos Significativos
10 Algarismos Significativos
13 Algarismos Significativos

GRAVAR C

| m@\ﬁ RESTAURAR

o

Fonte: Autor préprio.

Como proximo passo deve-se adotar a unidade de medida em que deve-se utilizar
para fazermos a escala e consequentemente as transformagoes de medidas necessarias.

Para isso entre nas configuragoes dos eixos em destaque amarelo conforme a Figura 47
abaixo.
Figura 47 — Configurac¢io da unidade de medida.

‘@  Global

Idioma:  Portuguese / Portugués (Brasil) v

Arredondamento: 2 Casas Decimais s

> & 8 x

Rotular:  Modo Automatico v

Tamanho da Fonte: 24 pt v

GRAVAR CONFIGURAGOES

RESTAURAR CONFIGURAGOES

Fonte: Autor proéprio.

Seguindo, selecione eixo z e mude a unidade de medida para centimetros, veja
a Figura 48. Note que somente o eixo das abscissas aparece com a unidade de medida

requerida. Neste caso selecione o eixo y e mude também para centimetros.
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Figura 48 — Unidade de medida alterada.

@ Basico EixoX EixoY Malha
Exibir EixoX

Ly Exibir Nimeros

O Diregéo Positiva Apenas

O Distancia:

2 ¢ W & x

Graduagdes: ||| v
Rétulo: v
Unidade: -
Origem em: 101 O Ajustar a Borda da Janela de Visualizagéo
permiti MM
cm

m
km
$

Fonte: Autor préprio.

Com a unidade de medida estabelecida e com a imagem posicionada deve-se agora
digitar os pontos interpolantes as margens do lago para obter a funcao polinomial que
melhor se encaixe. Dessa maneira, clique na ferramenta ponto em destaque azul na
Figura 49 e selecione ponto como visto anteriormente. Digite a quantidade de pontos que
desejar. Entretanto atente-se para o seguinte: quanto mais pontos maior o grau da fungao

polinomial e melhor o ajuste da funcao as margens do lago.

Figura 49 — Digitando pontos as margens do lago.

C @ geogebraorg/classicZlang=pt e %
Nl ERNEE oc Q=
A =(0,0) =N
B = (14, 0)
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F = (2.52, 4.48)

G=(27,519)

e o000 00 o[7"

I1={C,D,E,F,G}
— {(0.66, 3.37), (1.23, 3.35), (

+ | Entrada... ) " t y H

Fonte: Autor préprio.

O préximo passo ja envolve os Conhecimentos Tecnoldgicos, Pedagogicos e de
Conteudos reforcando a ideia do TPACK, assim todo o conhecimento adquirido em sala
de aula sera de suma importancia para a execucao dessa etapa. Desta maneira com os

pontos ja inseridos nas margens do lago, deve-se encontrar a fungao polonomial que passa
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pelos pontos C, D, E, F' e GG. Primeiro va na ferramenta angulo e dé um clique com o lado
esquerdo do mouse. Entre as opcoes do rol, selecione lista e dé um clique para ativar a
opcao. Clique com o lado esquerdo e segure - nao na imagem - no plano cartesiano e arraste
para selecionar todos os pontos interpolantes na imagem. Note que os pontos ficam em
um tom diferente e no campo entrada aparece [1 correspondente a lista 1 formada pelos
pontos selecionados. Agora, para encontrar a fungao polinomial, vd4 no campo entrada e
digite polinémio e selecione polinémio (<lista de pontos>). Substitua <lista de
pontos> pela lista [1 desse modo polindmio(11) e dé enter. Note que o gréafico da fungao
aparece no plano e a func¢ao polinomial aparece também no campo entrada indicada por
f(z). Essa fungao f(z) serd indicada no plano somente como funcao f. Aqui foi aplicado

os conhecimentos relativo ao estudo da interpolagdo polinomial visto no referencial, Figura
50.

Figura 50 — Funcao f(z) obtida pela interpolacao.

<« C @& geogebraorg/classic?lang=pt ® %
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=t 8 —d
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~{(066, 3.37), (1.23,335),
o 2={LCDEFG} A5
~ {{(0.66, 3.37), (1.23, 3.35)
) ) 1cm L
® f(x) = Polinémio(I1) . 5 o e B o
- —0.95x*+755x>—19.! " ocem fom 2cm 3cm 4dm Scm 6cm  7cm  8cm  9em 10cm 1lem 12cm 13cm 1407;)\
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Fonte: Autor proéprio.

Apés o passo anterior, note que a figura pode nao esta ajustada a margem, dessa
forma tem que que se fazer esse ajuste. Primeiro va na ferramenta mover, clique e selecione
mover. Clique e segure no ponto ou pontos nao ajustados e movimente para ajustar a
funcao a margem. Note que ao movimentar cada ponto had uma deformidade na funcao
polinomial. Nesse caso siga tentando até ajustar a fungdo. Caso nao consiga, clique na
ferramenta voltar na barra de ferramentas superior e siga todos os passos. Pode-se aumentar
ou diminuir a quantidade de pontos para um melhor ajuste. Lembre-se que quanto maior

o numero de pontos melhor o ajuste e maior serda o grau do polinémio, veja a Figura 51:
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Figura 51 — Fungao ajustada a margem.
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Fonte: Autor proéprio.

Apés a primeira fun¢ao f(x) encontrada o préximo passo sera determinar as outras
func¢des na margem superior. Para isso insira mais pontos e determine outras fungoes a
margem. Note que as margens tanto inferior quanto superior sao bem irregulares por isso
tem-se que determinar um maior nimero de fungoes as margens do lago. Para esta sequéncia
didatica foram determinadas cinco fungoes superiores indicadas por f(z), g(x), h(x), p(x)

e q(z) no campo entrada e f, g, h,p e ¢ no plano cartesiano, Figura 52.

Figura 52 — Fungodes superiores determinadas.
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Fonte: Autor proéprio.

De posse das funcoes superiores deve-se determinar as funcgoes inferiores. Agora tem-
se que atentar-se ao intervalo das fungoes superiores. Neste trabalho, as fungoes superiores
estdo limitadas ao intervalo [0.66, 12.42] e as fungdes inferiores devem estd nesse intervalo.

Insira mais pontos e determine as outras fun¢oes sempre ajustando a margem do lago. Note
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que os pontos inseridos seguem a ordem alfabética. Apds o ponto Z note que os pontos

retornam para o inicio do alfabeto dessa forma Ay, By, ..., Z1, As, Bs, ..
com i =1,2,3,...,n. Quantos mais pontos inseridos maior o ¢, Figura 53.
Figura 53 — Funcgoes inferiores determinadas.
<« C @ geogebraorg/classicZlang=pt & % O
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Fonte: Autor proéprio.
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Ha de se observar que na Figura 53 as fungoes superiores nao aparecem na imagem,

isso ocorre devido a um comando no campo entrada. Note que cada item nesse campo

é representado por uma bola de cada cor. Ao clicar nessa bola ela fica na cor branca

e 0 objeto referente a essa cor nao aparece no plano. O objeto apenas nao aparece, ou

seja, nao ha a sua visualizacdo mas ele continua ativo. Para retornar a visualizacao clique

novamente na bola correspondente ao objeto. A Figura 54 abaixo mostra como ficou a

disposicao das fungoes polinomiais sobre a margem do lago.

<«

NS E % S ToN - AN I oe Q

Figura 54 — Fungoes superiores e inferiores a margem.
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Fonte: Autor proéprio.
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Para calcular a area sob a curva ou func¢do polinomial va no campo entrada e
digite integral e selecione a opgao integralentre(<fungao>,<valor inicial>, <valor
final>). Note que a forma de calcular a drea atraves de uma integral é quase da mesma
forma que o referencial sobre o teorema fundamental do calculo. A diferenca é que aqui
calcularemos apenas a area sob cada uma das fungoes. Para determinar a fungao f(x) foi
feito da seguinte maneira. Com o comando selecionado, digita-se integralentre(f, 0.66,
2.72) e seguindo enter. Note que a drea a = 7,41cm? aparece entre o a funcio e o eixo
das abscissas como também aparece no campo entrada. Caso queira ajustar o valor da
area calculada, acione o comando mover e clique e segure sobre o valor e movimente para
encaixar da melhor forma. De modo analogo determine todas as areas de todas as fungoes

superiores, Figura 55.

Figura 55 — Area sob as fungoes superiores.
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Fonte: Autor préprio.

Na Figura 56 foi retirado a visualizacdo da imagem para detalhar a area sob cada
funcao superior. Para fazer isso clique com lado direito do mouse sobre a imagem e clique
em exibir objeto. Veja que as areas detalhadas entre as fungoes e o eixo das abscissas

ficaram melhor de se visualizar.
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Figura 56 — Areas das funcdes superiores detalhadas.
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Fonte: Autor préprio.

Sendo A; a area referente a soma das areas sob cada funcao superior temos que:

Ay = 7,41 4+ 13,73 + 14,34 + 10,26 + 10, 24
Ay = 55,98 em?.

Seguindo todos os passos determinaremos a area referente a cada func¢ao polinomial

inferior. Para uma melhor visualizacao clique em cada bola referente a cada objeto, vide

Figura 57.

Figura 57 — Area sob as fungdes inferiores.
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Fonte: Autor préprio.

Para visualizar as areas referentes as fungoes inferiores sem a imagem do lago faca

como foi feito antes, veja a Figura 58 abaixo.
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Figura 58 — Area sob as funcdes inferiores detalhadas.
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Fonte: Autor préprio.

Agora calcularemos a area A, referente a soma das areas da fungoes inferiores.

Assim segue que:
Ay =3,42+ 1,245,254+ 3,1+ 5,95+ 3,38
Ay = 22,3 em?.

Para calcular a area resultante Ag referente a area do lago deve-se calcular a

diferenca entre os valores das dreas A; e As. Logo segue que:
Ar = A, — Ay
Ap = 55,98 — 22,3
Ap = 33,68 cm?

Agora necessitamos da medida referente a escala que aparece na imagem do Lago
Azul. Para isso precisamos ir na imagem e determinar a medida do segmento no Geogebra.

Clique na ferramenta segmento em destaque azul na Figura 59.

Figura 59 — Tracando o segmento referente a escala.
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Fonte: Autor proéprio.
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Posicione o cursor no inicio do segmento. Clique e determine os dois pontos neces-
sarios. Note que os pontos S7 e T} tem que ter a mesma ordenada pois o segmento esta na
horizontal. Note ainda que a medida do segmento aparece tanto no plano quanto no campo
entrada. Caso a medida nao aparega no segmento, com a ferramenta segmento acionada,
clique com o lado direito do mouse em cima do segmento e selecione configuragées. Em
basico clique em exibir objeto e mude a fun¢do nome para valor. Note que o valor do

segmento igual 1.1 em aparece no plano, Figura 60.

Figura 60 — Segmento de reta referente a escala.
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Fonte: Autor préprio.

Devemos usar a escala para definirmos o tamanho da area resultante em tamanho
real (ARTR). Para isso usaremos regras de proporgao para alcangar o resultado aproximado
da area resultante. No geogebra, temos que 1,1 ¢m corresponde a 200 m na escala do

Google Maps e que 200 m = 0,2 km. Fazendo as transformagoes necessarias, segue que:

1,L1em=0,2 km
(1,1 em)? = (0,2 km)?
1,21 em? = 0,04 km?.

Dai temos pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, (MORGADO, 2001),

a seguinte regra de trés:

1,21em? 0, 04km?

33,68cm?
1,21z = 33,68 x 0,04km?
1,3472km?
T,

r~1,1134 km?.
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Logo temos que a area real do Lago Azul, é igual a 1,1134 km?. Note ainda que na
imagem do lago existe alguma ilhas que aparecem devido a estagdo mais seca e que serao
contadas como parte da ldmina de agua. Dessa maneira foram desconsideradas as ilhas

para o calculo dessa lamina.
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5 Consideracoes finais

Formalizar uma Sequéncia Didatica associado a estrutura do TPACK trouxe uma
alternativa impar para explorar a falta de conhecimento quando se fala em tecnologia da
educacgao. Devido ter trabalhado - na maioria das vezes - somente com alunos da terceira
série do ensino médio e principalmente como professor de pré-vestibular, o uso de midias
voltadas a sala de aula foram pouco utilizadas e trazer essa didatica de ensino com o
uso da tecnologia me fez repensar todos os meus conceitos de ensino/aprendizagem. O
tema de como usar a tecnologia em sala de aula sempre fez e ainda hoje faz parte em
encontros pedagbgicos. Entretanto, formagoes continuas voltadas para essa area sao pouco
difundidas na gestao educacional. A falta de suporte técnico e tecnolégico é apenas um dos
problemas encontrados para que as ferramentas educacionais sejam totalmente adentradas
no ambiente escolar. Como docente, sempre trabalhei com poucos recursos em sala de
aula e meus instrumentos de trabalho foram o giz, a lousa, os livros, o pincel e as listas de
exercicios. Entretanto o uso de tecnologias especificas nao fizeram parte do meu dia a dia

na escola.

A importancia relativa a associacao entre os trés conhecimentos que envolvem a
tecnologia, o contetido e a pedagogia (TPACK) mostraram-me que o conhecimento vai
além da sala de aula. E trazer algo do mundo real para ser aplicado, usando conceitos
matematicos, na ferramenta Geogebra me motivaram a cada literatura pesquisada relativa
ao uso das TIC. Particularmente o uso da Modelagem Matematica é algo que deve servir
como aprendizado e como proposta voltada para a aplicagdo de diferentes conceitos
matematicos. Criar um modelo para calcular a area de uma determinada regiao geografica,
usando o conceito de integral definida e interpolagao polinomial, com o uso da tecnologia foi
um grande aprendizado para mim. Toda essa associagdo entre Sequéncia Didatica, TPACK
e Modelagem Matematica me mostraram que o processo ensino/aprendizagem é algo que
precisa ser estudado e assimilado pelo profissional da educacao que trabalhe em qualquer
nivel de escolaridade. Vale ressaltar aqui que o uso de ferramentas tecnoldgicas, em suma,
nao garante o aprendizado do aluno, mas é suporte para que ele consiga assimilar melhor
o que foi visto nos contetidos ministrados pelos docentes em sala de aula. A modelagem
matematica serve de suporte para uma didatica de um determinado conhecimento, mas

nao garante o aprendizado.

Portanto usar uma estratégia para um determinado contexto de ensino, com o uso
tecnolégico, nao ¢ creditado ou indicado a todas as situacoes de ensino-aprendizagem.
Compreender as relacoes complexas entre pedagogia, contetido e tecnologia nao é tao

simples para os docentes visto que hd uma ma distribuicao de capacitagdes nas areas que
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envolvem o uso tecnoldgico mais avancgado.

Pessoalmente, gostaria que para o futuro, nossos governantes investissem em mais
formagoes continuas voltadas aos docentes para que esses profissionais da educacao tivessem
a possibilidade de uma melhor adequacao e conhecimento das ferramentas que fazem
parte das TIC. Gostaria também que, além dessa qualificacao profissional, o investimento
em tecnologia, tais como computadores, notebooks, tablets e lousas digitais, fosse algo
distribuido de forma mais homogénea em todo territorio nacional tanto para educacao
infantil, basica e superior pois nao adianta algumas institui¢coes educacionais adquirirem
essas ferramentas fisicas e outras nao. Introduzir o uso da tecnologia a contetido matematico
especifico e leva-lo ao curriculo da escola é outra ideia aqui do autor. Ja trabalhei com
alguns livros que pedem o uso da calculadora para ajudar na resolu¢ao de problemas que
envolvem porcentagens e juros, como também o uso do Excel para confeccionar tabelas e
graficos estatisticos. Entretanto quando se refere a geometria e as fungoes esses mesmos
livros nao trazem referéncia ao uso de tecnologia apropriada para esses contetudos citados
acima. Logo gostaria que esse produto educacional servisse de parametro para que futuras
pesquisas voltadas para o uso da tecnologia fosse difundida ainda mais, para que a educagao
matematica seja de certo modo mais aplicada e consequentemente mais atrativa para os

alunos como também para os professores.

Gostaria de acrescentar aqui uma observagao sobre o aplicativo Geogebra, quanto
a interpolacao, pois durante a execucao deste produto nao se sabe em qual das diferentes
formas de se encontrar um polinémio o aplicativo se baseia. Logo para um trabalho futuro
verificar a mecanica, de como obter esse polinémio pelo Geogebra, serda um desafio e uma
6tima oportunidade para entender a maneira de como o software determina a interpolagao
polinomial. Essa é uma duvida que futuramente gostaria de fazer uma pesquisa mais
detalhada para tentar justificar em qual forma de interpolacao e qual programacao o

aplicativo utiliza-se para determinar a aproximacao de uma fun¢do por um polinémio.
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