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Resumo

A presente dissertacao tem por objetivo estudar a teoria basica dos nimeros complexos
e sua interpretacdo geométrica, enfatizando sua aplicacdo em alguns resultados sobre
pontos notaveis do triangulo. Apresentaremos duas versodes para a demonstracao do Te-
orema do circulo dos nove pontos e do Teorema de Napoledo, sendo uma delas utilizando

conceitos da geometria plana e, a outra, a teoria de nimeros complexos.
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Abstract

This dissertation aims to study the basic theory of complex numbers and its geometric
interpretation, emphasizing its application in some remarkable results on the centers of a
triangle. We will present two versions for the proof of the nine-point circle Theorem and
Napoleon Theorem, one using concepts of plane geometry and the other the theory of

complex numbers.
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CAPITULO 1

Introducao

A teoria dos niUmeros complexos representa um assunto muito importante, apesar da demora em
ter sido aceita pela comunidade matematica, pois se achava algo muito estranho falar em raiz de um
ndmero negativo. Até no século XVIIl as equacdes quadraticas que nao tinham solucdes reais eram

evitadas pelos matemidticos, que imediatamente j& consideravam tais equacdes como insollveis em R.

De acordo com a bibliografia [5], relacionada aos nUmeros complexos, estes surgiram nos traba-
Ihos de Girolamo Cardamo (1501 -1576), no século XVI, na sua tentativa de resolver equacdes cubicas.
Na mesma época, o matematico Rafael Bombelli (1526 - 1573) também na busca em resolver equacdes
de grau inferior a quatro, se deparou com raiz quadrada de ndmero negativo. Ele ndo entendia o motivo
de seus calculos darem certo usando tal raiz, mas mesmo assim continuava fazendo suas contas. Apesar
de os matematicos do século XVI perceberem que as raizes de nUmeros negativos eram Uteis, seu uso
estava imbuido de um certo desconforto, uma vez que nao conseguiam dar um significado geométrico a
esses nimeros. Quem introduziu o nimero 1/—1 e o simbolo 2 foi Leonhard Euler (1707 - 1783) em seu

livro "Elements of Algebra"” onde escreveu:

“apesar disso, esses numeros se apresentam a
mente; eles existem em nossa imaginacao e ainda
temos uma ideia suficiente deles; ... nada nos im-
pede de fazer uso desses numeros imagindrios e

empregd-los no céalculo”. (Euler, 1765)

Apds isso, Caspar Wessel (1745 - 1818) e Jean Robert Argand (1768 -1822) contribuiram com o de-
senvolvimento da teoria publicando trabalhos em que os nimeros complexos sao finalmente associados

a pontos no plano e o significado geométrico das operacdes desse nimeros foi desvendado. A aceitacao

& UFU-FAMAT-PROFMAT 1



Introducao

dos niimeros complexos veio com os trabalhos do importante matematico Carl Friedrich Gauss (1777 -
1855), nos quais também associou os complexos com os pontos do plano e, dentre outras coisas, tam-
bém os utilizou para provar resultados de Geometria Plana. Detalhes sobre toda a histéria dos nimeros

complexos podem ser encontrados em [5].

Historicamente, podemos ver como foi dificil e demorada a aceitacao dos nimeros complexos pela
comunidade matematica. Apesar disso ter ocorrido centenas de anos atrds, existe algo em comum com
a atualidade, a saber, o estranhamento dos alunos em relacao a teoria dos nimeros complexos. Sobre
isso, na 55°. edicdo da Revista do Professor de Matemaética [2], o professor José Paulo Carneiro fez um

comentario muito pertinente e muito real para os dias de hoje:

“Os numeros complexos ocupam uma posicdo singular no ensino de Matema-
tica. Ndo merecem grande aten¢do nos cursos de Licenciatura e Bacharelado em
Matematica, por serem considerados como “assunto elementar” de nivel médio.
Ja no Ensino Médio, sdo evitados, sendo taxados de estranhos, de compreenséo
dificil e, sobretudo, inuteis. De fato, que utilidade poderiam ter objetos cuja exis-
téncia é motivada, logo no primeiro contato, pela capacidade que possuem de
fornecer uma solucdo “imagindria” para uma equacdo que “sabemos” que néo
tem solucdo, como nos foi antes demonstrado vérias vezes? Pois é assim que
quase sempre aprendemos e ensinamos os numeros complexos”. (CARNEIRO,

2004)

Em geral, a forma como os nimeros complexos sao apresentados nas escolas segue a linha de
que tais nimeros surgiram (e sao necessarios) para encontrarmos solucdes de equacbes quadraticas
com coeficientes reais cujo discriminante é negativo. O significado geométrico por detrds dos nimeros
complexos é pouco abordado e, menos ainda é discutido a respeito das varias aplicacdes desses niumeros

a geometria plana.

Em busca de uma motivacdo para a aprendizagem de ndmeros complexos, esse trabalho tem
por objetivo mostrar a importancia dos nimeros complexos e sua forte ligacdo com a geometria plana,
apresentando resultados sobre semelhanca de tridngulos e resultados envolvendo pontos notaveis, tudo
sob o ponto de vista da teoria dos nimeros complexos. Um outro ponto importante que queremos
abordar nesse trabalho é a questao da interdisciplinaridade. Com esse tipo de abordagem que une a
geometria aos nimeros complexos, é possivel mostrar aos alunos que na Matematica os assuntos nao

sao dissociados como parecem ser, mas podem sim estarem completamente relacionados.

Em relacdo ao ensino, observa-se que apds uma revisdo sobre pontos notaveis e sobre os conceitos

basicos de nimeros complexos, os resultados apresentados podem ser aplicados aos alunos do ensino
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Introducao

médio. Além disso, o professor pode utilizar de uma ferramenta computacional, como o Geogebra, por

exemplo, para ajudar no entendimento e visualizacdo do que esta sendo proposto.

O trabalho é estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2 apresenta-se alguns resultados da
geometria plana, a saber, os pontos notaveis de um tridangulo (baricentro, circuncentro, ortocentro e
incentro), todos eles através uma abordagem puramente geométrica. Além disso, mostra-se uma so-
lucdo geométrica para o Teorema de Napoledo e o Teorema do Circulo dos Nove Pontos. No Capitulo 3
introduz-se os numeros complexos e a sua teoria bdsica, sua forma algébrica e polar, conjugado e mé-
dulo com suas propriedades, o plano complexo, produto e quociente de nimeros complexos, a férmula
de DeMoivre e as raizes n-ésimas da unidade. No Capitulo 4, discuti-se algumas aplicacdes de nimeros
complexos a geometria plana. Demonstra-se os resultados apresentados no Capitulo 2 sobre os pontos
notaveis do triangulo e os Teoremas de Napoledo e do Circulo de Nove Pontos sob a abordagem dos
numeros complexos. Por fim, no Capitulo 5 apresenta-se um plano de aula com algumas aplicacdes dos

numeros complexos a geometria vistas nos capitulos anteriores.
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CAPITULO 2

Preliminares de Geometria Plana

Neste capitulo enuncia-se conceitos e resultados preliminares de geometria plana relacionados aos
pontos notaveis de um tridngulo. Além disso, apresenta-se demonstracdes geométricas para o Teorema
do circulo dos nove pontos e para o Teorema de Napoledo. Esse capitulo é baseado nos livros [3], [4] e

[6].

De inicio, algumas notacdes utilizadas ao longo do capitulo. A reta que passa pelos pontos A e
B sera denotada por fﬁ O segmento com extremidade nos pontos A e B sera denotado por AB e a
medida do segmento AB sera indicada por AB. Simbolizado por AABC o tridngulo cujos vértices sdo

os pontos A, Be C.

2.1 Pontos notaveis de um triangulo

Nesta secdo apresenta-se as definicdes e resultados preliminares referentes aos pontos notdveis
de um triangulo. O primeiro de tais pontos é o baricentro. Utilizar-se vérios resultados sobre congruéncia

e semelhanca de triangulos para maiores detalhes consultar [3].
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Preliminares de Geometria Plana Pontos notaveis de um triangulo

2.1.1 O Baricentro (Centrdide)

,—| Lema 2.1 !

Sejam D e E os pontos médios dos lados AB e AC do AABC. Entao

DE| BC e ﬁ:%?c.

Demonstracdo: Seja F um ponto da semirreta DE, tal que EF = DE. Assim, por construcéo do
ponto F, temos que EF = DE e, além disso, DEA = CEF, por serem angulos opostos pelo vértice.

Por hipétese, tem-se que AE = EC.

B C

Figura 2.1: Base média do triangulo

Pelo caso de congruéncia L.A.L ([3],p4g 59), os triangulos AADE e ACEF sdo congruentes,
e denota-se por AADE = ACEF. Logo, segue gue ADE = CFE e, além disso, sdo alternos
internos. Sabe-se que se duas retas cortadas por uma transversal formam dois angulos alternos
internos congruentes, entdo as retas sao paralelas. Segue dai que DB || FC. Tem-se ainda que
B = DA = FC, pois AADE = ACFE. Portanto, o quadrildtero DFCB é um paralelogramo e
BC = DF = DE + EF. Como EF = DE por construcdo, segue que DF = 2DE, o que implica que
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Preliminares de Geometria Plana Pontos notaveis de um triangulo

—| Teorema 2.1 |
Sejam D e E pontos médios dos lados AB e AC, respectivamente, do AABC tal que DE | BC.

A reciproca também é verdadeira.

N . D, . . . o
Demonstracao: Considere o caso em que B é racional, isto é, , cOm m e n inteiros

positivos. Existe um segmento de comprimento ¢, tal que AD = mc e AB = nc e ainda comm < n,

pois AD < AB.

Defina em 1@ os pontos B, P, ..., Py, ..., Py, com Py = A, P,, =D e P, = Btaisque PP, =

¢, com:=0,1,....m,....,n— 1.
Po=A=Qo
P4 Q1

Pn=D E

Pm+1/ Qm+1
Pn=B/ C=Qn

Figura 2.2: Divisdo em partes iguais

I
D)
3

Agora, traca-se as paralelas a % passando por Fy, P, ..., Pp, ..., Pp_1, de modo que essas

retas cortam o segmento AC nos pontos Qq, @1, ..., @m, ---, @n—1 . Existe um ndmero real d tal que

QiQii1 =d,comi=0,1,...,m,...,n — 1. Portanto, AC = nd e AE = md. Assim tem-se
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AC nd n nc AB

AE md m  mc  AD
Agora, considere o caso em que =5 é irracional.

Seja m um ndmero inteiro positivo. Defina em 1@ 0s pontos

P,=AP,.,P,=D,.,P, P, taisque PP,y = ¢ & =

=0,1,..m,..n, para algum c. Dai
AD = mec. Ainda, nc < AB < (n + 1)c.

Po=A=Qo
P4

Qs
Pn=D \E=Qm

Pm+1 Qm+1

Qn

, C
Pn+1 v ”\Qn +1

Figura 2.3: Extensao do segmento para divisao em partes iguais

Entao

n AB o +1
m ~ AD m
Traca-se as paralelas a % passando por Py, P, ..., P, ..., P, P,41. Estas retas cortam o seg-

mento AC nos pontos @y = A, Q1,...,@Qrni1. Existe um numero real d tal que Q;Q;;1 = d, com

1=0,1,..,m,...,n,com Qo = A, AE = md e nd < AC < (n + 1)d. Portanto,

n AC n+1
— =< —
m AFE m
Obtem-se
AB AC|_n+1 n _ 1
AD AE m m m

Como esta desigualdade vale para qualquer ndmero inteiro positivo m, tem-se
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AB AC . AB AC
AD AE A AE

—
Para provar a reciproca seja BCLa reta por B paralela a DE, interceptando AC' em um ponto
AB AC! AB AC

C'. Pela parte anterior, temos que =—— = ——. Mas por hipétese — = =——., o que implica que
v p q i 15 p p Vo) 15 q p q
AC  AC -
Vv = 5 Assim, AC = AC’. Como C’ estd na reta jﬁ segue que C = C'. Logo, DE é paralelo a
BC.
]
Definicao 2.1
A mediana de um triangulo é o segmento de reta que liga um vértice deste tridngulo ao ponto
médio do lado oposto a este vértice.
A
B C
M

Usando conceitos geométricos, mostra-se a seguir que as medianas de um triangulo se encontram

em um Unico ponto.

—| Teorema 2.2 |

As trés medianas de um triangulo se encontram em um ponto. Esse ponto é chamado de bari-

centro (ou centrdide) do triangulo.
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Demonstracao: Seja G a intersecao das medianas BE e CD do AABC.

o F

Figura 2.4: Prolongamento do segmento AG

Construa o segmento GF em fﬁ tal que GF = AG. Assim no AABF os pontos D e G
sao pontos médios dos lados AB e AF, respectivamente. Portanto pelo Lema 2.1, tem-se que

BF || DG || GC.

Analogamente, CF' || GB.

Figura 2.5: Paralelogramo BFCG

Portanto, o quadrildtero BFCG é um paralelogramo e em todo paralelogramo as diagonais se
encontram no seus pontos médios. Sendo assim, a extensao de AG passa pelo ponto M, que é o
ponto médio de BC, ou seja, AM é uma mediana do triangulo AABF'. Logo, as trés medianas de

um triangulo se cruzam em um ponto.
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Observacao 2.1

Uma observacdo importante é que da prova acima segue que AG = GF = 2GM. Usando a

mesma ideia, CG = FB=2GD e CF = BG = 2GE.

2.1.2 O Circuncentro

Definicao 2.2

Dado um segmento AB em uma reta r, chama-se de mediatriz do segmento AB, a reta s per-

pendicular a reta r que passa pelo ponto médio M de AB.

b=
<
vy}

Para mostrar que as mediatrizes dos lados de um triangulo se encontram em um ponto, precisa-se

do seguinte lema.

Suponha que A e B sejam dois pontos fixos. Entdo um ponto P estd na mediatriz do segmento de

reta AB se, e somente se PA = PB.
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Demonstracao: Observe a figura abaixo:

1
A M B

Figura 2.6: Mediatriz

Suponha inicialmente que P esteja na mediatriz do segmento AB. Trace o segmento que une
os pontos P e M, sendo M o ponto médio do segmento de reta AB, como na figura 2.6. Tem-se
entdo que os tridngulos APAM = APBM, pelo caso L.A.L. De fato, PM é lado comum, PMA =
PMB = g pois PM é mediatriz de AB e ainda AM = M B, pois M é ponto médio de AB. Assim,
PA=PB.

Reciprocamente, suponha agora que PA = PB, segue entdo que os tridngulos

APAM = APBM, pelo caso L.L.L ([3], p4dg 66), pois PM é lado comum, PA = PB e ainda
AM = MB, pois M é ponto médio de AB. Assim, como angulo AMB é raso, segue que PMA =
PMB = g Portanto, P estd na mediatriz de AB.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 11



Preliminares de Geometria Plana Pontos notaveis de um triangulo

—| Teorema 2.3 |

As trés mediatrizes dos lados de um triangulo se encontram em um ponto. Este ponto é denomi-

nado circuncentro do triangulo.

S

Demonstracao: Seja O a intersecao das mediatrizes dos lados AB e AC. Entao como o ponto O

estd na mediatriz de AB, pela primeira parte do Lema 2.2, BO = AO.

De maneira anéloga, o ponto O também estd na mediatriz de AC, assim AO = CO. Entdo BO

= AO = CO. Como BO = CO, pela segunda parte do Lema 2.2, o ponto O esta na mediatriz de BC.

Note que, as distancias do ponto O aos trés vértices sao iguais, assim se desenharmos um

circulo de centro O e raio OA, obtém-se um circuncirculo do triangulo AABC.

2.1.3 O Ortocentro

Definicao 2.3

Dado um triangulo AABC, a altura relativa ao vértice A é o segmento de reta que passa por A e

gue é perpendicular ao lado oposto BC.
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—| Teorema 2.4 |

As alturas relativas de um triangulo se encontram em um ponto. Este ponto é denominado orto-

centro do triangulo.

Demonstracao:

Considere o triangulo AABC. Por cada um dos vértices trace a reta paralela ao lado oposto a

tal vértice, obtendo assim AA'B'C’.

Cl

A c

Figura 2.7: Triangulo A'B'C’

Entdo os quadrildteros ABCB' e ACBC' s&o paralelogramos e portanto AB’ = BC = AC'.

(03 (03

Figura 2.8: Paralelogramos formados
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Como B'C’ || BC a altura relativa ao vértice A é a mediatriz do segmento B'C".

Analogamente, mostra-se que as alturas relativas aos vértices B e C do AABC sao as medi-
atrizes dos segmentos A'C’' e A'B’, respectivamente. Portanto, pelo Teorema 2.4 as mediatrizes se
encontram em um ponto. Isso implica que as alturas relativas do triangulo AABC se encontram em

um ponto.

2.1.4 O Incentro e os trés Excentros

Definicao 2.4
Dado um triangulo AABC, a bissetriz relativa ao vértice A é o segmento de reta que passa por
A e divide o angulo BAC em dois angulos congruentes.
A
B C

,—| Lema 2.3 !

Seja P um ponto interior do angulo BAC. Ent3o P est& na bissetriz do BAC se, e somente se as

distancias do ponto P aos lados AB e AC forem iguais.

A
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Demonstracao:

Seja P um ponto arbitrario na bissetriz do angulo BAC e sejam D e E os pés das per-
pendiculares de P aos lados AB e AC, respectivamente. Assim, os triangulos AAPD e AAPE
possuem dois angulos correspondentes congruentes, pois DAP = EAP (P estd na bissetriz) e
PDA=PEA= /2. Além disso, tais triangulos possuem o lado AP em comum. Portanto, pelo caso

L.A.A, ([3], p4g 68) pode-se afirmar que AAPD = AAPE. Logo, PD = PE.

Por outro lado suponha que P é um ponto interior do angulo BAC tal que PD = PE, onde D
e F sao os pés das perpendiculares do ponto P aos segmentos AB e AC, respectivamente. Assim,
AP é lado comum, PD = PE e aplicando o Teorema de Pitdgoras, seque que AD = AE. Logo,
AAPD = AAPE pelo caso L.L.L. Isso implica que DAP = EAP, ou seja, P estd na bissetriz de
BAC.

—| Teorema 2.5 |

As trés bissetrizes dos angulos internos de um triangulo se encontram em um ponto. Este ponto é

denominado incentro do triangulo.

Demonstracao: Seja I a intersecdo das bissetrizes dos angulos internos nos vértices B e C do
AABC e sejam D, E, F os pés das perpendiculares de I aos trés lados BC,CA, AB, respectiva-
mente. Como I estd na bissetriz do angulo ABcC, pela primeira parte do lema anterior, temos que

IF =1ID.
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Figura 2.9: Incentro

De maneira analoga, como I também est& na bissetriz do angulo ACB, tem-se que ID = TE.
Logo, IF =ID = IE. Como IF = IE, pela segunda parte do Lema 2.3, I também esta na bissetriz
do angulo BAC.

Note que as distancias do incento (l) aos trés lados de um triangulo sdo todas iguais. Assim, sao
desenhar um circulo com centro em I e usar a distancia de I a um dos lados como sendo a medida do

raio, obtém-se um circulo tangente a todos os trés lados do triangulo. Este circulo é chamado de circulo

iscrito do tridangulo.

~| Teorema 2.6 |

As bissetrizes de dois angulos externos e a do angulo interno restante de um triangulo se encon-
tram em um ponto. Este ponto é denominado excentro do tridngulo e é o centro de um circulo
exinscrito que tangencia as extensodes de dois lados e o lado restante do triangulo. Um tridngulo

tem trés excentros e trés circulos exincritos.
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Demonstracao: Seja F a intersecao das bissetrizes dos angulos externos dos vértices B e C do
triangulo AABC e sejam D e F os pés das perpendiculares de E aos prolongamentos dos lados
AB, AC, respectivamente, e G o pé da perpendicular ao lado BC. Como E estd na bissetriz do

angulo DBG, pela primeira parte do Lema 2.3, seque que ED = EG.

De maneira anéloga, como E também esta na bissetriz do FCG, entdo EG = EF. Logo,
ED = EG = EF, ouseja, ED = EF. Segue do Lema 2.3 que E também estd na bissetriz interna
do angulo BAC.

Chamamos de ceviana os segmentos que partem de um dos vértices de um triangulo e cortam a

reta suporte do lado oposto a esse vértice. A mediana, altura e bissetriz de um triangulo sdo exemplos
de cevianas.
2.2 Angulos Inscritos em um arco
Definicao 2.5
Um angulo central de uma circunferéncia é um angulo cujo vértice é o centro da circunferéncia.
& UFU-FAMAT-PROFMAT 17



Preliminares de Geometria Plana Angulos Inscritos em um arco

Definicao 2.6

Um angulo se denomina inscrito em um circulo determinado por uma circunferéncia C, de cen-
tro O e raio r, se seu vértice V estd em C e seus lados interceptam C em dois pontos A e B
distintos de V. Os pontos A e B determinam dois arcos. O arco que nao contiver o vértice V
é chamado arco correspondente ao angulo inscrito dado. E comum também dizer que o

angulo subentende o arco AB.

,—| Lema 2.4 !

A medida de um angulo inscrito em um circulo é igual a metade da medida do angulo central
correspondente. Em particular, todos os angulos inscritos que subtendem um mesmo arco tém a

mesma medida.
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Demonstracdao: Sejam A, B,C pontos de um circulo de centro O, conforme a figura abaixo. A
demonstracdo serd dividida em trés casos.

Figura 2.10: Pontos conciclicos

12 Caso: Sem perda de generalidade, suponha que o centro O esteja no segmento AC.

C

A

B

Figura 2.11: Angulo inscrito (1)

Como o triangulo AOBC é um triangulo isésceles, temos que OCB = OBC e AOB é um
angulo externo do triangulo AOBC. Logo,

AOC = OBC + OCB = 2ACB.
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22 Caso: Suponha gue o centro O esteja no interior do angulo ACB, sendo o diametro o segmento

CD.

D

Figura 2.12: Angulo inscrito (2)

Entao pelo caso anterior,

Assim,

ACB = ACD + DCB = % AOD + % DOB = % AOB.

32 Caso: Suponha que o centro O esteja fora do angulo ACB. Como antes, seja CD o diametro.

C

Figura 2.13: Angulo inscrito (3)
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Entao pelo 12 Caso, segue que

Assim,

ACB=BCD - ACD =

Isso conclui a prova do lema.

Precisaremos, no decorrer do trabalho, da definicdo e resultados sobre conciclicidade de um con-

junto de pontos.

Definicao 2.7

Um determinado numero de pontos sao conciclicos se estiverem em uma mesma circunferéncia.

Teorema 2.7 |

Suponha que os pontos C' e D estao de um mesmo lado da reta fﬁ Entdo os pontos A, B,C e D

sdo conciclicos se, e somente se ACB = ADB.,

Demonstracao: Suponha que os pontos A, B, C e D sao conciclicos. Entdao do Lema 2.4 segue que
ACB = ADB, uma vez gue os angulos inscritos que subtendem um mesmo arco possuem a mesma

medida.

Resta mostrar que se ACB = ADB entso os pontos serdao conciclicos. Construa o circulo
passando pelos pontos A, B e C. Suponha agora que o ponto D esteja dentro desse circulo. Seja D’

a intersecao do circulo com a extensao do segmento AD.
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Figura 2.14: D é ponto interno da circunferéncia

Entao . — - — ~
ADB = AD'B+ DBD' > AD'B = ACB

0 que contradiz a hipdtese. Se o ponto D esta fora do circulo, seja D’ a intersecdo do circulo

com o segmento AD.

o

Figura 2.15: D é ponto externo da circunferéncia

Entdo

ADB < ADB+ DBD' = AD'B = ACB,

0 que também contradiz a hipétese.

Logo, o ponto D deve estar no circulo que passa pelos pontos A, B e C.
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Figura 2.16: D é ponto da circunferéncia

Proposicao 2.1

Suponha que C e D estao em lados opostos da reta iﬁ Entdo os pontos A, B, C e D sao concicli-

cos se, e somente se ACB + ADB = 7.

Demonstracao:

Figura 2.17: Condicdo de conciclicidade

Pelo Lema 2.4, a medida do angulo inscrito ACB equivale a metade da medida do angulo
AOB, correspondente ao arco AB que passa pelo ponto D. Da mesma forma, a medida do angulo
inscrito ADB equivale a metade da medida do angulo AOB, correspondente ao arco AB que passa

pelo ponto C. Segue entao que

~ = 1
AC’B+ADB:§27r:7r.
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2.3 O Teorema de Napoleao

A seguir uma demonstracao geométrica do Teorema de Napoledo que pode ser encontrada em [4].
Conforme mencionado em [6] a prova de tal teorema foi feita por Kay Hashimoto, um aluno do décimo
ano da Lakeside School, Seatle, em maio de 1992. No Capitulo 4 é apresentado uma prova do Teorema

de Napoledo, usando nimeros complexos.

~| Teorema 2.8 |

Em cada lado de um triangulo arbitrario desenhe um triangulo equildtero. Entdo os baricentros

desses trés tridngulos sao vértices de um quarto triangulo equilatero.

A

B \/ C

Demonstracao: Dado o triangulo AABC, sejam X,Y, Z os baricentros dos triangulos equildteros
externos aos lados BC,CA e AB, respectivamente. Considere o circulo C; com centro em X e
passando por B e C. Da mesma forma construa o circulo C> com centro em Y e passando por A e
C, e o circulo C3 com centro em Z e passando por A e B. Observe que os pontos X', Y' e Z' estdo
nos circulos Cy, Cy e C5 respectivamente, devido ao fato de X, Y e Z serem baricentros de cada um

dos triangulos.

Seja O o ponto de intersecado dos circulos C5 e Cs. tal que O # A.
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Xl

Figura 2.18: Angulo no ponto O

Entao pela Proposicao 2.1, ADB+AZ'B = 1e AOC + AY'C = 7. Como os triangulos externos

sao equildteros, segue que AZ'B = g e AY'C = g Logo,

. . = 27!' - —— .
Isso implica que BOC = 3 Como BOC + BX'C = w, segue que os pontos B,O,C e X' séo
conciclicos. Logo o ponto O esta no circulo C;. Portanto, mostrou-se que os trés circuncirculos se

encontram no ponto O.

A reta W é perpendicular ao segmento comum OC, pois XO = XC e, do Lema 2.2 segue
gue X estd na mediatriz do segmento OC. Logo, a reta W é perpendicular ao segmento OC.
Da mesma forma, mostra-se gque a reta ﬁ é perpendicular ao segmento OA e que a reta ﬁ é
perpendicular ao segmento OB. Logo, como BOC = 2% segue que YXZ = g Similarmente,

verifica-se que XZy =xYz = g Portanto, o triangulo AXY Z é equilatero.
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Xl

Figura 2.19: Teorema de Napoledo

2.4 Circulo dos Nove Pontos

A seguir uma demonstracdo sob o ponto de vista geométrico de um interessante resultado da
Geometria Plana, a saber, o Circulo dos Nove Pontos. Tal resultado recebeu esse nome devido ao
fato de ser um circulo que passa por nove pontos importantes definidos a partir de um triangulo. Essa

demonstracdo pode ser encontrada em [6].

,—[ Teorema 2.9: Circulo dos Nove Pontos ]

Dado um triangulo qualquer, o circulo que passa pelos pés das perpendiculares baixadas dos seus
vértices sobre os lados opostos a eles, passa também pelos pontos médios dos lados, assim como

pelos pontos médios dos segmentos que ligam os vértices ao ortocentro.
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Demonstracao:

Considere o triangulo AABC.

Figura 2.20: Nove pontos conciclicos

Sejam M,, M, e M. os pontos médios dos lados BC, AC e AB, respectivamente. Sejam H,, H,
e H. os pés da alturas relativas aos lados BC, AC e AB, respectivamente. Sendo H o ortocentro do
triangulo AABC, sejam D,, Dy e D, os pontos médios dos segmentos AH, BH e CH, respectiva-

mente.

O objetivo é mostrar que esses nove pontos estdo em uma mesma circunferéncia.

A A
+Ds H +Da Hb
Hec He
H H
Mec Mb Mc Mb
Db Dec Db Dec
B Ha Ma C B H Ma C

Figura 2.21: Retangulo formado (1)

Mostra-se inicialmente que o quadrilatero D, D My M. é um retangulo. De fato, como M, e M,
sao pontos médios dos lados AB e AC do triangulo AABC, pelo Lema 2.1 segue que o segmento

1
MyM. é paralelo ao segmento BC e MM, — > BC.

Ainda temos que D; e D, sdo pontos médios dos lados BH e CH do triangulo AHBC. Usando

1
novamente o Lema 2.1 segue que o segmento D, D. é paralelo ao segmento BC e DyD,. = 5 BC.
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Entdo o segmento DD, é paralelo ao segmento MyM. e MyM, = DyD.. Assim, M.DyD M, é
um paralelogramo. Considerando o triangulo AABH, usando o Lema 2.1 conclui-se que o segmento
M.D, é paralelo ao segmento AH. Como AH estd contido no segmento AH,, o segmento M.D,
é perpendicular ao segmento DyD,.. Assim, o quadrildtero Dy,D.MyM. é um retangulo. Com isso
resulta que os segmentos M.D. e MyD, sao as diagonais de um retangulo, donde segue que sdo

congruentes e se interceptam no ponto médio M.

Figura 2.22: Retangulo formado (2)

De maneira analoga pode-se mostrar que M. M,D.D, e M,M,D,D, sdo retangulos.

A

B Ha Ma C

Figura 2.23: Retangulo formado (3)

Logo, suas respectivas diagonais M.D. e M,D,; e M,D, e MyDy sao congruentes e intercep-
tam no ponto M. Note que cada par de retangulos distintos das trés figuras acima possuem uma
diagonal em comum. Devido a isso, as diagonais de todos os retangulos se interceptam no mesmo

ponto M. Assim, MD, = MM, = MDy = MMy = MD. = M M..

A circunferéncia procurada é justamente a circunferéncia C de centro M e raio igual a M D,.
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Falta mostrar H,, Hy e H. também pertencem a essa circunferéncia.

A A
[ Da Hb Da H
Hc He
H H
Mc o Mb Mc . Mb
Db De Db Dec
B Ha Ma B Ha Ma C

Figura 2.24: Triangulos retangulos formados

Observe que os triangulos ADyHyM,, AD.H. M. e AD,H,M, sdo triangulos retangulos cujas
hipotenusas sdo, respectivamente, os segmentos M;D,, M.D. e M,D,, as quais sdo diametros da
circunferéncia C mencionada acima. Como M H, D, é reto e M, D, é diametro da circunferéncia C,

segue que C passa pelo H,. Da mesma forma, H, e H, estao em C.

Figura 2.25: O circulo dos nove pontos

Logo, os pontos M,, My, M., H,, Hy, H., D,, D, € D, estao na circunferéncia C.

No Capitulo 4 serd abordado novamente o Teorema 2.9 e apresentada uma demonstracdo utili-

zando conceitos dos nimeros complexos.
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CAPITULO 3

Numeros Complexos

Nesse capitulo é apresentado as definicdes e resultados basicos dos nimeros complexos. As refe-

réncias utilizadas foram [1] e [4].

3.1 Definicao de Numeros Complexos

Definicao 3.1

Um ndmero complexo é um par ordenado (a, b) de nimeros reais com as seguintes propriedades:
i. Dois niUmeros complexos (a, b) e (c,d) sao iguais se, e somente se,a =ce b =d.
ii. Asoma e o produto de dois nUmeros complexos (a,b) e (c,d) sao definidos por

D;: (a,b)+ (c,d) =(a+¢c,b+d)

Dy : (a,b) - (c,d) = (ac — bd, bc + ad).

E importante destacar que a definicdo de igualdade para niUmeros complexos tem as seguintes
propriedades:
1. Reflexiva: (a,b) = (a,b), para todo nUmero complexo (a, b);
2. Simétrica: (a,b) = (¢,d) < (c,d) = (a,b), para quaisquer nimeros complexo (a, b) e (c, d);

3. Transitiva: (a,b) = (c,d),(c,d) = (e, f) = (a,b) = (e, f), para quaisquer nimeros complexo (a, b),

(c,d) e (e, f).
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Demonstracdo: Para mostrar a reflexividade basta ver que a = a e b = b, portanto (a,b) = (a,b).

Para provar a segunda propriedade note que, por definigao, (a,b) = (c,d) se, e somente se,a =ce

b = d, mas isso é o mesmo que ¢ = a e d = b (comutatividade dos reais) e, portanto, (c,d) = (a,b).

Por fim, de (a,b) = (¢,d), temos quea = ce b = d. De (¢,d) = (e, f), temosc = e e d = f. Assim,

pela transitividade dos reais conclui-se que a = e e b = f, donde segue que (a,b) = (e, f).

O préximo passo é mostrar gue o conjunto dos nimeros complexos é um corpo. Para isso, utiliza-se

o fato de que o conjunto dos niimeros reais R é um corpo, ou seja, valem as seguintes propriedades:

I— (Propriedades envolvendo a adicdo) Dados dois niUmeros reais arbitrarios a e b, eles determinam

um Unico terceiro nimero denominado soma, denotado por a + b, com as seguintes propriedades:

All
A2:

A3Z

.A4Z

Comutativa: a +b =05+ a, para todo a,b € R.
Associativa: (a +b) + ¢c=a+ (b+¢), para todo a,b,c € R.

Identidade Aditiva: Existe um Unico nimero real, denotado por 0, talquea +0=0+a = a,

para todo a € R.

Inverso Aditivo: Para todo a € R, existe um Unico z € R que satisfaza+z =z +a = 0, para

todo a € R. Esta Unica solugao serd denotado por —a.

Il— (Propriedades envolvendo a multiplicacao) Dados dois nimeros reais arbitrarios, a e b, eles de-

terminam um Unico terceiro nimero denominado produto, denotado por ab, com as seguintes

propriedades:

M]_Z
Mg:

Mg:

M4Z

Comutativa: ab = ba, para todo a,b € R.
Associativa: (ab)c = a(bc), para todo a, b, c € R.

Identidade Multiplicativa: Existe um Unico nimero real, denotado por 1,talquea+1=1+a =

a, para todo a € R.

Inverso Multiplicativo: Para todo a € R, existe um Unico ¢ € R que satisfaz az — za — 1, para

, 1
todo a € R. Esta Unica solucdo sera denotada por .

Ill— Distributiva.

a(b+c) = ab + ac, para todo a,b,c € R.

O resultado a seguir mostra que o conjunto dos nimeros complexos C também possui essas pro-

priedades, isto é, o conjunto C é também um corpo .
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Teorema 3.1 |

Com a adicdo e multiplicagao definidas por (D;) e (D3), o conjunto C dos nimeros complexos é

um corpo.

Demonstracao:

Propriedades relativas a adicao:

A; : Comutativa: (a,b) + (c,d) = (c,d) + (a,b) para todo (a,bd), (c,d) € R2. Temos que
(a,0) +(c,d) = (a+c,b+d) = (c+a,d+b) = (c,d) + (a,).

As : Associativa: Sejam (a, b), (c,d), (e, f) € R?, entdo: ((a,bd)+(c,d))+(e, ) = (a,b)+((c,d)+ (e, f)).
Temos que
((a,0)+(c;d)) + (e, f) = (a+c,b+d)+ (e, f) = ((a+c)+e, (b+d) + f) = (a+(cte),b+(d+f)) =
(¢,0) + (c +e,d+ f) = (a,0) + ((c, d) + (e, f))-

Az : Identidade Aditiva: Sejam (a,b) € R?, ent&o existe um Unico par ordenado (0, 0) tal que: (a,b)+
(0,0) = (a,b).
(a,b)+(0,0) = (a+0,b+0) = (a,bd).

Ay : Inverso Aditivo: Para todo (a,b) € R? existe um Unico (z,y) € R?, satisfazendo: (a,bd) + (z,y) =
(0,0), esta Unica solucdo é denotada por (—a, —b).

(a'1 b) + (_a'7 _b) = (a' + (—CL), b+ (_b)) = (01 0)
Propriedades relativa a multiplicacao:

M; : Comutativa: (a,b) - (c,d) = (c,d) - (a,b) para todo (a,b), (c,d) € R.

(a,b) - (c,d) = (ac — bd,bc + ad) = (ca — db,cb + da) = (c,d) - (a, b).

M, : Associativa: Sejam (a,d), (c,d), (e, f) € R?, entdo: ((a,d) - (c,d)) - (e, f) = (a,b) - ((c,d) - (e, f))
(a,0)-(c,d))- (e, f) = (ac—bd,bc+ad)- (e, f) = ((ac—bd)e — (bc+ad)f, (bc +ad)e + (ac —bd) f) =
(ac)e—(bd)e) - (be) f +(ad)f, (be)e +(ad)e+(ac) f — (bd) f) = (a(ce) —b(de) —b(cf)+a(df), b(ce) +
a(de) + a(cf) — b(df)) = (a,b)(ce — df,de + cf) = (a,b) - ((c,d) - (e, f))-

(
(
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M3 : |dentidade Multiplicativa: Existe um Gnico par ordenado (z,y) € R?, tal que: (a,b) - (z,y) =

(a,b) para todo (a,b) € R,

(a,b) - (z,y) = (az — by, bz + ay) = (a,d), onde:

az —by=a a’z —aby =a

=
bz +ay =b b’z + aby = b?

2

Somando essas equacdes tem-se: (a? + b?)z = a? + b? = z = 1. Novamente, obtém-se

az —by=a abz — b’y = ab
=

bz +ay =b abz + a’y = ab

Resolvendo o sistema, segue que: (a2 +b%)y=0=y =0

Com isso:

Dai, (a,b) - (1,0) = (al — b0, b1 + a0) = (a, b). Portanto, o elemento neutro da multiplicagdo é o

par ordenado (1, 0).

M, : Inverso Multiplicativo: Para todo (a,b) € R?,(a,b) # (0,0) existe um Unico (z,y) € R?, satisfa-

zendo: (a,b) - (z,y) = (1,0).

(a,b) - (z,y) = (az — by, bz + ay) = (1,0), donde:

az —by =1 a’z —aby =a

=
bz +ay =0 b’z +aby =0
Somando essas equacoes tem-se:

a2+ =ab=z = . Novamente,
2

e
az+b

ar —by =1 abz — b’y =b
=

bz +ay =0 abz +a?y =0

Logo, subtraindo a primeira da segunda equacao do sistema acima, segue que:
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(@ +b%)y=-b=y=

a? + b2
O
Com isso: "'2_+bb2
v= a? + b2
Daf,

a -b a? b2 ab ba a’ + b2 0
(a,b)- s s ) N2 rm Tt e e e o] C\a e e e = (1,0).
a’+b"a’+b a’+b a’+b"a*+b a’+b a’?+b " a’+b
Portanto, o inverso da multiplicacao é o par ordenado

a —b
a2+4+b2" a2 402/

Ms : Lei Distributiva: Sejam (a, b), (c,d), (e, f) € R2, entdo:
(a': b) ’ ((C, d) + (e) f)) = (a'x b) ) (C) d) + (a': b) ’ (e) f)

(a,b)-((c,d)+ (e, f)) = (a,b)-(c+e,d+ f) = (alc+e)—b(d+ f),b(c+e)+a(d+ f)) = ((ac+ae) —
(bd+bf), (bc+be)+ (ad+af)) = (ac—bd,bc+ad)+ (ae —bf,be+af) = (a,b)-(c,d)+ (a,b)- (e, f).

3.2 Numeros complexos na forma algébrica

A representacao de nimeros complexos como um par ordenado dificulta manipulacdes algébricas

com esses numeros. Por simplicidade, rescreve-se os nimeros complexos de uma forma mais simples.

Para deduzir esta nova representagao, considere a funcao f definida por

f:R—-Rx{0}, f(z)=/(z,0),

junto com as operacdes de adicdo e multiplicacdo definidas sobre R?. Esta funcdo é bijetora e, além

disso,
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(2,0) +(y,0) = (z +9,0) e (z,0).(y,0) =(z.9,0).

Portanto, as operagdes algébricas sobre R x {0} sdo similares as operagdes algébricas sobre R.
Consequentemente, ndo haverd confusdo se identificar o par (z,0) com o niUmero z para todo z € R.

Logo, devido a bijecdo da fungao f acima, pode-se usar a notagao (z,0) = z.

Agora, é vélido reescrever o nimero complexo z = (z,y) da seguinte forma

z=(z,y) =(z,0)+(0,y) = (z,0) +(0,1).(y,0) = =z + (0, 1)y.

Ao nimero complexo (0, 1) d&-se o nome de unidade imagindria e o representamos pelo simbolo ¢,
ou seja,

(0,1) = 3.

Dessa forma, pode-se reescrever o nimero z = (z,y) como

2= (2,y) =z +iy.

Proposicao 3.1

Todo nimero complexo z = (z,y) pode ser unicamente representado na forma

z =1+ 1y,
com z e y nimeros reais. Além disso, segue que 4% = —1.
Observe que i = —1 segue diretamente da defini¢do de multiplicacdo 32 = -7 = (0,1) - (0,1) =

=(-1,0) = —1.

A expressao z + 1y é denominada forma algébrica ou representacao algébrica do niumero

complexo z = (z,y). Assim, podemos escrever C={z +1y |z €R, y € R, i = —1}.

Para um nimero complexo a = (a,b) = a +tb com a,b € R, a é chamado de parte real do nimero
complexo o e é denotado por Ra; de maneira semelhante b é chamado de parte imaginariade a e é

denotado por Sa. Assim, 0os nimeros reais sdo nimeros complexos cuja parte imaginaria é zero. Por
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outro lado, os nimeros complexos cuja parte real é zero sao chamados de puramente imaginarios.

Note que a parte real e a parte imaginéaria de um ndmero complexo sao reais.

Observa-se que usando a representacao algébrica do nUmero complexo z = (z,y), as operagdes
usuais de adicao e multiplicacdo podem ser feitas da mesma forma que faz-se com ndmeros reais. Ou

seja,

Adicao:
21+ 2o =(z1+1y1) + (22 +1y2) = (21 + 22) + (y1 + ¥2)2

Multiplicacao:

2120 = (T1 + 1y1) (T2 + 192) = (122 — ¥1Y2) + (T1Y2 + T2y1 )2

Assim, a partir de agora, pode-se utilizar a representacdo algébrica para realizar os célculos com

nimeros complexos.

3.3 Conjugado de um numero complexo

Definicao 3.2

Para um nimero complexo a = (a, b) = a+1b, 0 niUmero (a, —b) = a —tb é chamado de conjugado

complexo ou o0 nimero complexo conjugado de a e é denotado por a.

A sequir, verifica-se algumas propriedades envolvendo o conjugado de um nimero complexo. Sao

as seguintes:

a+pf = a+t+ib+ct+id a—pB = a+ib—c—1d
= at+c+ib+id = a—c+ib—1d
= (a+c¢)—1b+4d) = (a—c)+1b—4d)
= (a—1b)+ (c—id) = (a+1b) — (c+1id)
= a+p. = a-p.
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i) a-B=a-p.

)

i) (;) - g se f#0.
(a
p
Logo,
iv) Ra = ato
2

_a+ib c—d

— (a+14b)-(c+id)

= ac+iad + ibc + i%bd

= ac— bd +1ad + 1bc

= (ac — bd) + i(ad + bc)
= (ac — bd) — t(ad + bc)
= ac—bd —1ad —bc
= ac+1%bd — iad — 1bc
= ac— 1ad — ibc + 1%bd
= a(c—1d) —ib(c — id)
= (a—1b)-(c—1d)

- a.B

ac+iad —tbc — i*bd _ ac+bd  .bc—ad

T c4id c—id

(5)

c? + d? B R

ac + bd _ibc—ad

c2+d> 2 4d?

ac + bd — 1bc + 1ad

c? +d?

ac + iad — ibc — 3°bd
(¢ +1d)(c —id)

a(c + id) — tb(c + id)
(¢ +1d)(c —id)

(a —1b)(c + 2d)

(¢ +1d)(c —id)

(a —1b

1d)
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a+a a+ib+a—w a+a 2a
= = :—:a:%a.
2 2 2 2

V) Sa:a_,a
21
—a b — (a — b b — b 21b
a‘a:a+z .(a z):a—l—z a+1 _2b s
21 21 2 21
vi) a =«
a = a+1b
a = a—1b
a = a+ib=oa.
— 1
vii) a=l = =,
a
1 - . — 1
Como a-— =1,sequeque (a-— ] =1.0useja,a-|— | =1. Logo, a1 = —.
a a a

Observe que para qualquer nimero complexo a = a + b, o produto

= (a+1b)(a —1b)

a’® — aib + iab — 1%b?

= a%+ b2

é sempre real e ndo negativo.
Note que |a| = va2 + b2 = va - a. Isso implica que |a|® = a-a. Tem-se entdo a seguinte definicio:

Definicao 3.3
O nimero |a| = va? + b? é chamado de médulo ou valor absoluto do nimero complexo a

a + 1b.

~| Teorema 3.2 |
Dado o nimero complexo o, tem-se que |a| = 0 se, e somente se, a = 0.
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Demonstragao: Seja a = a + ib. Entdo |a|* = a2 + b2. Assim, como a,b € R, temos que

laj=0 & |a?=0 < a®+b’=0 & a=0 e b=0 & a=0.

Note que usa-se o fato de que a e b s&0 nimeros reais, pois, caso contrario, a®> + b*> = 0 ndo

implicaria em a = b = 0. Por exemplo, sejaa =1 e b =1, entdo
+b*=12+42=1-1=0,
mas nema =0e nemb=0.

Algumas propriedades referentes ao médulo de um ndmero complexo séo dadas na proposicdo a

sequir.

Proposicao 3.2

As seguintes propriedades sao validas:
i) |Ra| < |af.
i) [Sal < |af.

iii) |a| = |al.

iv) |aB| = |al - |B|. Em particular, |—a| = |a].
al e
V) |=| =+, onde 8 #0.
Bl 1B
Demonstracao:

(i) Seja o = a + 2b. Assim, Ra = a entao

Ra| = Va2 < Va2 +b2 =|af.

(ii) Seja o = a + ib. Assim, Sa=be

& UFU-FAMAT-PROFMAT 39



Numeros Complexos

Conjugado de um numero complexo

ISa| = Vb2 < Va2 + b2 = |al.

(iii) Sejaa=a+1b. EntdGoa=a —ibe

6] = /02 + (b2 = 1/a? + () = o

(iv) Sejaa=a+1ibef =c+1id. Entao

Tem-se ainda que

af-ap =

Logo,

= (a+1b)(c+1d)

= ac+1ad + ibc + 12bd
= ac+iad+ibc—bd
= ac—bd + tad + 1bc

= (ac —bd) + i(ad + bc)

= |aB| = /(ac — bd)? + (ad + bc)2.

[(ac — bd) + t(ad + bc)][(ac — bd) — i(ad + bc)]
(ac — bd)? — i%(ad + bc)?

a®c? — 2abed + b2d? + a?d? + 2abed + b3c?
a?c? 4+ b?d? + a2d? + b2c?

a?c? + a?d? + b2d? + b?c?

a?(c? + d?) + b*(d? + ¢?)

(a? +b?) - (c® + d?).

& UFU-FAMAT-PROFMAT

40



Numeros Complexos Conjugado de um numero complexo

@f] = +apf-aB

= V(2 +d?) - (a®+b?)

= (a®+b?)-(c>+d?)
= V(@+¥) V(@ + &)
= lal-18].

Tomando § = —1, obtemos da parte anterior que |—a| = |a|. Observamos que também pode-

mos mostrar a propriedade (iv) usando apenas o fato de que \a\z =a-a.

(v) Agora

a a+1b

B c+id
_a+b c—1ud
 c+1id c—1id

ac — ad + tbc — 12bc

c? — ied + ied — 12d?

ac + bd + i(bc — ad)
c? +d?2

ac + bd +7;bc—ad

c2+d?>  P4d?
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R

ac+bd bc—a,d ac—i—bd_ibc—ad
c2+d2 c2+d2 c? +d? c?+d?

ac + bd be — ad\ ?
c? + d? ¢ +d?

(ac + bd)? ( — ad)?

ety (@1a)y
2¢? + 2abed + b2d? + b%c® — 2abed + ad?

CETIICEYD)
a’c® + a?d? + b2d? + b3 c?

@+ &) (1 &)
a?(c® + d?) + b?(d? + ¢?)
CETIICETYD

c? +d?)(a? +b?)

(c?
(c2+d?)(c® +d?)
_ (a®+1b?)
T (R +d?)
Logo,
al \/a2+b2 Va2 a|
B c+d JErd Bl
al _|of
Portanto, ‘ = —.
8]
[
Teorema 3.3 ]
Para quaisquer nimeros complexos a e £, tem-se que a8 = 0 se, e somente se,a =0ou § = 0.
Demonstracao:
Pelo Teorema 3.2,
af=0 & |af|=0
< |af-|B]=0.
Como |a| e |B] sdo nimeros reais,
la| - |f|=0< |a] =00u |B|=0& a=00upf=0.
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Teorema 3.4: Desigualdade Triangular

Para quaisquer 21, 25 € C, temos

|[21] — |22]| < |21 + 22| < |21] + |22].

Demonstracao: Sejam 21,2, € C. Entao

|Zl+22|2 = (Zl +Z2) . (21 +22)
= (21+2) (21 +22)
= 21-Z1+21-22+22-21+22-22

= |laP+z-mtzzmt+lznf. (1)

Sejazi-zs=v.Dal, y=21-23 =21 232 = z1 - 2. L0ogo,

2120+ 2120 = 21-22+21-22

NN

(2122 + 721 - 22)
(2122 + 71 - 22)
2

(£
2

Il
Do

= 2-Ry.

Entdo, 21 - 22 + 21 - 22 = 2- R (21 - 23). Assim, reescreve-se (I) da seguinte forma

21+ 22> = |z +21 T+ 2021+ |20)°

= |z1|2+2-§R(Z1 - Z2) + |212|2.

Como Ra < |af, para todo a € C, entdo

|21+ 22> < |z +2- |21 7] + |2

< lal 2 a2l + 2l
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, para todo a € C. Assim

Mas || = |a

21 + 22> < zlP 2 |z - || + |22)?
_ 2
= (lza] +22])".

Como |21 + 22| e |z1| + |22] sdo ndo negativos, segue que

|21 + 22| < |21] + |22] -

Note que z; = (21 + 22) + (—22). Dai, usando a desigualdade provada acima, tem-se

|z1] = (21 + 22) + (—22)]

N

|21 + 22| + | — 22|

N

|21 +Z2| + |22|,

de onde segue que
|21| — |Zz| < |Z]_ +22| .
Trocando z; e 25

|zo| — |21] < |22+ 21| = |21 + 22].

Portanto, Z]_| - |22|| < |Z]_ +22| < |Z]_| + |22|.

Uma pergunta que surge é quando a desigualdade triangular se torna uma igualdade. Se z; = 0
ou zo = 0, estd claro que a igualdade ocorre. Portanto, consideramos o caso z; - zo # 0. De acordo com a

demonstracdo acima, vé-se que a igualdade ocorre se, e somente se,

R(z122) = |z122] .

Note que um nimero complexo a satisfaz Ra = |a| se, e somente se, & é um nimero real n&o

negativo. Portanto, a desigualdade triangular se torna igualdade se, e somente se,

21'520.

Supondo que 25 # 0, dividindo os dois lados por |22|2 = 2525 > 0, obtém-se
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21 2122 0
—=——>—=0.
zZ2 2222 2222

Logo, |21 + 22| = |21| + |22| Se, e somente se,

yA
Lo,
Z2

ou quando z; = 0 ou 22 = 0. Note que z1/22 > 0 significa que um dos nimeros complexos é um

multiplo positivo do outro nUmero complexo, ou seja, 21 = tzo com t sendo um ndmero real nao-negativo.

3.4 O Plano Complexo

Na Secado 3.1 definiu-se nidmeros complexos como um par ordenado de ndmeros reais. Dessa

forma, a cada nimero complexo z = z + yi corresponde o par ordenado (z,y) do plano R2,

............................. .Z=X+iy

Figura 3.1: Representacdo de z no Plano Complexo

Observe que com a correspondéncia acima, um nimero real z = z + 10 corresponde ao ponto (z, 0)
no eixo Oz e um nUimero puramente imagindrio @y = 0 + iy corresponde ao ponto (0,y) no eixo Oy.
Chamaremos o eixo Oz de eixo real e 0 eixo Oy de eixo imaginario. Um plano munido com os eixos

real e imaginario é chamado de plano complexo ou plano Gaussiano.

Note que a soma de nimeros complexos no plano complexo C é exatamente a soma de vetores.

Sejamz =z + 1y e w = u + 1v, entado

z4+w=(z+u)+i(y+v).

Dessa forma, considere os numeros complexos como vetores, ou seja, um ndmero complexo
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z = z + 1y serd identificado com um vetor cujo ponto inicial é a origem do sistema cartesiano e cujo

ponto final é o ponto (z, y).

Entao a soma 2z + w corresponde ao vetor diagonal do paralelogramo formado por dois vetores z e

w, OU seja, a soma € o vetor cujo ponto inicial é (0,0) e o ponto final é (z + u,y + v).

Z+u}

w

Figura 3.2: Representacao da soma de vetores no Plano Complexo

Exemplo 3.1

Demonstre a soma dos vetores z = 1+ 27 e w = —4 + 32 no Plano Complexo.

Demonstracao:

3+ 5i

4+ 3
1+ 2i

Figura 3.3: Representagdo de z + w no Plano Complexo

Assim, identifica-se um nimero complexo com um ponto ou um vetor no plano complexo.

Considere agora um multiplo real de um nimero complexo. Para z = z 4+ 1y e c € R, entao
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cz =c(z +1y) = cz + cy.

Assim, no plano complexo, se ¢ > 0, multiplica-se o comprimento do vetor por ¢, mantendo a

mesma direcdo e sentido, se ¢ < 0, multiplica-se o comprimento do vetor por |c| e troca-se o sentido do

vetor.

cz(c>0)

cz(c<0)

Figura 3.4: Produto do comprimento do vetor por ¢

Em particular, como —w = (—1)w, segue que z —w = z + (—w), ou seja, inverte-se o sentido do

vetor w para obter —w e desenha-se o vetor —w com ponto inicial no ponto final de z. O vetor com ponto

inicial sendo o mesmo de z e o ponto final o mesmo de —w, representa o vetor z — w.

L

Figura 3.5: Representacao do vetor z — w

Devido a identificacdo dos nimeros complexos com pontos do plano, a partir de agora serd deno-

tado o vetor com ponto inicial em w e ponto final em z por 'Lﬁ, isto é, WE=2z—w.

Usando as observacdes acima tem-se o seguinte exemplo:
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Exemplo 3.2

Sejam z; e 25 dois pontos no plano complexo. Entdo o ponto médio do segmento ligando z; e 25 é

dado por

1 1
21+ 5(22 —21) = 5(21 + 22)

<2

<3

<1

O X

Figura 3.6: Representacdo do ponto médio do segmento z; 2,

De fato, seja z3 0 ponto médio do segmento z;z5. O vetor com ponto inicial em 2; e ponto final em

. N — 1 N
2o € dado por 2125 = 25 — z;. Como o vetor z,23 = §(z2 — 21) € 23 = 21 + 2123, Segue que

—
23 = 21+ 2123

1
= 21 + *(22 — 21)

2
_ 2 _Z
= Z1+2 5
. 21 Z2
2 2

3.5 Forma polar de um numero complexo

Nessa secdo, apresenta-se a forma polar dos nimeros complexos, a qual € uma ferramenta muito
atil para realizar a multiplicagdo de nimeros complexos. Para um ponto P = (z,y), que corresponde ao
ndmero complexo z =  + 1y no plano cartesiano, considere o vetor 03. Seja 8 o angulo entre O?’ eo

semieixo positivo Oz e r = OP. Entdo tem-se que = = rcosf e y = rsené.
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A
y
[ P=(xy)
: sen6=) => y=r7senb
T T
cos 6=x => x=7c0s6
T
0 :
0 X X

Figura 3.7: Forma polar de um nimero complexo

O angulo 8 é chamado de argumento do nimero complexo z. Chama-se de (r, §) as coordenadas

polares do ponto P. Observa-se que a origem é o Unico ponto onde r = 0 e que o0 argumento 8 do ponto

na origem nao é definido. Além disso,

r=vz2+y? =z

Se z =z + 1y # 0, entdo pode-se escrever a representacao polar de z como:

z = T4y
z = r-cosf@+1-r-senb
z = r-(cosf+1i-send).

onde,r=|z| e 6 =argzé oargumento de z.

Proposicao 3.3

Para z € C, z # 0, tem-se que:
(1) z é real se, e somente se arg z = nw, n € Z;

.. yau! . 7 . 7r
(i1) z é imaginario puro se, e somente se, arg z = iE +nm,n€Z

A figura a seguir mostra os casos citados na proposicao acima.
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Im(z) Im(z)
Y ¥

=
a

T
N
L/

X Re (2) X Re (2)

Figura 3.8: Imaginario Puro e Real

Exemplos:

1. Sejaz =—1.Entdo, |-1|=1 e arg(-l)=7+2ntr=02n+1)7 (n €Z);

2. Seja z = 1. Entao,

=1 e arg(i):g—l—2n7r (n €Z);

1-il= 12+ (-12= V2 e arg(l—i):—£+2n7r (n €Z);

—1+124/3
~|—2z\f. Entado,

lw| = <_21>2+<\£§>2:\/E:\/§:«/I:1.

Além disso, se § = arg(w), entao

3. Seja z =1 — 1. Entao,

4. Sejaw =

1 3
cosf=——- e siné’:i.
2 2

Assim, 8 = 27/3 + 2n7(n € Z). Veja figura abaixo.
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y
w
V3
2
_1 0 1 [1 X
2 2
-V3
w 1
Figura 3.9: As raizes de w
Um célculo simples revela que w? = w, w? +w+1=0ew® = 1. Como |w| = |w?| = 1, os pontos

w e w? juntamente com o ponto (1,0) sdo vértices de um tridngulo equilatero inscrito no circulo

unitério, conforme figura abaixo.

BN

e

Figura 3.10: Triangulo equildtero com vértices (1,0), w e w?

Usando a forma polar, a multiplicacdao de dois nimeros complexos fica mais simples de realizar,

como pode ser visto no teorema a seguir.
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—| Teorema 3.5 |

Se z1 = r1(cosb1 + 1senby) e zo = ro(cosbs + isenby) entdo

2125 = r172c08(01 + 02) + 1sen(01 + 62).

Dessa forma,

|2122] = |21] |22] e arg(z122) =arg(z1) + arg(z:).

2122

Q

0:+0:
@

0.

Figura 3.11: Representacdo do produto de dois nimeros complexos

Demonstracao:
Tem-se que
2122 = r1(cosb; + isenbi) - r2(cosbs + isenbs)
= 71172(cos01c0805 + icosf senby + isenbicoshs + 12 senb; senbs
= r172(cos0;cosb, — senbisenby + icosd; senby + isenbcoshs
= rirafcos(61 + 62) + isen(61 + 62)].
E ainda,
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|z120] = \/T213c052(61 + 05) + r3rZsen?(6; + 6))

= \/7212[cos?(6: + 02) + sen?(61 + 65)]
= rers. 1

= Tir2

= |z1]|z2].

Logo, da forma polar de 2122 temos que |z122| = |21] - |22] € arg(z122) = 61 + 02 = arg(z1) +

arg(z).

Segue diretamente do teorema acima o seguinte resultado:

—{ Corolario 3.1 |

Dados os nimeros complexos z1, 22, ..., Z,, tem-se que
2122 ... 20| = |21] |22] ... |2n]
e
arg(z1zz...2n) = arg(21) + arg(zz2) + ... + arg(zy,).

Demonstracao:

Vamos demonstrar por inducaoemn > 2, n € N. Para n = 2 temos pelo teorema 3.5 que

|z122] = |21] - | 22|

arg(z1z2) = arg(z1) + arg(zs)

Suponha que a hipétese vale para n = k. Mostrar-se que o resultado vale paran = k + 1.

Usando a hipdétese de inducao e que o resultado vale para segue que

2122...Zkzk+1‘ = ‘Z]_Zg...Zk’ ce ’Zk+1‘ = ‘zﬂ ’22‘ ce ]zk\ ‘Zk+1’
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arg(z12z...2k2k+1) = arg(z122 ... 2k)arg(zk41) = arg(z1) + arg(zs) + ... + arg(zx) + arg(2r+1)-

Assim o resultado é valido para todon > 2, n € N.

A Férmula de De Moivre nos mostra como calcular a poténcia de um ndmero complexo.

poténcia inteira de um nimero complexo z € C, z # 0, é definida por

Uma

~{ Corolario 3.2: De Moivre |

Sejaz =r(cos 6 +1 sen 0) e n € Z. Entdo

2™ = r"(cos nf + isen nbh).

Disso segue que

|27 = |2|" e arg(z") =narg(z).

Demonstracao:

Os casos n = 0, 1 sdo triviais. O caso n > 2 segue diretamente do corolario 3.2 considerando

21 = 25 = ... = z,. Entretanto, sera detalhado novamente a prova porinducdoemn > 1,n € Z.

Assim, suponha que o resultado é valido para n — k. Mostra-se que vale também paran —

k+1.

& UFU-FAMAT-PROFMAT

54



Numeros Complexos

Forma polar de um nimero complexo

¢l = kg

= 7%.(cos k6 + isen kf) - [r! - (cos § + isen 6)]

= rk.rl.(cos kB - cos 8 + cos kB - isen O + isen k6 - cos 8 + i?sen § - sen k6)

= 7kt . (cos k6 - cos § — sen kB - sen 6 + isen kf - cos 6 + isen 8 - cos k6)

= 71 [cos(kO + 6) + isen(k6 + 6)]

= 7kt . [cos(k +1) 6 +isen(k + 1) 4].

Portanto, provamos por inducao que a férmula é vélida para n > 0.

Agora vamos mostrar o cason = —1.

Figura 3.12: Multiplicac&o por 2

(cos 0+ 1 sen 8)(cos 6 —i sen ) =

cos? 6 — (1 sen §)?
cos® 8 — i sen’ @

cos® 8 + sen? é.

Dividindo ambos os lados por r(cos 8 + i sen 8), obtem-se:

(cos 8+ 1 sen )(cos 8 — i sen 6)
r(cos 6 +14 sen 6)

(cos 8 — i sen 0)
r

(cos 8 — i sen 0)
r

cos® 9+ sen? 6
r(cos 6 +1 sen 0)
1
r(cos 6 +1 sen 6)

- (cos 8 — i sen 0)

|lRk 3|

- [cos (—6) 41 sen (—6)].
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Como cos (—6) = cos 6 e sen (—0) = sen 6, entdo

1 _ L [cos (—6) + 1 sen (—0)]

7(cos 6 + 1 sen 0) T
1 1 .
=2 = leos (~6) +i sen (~6)]
=2z7! = r7l.[cos (—8) +1 sen (—6))].
Assim, z‘l‘ = |z|71 earg(z™') = —arg(Z).

Segue imediatamente dos casos provados acima que, paran € N,

z " =1r "[cos(—nB) + isen(—nb)].

—{ Corolario 3.3 |

Dados 21,25, com z5 # 0,tem-se que

z21 21
—| == e arg— =arg(z1) — arg(z2).
z92 29

bé)

Figura 3.13: Quociente de nUmeros complexos

Os resultados anteriores mostram que, ao considerar os nidmeros complexos na sua forma polar
para realizar um produto ou quociente, enxerga-se geometricamente, e muito mais facilmente, o resul-
tado de cada operacao feita. Por exemplo, multiplicar z; por um ndmero complexo 25 significa aumentar
(ou reduzir) o médulo de z; por um fator de |z2| e rotacionar z; no sentido anti-horario (sentido positivo),

por um angulo de arg(z;). Para entender melhor, basta olhar para o resultado do produto abaixo. Sendo
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21 =11(cos 61 +1isenB;) e 2z =ry(cos b+ 1 sen bs)

tem-se

23 = 2122 = 1r172[cos (61 + 62) + i sen (61 + 62)].

O mddulo de z3 é 73 e arg(z3) = 61 + 6.

Dados os pontos z; e 25 no plano complexo, podemos construir o produto z3 = z129 geometrica-

mente. Basta observar que os triangulos AO1z; e AOz323 sdo semelhantes (com a mesma orientacdo).

3=%1%2

%2

<1

Figura 3.14: Triangulos semelhantes AO1z; e AOz523

Observe que multiplicar por z significa rotacionar por um angulo de arg(i) = g no sentido anti-
horario. Observe que multiplicar um ndmero complexo por 2 significa rotaciona-lo duas vezes por um
angulo de g no sentido anti-horéario (sentido positivo), ou seja, € o mesmo que multiplicar por —1.

Do mesmo modo que foi feito anteriormente, para construir o quociente z, = Z—l geometricamente,

2
basta observar que os triangulos AOz»2; e AO1z, da figura 3.15 abaixo, sdo semelhantes (com a mesma
orientagdo). O mdédulo de z4 é 71 /72 € arg(z4) = 61 — 62. Assim, ao dividir z; por 23, a rotagdo de z; é no

sentido horario (sentido negativo) por um angulo igual ao arg(zz).
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<1 22

3

Figura 3.15: Triangulos semelhantesAQOz,2z; € AOlz,

Exemplo 3.3

1
Construa — geometricamente.
(2+1)
. . . 21 1 o . A
Seja 23 = 1, zo = 2 + 1. Entao, como P = @40’ pelo que foi visto anteriormente, os triangulos
2
u . ~ . ~ . z
AQ1lz; e AOz51 sao semelhantes (com a mesma orientacao). Com essa informacao, constréi-se z—l como
2
na Figura 3.16.
y
2+1
0 1 X
S
2+1

Figura 3.16: Exemplo do quociente z;/z,

Foi visto que |z, + 22| = |2z1| + |22] se, e somente se,

21
Z2

ou quando z; = 0 ou 2z, = 0.
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Foi apresentado que z1/22 > 0 significa que um dos nimeros complexos é um multiplo positivo
do outro nimero complexo, ou seja, z; = tzs com t sendo um ndmero real ndo-negativo. Dessa forma,
nota-se que a igualdade vale se, e somente se uma das seguintes condicdes da proposicao a seguir

valem.

Proposicao 3.4

Dados os niUmeros complexos z1 € 22, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

i) |21+ 22| = |21] + |22]
i) %(Z]_Zz) = |215|
iii) 2123 € um nUmero real nao negativo.
. Z1 , .
iv) — é um nUmero real positivo ou z125 = 0.
22

V) 21 € 25 possuem o mesmo argumento.

. —~ .
vi) Os vetores Oz; e Ozy possuem o0 mesmo sentido.

As afirmacdes acima serdo Uteis no préximo capitulo, onde apresenta-se aplicacbes dos nidmeros

complexos a Geometria Plana.

3.6 As raizes n-ésimas da unidade

O objetivo desta secdo é encontrar todas as solucdes da equacdo z™ = 1. Isto é equivalente a
encontrar as raizes da equacdo 2™ — 1 = 0. De acordo com o Teorema Fundamental da Algebra, esta

equacao possui exatamente n raizes. Essas raizes sao chamadas de raizes n-ésimas da unidade.

Proposicao 3.5

As solucdes de z™ = 1 sao dadas por

2k .. 2k
zk:cosl—kzsml, k=0,1,...,n— L
n n

Demonstracao: Seja z = r(cos 8 + i sen #) uma solucdo da equagdo z™ = 1. Pela férmula de

DeMoivre, temos que
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2" =r"(cos nf + 1 sen nb).

Como z™ = 1 devemos ter

r=1
cosnb + 1sennf = 1,
0 que implica que
cosngd = 1
sennf = 0.

2k
Logo, nf = 0 + 2kw = 2km, ou seja, 8 = Tﬂ k € Z. Usando DeMoivre é facil ver que

2km ) 2km
ZL = c08s — + 1.sen —, keZz,
n n
satisfaz a equacao dada.
Note que se k' = k (mod n) entdo zx = 2. De fato, sem perda de generalidade, suponha que

kE'=k+3jn,j€Z 0<k<n. Entdo

' 2k’

+ 12 sen

— eos <2(k +jn)7r> + i sen (2(k +jn)7r>

n n

<2k 21rjn> . <2k7r 27rjn>
= cos|—+—— ) +18en| —+ ———
n n n n

2km : : 2km .
= cos|—+2jm | + 18en| — + 27
n n

2km . 2km
= c08s — + 1s8en —
n n

2 = €08

= 2.

Entdo ha no méximo n raizes distintas zx, comk = 0,1, 2,...,n—1. Reciprocamente, se 2y’ = 2,

ou seja, se
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2k'm . 2k'm 2km . T
cos — + 18en —— =cos — + 1 sen —,
n n n n
entao
2k'nm 2km
= — + 2mm,
n n

para algum m € Z. Isso implica que k¥’ = k (mod n). Portanto, hd exatamente n raizes

2k . 2k
zk:cos—7r + 1 sen —ﬂ, k=0,1,2,3,...,n— 1.
n n

I , 2 ) 2 3
Uma observacao importante é que chamando w = 27 = cos— + 1 sen—, temos que as raizes
n n

n—ésimas da unidade sdo dadas por

Isso segue diretamente da férmula de DeMoivre. Além disso, as raizes formam os vértices de um

poligono regular com n lados inscrito no circulo unitdrio com um dos vértices no ponto (1, 0).

Exemplo 3.4

Encontre as raizes clbicas de 1, ou seja, resolva a equacéo z3 = 1.

~ , N 2km ) 2km
Usando a Proposicdo 3.5, tem-se que as raizes de z° = 1 sd0 z; = cos 5 + 1 sen R k=

0,1,2.

Assim,

e k=0=>2p=cos0 + 18en 0 =1,

21 2 -1 \/§

= 21 cos3 +zsen3 2+12
41 . 4 -1 /3

29 cos3 —I—zsen3 > 12
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[NJEN

Figura 3.17: Raizesde 28 =1

Observe que zg, 21 € 22 possuem médulo igual a 1. Esses trés pontos sao vértices de um triangulo
equilatero inscrito no circulo unitario, com um vértice em 1. Note ainda que se w = z;, entdo 2z, = w?> = w

e w? +w + 1 = 0. Serd utilizado essa informacdo no préximo capitulo.
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CAPITULO 4

Aplicacoes dos numeros complexos a

Geometria Plana

Nesse capitulo, mostra-se algumas aplicacdes dos nimeros complexos a Geometria Plana. O ob-
jetivo é apresentar resultados envolvendo os pontos notdveis de um triangulo, em especial demonstrar
o Teorema de Napoledo e o Teorema do Circulo dos Nove Pontos, mas agora usando uma abordagem

através dos niumeros complexos. Esse capitulo foi baseado na referéncia [4].

4.1 Semelhanca de triangulos

A primeira aplicacdo é sobre a semelhanca de dois triangulos em termos de nidmeros complexos.

Sera determinada uma condicdo necessaria e suficiente para que dois triangulos sejam semelhantes.

Dados os nUmeros complexos 21, 25 € 23, denota-se por Az;2523 0 triangulo cujos vértices sao 21, 2o
e z3. Quando for especificada a ordem dos vértices de um triangulo, ele serd dito orientado. A orientacao
é positiva se os vértices sao orientados no sentido anti-horario. A orientacao é negativa se os vértices

sao orientados no sentido horario.

Os tridangulos Az12023 € Awiwsws possuem a mesma orientacdo se ambos forem positivamente
orientados ou ambos negativamente orientados. Os triangulos possuem orientacdes opostas se um

deles tiver orientacao positiva e o outro orientacao negativa.
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2 &

)
& X w &3 &2

Figura 4.1: Orientacao de triangulos

Definicao 4.1

Sejam z1, 23, 23, W1, Wa € w3z hUmeros complexos. Diz-se que os triangulos Azi2223 € Awiwows SA0
semelhantes com a mesma orientacao, e indica-se por
Azlzgzg ~ AW1W2LU3,

se o0 angulo em 2z é igual aquele em wy, k = 1,2, 3, e se eles possuem a mesma orientacdo, ou
seja, estdo ambos no sentido anti-horario ou ambos no sentido horario.
Caso os triangulos possuam orientacdes opostas (um no sentido horario e outro no sentido anti-

horério), diz-se que eles sao semelhantes com orientacdo oposta e escreve-se

A212223 ~ AwleUJ3 (ODOStOS).

Nesse caso, tem-se ainda que o vértice z; corresponde ao vértice wg, k = 1,2, 3.

Sera fixado algumas notagdes ao longo desse capitulo. Ainda serd usado || para denotar que duas
retas (segmentos de retas ou vetores) sao paralelas, e a notacdo L para indicar que sao ortogonais.
Sendo a e B nimeros complexos, o vetor com ponto inicial em a e ponto final em g é denotado por oTﬁ).

Foi visto no capitulo anterior que 07/% =p-a.

Considere os numeros complexos distintos a, 8,7 € C. Entao

arg =% — arg () -arg (7-a)

. , —
= angulo orientado do vetor oﬁ ao vetor af
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Proposicao 4.1
Dados os numeros complexos distintos «, 8,7 € C, tem-se que a, § e v sao colineares se, e so-

ﬁ_QER
'y—a

mente se,

Demonstracao: A colinearidade de a, 8 e ¥ é equivalente a

argﬂ_iz: arg (B —a)—arg(y—a)=0 ou .

~ . . . -—a
Logo, pela Proposicao 3.3 isso é equivalente a 5 a eR.

Segue da Proposicao 4.1 que qa,f,vy sdo colineares < 5_3 €ER & ’Ij_a

[
Rl |

</ | ™|
|

Proposicao 4.2
Dados os niumeros complexos distintos a, 8,7 € C, tem-se que aT% é ortogonal a a7 se, e somente

—a . .
ﬂ € puramente imaginario.

se,

65
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Demonstracao: A ortogonalidade de oﬁ e cﬁ' é equivalente a

g—a oom 3
arg’y_a—arg(ﬂ a) —arg (y a)—2 ou 5

(o7 . . s
ser puramente imaginario.

Logo, pela Proposicao 3.3 isso é equivalente a

Assim, pode-se concluir da Proposicao 4.2 que

oﬁ L oﬁ = 5_2 é puramente imaginario
& ﬁ_‘"+f‘f = 0.
Yy—a F-—a

Os resultados acima podem ser generalizados considerando agora quatro pontos distintos «, 8, 7,

d € C. Temos que

Bl o P %cr

6—r
o Pz _F-a
00— 0—7
p . —(% . . —a
Além disso, a—ﬁ) e 0 possuem mesmo sentido (ou sentidos opostos) se, e somente se, 5= é um

nUimero real positivo (ou negativo). Da mesma forma, pode-se verificar que

oﬁJ_fﬁ & /Z_j € puramente imaginario
& p-a + é_f — 0.
b—v -7

Observacao 4.1

Sejam dois nUmeros complexos z; e z2. Se |z1| = |22| € arg z1=arg 22, entdo z; = 2z».

Agora, pode-se provar o primeiro teorema sobre semelhanca de triangulos.
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—| Teorema 4.1 |
Os triangulos Az12023 € Awiwows sdo semelhantes com a mesma orientacdo se, e somente se,

22— 21 Wy —wp
z3 — 21 _0.}3—6(}1.

A Ultima igualdade é equivalente a

zZ1 Wi 1
Zo  Wo 1| =0.

z3 LU31

Demonstracao: Dois triangulos sdo semelhantes se, e somente se as razdes dos comprimentos

de dois lados correspondentes sdo iguais e os angulos correspondentes entre os lados sdo iguais

levando-se em conta a orientagao. Entdo,

Az12223 ~ AW1W2W3

22 — 21 Wo — W1 22 — 21 W2 — w1
< = |/ e arg = arg

23 — 21 w3 — Wi 23 — 21 W3 — W1

22— 21 Wy — w1

23— 21 B w3 —wy

Falta mostrar que a Ultima igualdade é equivalente a

21 Wi 1
Zo2 Wo 1|=20

23 w31

Note que

20 — 2 wo — W
2 L _ 2 ! <~ (22—21)-(0.}3—0}1):(23—21)-(0.}2—0}1)

Z3— 21  Ws—w
& 2oW3 — 2oW1 — 21W3 + Z1W1 = ZaWs — 23W1 — Z1Wo + 21W1
& 29W3 — oW1 — Z1W3 — 23Wo + 23w1 + 21w = 0
21 W1 1
< 2o wo 1| = 0

z3 (U31
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—{ Corolario 4.1 |

Os triangulos Az;2523 e Awiwowz Sao semelhantes com orientacao oposta se, e somente se,

22 — 21 Wo — W1
23— 21 W3 — Wi
A Ultima igualdade é equivalente a
21 wp 1
29 Wy 1|=20
23 W3 1
Yy _
w3
<3
22 21| WA W3
X
w1 wWs

Figura 4.2: Semelhanca de tridngulos (com orientacao oposta)

Demonstracao:

orientacao oposta. Além disso, os triangulos Awiw-w3 € Awy Ws w3 sao semelhantes com orientacao

Temos por hipdtese que os triangulos Az 2523 € Awjwows Sa0 semelhantes com

oposta. Entdo os triangulos Az;2523 € Awy ws w3 Sao semelhantes com mesma orientacao. Assim,

A212223 ~ Aw1w2w3

Logo, o resultado segue do Teorema 4.1.

(opostos) & Aziz223 ~ Awy Ws W3.
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Exemplo 4.1
Sejamz; = 0,20 =1,23 =21, w1 =0, wy = —1 € w3 = —2. Os tridangulos Az;2523 € Aw;wsaws SA0
semelhantes com orientacao oposta, pois

22—z 1-0 1 —1 . ws—wr _ 1—0  —1

z3—2z1 20—-0 20 2 ws3—w; -2-0 27

Usando o Teorema 4.1, no exemplo a seguir prova-se uma condicdo para que trés pontos do plano
complexo sejam colineares.

Exemplo 4.2

Trés pontos z1, 22, € 23 sao colineares se, e somente se Azy2923 ~ AZ] 25 Z3, 0 qUe por sua vez é
21 21 1

equivalentea |z, z5 1| =0

zZ3 Z31

22
<1

3

Demonstracao: Como foi visto na consequéncia da Proposicao 4.1, os pontos z1, 22, 23 sao coline-
Z2—21  Zy— 21 .
ares se, e somente se = ———, ou seja,
23 — 21 23 — 21

21 z1 1
29 221:0

23 z3 1

Mas, pelo Teorema 4.1 isso é equivalente a Az12023 ~ AZ] 25 23
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A proposicao a seguir fornece uma maneira de descobrir se um dado tridngulo é equildtero através
de uma relacdo entre seus vértices e as raizes 1,w e w® da equacdo z3 = 1. A ideia central é verificar se

o tridangulo dado é semelhante ao tridngulo Alww?, o qual é equilatero.

Proposicao 4.3

Sejam z1, 22 e z3 no plano complexo e considere as raizes 1,w e w? de z3 = 1 dadas no Exemplo
5.2. Entdo Az;z,23 é equildtero se, e somente se, Azi12523 ~ Alww? ou Az1z923 ~ Alw?w. Ou

seja, Az12023 é equildtero se, e somente se, z; + wzs + w?z3 = 0 ou 21 + w?zy + w3 = 0.

Demonstracao: No Exemplo 5.2 viu-se que w? +w +1 = 0, o que implica que 1 = —w — w?. Assim,

w? = —w-1
2

wow = w-(—w-1)
wd = —wi—w
wd =1

wow? = w-l
wt = w

Segue que o triangulo Az;2523 é equildtero se, e somente se, Azi2523 é semelhante ao trian-

gulo Az32125 com a mesma orientagao. Assim,

A212223 éequilétero =4 Azlz223 ~ AZ32122

zZ1 23 1
< |z 21 1| = 0

zZ3 29 1
f=4 Z% + Z% + 232) — (2223 + 2129 + 2123) =0
& 22+ 22+ 22 — 2023 — 2122 — 2123 =0
& 22+ 22+ 22 + (WP +w)zazs + (WP + w)z122 + (W2 + w)2z123 = 0
& 22+ 22 + 22 + w23 + w2ozs + w2120 + w2120 + wW22123 + w2123 =0
& 22+ +wlzizo + wzizs + weize + wi2E + w?zozs + w2123 + whaezs + w2l =
& z1(21 + wlzs + wzs) + wza(zy + wlzs + wzs) + w?z3(2y + wlzs +wzz) =0
& (21 Fwzs +w?23) (21 + wlzy +wzz) =0
& 4wzt wizz=0 ou 2z +w?zy+wzz =0.

Logo,
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VAl 1 1 21 1 1
Azi292z3 éequildtero & |25 w 1|=0 ou zs w? 1/=0
z3 w? 1 23 w 1

& Azizazs ~ Alww?® ou  Azjzazz ~ Alw’w.

A seguir apresenta-se uma aplicacao da Proposicdo 4.3 em um problema de célculo de area de um

triangulo.

Exemplo 4.3

Considere as retas [y, 15,13 paralelas uma a outra com I5 entre I; e I3. A distancia entre l; el é
igual a a e entre l; e I3 é igual a b. A drea de um triangulo equildtero tendo um vértice em cada

3
uma das trés retas paralelas é dada por A = 3 (a? + ab + b?).

(a + b)l < 5

at lz

Demonstracao: Escolhendo as coordenadas dos vértices como na figura acima. Fixa-se um vértice
em at € move-se um outro vértice ¢t no eixo real e, assim, tenta-se encontrar a posicao do terceiro

vértice z na reta l3. Como o triangulo acima é equildtero tem-se

z 4 aiw + tw? =0 (w? +w+1=0).

“1+4v8 o, -1-iv8

w® = ———— segue que
5 5 gueq

Sabendo que w =
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z = —aiw — tw?

z:—ai<

—1+1i+/3 . —1-1i/3
2 ) U 2

ai—ai2\/§+t+ti\/§

2z =
2
L ai+a+v/3+t+114/3
- 2
,_oV3+ttiaittive
B 2

z:%[(a\/g+t)+i(a+t\/§)]

Como o terceiro vértice z estd na reta $z = a + b, entdo

=

1

a+tyv3=2a+2b
tv/3=2a+2b—a

t= \}g(a+2b)

Entdo para encontrar o comprimento do lado do triangulo basta calcular

It — ai|?

t2 + (—a1)?
o]
——(a+2b)| +a?%?
V3

1 2,2
§(a+2b)+a

1, o 2 2
g(a +4ab+4b°) +a

a® + 4ab + 4b* + 3a?
3

402 + 4ab + 4b?
3

(a? + ab + b?).

ol
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2
3
Como a érea de um triangulo equiladtero de lado z é w, a area procurada é
1 4 2 3 3
A= 53 (a® + ab+b%) - sen (g) =3 (a2—|—ab+b2)\2f = \3f (a? + ab + b?).

4.2 Equacao de reta

Proposicao 4.4

Dados dois pontos distintos z; e 25 no plano complexo a equacao da reta que passa pelos pontos

21 e 2o é dada por

2(z1 —23) —2Z(22 — 21) + 2122 — 2122 =0

Demonstracao: Seja z um ponto arbitrdrio dessa reta. Como z, z; e 2z; sao colineares, segue do

Exemplo 4.2

Zlﬂlzo

29 29 1
Isso implica que z satisfaz
(221 + 222 + 2123) — (212 + 222 + 2021) = O
= 221+ 202+ 2125 — 212 — 225 — 2921 = O
= 221 — 222 — 212 + 22Z — 2221 + 2122 = O
= 2(z71—%3) —Z(20 —21) + 2125 — 7122 = 0
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Proposicao 4.5

Dados trés pontos distintos 27, 25 e 23 no plano complexo, a equacao da reta que passa por 23 e é

perpendicular a reta que passa por z; e 25 é dada por

(22 — 21)z + (z2 — z1)z = 23(Z2 — 71) + Z3(22 — 21).

Demonstracao: Seja z um ponto arbitrdrio da reta perpendicular do enunciado. Foi visto que
z_zg,)ezlz; sao perpendiculares se, e somente se
Z — 23

——— éimaginério puro.
22— 2

Isso é equivalente a

Logo, z satisfaz

(22 — Z]_)E-’- (72 — Z)Z = 23(72 — Z) +73(22 — Z]_).

Proposicao 4.6

Dados dois pontos distintos z; e 25 no plano complexo, a equacao da mediatriz do segmento de

reta que une 2; e z5 é dada por

2(Zz — 71) + 2(22 — 21) + |21)* — |22)* = 0.

<1 <2
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Demonstracao: Seja z um ponto arbitrdrio dessa reta. Entdo Azz12o ~ Az2z,z; (opostos). Assim

pelo Corolario 4.1 segue que: .

21721:0

29 z1 1
Isso implica que z satisfaz
& 225+ 292 + 2121 — 212 — 221 — 2229 = 0
& 22y — 221+ 222 — 212 + 2121 — 2222 = 0
— =\, = 2 2
& z2z(ze—71)+2z(z2—21)+ |21]" — |22 = 0

A seguir, apresenta-se a equacdo paramétrica da reta que passa pelos pontos 2; € z; do plano
complexo. Suponha que z seja um ponto qualquer da reta que passa pelos pontos z; € 2. Como z, 21 €

25 sao colineares, segue da Proposicao 4.1 que

z2—2
2 eR.
21 — 29
Logo,
z2—2z
2 =t teR.
Z1 — 22
Assim,

z— 21 =t(z2 — 21),

de onde segue que

z2=(1—-1t)z; +tzs, tER.

Observe que se se z é um ponto do segmento ligando z; e 23, entdo

z2=(1—-t)z1+tzo 0<t <1
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Exemplo 4.4

Sejam z1, 2o e z3 pontos arbitrdrios do plano complexo. A equacdo paramétrica da mediana rela-

tiva ao lado 2523 do triangulo Az12523 é

2= (1—t)z +¢ 215

0<t< 1.

o , 20+ 2
De fato, como o ponto médio do segmento z5z3 é 2 5 3

, @ equacdo paramétrica da mediana

relativa ao lado 2523 do triangulo Az;2525 é

z:(l—t)zl—l—t# 0<t<l.

4.3 Pontos notaveis de um triangulo

Nessa secdo serd calculado os pontos notaveis de um triangulo, mas agora usando a teoria dos

numeros complexos. O resultado abaixo fornece o circuncentro de um triangulo a partir de seus vértices.

—| Teorema 4.2: Circuncentro |

Sejama, B, € Cos vértices de um triangulo qualquer. As mediatrizes dos trés lados do triangulo

Aafy se encontram em um ponto 2z, dado por

_ !a|2(ﬂ—’7)+!ﬂf (y—a)+ 7 (a—B)
‘ a(f—7)+B(y—a)+3(a-p)

Esse ponto é o circuncentro do triangulo.

Demonstracao: Sejam os trés vértices A, B, C representado pelos trés nimeros complexos a, 8, 7,

respectivamente. Entdo segue do exemplo anterior que a equacao da mediatriz do lado BC' é obtida
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de

Assim,

Da mesma forma, para encontra-se a mediatriz referente ao lado AC, faz-se

Assim,

<

N

™ =

2Y+7Z+BB—-PZ—28—-77=0
Y~ 2B +7Z — P+ PP -7 =0
2(7—B)+z(v—B)+ B - > =0
B = > = —2(v - B) — (7 — B)
B> = > = 2(B —7) —2(8 - 7).

N
N

2
Ql

2ZYt+yz+aoaa—az—za—yy =0
Zy—za+9z—az+aa—9y=0
2(Y—a) +z(y —a) +|af’ — |y =0
o = [41* = —2(7 — @) —2(y — @)

jo? = 17 = 2(@ = 7) + Z(a - 7).

(1)

(1)

E por fim, para encontrar a mediatriz referente ao lado AB faz-se:

0 que é equivalente a
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2B+ Bz+aa—az—za—BB=0
& z2B-za+pPz—az+aa—BB=0
e zB-a)+z(B-a)+lal’ |6 =0
& laf —|p” = —2(f ~ @) ~Z(f - @)

& o — |87 = z(a — B) +z(a — B). (111)

Se somar quaisquer duas das trés equacdes acima tem-se a terceira. Isso indica que a solucao
de quaisquer duas dessas equacoOes satisfaz a terceira automaticamente, ou seja, a intersecao de
guaisquer duas dessas mediatrizes estd na mediatriz restante. Resolvendo o sistema de equacdes

gue consiste em duas equacdes quaisquer das trés, obtém-se o circuncentro.

Isolando z em (I1), laf> = |7 = z(@a—7) + Z(a — 7)

= z(@-7) +zla-7) =laf -y

= Z(a—9)=lof ' —z(@-7)

o = |7 — 2(@ - 7)

B CE

Substituindo z obtido acima em (III) segue que

z(a—B) +z(a— B) =|af — |8

fa—p)+ 2@ gy e e

(a—7)
z(@— B)(a—7) +[lof® — [y — 2@ =)@~ B) _ (lof® ~ [B*) (e~ )
(a—7) (e =)

2@~ B)la —7) - 2@~ (e~ ) +|af (@~ B) ~ 11 (= B) = (laf’ = 1B)(e~ )
2@ B)a-7-@-7a-p)=laf (a7 -8 (@- - o (@ B) + 1 (@ - )

Isolando z tem-se
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. MFM—vkﬁﬂﬂa—vrﬂﬂﬂa—ﬂrﬂﬂﬂa—m
(a@-pB)a—-7)—(@—7)(a-p)
o a—lal®y— B a+ By —lafa+|af B+ 1 a— B
aa —ay — fa+ fy — (aa — af — ya +7B)
—loPy—1BPa+|BPy+ o> B+ v a—|y’B
aa —ay — fa+ fy —aa+af +7a - 7P
!aPﬁ—Wafvjﬂﬂﬁj—ﬂﬂfa+ﬂﬂ2a—%ﬂ2ﬂ
—ay—Pa+pfy+af+ya -7
lo” (B = 1) +1BI” (v — &) + [7* (e = B)
af —ay+ py — Pa+7ya—7p
MFW—WPH@WW—a%Hﬂ%a—ﬂ)
a(f—v)+B(y—a)+y(a—B)

Foi visto no Exemplo 4.4 que a equacao paramétrica da mediana relativa ao vértice z; do triangulo

Azi12523 é dada por

2=(1—t)z +¢ 215

0<t<1.

Assim, para obter o baricentro do triangulo Az; 2523, basta encontrar o ponto que divide a mediana

. . . . 2 . .
na razao 2 para 1 internamente. Esse ponto é obtido substituindo ¢ = — na expressao acima. Fazendo

isso obtém-se P 1_% z1+gM
3 3 2
=2 = u+g (o)
z2 = —z21+-(20+2
321t 5 (22t 28
1
=z = 5(21—1—224-23)
<3
L2+X3
G 2
@

22

<1

Figura 4.3: Baricentro de um triangulo
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Como essa expressao é simétrica com relacdo a z1, 23 € z3, esse ponto também pertence as me-
dianas relativas aos outros dois lados restantes do triangulo Az;z523. Com isso, tem-se a seguinte

proposicao:

Proposicao 4.7

As trés medianas de um triangulo qualquer AafBvy se encontram em um Unico ponto, o qual é
chamado de baricentro ou centréide do triangulo e é dado por
1
2= (@+B+9)
o
b=
B Y

O préximo resultado fornece uma expressao para o ortocentro de um triangulo em funcdo de seus

vértices.

Proposicao 4.8

As trés alturas de um triangulo qualquer Aafvy se encontram em um Unico ponto, o qual é cha-

mado de ortocentro e é dado por

Zo=a+p+.
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Demonstracao: Da Proposicao 4.5 tem-se que a equacao da reta suporte da altura relativa ao

vértice a, que é perpendicular ao lado g+, é dada por

(B-7zZ+(B-7)z=a(f—-7)+a(B—7)

Da mesma forma, obtém-se as equacoes das retas suporte das alturas relativas aos vértices

B e . Assim, temos um sistema com as trés equacoes

No sistema acima, qualguer uma das trés equacdes é combinacao linear das outras duas.
Sendo assim, o ponto de intersecao de duas delas também satisfaz a terceira equacao restante.
Isso significa que existe um ponto de intersecdo das trés alturas. Falta encontrar quem é esse ponto.
Para isso, suponha, sem perda de generalidade, que o triangulo estd inscrito no circulo unitario com

centro na origem. Entdo |a| = |8| = |y| = 1. Disso, segue que

_ 1 7_1
) ﬂ_E e'y—’y

_ 1
a=—
o

Substituindo as igualdades acima nas duas ultimas equacdes do sistema segue que

Assim,

1 a z 1 ¥ z

« By Br 7 aB  ap’

0 que é equivalente a
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By —a?+za=Pa—%+zy
& za—zy=a? -9 +aB — By
& (a-mMz=(a+7)(a-7)+pba-7)
& z=a+pB+17.

A seguir, um exemplo do calculo do circuncentro, baricentro e ortocentro de um triangulo

usando os seus vértices.

Exemplo 4.5

V2 2. V2 o V2,

Considere o triangulo cujos vérticessdoa =1, g = e + 71 ey=—— 71. Temos que

2
laf =18l =[v[=1.

Assim, o circuncentro é dado por:

__B-m+hr-a)+(a-F)
a(f—7)+B(y—a)+7(a-5)

=0.

c

Logo, o circuncentro estd na origem do plano complexo.

O baricentro é dado por

Finalmente, o ortocentro é

Zo=(a+B+7)=1- V2.
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-14 -12 *1 -08 -06 Fo4 -02

fo2
/04

-06

’Y -08

Figura 4.4: Exemplo

4.4 O Teorema de Napoleao e Ptolomeu-Euler

A seguir, serd vista a demonstracao do Teorema de Napoledo usando a teoria dos nimeros comple-
x0s. Apesar da demonstracao desse teorema usando apenas conceitos geométricos nao ser complicada,
a prova abaixo é bem mais simples e de facil entendimento. Uma vez explicada a condicdo de seme-
Ihanca de tridangulos e a condicdo para que um triangulo seja equildtero usando nimeros complexos,
essa demonstracao é acessivel e pode ser trabalhada com os alunos do Ensino Médio, como aplicacao

da teoria de nimeros complexos.

Teorema 4.3: Teorema de Napoleao

Em cada lado de um triangulo arbitrario, desenhe um triangulo equildtero exterior. Entdo os bari-

centros desses trés triangulos equildteros sao os vértices de um quarto triangulo equiladtero.
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&
&

Demonstracao: Sejam Az;z,z3 0 triangulo dado e Aw12z322, Azswaz1, Azsziws tridngulos equilate-
ros com mesma orientacdo do tridngulo Alww?, onde w? + w + 1 = 0. Sejam (1, (s, (3 0s baricentros
dos triangulos equilateros Awi2329, Azzwaz1, Azsz1ws, respectivamente. Usando a Proposicao 4.3

tem-se que

wi +wzz+wzy = 0
23+ wws +w?z;, = 0
2o +wz1 + w2w3 = 0

Para provar que A(;(x(3 é equildtero, serd mostrado que (1 + w(s + w?{s = 0. Sabe-se que o

baricentro do triangulo Az1z223 é dado por

1
Zp = 5(21 + 22 + 23).

Assim,
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w w?
-(wl+23+22)—|—§'(Z3+(/J2+21)+?~(22+Z1+LU3)

(+wl+w?( =
. [(w1 + z3 + Zz) + (U(Z3 + [175) + 21) + 0.}2(22 + 21 + 0.}3)]
. [w1 + 23+ 22 + W23 + W + W21 + (/J222 + (/J221 + (/J2(JJ3]

. [(wl + w2z3 + wzzg) + (2'3 + wws + UJ221) + (Zz + w2z + w2w3)]

(0+0+0)

Wk, Wk, WRrRr WEFEr Wk

Il
©

Portanto, {; + w(s + w?(3 = 0 e usando novamente a Proposicdo 4.3 segue que A(;(>2(3 é equilatero.

Também podemos provar o Teorema de Napoledo através da demonstracdo alternativa abaixo.

Demonstracao: (Demonstracdo alternativa para o Teorema de Napoledo)

Como Aliz3zo ~ A0lw, tem-se que

¢ 01
23 1 1= 0.
2y w 1

Logo,

20 —WZ
C1+w23—z2—w(1:0:>(1(1—w):z2—wz3:>§1:H

Do mesmo modo, para {, e {3 obtém-se

z3 — W2y
(o= —F——

21 —W2s

1—w 1—w
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Assim,

2 . 29 — W23 23 — W2y 921 — W22
1 +wh+wi( = —w +w< T >+w T
1 2
= 1 (22 — wz3) + w(zz — wz1) + w?(21 — w2za)]
1 2 2
= 1_w-[(22+wz?,+w 21) — (22 + wzs + wz1)]
1
= ——(0-0=0

Logo, A¢1(=(3 é equilatero.

Sejam a, B, e § nimeros complexos. E facil verificar que a seguinte igualdade é verdadeira

(a=B)(y—=9)+(a=38)(f—7) = (a—7)(B-9)

Assim, usando a desigualdade triangular, encontra-se

la =76 = 4] = [(a = B)(y =) + (a =) (B —7)| < |a—Blly = é[+]a—6[|6 —7].(+)

O objetivo é determinar quando a desigualdade acima se torna uma igualdade. Foi visto na de-

~ . 21,
monstragao do Teorema 3.4 que a igualdade ocorre em |z; + 22| < |z1] + |22| se, e somente se — é um
22
numero real positivo (com z; - 22 # 0).

Logo, voltando na desigualdade (), queremos determinar uma condicdo que garanta que
(o — B)(y —9)
(a—0)(B—17)

seja um nUmero real positivo. Mas,
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(a— B)(y - &)
(a0 1) "
(a-B) /(x-F)

@ (a—5)/('7—5) <0

o (25 /428) - on(32) o (19) = st

Pela Proposicdo 2.1 segue que ¢, B, ¥ e d sao conciclicos, ou seja, estdao no mesmo circulo (ou reta)

e a e -y estdo em lados opostos da corda formada por g e 6.

Figura 4.5: Pontos conciclicos (ou colineares)

, voltando na desi-

Como a distancia entre os pontos o e 8 no plano complexo é dada por |a — 8

gualdade

la =716 = 4| < |o = Blly = &[ +|a = 6]|6 7|

e associando «, 8, v e  aos pontos A, B,C e D no plano, segue o seguinte teorema:

,—[ Teorema 4.4: Ptolomeu-Euler ]

Dados quaisquer quatro pontos A, B,C e D no plano, tem-se que

AB-CD+ BC-DA> AC - BD.

A igualdade se verifica se, e somente se, os quatro pontos forem conciclicos (ou colineares) e

estiverem em ordem alfabética (no sentido horario ou anti-horario).
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O resultado acima afirma que um quadrildtero é inscrito em um circulo se, e somente se, o produto
das medidas de suas diagonais for igual a soma dos produtos das medidas dos pares de lados opostos.
O nome do teorema se deve ao fato da igualdade ter sido descoberta por Ptolomeu e o caso geral por

Euler muito tempo depois.

Definicao 4.2

A expressao (a, f;7,0) := (a — Z) /(’g — g) é chamada de razao cruzada dos quatro pontos
a J— J—

a,B,7ed.

A razdo cruzada também pode ser escrita da seguinte forma:

e =(355) /(5=3) = (5=3) / (5=3)

Utilizando a Definicdo 4.2 e as observacdes acima, obtém-se o seguinte resultado:

Corolario 4.2 }

Quatro pontos a, 8,7 e d sdo conciclicos (ou colineares) se, e somente se, (o, 8;7,d) € R.

O caso em gue pontos sdo colineares é considerado como um caso particular de conciclicos.

Exemplo 4.6

Os pontos 1, 2, —1 e —2 sao conciclicos. De fato, pois a razdo cruzada é dada por

1+1 i+1\ [ 2 20\ 44 _ 43 _4¢_2€R
1+1 i+i1) \143 1+1) 1421+ 1+42i—1 2 '

O Teorema de Ptolomeu se torna o Teorema de Pitdgoras no caso em que o quadrildtero inscrito é

um retangulo.
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Corolario 4.3: Pitagoras

Em um tridngulo retangulo AABC, sendo em C o angulo reto tem-se que

BC® + AC® = AB°

Demonstracao: Seja D um ponto do plano tal que o quadrildtero AC BD seja retangulo. Como a
soma dos angulos opostos é 7, segue da Proposicdo 2.1 que os pontos A, B, C e D sdo conciclicos.

Entao pelo Teorema 4.4, encontra-se

AC-BD+ BC-AD = AB-CD.
Como ACBD é retangulo, seque que AC = BD, AD = BC e AB = CD. Assim,
AC-AC+BC-BC = AB-AB

AC° +BC® = 4B

A seguir, segue uma aplicacao do Teorema de Ptolomeu-Euler.
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Exemplo 4.7

Seja ABCDE um pentdgono regular de lado [ inscrito em um circulo de raio r, P o ponto médio
do CD e d o comprimento de uma diagonal. Entao
dl+12 = d? e 2zd = 2rl,

onde z é o comprimento do lado de um decdgono regular inscrito em um circulo de raio r. Além

d
disso, se ¢ := L 7 entdo p satisfaz ¢ = ¢ + 1.
z

A

Figura 4.6: Exemplo - Pentdgono Regular

Demonstracao:

Aplicando o Teorema de Ptolomeu-Euler aos quadrildteros ACDE e ACPD. De acordo com a

Figura 4.6, tem-se que

AC-DE+AE-CD = AD-CE
=d-l+1-1 = d-d

12 d?
TETE T B
4y = &

l I
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Figura 4.7: P é ponto médio do arco CD

Agora, de acordo com a figura 4.7, segue que

AC-PD+AD-CP = AP-CD

=d-z+d-z = 2r-l
=2dz = 2rl
=dr = 7l
L _r
Iz
d2

segue que ¢ = p + 1.

r 4 d
Sendoyp = — = - ecomo - + 1=
endo ¢ ; € como - B

Observamos que ¢, a razao do raio r com o lado z do decagono regular inscrito, é a conhecida

. 1+ 5
razao aurea p = T
De fato,
2 1 1
sen18°—%:£-f:f-£
r 2 r 2 r
5—-1
Sabendo que sen 18° = V5 , segue que
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vVE—-1 1 =z
4 2 7
_ (W1 =
2 r
_or_ 2
z  (VB-1)
r 2(v5+1)
- r_4dvorl)
4
r_(VB5+1)
T YTt 2

Um resultado interessante em que o Corolario 4.2 foi fundamental, é o Teorema de Clifford

—| Teorema 4.5: Clifford |

Suponha que ha quatro circulos Cy,C5,C3,Cs em um plano, com C; e C5 se intersectando em

z1 e wy, Cy e C3 se intersectando em 25 e wy, C3 e C4 se intersectando em 23 e wz e C1 e Cy
se intersectando em z4 e wy. Entdo os pontos zi, 29,23 € 24 Sd0 conciclicos se, e somente se,

w1, Wa, W3 € wy SA0 conciclicos.

Cs
Co

Cs

Figura 4.8: Teorema de Clifford
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Demonstracao: Por hipétese, as seguintes quatro razées cruzadas sao ndmeros reais

21 —un
'wg—'wl’

22 — W2

w3—w2’

24 — Wy

21 — 22
(21,w2; 22, w1) =

Wa — 22

22 — 23
(Z2,1.U3;23,’LU2) =

W3 — 23

23 — 24
(23, Wa; 24, w3) =

Wyq — 24

24 — 21
(Z4,1.U1;Z]_,'LU4) =

wp — 21

Logo,

(Z]_,'LUQ;ZQ,'LU]_)
(22yw3; Z3,'LU2)

(23, wa; 24, W)

(24, Wi, 21, 'w4)

23 — W3
’LU4—'LU3,

'wl_w4'

VAR 21— W 23 — 2 23 — W
A e ek e
o zZo — 23 29 — W2 Z4 — 21 24 — W4
’LU3—23/’LU3—’LU2 ’LU1—Z]_/’LU1—’LU4
(21 — 22)(wa2 — w1)(23 — 2a)(wa — w3)
_ (w2 — 22)(21 — wi)(wa — 24)(23 — w3)
(22— z3) (w3 — w2) (24 — 21)(w1 — wy)
(w3 — 23)(22 — w2)(w1 — 21) (22 — wa)
_ (71— 2zo)(wa — w1 ) (23 — 24)(wa — w3)(ws — 23)(22 — wa)(w1 — 21)(24 — wa)
(w2 — 22)(21 — w1 )(wa — 24)(23 — ws)(ws — 23)(22 — w2) (w1 — 21)(24 — W)

(21 — 22) (23 — 24)(w1 — w2) (w3 — wy)
(23 — 22)(21 — 24)(w3 — w2)(w1 — wa)

21— 22 21 — 24 w1 — Wy
N zZ3 — 22 zZ3 — 24 W3 — Wa

= (21,23;2224) - (W1, w3; Waws)

=

é um numero real. Entdo, (21, 23; 2224) € real se, e somente se (w1, ws; waws) é real. Isso significa

gue os pontos z1, 23, 23 € 24 Sa0 conciclicos se, e somente se, wy, Wy, W3 € wy SA0 conciclicos.

Dize-se que n retas em um plano estao em posicao geral se nao houver duas delas paralelas e se

nao houver trés delas se encontrando em um Unico ponto.
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Chama-se a intersecdo de duas retas na posicao geral de ponto de Clifford. Se trés retas esti-
verem em posicdo geral, obtém-se trés pontos de Clifford, onde cada ponto é a intersecao de cada par
dessas retas. O circulo que passa por esses trés pontos é chamado de circulo de Clifford das trés

retas. Esse circulo é cincunscrito ao triangulo formado pelas trés retas.

4.5 O Circulo dos Nove Pontos

Nesta secdo, apresenta-se uma demonstracdo do Teorema do Circulo dos Nove Pontos utilizando
a teoria dos nimeros complexos. Tal prova é algo interessante para trabalhar com os alunos do En-
sino Médio, mostrando a importancia dos nimeros complexos na demonstragao de um resultado t&o

interessante da geometria.

Primeiramente, dado um tridngulo AABC, escolhe-se o circuncentro O como sendo origem do
plano complexo e sejam a, 8 e v 0s nimeros complexos representando os vértices A, B, C, respectiva-
mente. Sem perda de generalidade, vamos supor gue o circulo circunscrito ao tridngulo possui raio 1,

ou seja,

al = |B| = || = 1. Da Proposicao 4.8, segue que ¢ = a + B + 7 é o ortocentro do triangulo

AABC. Associa-se ¢ ao ortocentro do triangulo.

A (o)

B (B)

c)

Figura 4.9: Circulo dos nove pontos (1)

1
Sendo o circuncentro O a origem do plano complexo, entao % = §(a + B + 7) é o ponto médio do

segmento de reta unindo o circuncentro O e o ortocentro ¢. Seja D o ponto médio D do lado BC. Entao

0 nimero complexo associado a D é p ; fy. Assim, a distancia de % a D é calculada da seguinte forma:
Bty _of_|Bty—o|_|-af_|of 1
2 2 2 2 2 2
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oA o ., Ly .
Da mesma forma, calcula-se as distancias de 5 até o ponto médio E do lado AC e até o ponto

1
médio F' do lado AB. Essas distancias também sao iguais a X pois

aty o _|Al_1
2 21 2 2
e
atp o |y _1
2 21 2 2

B () cw

Figura 4.10: Circulo dos nove pontos (2)

. . oA o T . P p
Além disso, a distancia de 3 ao ponto médio do segmento ligando o ortocentro o e o vértice A é

a+oc o
2 2

Do mesmo modo, as distancias de

1
segmento CH também sao iguais a 5

A (o)

B (B) cw

Figura 4.11: Circulo dos nove pontos (3)

ao ponto médio do segmento BH e ao ponto médio do
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Para encontrar o pé A da perpendicular ao lado BC que passa pelo vértice A, primeiramente

calcula-se o ponto o/, onde o’ é o ponto onde a perpendicular intersecta o circulo circunscrito novamente.

Entédo o' deve satisfazer as seguintes condicbes

oz)’J_/?y, ld'[=1 e ad=#a

A (o)

B (P) cw)

a

Figura 4.12: Circulo dos nove pontos (4)

Da primeira condicao segue que

a—ao

5 é imagindério puro, isto &,
-7

a—ao

Aoy
B-v B-7
— _ 1 , — 1 = 1
Como |a| = va - a = 1 segue que a = —. Analogamente, encontra-se também o' = — 6= E e
a a
¥ = ; Substituindo essas igualdades na equacao acima tem-se que:
1 1 a —a 1 1
O:a—a’+§— '_a-d 4 o _a-d gy _a—d 5 o
p-y p-v B-v Y 1  B-—v B-7v p-o 1_1
B -y B
a—ao o —-a . a—ao a-dod . a—o .
_ N ,'ﬂ v _ N N T _ <L+ﬂ T)-
- a-a B-v p-v B-7 a-«a B— a-a
a—a . L a—a .
Sendo imaginario puro, temos que # 0. Entao,
B— B—
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Ar _ = B =-1= By=—-a-a = a =-"+,
‘a a

Segue que |a| =1e p l, = —1. Entdo
a «

— —
o que implica que aa’ L Bv. Entdo a’' é o ponto onde a altura relativa ao vértice A ao lado BC encontra

o circulo circunscrito novamente. As distdncias do vértice B a o' e ¢ sdo

5
Ia+'r|=:a:-la+'r|=|a+'7|,

2.2

o

By
o

lo—Bl=la+F+7—Bl=la+1l,

respectivamente. Entdo o triangulo ABa’oc é um triangulo isésceles e A é o ponto médio de oa’. Dai,

cw

BB

a

Figura 4.13: Circulo dos nove pontos (5)

A distancia de % a A é dada por

By
‘A_E_E s BN ol 7T T | By Y|l _1
21 |2 a 2| 2 a2 2| 2 2
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oA o L .
Do mesmo modo, as distancias de 5 aos outros dois pés das perpendiculares aos lados AC e AB
) L 1 . ) oA o -
também sao 3" Desses calculos, obtém-se que as distancias de 5 aos pontos médios dos lados do
triangulo, aos pontos médios dos segmentos que unem o ortocentro aos vértices do triangulo (pontos

. N | N . o
L,M e N) e aos pés das alturas sao iguais a 5 Logo, esses nove pontos estao no circulo de centro 0 e

raio L
5

A (o)

c)

B(B)

Figura 4.14: Circulo dos nove pontos (6)

O que foi feito acima nada mais é do que a demonstracdo do seguinte teorema:

,_[ Teorema 4.6: Circulo dos Nove Pontos ]

Dado um triangulo qualquer, considere os seguintes pontos:

(i) os pés das trés perpendiculares dos vértices aos lados opostos;

(ii) os pontos médios dos trés lados;

(iii) os pontos médios dos segmentos unindo o ortocentro aos trés vértices.

Os nove pontos citados acima estdo todos no circulo, cujo centro é o ponto médio do segmento

gue une o ortocentro ao circuncentro, e cujo raio é a metade do raio do circulo circunscrito.

O ortocentro, circuncentro, baricentro e o centro do circulo dos nove pontos estdo sobre uma

mesma reta. Essa reta é conhecida como Reta de Euler do tridangulo.
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A (o))

c)

Figura 4.15: A Reta de Euler

Sejam z1, 22 e z3 trés pontos arbitrarios no circulo unitério |z2|] = 1. Foi visto que o circuncentro,

baricentro, o centro do circulo dos nove pontos e o ortocentro do Az;2223 sdo dados, respectivamente,

por

1 1
0, g(z1+z2+23), 5(21-1—22—1—23), (Zl+22+23)

: , 1
e o raio do circulo dos nove pontos é 5

Considere quatro pontos z1, 29, 23 € 24 no circulo unitario. Apenas a titulo de informacao, pode-se

definir o circulo dos nove pontos do quadrilatero 21252324 da seguinte maneira.

Primeiramente, escolha trés desses quatro pontos de cada vez. Entdo obtém-se quatro triangulos

inscritos no circulo unitario. O centro do circulo de nove pontos do triangulo Azp2324 é

1
T = 5(22 + 23 + 24).

Da mesma forma, centro do circulo de nove pontos dos triangulos Az1z3z4, Az12024 € Az12523 S0,

respectivamente,

1 1 1
Ty = 5(21 +23+24), Ts= 5(21 +2z04+24) e Ty= §(z1 + 23 + 23).

. . , T . 1 . 1
Tem-se também que os raios desse circulos sao iguais a 5 Considere o ponto T = §(z1 + 29+ 23+
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z4). Logo,
1 1

|T—T1| = 5(214-22-{—234-24)—5(22-}-234-24)
I _}‘z‘_ll_}
G R G D R
1 1 1 1
T_To| = |=.2,]=2. —~.1==
| 2| 5 2| =g lal=3 2
7Ty — 1 _1“_11_1
S P A R
1 1 1 1
T_T,) = |=.2,/==. —~.1==
| 2| g 7| =g lzl =3 2

1 . , A
Portanto, o ponto T' = 5(21 + 22 + 23 + 2z4) estd nos circulos dos nove pontos dos triangulos

A2223Z4, A212324, AZ12224 e A212223.

Note que os centros dos quatro circulos dos nove pontos pertencem ao circulo com centroem T e

.1 , . , oz
raio 5 A esse circulo é dado o nome de circulo dos nove pontos do quadrilatero z1252324.
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CAPITULO 5

Aplicacoes em sala de aula

Neste capitulo, utilizaremos os conceitos, definicdes e teoremas estudados anteriormente no
planejamento de uma aula para alunos do ensino médio, com o auxilio do software GeoGe-
bra. O GeoGebra serd utilizado para fins de demonstracdo geométrica dos conceitos sobre
pontos notaveis, semelhanca de triangulos e nimeros complexos. Vale ressaltar que as aulas
sugeridas abaixo deverao ser realizadas assim que o professor finalizar o conteddo de nime-
ros complexos. O objetivo das aulas é mostrar aos alunos algumas aplicacdes dos nimeros
complexos na geometria, de forma a fazé-los pensar a respeito da interdisciplinaridade que

existe entre os temas da Matematica.

5.1 Primeira Aula

Na primeira aula deve-se:

1. revisar os conceitos de pontos notdveis de um triangulo, fazendo a construcdao desses pontos

usando o software GeoGebra;

2. mostrar as férmulas para o cdlculo dos pontos notaveis de um triangulo usando os niimeros com-

plexos e

3. propor aos alunos um exemplo numérico utilizando os nimeros complexos no cédlculo dos pontos

notaveis.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 101



Aplicac6es em sala de aula Primeira Aula

5.1.1 Pontos Notaveis de um Triangulo

Nesse tdpico, deve-se revisar os conceitos de mediana, mediatriz, altura e bissetriz e, em
seguida, revisar os teoremas referentes ao baricentro, circuncentro e ortocentro. Pode-se

utilizar as definicdes, teoremas e férmulas apresentadas anteriormente nesse trabalho.

Para a construcao usando o GeoGebra, deve-se acessar o site https://www.geogebra.org/calculator.

Utilizando as ferramentas do Geogebra, calcule os pontos notdveis passo a passo com os alunos.

= GeoGebra calculadora | Gréfca ~ < AT
— 1 o
B O B = PontoMédio(zs, 1)
+ (0.1, -0.3)
@ C = PontoMédio(zs, z;)
0]
. (07, 0.1)
]
O D = PonteMédio(zy, z3)

v (0.2,0.4)

i = Segmento(B, zy)

+ 1.3038404810405
- »
) 4 1
e | = Segmento(C, z3)
+ 1.7029386365926
® k = Segmento(D,z3)
+ 1.4142135623731
O E = Intersec3o(i,])
- L
@,
Q

Figura 5.1: Baricentro
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GepGebra Calculadora | A Gréfica ~ <, E ENTRAR

| : Mediatriz(g) i g Py F el

—_ y = -3x

& — m : Mediatriz(h)

n : Mediatriz(f)

— v = -0.1428571428571x

F = Intersegdo(l,m) i e

— (0, 0)

G = Intersecdo(n.f)

— {-07,0.1)

H = Interseg3o(m, h)

— (02, 04)

| = Interseciol, g)

— {0.1,-0.3)

o = Angulo(F, G.25) : Tl "

— 90"

f# = Angulo(F.1.z3) Q

Figura 5.2: Circuncentro

GeaGebra Calculadora ( f\/ Gréfica ~ < E ENTRAR..

o 121 e

r : Perpendicular(z;. f)

gt = y = -0.14285T1428571x © 0.1

& K = Interseg3o(f,r)

— (-0.68. 0.24)

L = Interseg3o(p. h)

— (-02, 06)

M = Intersecie(q. g)

— (-02, -0.4)

s = Segmento(L, ;)

— 1 3416407864999

t = Segmento(K, z3)

— 1 6070562748477
@ a = Segmento(M, z;)
— 1.2640110640674
@ J = Intersegdo(s, t) i 8 A
— (-04,02)
- o
+
Q

Figura 5.3: Ortocentro

Antes de apresentar as aplicacdes dos nimeros complexos na geometria plana é importante ter
discutido sobre o plano complexo com os alunos, fazendo-se a associacdao de um nlimero complexo com

um ponto no plano.
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Agora, apresente as férmulas para o célculo dos pontos notaveis através dos nimeros complexos.
Considerando a, 8,7 € C e o triangulo cujos vértices sao a, 8 e v 0s pontos notaveis sdo calculados da

seguinte forma:

Baricentro: z, = - (a+ B + 7).

w|

Circuncentro: z. = @ (B =)+ ‘ﬁf (y—a)+ 1 (a— ,5).
a(B—7)+B(y—a)+5(a-pB)

Ortocentro: z, = a+ f + 7.

Em seguida, proponha um exemplo usando os nimeros complexos para o cédlculo dos pontos no-

taveis de um triangulo.

Exemplo 5.1

-3 4. -4 3. .
Considere o triangulo cujos vértices sao o = 5 + gz, B = T gz ey = 1. Encontre o baricentro,
o circuncentro e o ortocentro desse triangulo.
Baricentro:
1
% = 3 (a+p+17)
1 4 3
= - (——+i-—=-—1-+1
s(gtig 55+l
1,2
= —({—= 1—
3 ( 5 i)
15 15

Circuncentro:

o (B—7)+ B (v — &)+ [7° (a - B)
a(Bf—)+ By —a)+7(a—B)

4 3 3 4 3 4 4 3

12 (—= =i — )+ 1P O+ i)+ 1P (—= +i= — = + i

B (g =i DA+ =) F (g i — ¢ +145)
- 3 4, 4 3 4 3 3 4 3 4 4 3
83,4 & 8 & 3. 3 4 8 4 4 3
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z3+8 i4+1+'7
o 5 5 5 5 5 —0
¢ ( 3 zAL)( i3)+( 4+i3)(8 Z,ZJL)JFI_HY
5 5 5 5 55 5 5 5
Ortocentro:
20 Ol+,3+’)’
4
(——+i-—-—i-+1)
5
2 1

5.2 Segunda Aula

Na segunda aula deve-se:

1. revisar a férmula da multiplicacdo entre dois nimeros complexos usando a forma polar de um

ndmero complexo;

2. encontrar as raizes de z3 = 1 e esbocar o tridngulo equilatero formado por elas usando o GeoGebra

e

3. definir semelhanca de triangulos com mesma orientacao e orientacdo oposta.

5.2.1 Multiplicacao entre dois numeros complexos

O primeiro passo é revisar como fica a multiplicacdo de dois nimeros complexos e explicar o seu

significado. Assim, apresenta-se o Teorema 3.5 visto no Capitulo 3:

Se z1 = r1(cosf1 + 1senby) e zo = ra(cosbz + isenbz) entdo

Dessa forma,

|2122] = |21] |22

2125 = r17r2c05(61 + 02) + tsen(6; + 62).

e arg(zi1z2) =arg(z1) + arg(zs).
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Explica-se aqui que para chegar ao resultado basta multiplicar os médulos de 21 e 25 e 0 novo
argumento serd a soma dos argumentos de 2; e 25. Entdo nesse ponto utiliza-se o Geogebra para

esbocar o numero complexo resultante.

2122

ba
22

0:1+0:
S

0

Figura 5.4: Produto de dois nimeros complexos

5.2.2 Raizesde 2z’ =1

Nessa parte da aula faz-se uma revisdo das raizes de 2° = 1 e, usando o Geogebra, mostra-se que

elas formam um triangulo equilatero.

Exemplo 5.2

Encontre as raizes da equacdo z® = 1.

2k ‘ 2k
Foi visto que as raizes de z° = 1 580 2 = cos Tﬁ + 1 sen Tﬂ, k=0,1,2.

Assim,

e k=0=20=cos0 + 18en0=1;

2T 2T -1 /3

21 = coS§ 3 + 28en 3 5 +1 5
4r -1 .3

= 2> cos3 +zsen3 5 12
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w V3

Figura 5.5: Raizesde z° =1

5.2.3 Semelhanca de triangulos

Nessa etapa deve-se apresentar os conceitos de orientacao e semelhanca de tridngulos. Apds isso,
discutir as condicOes para que dois triangulos sejam semelhantes utilizando o Teorema 4.1 e o Corolario

4.1.

Os triangulos Az;2523 e Awiwows podem ser semlhantes com a mesma orientacdo ou com orien-

tacOes opostas.

Semelhanca com mesma orientacao: Os triangulos Azi12023 € Awiwaws sd0 semelhantes com

a mesma orientacdo se, e somente se,

2o — 21 Wo — W1

z3 — 21 _0.}3—(;}1.

A Ultima igualdade é equivalente a

z1 Wi 1

Zo  Wo 1| =0.

z3 LU31

Semelhanca com orientacdao oposta: Os triangulos Az12523 € Awiwsws Sa0 semelhantes com

orientacao oposta se, e somente se,
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A (ltima igualdade é equivalente a

21 wp 1

23 w3z 1

Feito isso, pode-se propor um exemplo para fixar tais resultados.

Exemplo 5.3

Dados z; = 0,29 = 1, 23 = 2t, w1 = 0, ws = —1 € ws = —2, verifique se os tridngulos Az12523 €

Awiwsws sao semelhantes com mesma orientacao ou com orientacao oposta.

Calculando o determinante,

z21 Wi 1 0 0 1
2o wy 1l=|1 —i 1/|=(040-2)—(0+0+2)=-2-2=—-4%0.

z3 (/J31 21 -2 1

Logo, os triangulos ndo sao semlhantes com a mesma oientacdo. Agora,

21 wp 1 0 0 1
20 Wy 11=1|1 i 1=(0+0-2)—(0+0—-2)=-2+4+2=0.

zz wz 1 21 -2 1

Portanto os tridngulos Az;2223 € Awiwows sao semelhantes com orientacdo oposta.
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& c @ geogebra.org/calculator Q & I 6 H
= GeaGebra cCalculadora ( V Grfca ~ < H ENTRAR.
A = Intersegio(EixoX, Eixo'¥) [ | o3
g ©
- 0L Z3
& @ B P &
« 1+ 00 @ \
i C = PontolEixoY) :
@
+ 2L ® \
. E = Ponto{EixoX) 3 \
L
L 5 O
D = Ponto(EixaY) i
o _ w3 22
. -1.02270829600861 ® _ _ _ = §
T T~ ! EE 0 A5
t1 = Poligano(C, A B) jmy
o n <1 w1
. 1 sl -5
2 = Segmento(B. C, t1)
@] =
+ 2.2360679774993 _l"wq
b = Segmento(C, A t1)
@] ¥
Q
© = Segmento(A. B.t1)
@] -2 Q

-1

E@ 12 = Poligeno(D.E.A)

Figura 5.6: Semelhanca de Az12523 € Awjwows

Além do que foi discutido nessas duas aulas, podem ser apresentados também aos alunos os

outros resultados do trabalho. Por exemplo, fazer uma aula sobre como verificar se um dado triangulo

é equilatero utilizando a Proposicdo 4.3, como também introduzir a razéo cruzada e o Corolario 4.2 para

determinar se quatro pontos sao conciclicos.
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