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RESUMO

Este trabalho tem por objetivos mostrar a construtibilidade com régua e compasso do hepta-
decdgono regular e propor uma atividade de ensino para alunos do 3° ano do ensino médio.
Para isso, como pré-requisitos: apresenta a definicio de nimeros complexos; apresenta a
construcdo de alguns segmentos construtiveis usando apenas régua e compasso; apresenta
construcdo do heptadecdgono regular e sua justificativa e por fim apresenta uma proposta
que se traduz em uma sequéncia de aulas voltada para alunos do 3° ano do ensino médio

abordando parte do contetido deste trabalho.

Palavras-chaves: nimeros complexos, régua e compasso, heptadecagono regular.



ABSTRACT

This work aims to show the constructibility with a ruler and compass of the regular hep-
tadecagon and to propose a teaching activity for students in the 3"¢ year of high school. For
this, as prerequisites presents and definition of complex numbers; presents the construction
of some constructible segments using only ruler and compass; It presents the construction
of the regular heptadecagon and its justification, and finally presents a proposal that trans-
lates into a sequence of classes aimed at students in the 3" year of high school, covering

part of the content of this work.

Key-words: complex numbers, ruler and compass, regular heptadecagon.
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1 INTRODUCAO

Construir poligonos regulares sempre esteve no rol dos problemas que despertaram grande
interesse dos matematicos de todos os tempos. Ao focar nosso olhar para a Grécia antiga, con-
siderada ber¢o da geometria como ciéncia dedutiva, era comum os matematicos darem solugdes
a problemas algébricos se valendo da geometria a medida que transformavam-nos em proble-
mas geométricos € assim construirem suas solucdes. Nao se pode negar a habilidade que os
gregos tinham em resolver os problemas por esse caminho. Todavia, surgiram problemas que
perpetuaram por um longo periodo sem que sua solugdo fosse encontrada. Encabecam a lista
de tais famosos problemas a duplicacao do cubo, a quadratura do circulo, a trissec¢do do an-
gulo e, como uma das consequéncias destes, a construcao de poligonos regulares. Este trabalho
tem como objetivo a constru¢do de um poligono em particular: o heptadecagono regular, o qual
foi resolvido por um dos maiores matematicos de toda a histéria: Carl Friedrich Gauss (1777-
1855), o qual também era astronomo e fisico. Gauss resolveu este problema pouco antes de
completar 19 anos. Até este momento da histdria s6 se sabia construir, usando apenas régua e
compasso, o triangulo equildtero, o quadrado, o pentdgono e os demais poligonos com nimero
de lados iguais a 3.2",4.2" e 5.2"., mas nenhum outro poligono com nimero de lados primo.
Gauss mostrou que um poligono regular de n lados, € construtivel se e somente se, n for da

forman = 2°.p;.pa.ps. . . .. pr, na qual cada p; é um primo de Fermat.

Assim, este trabalho segue a linha de raciocinio que culmina na constru¢io do heptadeca-
gono regular com uma atividade proposta a alunos do 3° ano ensino médio. Com este proposito,
o capitulo 2 traz uma abordagem de nimeros complexos, onde definiremos a forma algébrica,
poténcias da unidade assim como a forma trigonométrica, interpretacdo geométrica e raizes
da unidade. J& o capitulo 3 versard sobre constru¢des com régua e compasso dando énfase a
alguns segmentos construtiveis, segmentos proporcionais, passando pela seccdo durea e finali-
zando com a construcao dos lados do decagono e do pentdgono regular. No capitulo 4, capitulo
principal deste trabalho, serd provada a construtibilidade do heptadecagono regular, junto com
a constru¢do do mesmo. Para finalizar apresentaremos uma proposta de aplicacdo em sala de
aula voltada para alunos do 3° ano do ensino médio. Esperamos firmemente que este trabalho

seja de alguma valia para o ensino da matemaética nas escolas.



2 NUMEROS COMPLEXOS - UMA PEQUENA INTRODUCAO

2.1 Um pouco de histéria

O matematico Jeronimo Cardano, nascido em Pdvia na Itdlia, publicou em seu livro "Ars
Magna" em 1545, um método para resolver equagdes de terceiro grau. Esse método € hoje co-
nhecido como FORMULA DE CARDANO. Rafael Bombelii (1526 - 1572), em sua "Algebra",

aplicou a férmula de cardano a equacdo 2> — 152 — 4 = 0 obtendo

v = {2+ Vo120 + {2 - Vo131

Mesmo com o sentimento leve de ndo aceitacdo as raizes quadradas de nimeros negativos

(segundo suas palavras eram "indteis e sofisticas"), Bombelli operava livremente com elas,

aplicando-as as regras usuais da Algebra. Bombelli Mostrou que

(24 V=12 =23 +322V/-1+32.(V-1)?2+ (V-1
=8+12/-1-6—-+—-1
=24+ 11y/—-1
=2++v/-121

V2 +v—=121 =2 ++/—1

V2 — V=121 =2 —/—1
Portanto, o valorde x € x = 2 + /—1 + 2 — v/—1 = 4. Pelo fato de 4 ser realmente raiz da

equagdo, a partir de Bombelli os matemadticos passaram a usar as raizes quadradas de ndme-

Assim,

e, analogamente,

ros negativos, embora se sentissem um pouco desconfortdveis com isso. Bombelli trabalhava
sistematicamente com a quantidade v/ —1, que hoje chamamos de unidade imaginéria e repre-

sentamos por <.

2.2 A forma algébrica

Chamamos de niimero complexo os nimeros que tem a forma x + yi, com x e y reais e
1=+—1

Quando fixamos um sistema de coordenadas no plano, o complexo z = x + yi pode ser
representado pelo ponto P(x,y). O ponto P é chamado de imagem do complexo z. Como a
correspondéncia entre os complexos e suas imagens € um - a - um, frequentemente identifica-

mos os complexos 2 suas imagens, escrevendo (x,y) = z + yi. Chamamos o plano no qual
representamos os complexos de ARGAND - GAUSS.

Observe que os nimeros que sdo representados no eixo dos x séo da forma (z,0) = = +

0: = =z, isto é, sdo ndmeros reais. Assim, o eixo dos x € chamado eixo real. Analogamente,
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como os complexos representados no eixo dos y sdo da forma (0,y) = 0 + yi = yi, eles sdo
chamados de imagindrios puros. As coordenadas x,y do complexo z = = + y2 sdo chamadas

respectivamente de parte real e parte imagindria de z. Escreve-se Re(z) = x e Im(z) = y.

Os complexos z = z+yi e 2’ = &’ +1/i sdo iguais (por defini¢do), se, e somente se, r = z’

e y = v'. Em particular, tem-se x + yi = 0 se, e somente se, z = 0 e y = 0.

Vejamos alguns exemplos

Exemplo 2.1 Vamos efetuar algumas operagcoes com alguns niimeros complexos de acordo

com as defini¢coes supracitadas

@ (5+7i)+(3—i)=8+6i

(b) (5+7i)— (3—14) =2+8i

()
(54+70).(3—14) = 15— 5i+21i — 74°
= 15+ 16i — 7.(—1)
= 154+ 16i+7
= 224 16i
(d)

(5+7i)> = 54 2.5.7i + (7i)*
= 254 70i 4+ 49.(—1)
= 25+ 70i — 49
= —24+70i

O conjugado de um niimero complexo z = x + ¥ € o nimero complexo z = = F yi.

Percebe-se, de maneira simples, que complexos conjugados tém imagens simétricas em

relacdo ao eixo real.

Observe o seguinte produto:
2z = (v +yi).(z—yi) =2°— (yi)* = 2% —*(—1) = 2% + ¢/ (2.1)

Como este produto ¢ um nimero real, utiliza-se-o na divisdo de nimeros complexos da seguinte
maneira: para dividir dois complexos, multiplicamos dividendo e divisor pelo conjugado do

divisor, o que transforma o problema em uma divisao por um nimero real. veja uma exemplo:

5+ T1 54+7t 3+ 15 4 5i + 214 + 742 15+ 260 —7 8 26 .
i 134 : _ =242 2.2)
3—1 3—4 3+1 32 — 42 9+1 10 10
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2.3 Poténcias da unidade imaginaria

As poténcias de 7 apresentam um comportamento interessante. Veja o cdlculo das oito

primeiras potencias de .

i = 1; it =i%4% = (—=1).(-1) =1
it =i P=iti=1i=1

it = —1; i® =iti? =1.(-1) =1
i® = —i it =it =1.(—i) = —i

Como pode-se perceber, estas poténcias repetem-se em ciclos de 4. De fato, i"** = "4 =

1".1 = 1". Este fato permite-nos estabelecer uma regra para o célculo das poténcias de i:
Para calcular ¢”, divida n por 4; Se r é o resto dessa divisdo, temos " = ¢". Verdade pois,

se q € o quociente da divisdo, teremos

"=t = ()0 =19 =10 =

Exemplo 2.2 Vamos calcular 712463451183

Solucdo: Basta determinar o resto da divisdo de 12468451183 por 4. Para isso basta determinar
o resto da divisdo do numero formado pelos dois ultimos algarismos, no caso, 83 (aqui se faz

presente o uso do critério de divisibilidade por 2" ). Assim, como 83 deixa resto 3 quando

dividido por 4, teremos 12468451183 — 43 — 4 -

Exemplo 2.3 Vamos resolver a equagdo z*> — 2z +10 =0

Solucdo: Para resolver este exemplo vamos aplicar a féormula resolutiva da equacdo do 2° grau:

_ —b=x Vb2 —4d.a.c

z

2.a
2422 —-4.1.10
z =
2.1
,_2£V-36
B 2
2461
z =
2
z=1+£3
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Exemplo 2.4 Determine as raizes quadradas de 5 — 121

Solugio: Procuramos complexos z = x + yi tais que 2% = 5 — 124
Assim, temos que

2* = (x4 yi)?

2? = 2 + 2xyi + (yi)®

22 =2 —y? + 2uyi

22 = (2* —y?) + 2oyi = 5 — 12i

Complexos iguais t€m coordenadas iguais. Dai,

Pela segunda equacgao

Substituindo na primeira, obtemos

6\ 2
x® — (——) =5=212"-52"—-36=0
x
Dai, 22 = 9 ou 22 = —4. Como x € real temos apenas duas possibilidades: z = 3 ou x = —3.
Como y = ——, obtemos y = —2 ou y = 2 respectivamente. As raizes sdo 3 —2i e —3 + 21
x
[

Exemplo 2.5 Identifique geometricamente o conjunto dos complexos da forma z = t + t%i,

quando o niimero real t varia de 0 a 1

Solucio: E ficil ver que as coordenadas das imagens desses complexos sio z = t e y = 2,
com 0 < ¢t < 1. Os complexos procurados formam, portanto, o arco da pardbola y = 22,0 <
r < 1. [

Teorema 2.1 Se z e w sdo complexos, entdo:

) z+w=z+4+w

ii) z—w=72—

g

gl

iii) W = Z.

iv) Sew # 0 entdo <i> =

w

SRS
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v) Se z éreal entdo z = Z

Vi) Z =z

vii) Se n é um inteiro positivo, entdo z" = z"

Demonstracao:

i)Sendo z = a + bi e w = ¢ + di, entdo:

z+w =

(a + bi) + (c + di)
a+bitctdi

a+c+bi+di
(a+c)+ (b+d)i
(a+c)— (b+d)i
a+c—bi—di

a—bi+c—di
(a —bi) + (c — di)

Z+w

(a+bi) — (c+ di)
a+bi—c—di

a—c+bi—di
(@a—c)+ (b—d)i
(a—c)—(b—4d)i
a—c—bi+di

a—bi—c+di
(a —bi) — (c — di)

—w

|
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iii) z = a -+ biew = c+ di, entdo:

Zw = (a+bi).(c+ di)

= ac+ adi + bei + bdi?

= (ac—bd) + (ad + bc)i

= (ac—bd) — (ad + bc)i

= ac—bd — adi — bci

= ac—0bd.(—1).(—=1) — adi — bei
= ac+ bd.i* — adi — bci

= a(c—di) — bi(c — di)

= (a—"bi).(c —di)

W

N

I
ISyl

iv) Sendo w = ¢ + di, com ¢ e d ndo nulos simultaneamente, entao:
1 1 1 c¢c—di c—di

— = = . = 2.3
w  c+di c+di c—di 2+ d? 2.3)
Por outro lado,
1 1 c+di c+di
— = . = 2.4
w  c—di c+di 2+ d? 24)
De[2.3|e[2.4] vem
ry 1
w) W
Dai,
<z> ( 1) . (1) 1 z
— | = Z.— =z — =Z2.— = —
w w w ww
v) Sendo z real, entdo
z=a+0=a=a—-0t=7%
vi) Sendo z = a + bi, entdo
Z=a+bi=a—bi=a—(-bi)=a+bi==z
vii) Decorre da aplicagdo reiterada de iii). [

Exemplo 2.6 Vamos resolver a equagdo 3z — 7z =4 + 121

Solucao: Fazendo z = = + yi, teremos
3(r+uyi)—(x—yi) = 4412
3r+3yi —x+yir = 4+ 12
r—x+3yi+yir = 4412
20+ 4y = 4+ 12y

Dai, temos x =2ey =3.Portanto z =2+ 3tez =2 — 3 ]
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Teorema 2.2 Se P(z) é um polindmio de coeficientes reais, entdo P(Z) = P(z)

Demonstragdo: Se P(z) = > ;_, Apz® com Ay real, k = 0,1,2,...,n temos que A; =

Ay, pois Ay, é real Vk. Logo

k=0 k=0 k=0 k=0

Corolario 2.1 Se um polinoémio de coeficientes reais admite uma raiz complexa a + bi, com a

e b reais, entdo ele admite também a raiz a — bi.

Demonstracdo: Se P(a+ bi) = 0 = 0+ 04, entdo, pelo teorema P(a —bi) =0—0i =0m

2.4 A forma trigonométrica de um nimero complexo

Fixemos um sistema de coordenadas no plano.

Agora representaremos cada complexo z = z + yi ndo mais pelo ponto P(x,y), mas sim
pelo vetor OP = (x,y).

Definimos o médulo de um nimero complexo z = x + yi como sendo o médulo de vetor

que o representa, isto €, é o valor r da distancia de sua imagem P até a origem. Assim,

2| =r =22+ y?
Definimos um argumento do complexo z = a + bi, z # 0, como sendo qualquer dos dngulos

Figura 1 — plano dos complexos

Im(z2)

&_—_—_—_—_—_—_

Re(z)

Fonte: do Autor
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0 = arg z que o vetor O? forma como semi-eixo positivo dos x. Obviamente todo complexo
nao nulo possui uma infinidade de argumentos, dois quaisquer deles diferindo entre si por um
miultiplo de 27. O argumento que pertence ao intervalo (—, 7] é chamado de argumento prin-

cipal e é representado por Arg z.

Se 6 é um argumento de z = = + yi entdo x = rcosf e y = r sen 6, o que permite fazer
z=x+yi=rcosf+irsenf =r(cosf +isen )

que é chamada de forma trigonométrica ou polar do complexo z. (Os nimeros r e # sdo as

coordenadas polares do ponto P(x,y) do plano.

3v3 3
Exemplo 2.7 Vamos escrever o complexo z = %— + §Z na forma trigonométrica

Solucao:

2
3v/3 3\ 2
\z]:r:\/:c2+y2: T + 5 =3

Além disso,
33

3 3
COS@Z%:L:7esen0:—:§:

<

3
Assim, um dos valores possiveis para # é — e a forma trigonométrica de z é

s
6

Figura 2 — forma trigonométrica de 2

Im(z)

Fonte: do Autor

A soma (e a diferenca) de dois complexos pode ser obtida somando-se (e subtraindo-se)

os vetores que os representam. De fato, se 23 = x1 + y1i € 20 = T9 + Yof, entdo z; + 2o =
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Figura 3 — soma de complexos

(z1+22, y1+1)

Re(z)

Fonte: do Autor

(r1 + x2) + (y1 + y2)i, que é representado pelo vetor (1 + x2, 41 + ¥2) = (1, y1) + (T2, y2)
que € a soma dos vetores que representam 2 € 2o.

Decorrem dai dois fatos:

(i) Para nimeros complexos vale a desigualdade triangular
21| = |22]] < |21 + 22f < [z1] + |22

Realmente, se os vetores que representam 2; € z5 ndo tém a mesma direcao, para soma-los
formamos um tridngulo com lados |z1|, |22| € | 21|+ |22|. Como em um tridngulo cada lado
tem medida menor que a soma das medidas dos outros dois e maior que a diferenca das

medidas dos outros dois

||21] = [22]] < [21 + 22| < |21] + [22]
Por Outro lado, se os vetores t¢ém a mesma dire¢do e 0 mesmo sentido, |21 + 23| =
|21] + |22|- Se tem a mesma direc¢éo e sentidos opostos, ||z1| — |z2|| = |21 + 22|. Portanto,
em qualquer caso,
|[21] = [22|| < [21 + 2] <[] + |22]
(ii) Se z; e 2o sdo complexos, distAncia entre eles é igual a ]@\ = |23 — 21]. A distancia

entre dois complexos € igual ao médulo de sua diferenca.

As operagdes com nimeros complexos, exceto a adi¢ao e a subtracdo se fazem mais facil-

mente na forma polar do que algébrica, conforme mostraremos a seguir.

Teorema 2.3 Se z; = r1(cos 0y + isen 61) e zo = ro(cos Oy + isen 6y) , entdo

21.29 = 11.79 [cos(6h + 02) + isen (01 + 02)]
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e, sery # 0,
a_n [cos(01 — 63) + isen (6 — 6)]
Z2 T2
Demonstracao:
z1.29 = r1(cosfy + i sen by).ry(cosby + i sen Oy)

= 7.7 [cos 0y cos Oy + icos by sen Oy + i sen 0 cos Oy + i2 sen 0, sen Oy }
= r1.ra[cosfy cosBy — sen B sen Oy + i(cos B sen Oy + sen O cos 0y)]

= r1.19[cos(0; + 02) + isen (6; + 6)]

Para mostrar a segunda, basta mostrar que

n [cos(6 — 02) + i sen (6 — 0s)]
T2
multiplicado por 25 € igual a z;. Ora, pelo que ja provamos na primeira parte, para multiplicar

.1 , (&
devemos multiplicar os médulos e somar os argumentos. Como —.ry = 71 € (61 —03)+60s = 64,
()

temos
n [cos(0; — 63) +isen (01 — 0y)] .20 = 1r1.(cosby +isenb) =2z
2
Dai decorre
a_n [cos(01 — 02) + isen (61 — 65)]
<2 T2
Note que

|21-Z2| = |Z1|-|Z2|7

arg(zy.z2) = argz; + argz,

A (se Jaaf £0)

|2

21

22

2!
arg— = argz; — argey
Z2
A igualdade arg(z;.29) = argz; + argz, significa que qualquer argumento de z;.2, é a soma
de um argumento de z; com um argumento de 2, € vice-versa.

A férmula a seguir, para o célculo de poténcias de um complexo, é conhecida com o nome
de Férmula de De Moivre, em honra de Abraham de Moivre (1667 - 1754).

Formula de De Moivre: Se n ¢ inteiro,
[7.(cos @) + i sen 6]" = r".[cos nf + i sen nb]

Demonstracao: Para n = 0 ou n = 1, férmula € 6bvia. Para n inteiro maior que 1, a férmula

decorre da aplicagdo reiterada da férmula da multiplicacao.
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Provemos a férmula para o caso de n inteiro negativo.

Seja n = —m, com m inteiro e positivo. Temos

(r.cosf +isen )" = (r.[cosf+isenf])™™
1
(1.[cos @ + i sen 6])™
1.(cos0+isen0)
r™.[cosmb + i sen mb)]

— Tim.[cos(o —mé) + i sen (0 — mb)]

= 1 " [cos(—m0) + i sen (—mb)]

= 7r".[cos(nb) + i sen (nd)]

Exemplo 2.8 Calcule (2v/2 +2v/2i)"

Solucdo: Observe que 2v/2 + 2v/2i tem médulo
r=y/2vVa + (VD)2 = 4
T 2V2 V2 Yy 2V/2
4

e argumento 6 tal que cos = — = =—esenf ===
r 4 2 r

e

Assim

(2\/5 + 2\/52’)15 = (4. [cos% + 7 sen z]>15

4
15 15
= 41, COSTW—J-isen Tﬂ]
[ 7 7
= 4%, _cos Zﬂ + 7 sen Zﬂ
w [V
p— . —_— Z [E—
2 2
= 24" [V2—iV2]

Vamos ver agora como calcular raizes de nimeros complexos. Calcular

{/r.[cos 0 + i sen 6]
¢ determinar os complexos z tais que
2" =r.[cosf + isen 0]
Fazendo z = p.[cos a + ¢ sen «], obtemos

(p.[cos o+ i sen a])" = r.[cos O + i sen 0]



Capitulo 2. NUMEROS COMPLEXOS - UMA PEQUENA INTRODUCAO 14

Pela férmula de De Moivre,
p".Jcos(na) + i sen (na)] = r.[cosf + i sen 6]

Como complexos iguais tém mddulos iguais e argumentos congruentes, p™ = r e na = 042k,
0 + 2k

n

k inteiro. Dai, p = {/rea =

Portanto

0+ 2k 6 + 2k
{/r.[cos O +isen 0] = {/r. cos%—i—isen:

Figura 4 — imagens das raizes de 2

Im(z)

Re(z)

Zn-1

Fonte: do Autor

Observemos que as raizes tém todas o mesmo médulo, /7. Se r # 0, as imagens dessas
raizes se situam em uma circunferéncia de centro na origem e raio {/7. Observemos também
que dando valores inteiros a k, os argumentos crescem em progressao aritmética de razao 27 /n,
0 que mostra que essas raizes estdo uniformemente espagadas na circunferéncia. Se r # 0, as
imagens dessas raizes sdo vértices de um poligono regular de n lados inscrito em uma circun-
feréncia de centro na origem e raio {/r, se r = 0, é claro que todas as raizes sdo iguais a

Z€10.
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Exemplo 2.9 Vamos determinar as raizes ciibicas de 217.

Solucdo: O nimero real positivo 27 tem mdédulo 27 e argumento 0. Entao,

+ 7 sen

2 2
{/27.(cos 0 +isen 0) = V/27. {coso_l_ LUy 0+ kﬂ}

3 2km w 2km
= 3.|cos— +isen — | .
3 3

Esses valores se repetem em ciclos de 3. De fato, cada aumento de uma unidade no valor
de k gera um aumento de 27/3 no argumento. Um aumento de 3 unidades no valor de k gera

um aumento de 27 no argumento e faz que o valor de

2k . 2km
CcoSs T + 17 sen —

3

se repita. Note que essas raizes sdo vértices de um tridngulo equildtero inscrito no circulo de

centro na origem e raio 3.

As raizes sdo obtidas fazendo k£ = 0, 1, 2 (pois se repetem a partir daf). As raizes sdo:
* k=0; 3.(cosO+isen0)=3.(1+i.0)=3

2 27
e k=1, 3. — 4+ —
; (C083 + 7 sen 3)

IR

2 2

1

3.( ! \/3)2—3+3\/§'

4 4
e k=2, 3. (cosgv%seng)

-2 -1

Fonte: do Autor
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2.5 Interpretacao geométrica da multiplicacio de complexos

Quando multiplicamos um complexo z por cosf + ¢ sen 6, o vetor que representa z sofre

uma rotacdo de um angulo # em torno da origem.
Figura 6 — rotacdo de z

Im(@) z.(cos 0 +1i sen 0)

Re(z)

Fonte: do Autor

De fato, para multiplicar complexos, multiplicamos os mddulos € somamos os argumentos.
Como cos 6+ sen 6 tem médulo 1, z.(cos 0+ sen 6) tem 0 mesmo médulo que z. O argumento
de z.(cos +i sen ) é o argumento de z aumentado de 6. Logo, o vetor que representa z.(cos 6+

i sen ) é o resultado da rota¢do do vetor que representa z de um angulo 6 em torno da origem.

2 2
Exemplo 2.10 Vamos multiplicar z; = 2. (cos % + 7 sen %) por zo = 3. <cos % + 7 sen %)

Solucio:

53 7T+27T w 7r+27r 6 57T+_ 5%
2o = 2. -4+ — n{—-+— = 6. — n—
21.%9 cos 5 3 1se 5 3 cos 5 1se 5

Figura 7 — multiplicagdo de complexos

Fonte: do Autor
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2.6 Raizes da unidade

Uma estrutura interessante € dada, para cada n fixo, pelas raizes n-ézimas da unidade.
Sabemos que hd exatamente n raizes n-ézimas da unidade e que as imagens dessas raizes no

plano complexo sdo os vértices de um poligono regular de n lados com centro na origem.

Temos

V1 = {/1.]cos0+isen 0]
2k 2k
— {L/I {COS (0—|——7T) + 7/ sen <O_’_—7T):|
n n

2km . 2km
= Cc0S—— +1sen —
n n

para k = 0,1,2,...n — 1. Fixado n, as raizes n-ézimas da unidade serdo representadas por ¢,

2k 2k
ék:cos—ﬁ—i—isen—ﬂ, k=0,1,2,...,n—1
n n

Exemplo 2.11 Vamos calcular as raizes sextas da unidade.

Solucao:
. 2k w 2km
= €0s—— +1isen —
k 6 6 ;
k k
= COS—W—Fisen —7T, k=0,1,2,3,4,5
3 3
Temos

€g = cosO0+28en0=1=140=1

s T 1 \/5 .

61:cos§+isen§:§+7@

2 2 1 3
52:cos§+isen§:—§+§i
€3 = cosm+isenm=—14+0=-—1

dn o A 1 V3
€4 = COS— +isen — = —— — —1
! 3 3 2 2
- 57T+, 57 1 V3.
= CcoS— +tisen — = — — —1
° 3 3 2 2

As raizes n-ésimas da unidade (n fixo) t€m algumas propriedades interessantes:
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Propriedade 2.1 O produto de duas raizes n-ésimas da unidade é também uma raiz n-ésima

da unidade.

Demonstracdo: Se 2" = 1 e w" = lentdo (z.w)" = z"w" =1.1=1 [

Propriedade 2.2 O inverso de uma raiz n-ésima da unidade é também uma raiz n-ésima da

unidade.

-1 n

— | =

1 n
Demonstracao: Se 2" = 1 entdo (—) =
z zZ"

Corolario 2.2 O quoaciente de duas raizes n-ésimas da unidade é também uma raiz n-ésima

da unidade.

z\"* 2" 1
Demonstracao: Se 2" = 1 e w" = 1 entdo (—) =—="—=11=1 [
w wn wn
Finalizaremos esta sec¢do com o seguinte Teorema
Teorema 2.4 Sejam
2km 2km
€ = COS — +18en —
n n
¢ 29 2j
T s
£ :cosj—+z'sen ‘7—, k,je{1,2,3,...,n—1}
n n

duas raizes n-ésimas da unidade. Entdo €,.€; = €. ; onde a adi¢do é modulo n.

Demonstracao:
2km . 2km 29T . 2jm
Ek-Ej = COST—HsenT . COST—HsenT
2(k + 4 2(k + 4
= cos—( +])7T—|—z'se11 —( +a)m
n n

Seja k + j = r(mod n) entdo existe ¢ € Z tal que k + j = n.q + r. Assim,

2(k ] 2(k ]
gkgj — COSM+/L.SGHM
n n
2(n. 2(n.
I G b L G Ll
n mn

2mr ) 27r
= cos|2qm+ — | +tsen | 2qm + —
n

n

2rm . 2rm
= COS—— +1sen —
n n

—= 67’
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Exemplo 2.12 Consideremos as raizes sextas da unidade.

* g4.65 =€e3pois 4+ 5 =9 = 3(mod 6)

* (g5)® = &4 pois 5.8 = 40 = 4(mod 6)

Exemplo 2.13 Sabemos que as poténcias de raizes n-ézimas da unidade sdo também raizes

n-ézimas da unidade. Por exemplo, as raizes quartas da unidade sdo

2km . 2km
€ =cos — +isen — k=0,1,2,3
4 4
Essasraizes sio ey = 1,61 = 1,60 = —1le ez = —1
As poténcias de e = —1 sdo todas iguaisa 1l e —1
As poténcias de €; = —1 sdoiguaisa i, —1,—iou 1.

Em ambos os casos estamos verificando o fato, ja provado anteriormente, que as poténcias
de uma raiz n-ésima da unidade sdo também raizes n-ésimas da unidade. H4 no entanto uma
diferenca fundamental entre os comportamentos de e5 = —1 e €; = 7. As poténcias de e, = ¢
geram todas as raizes quartas da unidade ao passo que as poténcias de e = —1 geram apenas

algumas das raizes quartas da unidade.

Diremos que uma raiz n-ésima da unidade € primitiva quando suas poténcias geram todas

as raizes n-ésimas da unidade.
Exemplo 2.14 As raizes quartas primitivas da unidade sdo €1 =1 e €3 = —1
Fechamos esta sec¢do com o seguinte

Teorema 2.5 A raiz n-ésima da unidade

2k 2k
5k:cosi+iseni (k=0,1,2,...,n—1)
n n

é primitiva se, e somente se, k e n sdo relativamente primos

. k ) kK p
Demonstracao: Se £ ndo é primo com n, a fragdo — pode ser reduzida e temos — = —, com
n n 4q

q < n. Entdo a raiz n-ésima da unidade

2km 2km 2pm . 2pm
€ = COS —— + 7 8en —— = Cc0s —— + 1 sen —
n n q q

também € uma raiz g-€ésima da unidade(€ a raiz q-€sima da unidade ¢,). Mas entdo suas potén-
cias, por serem raizes q-ésimas da unidade, poderdo ter no mdximo ¢ valores distintos € ndo

poderdo dar origem a todas as n raizes n-ésimas da unidade pois g < n.
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Se k € primo com n, considere as n poténcias

Ek, (ék)2, ey <€k)n

Essas n poténcias sdo raizes da unidade. Como existem precisamente n raizes n-ésimas da
unidade, se essas poténcias forem distintas, elas serdo todas as raizes n n-ésimas da unidade.
Portanto, devemos provar apenas que essas raizes sao todas diferentes.

Consideremos duas dessas poténcias (¢;)° € (), com s < t. Se fosse (g;)° = (),

teriamos
(gk)tfs _ 1
( 2k . Qkﬂ)ts
cos — +1sen — =1
n n
2k(t — 2k(t —
cos(—sh—l-z’sen(—s)ﬁ =1
n n
2k(t — 2k(t —
Isso implica ﬂ multiplo de 27, ou seja M inteiro. Como k € primo com n,
n n
t — s deve ser multiplo de n. Isso é um absurdo pois como t,s € {1,2,...,n} e s < t,

t—se{l,2,....,n—1}
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3 REGUA E COMPASSO

A possibilidade (ou ndo) de se construir niimeros representados por segmentos ¢ um dos
assuntos que fascinou matematicos desde os tempos mais remotos. O livro que pode ser consi-
derado a base primordial de toda geometria euclidiana chama-se "Os elementos"” de Euclides.
Euclides de Alexandria, viveu de 300 a 200 antes de Cristo, como era conhecido foi um pro-
fessor de Matematica da linha platonica e escritor. Euclides escreveu sobre o rigor matematico,
perspectivas, teoria dos nimeros, se¢des conicas e geometria esférica. A famosa obra de Eu-
clides abrange treze volumes, caracterizados por um desenvolvimento dedutivo e coerente, dos
quais seis se dedicam basicamente a Geometria. Os livros originais foram destruidos e apenas
em 1482, a partir de reconstitui¢des acumuladas através dos séculos, foi impressa sua primeira
edicdo. A partir dai, aproximadamente 1000 edicdes ja foram lancadas. O principal interesse
em "Os elementos” € o desenvolvimento 16gico dedutivo de teoremas da geometria plana e dos

solidos. Sao deduzidos 465 teoremas a partir de um conjunto de apenas 10 axiomas.

A geometria euclidiana € a primeira e, serve de base s6lida para todas as outras geometrias.
Se manteve intransponivel no pensamento matematico cldssico medieval e renascentista pois

somente em termos modernos que surgiram outros tipos de geometrias.

A possibilidade da construcdo geométrica (com régua e compasso) de poligonos e niime-
ros ndo € suficiente para alguns casos bastantes conhecidos no meio matemadtico. Existem trés
exemplos bem evidenciado de problemas que infelizmente nao se pode resolver com tais ins-

trumentos. Sao eles:

* Duplicagdo do cubo (ou Problema de Delos): construir a aresta de um cubo cujo volume

é igual ao dobro de um cubo dado. Que pode ser resumido em construir /2

* Quadratura do circulo: construir um quadrado com drea igual a de um circulo dado, que

ficaria resumido em construir /7

* Trissec¢do do angulo: dividir um angulo qualquer em trés partes iguais.

A importancia desses problemas reside no fato de que eles ndo podem ser resolvidos, a
ndo ser aproximadamente, com régua e compasso, embora esses instrumentos sirvam para a
resolucdo de muitos outros problemas de constru¢do. A busca ingente de solugdes para esses
problemas influenciou profundamente a geometria grega e levou a muitas descobertas frutiferas,
como as sec¢des cOnicas, muitas curvas cibicas e qudrticas e vdrias curvas transcendentes. Um
produto muito posterior foi o desenvolvimento de partes da teoria das equacdes ligadas a domi-
nios de racionalidade, numeros algébricos e teoria dos grupos. Somente no século XIX, mais
de 2000 anos depois de os problemas terem sido concebidos, se estabeleceu a impossibilidade
das trés construgdes, sob a limitacdo autoimposta de se usarem apenas régua e compasso. O

grande estimulo ao desenvolvimento da matematica, inclusive para a criacdo de novas teorias,
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dado pelos esfor¢os continuados para se resolverem os trés famosos problemas da Antiguidade,

ilustra o valor heuristico de problemas matematicos atraentes ndo resolvidos.

3.1 Alguns segmentos contrutiveis

Segmentos construtiveis sdo segmentos que podem ser obtidos, a partir de segmentos da-
dos, por intermédio de construcdes com régua e compasso. Entendemos por construcdes com
régua e compasso constru¢cdes em que se usa uma régua sem marcagOes € um compasso sim-
ples. Com a régua podemos tracar uma reta desde que sejam dados dois pontos da reta, € com o
compasso podemos desenhar circunferéncias desde que sejam dados o ponto central da circun-

feréncia e o raio ou o ponto central da circunferéncia e um ponto pertencente a ela.

Todo nimero Construtivel com Régua e Compasso é Algébrico, isto €, ele deve ser Raiz
de um Polindmio do Coeficientes Inteiros. O leitor mais experiente deve lembrar que nimeros
(reais ou complexos) que sdo raizes de polindmios com coeficientes inteiros sdo chamados de
algébricos, enquanto os outros sdo ditos transcendentes. Assim, podemos concluir que todo
numero Construtivel é algébrico e que todo niimero transcendente ndo € Construtivel. Ao leitor,
que queira se aprofundar no assunto sugerimos LAFETA; SILVA; LELIS| (2016)

A seguir construiremos, como exemplo, alguns segmentos cldssicos da geometria plana.
Exemplo 3.1 Dado o segmento b, construiremos o segmento ¢ = \/b

Solucao: para este exemplo usaremos resultados de geometria plana sobre semelhanca de tri-

angulos.

Figura 8 — raiz de um segmento dado

Fonte: do Autor

Descricao dos passos:
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* construimos um tridngulo retangulo onde o segmento dado b € a hipotenusa e como pro-

jecdo de um dos catetos sobre a hipotenusa, o segmento unitdrio.

* Este cateto é o segmento = = Vb

Justificativa

AB AC
Observemos que no tridngulo ABC, retangulo em C, vale a relacdo 1C ~ AD’ pela

b
semelhanca do tridngulo ABC' com o triangulo AC'D. Assim — = % E portanto = = \/b.
x

Exemplo 3.2 Construiremos, agora, o segmento V2

Basta construir um tridngulo retangulo isdsceles com catetos medindo a unidade. Pelo teorema

de Pitdgoras, conclui-se que a hipotenusa do triAngulo tem medida /2. Usando o argumento

Figura 9 — raiz quadrada de 2

Fonte: do Autor

supracitado podemos construir os segmentos NERVZRV Vn,.
Exemplo 3.3 Vamos construir o segmento a/n, sendon € N e a é dado.

Solucao: Analogo ao Exemplo 3.2 basta construir o primeiro tridngulo retangulo isésceles

com catetos iguais a a e os demais da sequencia iguais ao segmento unitdrio. [

3.2 Segmentos Proporcionais

Dizemos que os segmentos a e b sdo proporcionais aos segmentos c € d quando é verda-

. . a c i
deira a relagdo 37 ou qualquer outra equivalente a ela.
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Figura 10 — sequencia de raizes quadradas

V2. V3 Vi V5 VG

Fonte: do Autor

1. A 4” proporcional

O segmento x € a 4* proporcional entre os segmentos a, b, ¢ e d quando for védlida a relagdo
a ¢

b x
Vamos obter x sendo dados a,be c

Figura 11 — a quarta proporcional

Fonte: do Autor

Descricao dos passos

* Construimos um tridngulo qualquer de vértice O e transportamos sobre um de seus

lados os segmentos OA = a, e em seguida AC' = ¢, e sobre o outro lado o segmento
OB=b

* Tracemos ?l? , e pelo ponto C' areta C'X, paralela a Zﬁ ,com X pertencente a O?

A solucdo procurada € o segmento BX = x. A justificativa pode ser feita facilmente
usando-se o Teorema de Tales
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2. A 3" proporcional

) ) B} a b
A 3% proporcional entre dois segmentos a e b nessa ordem € o segmento x tal que 7=
x

A construgao € andloga a anterior e deixada como exercicio.

3. Divisdo de um segmento em partes proporcionais a nimeros ou segmentos dados.

Vamos dividir o segmento AB em partes proporcionais a 2, 3 e 5.

Figura 12 — divisdo em partes proporcionais

..
3

2u
3u

Fonte: do Autor

Descricao dos passos
e Tragamos um angulo BAX de medida arbitraria, tendo por um de seus lados a
semirreta AB, suporte do segmento AB dado.

* Transportamos sobre AX: , consecutivamente, os segmentos a, b e ¢ de medidas 2, 3

e b, respectivamente, obtendo os pontos C, D e E.

* Tracemos areta BE, e por C' E D, duas paralelas a ﬁ, que encontrardo o segmento
AB nos pontos F'e G

Os pontos G e F dividem AB na proporcio pedida. A justificativa faz-se claramente pelo

Teorema de Tales.

Como caso particular temos a divisao de um segmento em n segmentos congruentes.
4. Vamos determinar os segmentos x e y tais que

rT+y = a
ry = b

Neste caso, conhecemos a soma a e a média geométrica b entre os segmentos x € y
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Figura 13 — soma e quadrado

Fonte: do Autor

Descricao dos passos

* Tracemos o segmento AB = a;

* Levantemos, perpendicularmente, em algum ponto de 1@, por exemplo B, o seg-
mento BC' = b.

* O ponto F, que dividird o segmento a nos dois segmentos = e y pedidos, € o pé
da perpendicular a 1@, baixada do ponto D, o qual é o ponto de interseccao da
semicircunferéncia cujo didmetro é AB com a reta C'D paralela a j@ pelo ponto
C.

E evidente que o tridngulo ADB é retdngulo em D. Assim ED = b = z.ye AE =z e

a a ) .y ~
EB =y9y.Seb= 5 entdo temos z = y; Se b > 5 entdo o sistema nao admitird solucdes
reais.

5. Resolucao geométrica de Equacoes do Segundo Grau.

De um modo geral, podemos resolver graficamente uma equagdo do segundo grau do tipo

ax® 4 bz + ¢, onde a, b e ¢ sdo nlimeros construtiveis dados.

c ~
Obtendo graficamente » = — e s = —, vamos transformar a equag¢do dada na nova
a a

equagdo 22 +rx +s=10
Vamos considerar inicialmente o caso em que as raizes z; € x5 t€m o mesmo sinal.
Dessa forma caimos no sistema

|z [+ 22| = |7]

|z | |z = s

A solugdo é andloga a do item 4, s6 diferindo na distancia entre as retas paralelas, que,

aqui, deve ser /s
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Figura 14 — raizes da equacao do segundo grau

7]

G £ F
Vs
L o
"B C
A O D
Ir| 1 s

Fonte: do Autor

Ser <0,r; = AH e xo = H B sio as raizes.

Ser >0,r; = —AH e xy = —H B sdo as raizes.
2
Se ﬁ’ NC(0,0A) = {I}, ou seja, se s = —, a equagdo admitird uma tnica solugio,
’ 4
isto é,araizx = 1 = To
2
Se ﬁ NC(0,0A) =@,isto é, se s > R a equacdo ndo admitird solucdes reais.
C ) ) 9 . 5 C
Se considerdssemos aqui o caso b = 0, terfamos ax“+c = 0, ou seja, x“+ —, e 0 problema
a
se reduziria a resolugdo da equagio = = v/d, com d < 0, e nio teria solucio real.
Vamos agora considerar o caso em que s € negativo, isto €, as raizes x; € x, tém sinais

diferentes. Considerando x; a raiz de maior valor absoluto, o sistema de equacdes fica
|z | = Ja2| = 7
|| Jaa| = |s]

Tracamos uma circunferéncia de didmetro AB = r e centro O.

Sobre a semirreta oposta a semirreta B A, transportamos consecutivamente 0s segmentos
le| s |, afimde construirmos ED = /| s |.

Tragamos o segmento BG, tangente a C'(O, 5) no ponto B, congruente a ED, com G e
E do mesmo lado de j@

Tragamos a semirreta GO, que encontrard C'(O, 7) nos pontos [ e I.
Afirmamos que os segmentos GH e G representam as raizes da equacio.

A justificativa fez-se observando que, de fato, ocorre |z1| — |z3| = r pois [ e H estdo

na circunferéncia de didmetro 7; além disso (G'B)? é a poténcia do ponto G em relagdo
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Figura 15 — raizes da equacdo do segundo grau quando o s € negativo

Fonte: do Autor

a circunferéncia C(O, %), valendo portanto a relagio (GB)* = GH.GI. Logo |s| =

ESAREAE
Neste caso a equagdo sempre admite solugao.
o : . b
Se considerdssemos aqui o caso em que b = 0, terfamos |z1| — |xo| =7 = || =0, e as
a

c

C

a

raizes seriam GB e —G B, ou seja, e —

Se tivéssemos ¢ = 0, a equagio se reduziria a z2 + sz = 0 e entdo terfamos as raizes
r=0ex=—s5=—
a

3.3 A Seccao Aurea

Dado o segmento a = AB, podemos determinar nele um ponto E tal que AFE, seja média
geométrica entre « = AB e a = BE, ou seja, a = AE = VAB.BE.

O segmento AFE é chamado segmento dureo interno de a = AB.

Se denotarmos AF = z, obtemos B = a — x e, entdo, podemos escrever

a__* G.1)
xXr

a—x

Euclides descreveu esta sec¢do em sua Proposicao VI, como: "dividir um segmento em média

e extrema razao".
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Algebricamente, determinar z é resolver a equacio do segundo grau 22 + ax — a? = 0,
a > 0 obtida de cuja solugdo é v = % (—1 =+ \/5), da qual consideramos somente a raiz

—1++5

positivaz = a 5

Vamos obter graficamente o segmento dureo x do segmento a.

Figura 16 — seccdo durea

Fonte: do Autor

Descricao dos passos

* Construimos inicialmente um tridngulo retdngulo ABC' que tenha como catetos os seg-

a
mentos a € 5

* Transportamos a partir de C' e sobre a semirreta C'A, o segmento C'B, determinando o

ponto D.

O ponto F, pertencente a ¢ = AB tal que a = AF = a = AD, é o ponto que estamos
procurando, e z = AE. De fato, pelo teorema de Pitdgoras aplicado ao tridngulo ABC, temos
arelagio AC? = AB® + BC?, ou seja,(z + §)* = a® + (£)?, 0 que € equivalente 2 relagéo 3.1}

A partir da constru¢do do segmento dureo x correspondente ao segmento a, dado inicial-

mente, podemos construir o famoso retdngulo dureo, que tem a e x como lados.

Como sabemos, retangulos com esta propor¢ao sao utilizados desde a Antiguidade até os
dias de hoje, tanto nas artes como na arquitetura, pois a sua proporcao € perfeita, tendo sido

chamada de divina propor¢do.

Pela relacao podemos ver também que o retingulo ABGH, que tem por base o seg-
mento inicial a e por altura o segmento x = AF € semelhante ao retangulo restante BGF E

quanto se retira dele o quadrado AEF H de lado x A razdo ¢ € conhecida por muitos como
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Figura 17 — retangulo 4ureo

H F G

\ .
— o—

A 1 E B

Fonte: do Autor

razao aurea, ¢ o ndmero irracional ¢ = % = 1+T‘£ ~ 1,61, como nimero aureo ou nimero de
ouro.
Na figura seguinte, voltando a constru¢do do segmento dureo, o segmento AE’ é tal que

AE" AB S
15~ BE e é chamado segmento aureo externo de a« = AB. Pode-se mostrar que AE' =

1++5
-

a.

Podemos dizer também que a = AB é o segmento dureo de a = AFE’

Figura 18 — segmento dureo externo

Fonte: do Autor

E claro que o retingulo cujos lados sdo congruentes a AE’ e a AB é também um retingulo

aureo.

Apresentamos uma outra maneira de construir o retangulo dureo, a partir do lado menor, a

qual também ¢é muito utilizada.
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Seja dado o lado menor [ do retangulo dureo. Construimos um quadrado ABC'D de lado [

e, com centro no ponto médio de AB, tragamos o arco C'E com E pertencente a E

O retangulo AFF'D € um retangulo dureo.

Figura 19 — retangulo 4ureo a partir de quadrado

D C F
@ 0
l a
A B E
[ L 4

Fonte: do Autor

2 1
l NB:Z<1+\/S>

R )

AN 512 V5
De fato, pelo Teorema de Pitdgoras a® = (—) + > = — e, portanto a = T\/_

l
Logo,AE:§+a:

E claro que BEFC também é um retingulo dureo, e BE é o segmento dureo de BC.

Esse método serd util na constru¢do do decdgono regular e do pentdgono regular, como

VETremos a seguir.

3.4 Construcao dos lados do deciagono e do pentagono regular

Vamos determinar o lado /;; do decagono regular inscrito numa circunferéncia de raio

A construcdo do ;o é equivalente a construcao de um arco de medida 36°, isto é, equiva-

lente a décima parte de uma circunferéncia dada.

Consideremos, entdo, numa circunferéncia de centro A e raio r, o angulo central CAB

com medida 36°

O tridngulo ABC é is6sceles de base BC, com angulos da base medindo 72°. Conside-
remos o segmento C'D, congruente ao segmento BC, com D pertencente a BC. E claro que

ambos sdo congruentes ao lado /1y do decdgono regular inscrito.

O tridngulo C'D B € entdo isdsceles, tendo por base o segmento D B e dessa forma mCDB =
72°.
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Figura 20 — arco de 72°

Fonte: do Autor

Decorre dai que os tridngulos ABC e C'DB sdo semelhantes. Com isso, vale a relagdo
AB (OB

CB DB’
O triangulo ADC, por sua vez, € isdsceles com base AC, tendo em vista que mA/CB =

36° = mA.

Dessa forma, temos AD = CD = [y,

r Lo p p . . A
Isto mostra que = T e portanto /1y € o segmento dureo do raio da circunferéncia
10 T —t10
inicial.
V5 —1
Logo lyg = r———

2
Construcao do /;, e do decagono regular

Tragamos a circunferéncia C'(O, r) e, nela, dois didmetros perpendiculares AB e CD.

Com centro em M, ponto médio de OB, tragamos o arco C'E, com E pertencente ao raio

OA

Afirmamos que EO € o segmento procurado, sendo portanto sua medida, a medida do lado

do decédgono regular inscrito em C'(O, ).
Isto se justifica pela constru¢do do retangulo dureo apresentada anteriormente.

A partir da divis@o da circunferéncia em 10 arcos congruentes, podemos construir também

o pentdgono regular inscrito nesta circunferéncia, ligando os pontos obtidos de forma alternada.

Porém, na prépria figura ja temos obtido o segmento C'E, que é o lado do pentiagono
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Figura 21 — decagono regular

Fonte: do Autor

regular inscrito naquela circunferéncia (21]), como mostra a figura a seguir.

Figura 22 — pentdgono regular

Fonte: do Autor
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4 A CONSTRUTIBILIDADE DO HEPTADECAGONO REGULAR

Este capitulo trata da primeira obra prima de Carl Friedrich Gauss: A construgdo do po-
ligono regular de 17 lados, usando apenas régua e compasso, coisa que, antes dele, jamais

alguém sequer imaginaria ser possivel

Sabe-se hoje, ap6s significativo e importante avan¢o na matematica que qualquer nimero
tem 7 raizes n-ésimas e que, quando representadas no plano complexo, formam entre si, suces-
sivamente, angulos de l. Falando abertamente, a extracdo da raiz n-€sima da unidade produz
n nimeros complexos, Tclujas representacdes graficas formam um poligono regular de n lados
inscrito em um circulo de raio 1, fato que vimos anteriormente no capitulo 2 deste trabalho. Por
este motivo, equacdo =" — 1 = 0 recebeu o nome de equacgdo ciclotdomica e foi intensamente

estudada no final do século XVIII e inicio do século XIX, principalmente pelo jovem Gauss.

Seja agora a equagdo 2" — 1 = 0. Como x = 1 é uma de suas raizes, podemos reescrevé-la

da seguinte maneira:

(2—1). (x4 2B e e r a2 a4 210 00 1B o T r eSS p et et rah 1) = 0
Separada da raiz x = 1, ela se torna

p16 4 15 g4y I3 02 o IL 00 09 8 T 6 05 B 02 0

Vamos agora descrever o procedimento usado por Gauss na constru¢do do heptadecdgono.

Gauss, que estava bem familiarizado com interpretacdo geométrica de ntimeros foi capaz
de resolver equacgdes ciclotomicas por meio de radicais. A fim de encontrar valores interme-
didrios adequados, ele primeiro ordenou as raizes n-ésimas da unidade de um modo particular,

motivado por seu conhecimento das propriedades de divisibilidade dos inteiros.

Num primeiro momento parece sensato ordenar as raizes de acordo com a sua posicao

. N 9 3 1l 2w , 2w
na circunferéncia, isto é, na ordem 1,¢,e°,¢°,...¢ onde ¢ = cos| — | +¢sen [ —
n n

2km , 2km . .
e ¥ = cos (—) + 7 sen —) No entanto, Gauss percebeu que fazia sentido ordenar
n n

as raizes numa ordem bem diferente, pelo menos no caso em que n € primo. Considerando
que € = 1, o valor de £ depende apenas do resto da divisdo de k por n. Assim, podemos
escolher qualquer ordem do possiveis restos da divisdo por n. Além daordem 1,2, 3,... ,n—1,
€ possivel, no caso em que n € primo, obter todos os restos nao nulos 1,2,3,...,n — 1 ndo
apenas pela adi¢do repetida de 1, mas pela repetida multiplicacdo por um nimero g adequado.
Assim, obtemos a seguinte ordenacio: ¢°, g*, g, ¢°, ... g" L. O resto obtido quando ¢ € dividido

por n € chamado de raiz primitiva moédulo n.

No caso em que n = 17, por exemplo, pode-se escolher ¢ = 3. De fato, comegcando
com¢® = 1,¢g' = 3,¢> = 9,¢° = 32 = 27 = 10 mod 17,¢* = 81 = 13 mod 17,.. ..
Completamente, obtém-se a seguinte ordenacao:3,9,10,13,5,15,11,16,14,8,7,4,12,2,6, 1.
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16 — 18

Como a lista finaliza em g 1 mod 17 poderiamos continuar obtendo ¢'” = 3,¢4'® = 9, e

assim por diante.

No caso de um heptadecdgono regular, adotando a ordenacao sugerida por Gauss, a lista

resultante de raizes da unidade teria a seguinte ordenacgao:

81,83789, 810, 813,55,815,811,816,814788, 87784, 812, 82,56

. O propésito de Gauss ao ordenar as raizes desse modo era formar somas parciais das raizes
da unidade, denominadas periodos, que permitiam calcular, passo a passo, as raizes da unidade.
Inicialmente comecamos com dois periodos periodos contendo as raizes da unidade que estdo
em posicdes impares em posi¢des pares, respectivamente. Essas somas de oito raizes da unidade

sdo denominadas de periodos de oito membros.

ap = e+l 4B 4P+t 42
ar = 2+l el et el P+ €0
Em seguida, consideram-se os quatro periodos contendo as raizes cujas posi¢des diferem em

quatro na lista. Essas somas de quatro raizes da unidade sdo denominadas de periodos de quatro

membros.

B = e +eP+elt 4t
By = 24"+l 4
By = +eP+84¢°
By = 0+l +eT+£°
Finalmente, consideramos os periodos de dois membros, que sdo as somas das raizes da uni-

dade, contendo as raizes cujas posi¢des diferem em oito na lista original. Para o que queremos

obter, os dois periodos seguintes sdo suficientes.

v = g +¢'f

Yo = eB¥4et
Este método tem por objetivo dividir as raizes em grupos nos quais a soma dos expoentes dé 17
porque para m e para 17 — m temos

2mm 2mm 17—m 2mm 2mm
+218en —— € ¢ = COS —7sen ——
n n n n

e™ = cos

ou seja, estas raizes sdo conjugadas e, entao

-~ 2mm
17=m — 9 cos

e™+4e para m=1,2,3,...,8 4.1)

Assim cada periodo pode ser obtido a partir do préximo periodo mais longo por uma equa-

cdo quadrdatica. Para isso, os periodos sdao colocados em pares, de modo que cada soma e cada
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produto do par possam ser representados como uma soma de periodos do dobro do compri-

mento. Vamos ver como isso funciona.

Iniciamos o cdlculo com os dois periodos de oito membros a; € as. Sua soma pode ser

facilmente calculada:
artar = e+ +l et + 4+ + 8+ eV PP M 4P
= I+ ++l 4+ +P+e+8 4+ + 04+ 4P+ M
+€15+€16)_1
= -1

J4 que a soma de todas as raizes n-ésimas da unidade € sempre igual a zero. Em contra partida,

determinar os sessenta e quatro produtos em ;.o € muito trabalhoso, porém elementar. Assim,

Obtemos ;. = —4. Portanto, os dois periodos de oito membros podem ser calculados como
. . . ~ 1 1
solugdo da equagdo quadrética a® + a — 4 = 0, cujas raizes sdo a; = a; = —3 + 5\/17 e

Qg = Qg = —% - %\/1_7

Em seguida, usando os dois periodos de oito membros a; € aw, 0s quatro periodos de
quatro membros f31, f2, B3 € 54 podem ser calculados. De fato, 5 + 3 = a3 e (.03 = —1
assim como 5 + 84 = ay e (52.84 = —1. Esses dois sistemas levam as equacgdes quadréticas
B%—a18—1=0ec®—azc—1 = 0. Vamos resolver essas duas tltimas equagdes porém dando
enfoque a 3; e 5 .Comecemos, portanto resolvendo 3% — ;3 — 1 = 0 .Para isso faremos uso
da férmula resolutiva da equagdo do segundo grau:

~(—an) +/(Ca P — 4L(D)
2

2
=LA 4 \/<_1+2m> —4.1.(-1)

2

—1+/17 + 34—2V/17
2 \V 4

2
—14+V17T+ V34 —2V17
4

by =5 =

= 4.2)
Agora vamos resolver ¢ — apc — 1 = 0.
— (=) + /(a0) = 41.(-1)
=0 =
2
2

SLVIT \/<——1—2m) —41.(-1)
B 2

7172\5 + /34+iﬁ
B 2
1 =VIT+ V34 + 2417 4.3)
= I )
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Agora podemos calcular os dois periodos de dois membros 7, 2 jd que 73 + Yo = (et + &%) +
(eB+et)=Breyy = (e +19).(eB¥ + &) = et + &% + &2 + % = 3,. Esse sistema de
equagdes leva a equagio quadrdtica d? — 3; + 3, = 0. Embora a resolu¢do dessa equagio seja
trabalhosa, seu entendimento € simples. Vamos resolvé-la.

—(=p1) +V(=B1)%> —4.1.52
2

_1+x/ﬁ+\/34—2\/ﬁ+ <—1+ﬁ+ \/34—2ﬁ>2_4 <—1—\/ﬁ+\/34+2\/ﬁ>
- .

4 4

di=m =

2
14+ V174 V34 —-2V17 —2V17 — /34 — 217 578 — 34v/17 4 26
+ +4 +\/ \/ 8+\/ + + 14+ V17— 34 +2V17

2

—1+\/17+\/34—2\/17+1\/—2\/1 —\/34—2\/17-',-\/578—34\/17—1—26+1+\/ﬁ_
8 2 8

é <1+\/ﬁ+\/342m+\/68+12\/ﬁ16\/34+2\/ﬁ+2(m1) 342@) 4.4)

34 +2V17

2
Observemos ainda que de 4.1{ temos v; = &' + £'® = 2cos 1—7; e da lei dos cossenos

aplicada ao angulo central dos poligonos regulares inscritos na circunferéncia unitdria (nesse

/ 2
caso o heptadecdgono) temos também que /17 = /2 — 2 cos 1—7; 0 que resulta em

1
iy = Jz_ 5 <—1+\/17+ \/34—2\/ﬁ+\/68+12\/17— 16\/34+2\/ﬁ+2(\/17— 1) 34—2\/ﬁ>

e, assim, o heptadecdgono € construtivel apenas com régua e compasso uma vez que no pro-

cesso de busca de /;7 foram envolvidas apenas operacdes racionais e extracdo de raizes quadra-
das.

A seguir apresentaremos uma construcao do heptadecdgono regular feita originalmente
por Duane W. DeTemple em sua obra "Carlyne circles and Lemoine Simplicity of polygon
constructions". DETEMPLE (2009)

1. Construa uma reta x;
2. Construa uma reta y perpendicular a reta x;
3. Marque o ponto O, intersec¢do da reta x com a reta y;

4. Trace o circulo ¢; com centro em O e raio unitario;

5. Marque, na reta x, os pontos () e P, intersec¢des do circulo ¢; com a mesma reta x tal

que o ponto P, fique 4 direita do ponto (). Note que QO = OP, = 1;

6. Marque, na reta y, no semiplano superior a reta x, o ponto A, o qual € intersec¢do do

circulo ¢; com a mesma reta y;

7. Marque, na reta z, o ponto B, ponto médio de QO;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Trace o circulo ¢; = (B, BF,), circulo de centro em B e raio de comprimento B Fy;
Trace a reta 71, perpendicular a reta x pelo ponto B;

No semiplano abaixo da reta x marque o ponto C, intersec¢do da reta r; com o circulo

C2;
Trace o circulo c3 = (C, C'A), circulo de centro em C' e raio C'A;

Marque os pontos D e F, intersec¢des do circulo c3 com a reta z, tal que o ponto F fique

a direita do ponto D;

Marque, na reta x, o ponto F, ponto médio do segmento DO;
Marque, reta z, o ponto (&, ponto médio do segmento OF;

Construa o circulo ¢y = (F, m), circulo de centro em F e raio F A;

Marque, no semiplano a direita da reta y, o ponto H, interseccao do circulo ¢4 com a reta

T
Trace o circulo ¢; = (G, GA), circulo de centro em G e raio G A;

No semiplano a direita da reta y marque o ponto /, interseccao do circulo c; com a reta

x5

No semiplano superior a reta  marque, na reta 1, o ponto Y, tal que OY = QH,;
Trace o segmento Y I;

Marque o ponto .J, ponto médio do segmento Y I;

Marque, na reta x,0 ponto 7', projecao ortogonal do ponto .J;

Marque, na reta y,0 ponto R, projecao ortogonal do ponto .J;

Trace o circulo cg = (J, J_A) circulo de centro em .J e raio JA;

No semiplano a direita da reta y e entre os pontos F e I, marque o ponto K, intersec¢io

do circulo ¢ com a reta x.
Trace o circulo ¢; = (K, 1), circulo de centro em K e raio unitério;

Marque os pontos P; e Pjg, intersecgdes do circulo ¢; com o circulo ¢;. Os pontos Pig,

e P sdo vértices do heptadecdgono regular;
Na reta x marque o ponto M, projecdo ortogonal do ponto P;;

Trace o segmento I ;. Este segmento € o lado do heptadecdgono regular.
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O GeoGebra € um software de matematica dindmica para todos os niveis de ensino que
retine Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos
Simbdlicos em um tnico pacote facil de se usar. O GeoGebra possui uma comunidade de mi-
lhdes de usudrios em praticamente todos os paises. O GeoGebra se tornou um lider na area de
softwares de matematica dinamica, apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnolo-
gia, Engenharia e Matemadtica. Abaixo temos a imagem da construcao anteriormente descrita,

construida no GeoGebra.

Figura 23 — lado do heptadecdgono regular

c c

Fonte: do Autor

Transportando, com o compasso, o segmento de comprimento F, P; em torno da circunfe-

réncia unitdria, chegamos a constru¢do final do heptadecagono regular.

Figura 24 — heptadecdgono regular

Fonte: do Autor
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4.1 Justificativa da construcio do heptadecagono regular

Projetando o ponto C' ortogonalmente na reta y obtemos o ponto C”. Aplicando o Teorema

de Pitdgoras ao tridngulo retingulo C'C’ A obtemos

CA =

v
o

(€T + (' Ay

/125
- Vita
26
- VT
V%

2

3
Temos, por construcdo que CA = CE e BC = BF, = 7 Aplicando o Teorema de Pitdgoras

ao tridngulo BC'E obtemos

(BE)*+ (BC)* = (CE)?
2
3\ V26
BEY?+ (=) = [|—==
B8+ 2 )
— 2
BER - 2.2
4 4
— 17
BE)* = —
(BE) = -
BE = @
2
Como F é ponto médio de DO, temos que
OF — DB+ BO
2
1 \/ﬁ+1
27\ 2 2
1
— = 1
Observando que OF = BE — 5 temos
— — 1
OF = BE—§
V1T 1
22

—~
§‘
~J

I
—_
~—

DN | —
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Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo retangulo O F' A, obtemos
(AF)?* = (OA)*+ (OF)?
_ 1 2
(AF)? = 12+ (Z.(l + \/1_7))

1
= 1+1—6.(1+2¢ﬁ+17)

1
= 1+ 1—6.(18+2\/ﬁ)
9 V17

— 14+ XL
+8+8

17 17
17, VT

8 8
1

. (17 +V17)

1
AF = /507 + V17)

Observando que AF = F'H temos

OH = FH-FO
1 1
= g.(17+\/1_7)—Z.(1+\/1_7)

Como o ponto G é ponto médio de OF, temos que OG =

—  OF
- Aplicando o Teorema de

Pitagoras ao tridngulo retangulo AGO obtemos
(AG)* = (AO)*+ (0OG)*
_ 1 2
(AG)? = 17+ (Z(m— 1)>

1
= 1+ —.(1T—2V17+41)

16°
1
- 1+1—6.(18—2\/1_7)
I8 T
B 6 8
16+ 18 —2V/17
B 16
34 -2V17
B 16
17T -V1T
B 8
1
. 1
AG = g.(17—\/ﬁ)
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Calculemos OY.

OY =QH = 1+0OH

= 1+ é.(17+\/1_7) - i.(1+\/1_7)

Observando que AG = G1, calculemos O1

Ol = OG+GI

_ i<\/ﬁ_1)+ %.(17—\/@

Voltemos nossa atencdo para o tridngulo OY I. O ponto .J é ponto médio da hipotenusa Y1 e

tem o ponto R como sua projegio ortogonal sobre a reta y, o que nos da R.J || OI. Logo pelo

— OY
Teorema de Tales, temos que OR = 5 Assim

AR = AO-OR

— 1

AR = 1——-——. §(17+\/17)+§.(1+\/17)
1 1

3 §(17 +V17) + §'(1 +V17)

Novamente observemos o triangulo retangulo OY /. O ponto .J é ponto médio da Hipotenusa

YT e tem o ponto T’ como sua projecdo ortogonal sobre a reta x, o que nos da JT' || OY'. Logo,

— 0O
Novamente pelo Teorema de Tales vem que O7" = > Assim

. Ol 1 1 /1
OT:% = g.(¢1_7—1)+§. g.(17—\/ﬁ)

- é,(\/ﬁ_ 1) + \/3%.(17 —V17)
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Notemos que OT = R.J. Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao Tridngulo retingulo AR.J,

obtemos
(A7)* = (AR)*+ (RJ)?

9 1 1 ’
(AJ)? = \/32 (17 +V17) + (1+\/_)) (8(¢ﬁ—1)+\/3—2.(17—¢1_7)>

i(7+\/_)+@(1+2\/_+17)—2% —(17+¢_)+2——(1+\/_)

[\3|>—l

T3 32
—% §(7+\/_)(1+\/1_7)+i.(17—2\/ﬁ+1)
+2.%.(\/1_7—1). 3—2(17 \/_)+—(17 V17)
117 VAT 9 V1T 4V 4+ VT 417
T iTn TR TR 32 32+ 32
V2AVITHVIT.1+V/17) 9 V1T (V1T —1f\/17 V17
a 32 TR T T 3_2_3_2
1 T VIT 9 VAT 4\/_\/17+ 4\/_ \/_\/17+
T 1R TR TR 32+ 32
V2V 4+ VT 7+ \/_ \/‘\/17 \/‘\/_\/17
32 32
17 V17
5_3_2
_ 1 —5\f\/17+ \/_\/17+ +56+4\/—7+\/_\/17
4
CV2V1T - VIT
32

Por construcio temos que AJ = JK e JT = OR = 1 — AR. Assim,

JIT=0R = 1-—

R
1
2

N | —

%(17+ VIT) + %.(1 + \/1_7))

_l_

Il
—_
|
L\DI»—k /_\:B‘

8(17+\/_7) - %.(1 +V17)

DN | —
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Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo retangulo 7K J, obtemos

(TK)*

K)* - (JT)?

(JK

3 —5/2/ 17+ V17 \/_\/17+ 17+ 56 4+ 4./17 + V/34.0/17 —
i

Nf( (17+¢—7>_§.<1m>)

2 2V8

—5f\/17+ \/_\/17+ 17 4+ 56 + 4./17 + /34.4/17 —
i
_\/i.\/17—\/1_7_(1

32 i %ém**/_) —.(1+2V17 +17)

+2 L1
22V 8

—5f\/17+ \/_\/17+ +56+4\/_+\/_\/17

1(17 +V17) - 2.%%(1 +V17) - 2.% é(17+ \/ﬁ)éu + \/ﬁ)>

4
\/5.\/17—\/1_7_ 1,17 V17 9 AIN2A1T + V1T 17 4
32 432 32 32 32 32 32
417 2
VT V2 17 + V17.(1 + V17)
32 32
1 5\/5.\/17+\/ﬁ V3417 + V17 4\/_ \/_\/17
- +
4 32 32 32 32
f\/17— _1_1_7_\/1_7_3_\/ﬁ A2/ 17 +V17
32 32 32 32 HED
4\/_ V217 + V17 f\/_\/17+
32

\/_\/17 — V217 — 8\/_\/17+ V1T +34+6V17

\/3—12 <\/3_4. 17 — V17 — V2.4/17 — V17 — 8V/2. 17+\/ﬁ+34+6\/1_7)
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Calculemos, agora,

“|5]

OK

2

2 2 \8

\/32 (\/_\/17 — V217 = V17T = 8./2. 17+\/_+34+6\/1_7>

OT+TKk _ 1 (1«\/1—7_ 1) +%. %(17— \/1_7)>

i.(\/ﬁ— 1)+ i. é.(w —V17)

16

N e N N e Y

16

L <\/1_7 — 144 %.(17 - \/1_7)>

(\/_\/17 — V2417 - — 8.2 17+\/_+34+6\/1_7)

%. (—1+\/ﬁ+\/1—86-(17—\/1_7)>

2.V34A/17 — V17 — 2/2./ 17 — V1T — 16.7/2.0/ 17 + V17 + 68 + 1217
1
i ( 14+V17+4/34 — 217
+\/68+12\/ﬁ—16.\/34+2x/1_7+2.\/1_7.\/§. 17 — V17 —2.V2. 17—\/ﬁ>
1
% ( 1+ V174 14/34 —2./17
+\/68+12\/ﬁ—16.\/34+2\/1_7+2.\/ﬁ.\/34—2\/1_7—2.\/34—2\/ﬁ>
1
% ( 1+V174+14/34 —2/17

+\/68 +12V17 = 16.0/34 + 2V17 + 2.(V17T — 1).4/ 34 — 2\/1_7>
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O_K —_— —_—
Observe que — = OM = cos PByOP,

Aplicando a lei dos cossenos ao angulo O do triangulo PO P, obtemos:

(PoP1)? = (P0)? + (OP))2 — 2.P0.0P;. cos BhOP,

= 141 —2.1.1.%. (—1+\/ﬁ+ V34— 2./17 + \/68+12\/ﬁ— 16.4/34 + 2v17 + 2.(V17 — 1).\/34—2\/ﬁ>
J? é (1+ﬁ+\/342.ﬁ+\/68+12ﬁ16.\/34+2ﬁ+2.(m1).\/342\/ﬁ>

PyPy



47

5 PROPOSTA DE APLICACAO
PROPOSTA DIDATICA

Um dos resultados importantes da producdo do conhecimento reside na possibilidade que
temos de fazer a interacdo de multiplos saberes. O conceito de nimero complexo é um bom
exemplo dessa possibilidade exploratéria da producdo cientifica, ao permitir relacdes com a
algebra, geometria plana, geometria analitica, trigonometria, sé€ries e aritmética. Esta € uma
Proposta apresentada com a finalidade de esquematizar uma sequéncia de aulas para auxiliar
no ensino de nimeros complexos, sua interpretacdo geométrica juntamente com a construcao
de poligonos regulares utilizando as constru¢des geométricas além de outros recursos didaticos,

além disso, pode ser adaptada para qualquer outro tipo de contetdo.
DISCIPLINA: Matemética.
NOME DO PROFESSOR: Tiago Monteiro Alves
Turma/Série: 3° ano do Ensino Médio.
TEMA: Numeros Complexos

CONTEUDOS TRABALHADOS

* Surgimento dos nimeros complexos;

* Defini¢do de nimero complexo;

* Soma e subtragdo de nimeros complexos;

* Multiplicagdo e divisao de complexos;

* Representagdes algébricas e geométricas de um nimero complexo;
* Md6dulo de um nimero complexo;

* Poténcias da unidade imagindria;

* Representagdo trigonométrica de um niimero complexo;

* Multiplicagdo e divisdo na forma trigonométrica;

* Potenciagdo na forma trigonométrica;

* Construgdo, com régua e compasso, do tridngulo equilatero
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COMPETENCIAS ESPECIFICAS DE MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS PARA
O ENSINO MEDIO - BNCC

3 Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibili-
dade dos resultados e a adequagdo das solugdes propostas, de modo a construir argumen-

tacdo consistente;

* 5 Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacdo de padrdes, experi-
mentacgdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma demons-

tracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas conjecturas.

HABILIDADES (BNCC)

* (EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fendmenos
periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros) e com-
parar suas representagdes com as fungdes seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou

sem apoio de aplicativos de dlgebra e geometria.

* (EMI13MAT308) Aplicar as relacdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou
as nocoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que envolvem

tridngulos, em variados contextos.

* (EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas va-
ridveis numéricas, usando ou ndo tecnologias da informagao, e, quando apropriado, levar
em conta a variacdo e utilizar uma reta para descrever a relacdo observada.

Tempo da sequéncia didatica

¢ 5 aulas de 80 minutos cada.

Materiais necessarios para a sequéncia didatica

O conteddo dos capitulos 2, 3 e 4 deste trabalho organizado de forma sequencial, caderno
para anotacdes, pincel ou giz, caderno de desenho, régua nao graduada, compasso, tanto para o
professor quanto para os alunos, notbook, aplicativo Geogebra e data show.

AULA 1

Organizacdo da turma
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* Os alunos ficardo em seus respectivos lugares.

Introducao

Primeiramente fazer uma retomada histérica do surgimento dos nimeros complexos, des-
tacando sua inicial recusa e posterior aceitacdo pelos mateméticos da época. Em seguida entrar
em sua defini¢do assim como apresentar as primeiras operacdes de soma e subtragcdo atentando

para uma atividade no final da aula.

Desenvolvimento

1°. Momento: Abordar a histéria do surgimento dos niimeros complexos, dando sua definicao

e expondo como exemplo alguns nimeros complexos;
2°. Momento: Definir as operagdes de soma e subtracdo com niimeros complexos;

3°. Momento: abrir um espago para que os alunos comentem e tirem dividas sobre as opera-

coes apresentadas

4°. Momento: aplicar alguns exercicios de facil entendimento para fixagdo do contetdo tra-
balhado.

Conclusao

Concluir a aula resolvendo, junto com os alunos, os exercicio de fixacdo e abrindo mais
uma vez o espaco para o didlogo entre alunos e professor com o objetivo de sanar alguma

davida, se caso existir.
Avaliaciao

A avaliacdo nesta aula serd feita de forma paralela, observando comportamento, participa-

¢do e interesse dos alunos.

AULA 2

Organizacdo da turma
* Os alunos ficardo em seus respectivos lugares.

Introducao

Primeiramente fazer uma peque retomada da aula anterior. Em seguida expor aos alunos
o conteudo a ser trabalho nesta aula: Multiplicacdo e divisdo de complexos; Representacdo

algébrica e geométrica de um nimero complexo e médulo de um nimero complexo.

Desenvolvimento
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1°. Momento: Definir as operagdes de multiplicacdo e divisao de nimeros complexos;
2°. Momento: Representar Geometricamente um nimero complexo no plano dos complexos;
3°. Momento: Definir médulo de um numero complexo;

4°. Momento: Abrir um espago para que os alunos comentem e tirem dividas sobre defini-

coes e as operacoes apresentadas;

5°. Momento: aplicar alguns exercicios de facil entendimento para fixacdo do conteudo tra-
balhado.

Conclusao

Concluir a aula resolvendo, junto com os alunos, os exercicio de fixacdo e abrindo mais
uma vez o espaco para o didlogo entre alunos e professor com o objetivo de sanar alguma

duavida, se caso existir.
Avaliacao

A avaliacdo nesta aula sera feita de forma paralela, observando comportamento, participa-

¢do e interesse dos alunos.

AULA 3

Organizacdo da turma
* Os alunos ficardo em seus respectivos lugares.

Introducao

Primeiramente fazer uma peque retomada da aula anterior. Em seguida expor aos alunos o
conteddo a ser trabalho nesta aula: Poténcias da unidade imagindria; Representacdo trigonomé-

trica de nimero complexo; multiplicacio e divisdo na forma trigonométrica.

Desenvolvimento
1°. Momento: Definir como se calcula as poténcias da unidade imagindria atentando para sua
periodicidade;
2°. Momento: Definir como se representa um nimero complexo na forma trigonométrica;
3°. Momento: Definir as operacdes de multiplicag@o e divisdo na forma trigonométrica;

4°. Momento: Abrir um espaco para que os alunos comentem e tirem davidas sobre as defi-

nicdes e operagdes apresentadas
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5°. Momento: aplicar alguns exercicios de facil entendimento para fixacdo do conteudo tra-
balhado.

Conclusao

Concluir a aula resolvendo, junto com os alunos, os exercicio de fixacdo e abrindo mais
uma vez o espaco para o didlogo entre alunos e professor com o objetivo de sanar alguma

duavida, se caso existir.
Avaliacao

A avaliacdo nesta aula sera feita de forma paralela, observando comportamento, participa-

¢do e interesse dos alunos.

AULA 4

Organizacdo da turma

* Os alunos ficardo em seus respectivos lugares.

Introducao

Primeiramente fazer uma peque retomada da aula anterior. Em seguida expor aos alunos o
conteddo a ser trabalho nesta aula: Potenciacdo na forma trigonométrica; Raizes enésimas de

nimeros complexos; apresentacdo da férmula de De Moivre .

Desenvolvimento

1°. Momento: Definir como se calcula as poténcias de um nimero complexo na forma trigo-

nométrica apresentando a férmula de De Moivre;

2°. Momento: Definir como se calcula raiz enésima de um nimero complexo na forma trigo-

nométrica;

3°. Momento: Abrir um espago para que os alunos comentem e tirem davidas sobre as defi-

nicdes e operacdes apresentadas

4°. Momento: aplicar alguns exercicios de facil entendimento para fixagao do contetdo tra-
balhado.

Conclusao

Concluir a aula resolvendo, junto com os alunos, os exercicio de fixacdo e abrindo mais
uma vez o espaco para o didlogo entre alunos e professor com o objetivo de sanar alguma

duavida, se caso existir.
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Avaliacao

A avaliagdo nesta aula serd feita de forma paralela, observando comportamento, participa-

¢do e interesse dos alunos.

AULA 5

Organizagado da turma
* Os alunos ficardo em seus respectivos lugares.

Introducao

Nesta aula apresentaremos os instrumentos de desenho (Régua ndo graduada e compasso);
Definiremos e construiremos retas paralelas e perpendiculares assim como definir e construir
o tridangulo equildtero. Faremos a ligagc@o entre a relacdo que existe entre as raizes ctbicas da

unidade e os vértices do tridngulo equilétero.

Desenvolvimento
1°. Momento: Apresentar, com o auxilio de Notbook e data show, usando o aplicativo geo-
gebra, a contrugdo de retas palelalas e perpendiculares;

2°. Momento: Fazer com que os alunos reproduzam, com régua e compasso, a atividade

descrita no momento anterior;

3°. Momento: Apresentar a construcdo do tridngulo retangulo ainda com uso das ferramentas

tecnoldgicas e digitais usadas no primeiro momento;

4°. Fazer com que os alunos reproduzam, com régua e compasso, a atividade descrita no

momento anterior;

5°. Momento: aplicar e resolver, junto com os alunos o exercicio abaixo desde o calculo das
raizes até a constru¢do com régua e compasso do triangulo equilédtero cujos vértices serdo

as raizes encontradas.

Calcule as raizes ctibicas do niimero 1 e represente-as no plano dos complexos

Solucdo: O nimero real positivo 1 tem médulo 1 e argumento 0. Entdo,

{/1.(cos 0 +isen 0) = 3 i sen —

L [ 2km 2k7T:| |

3 2 , 2

cOS — + 7 sen ——

3 3
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Esses valores se repetem em ciclos de 3. De fato, cada aumento de uma unidade no valor
de k gera um aumento de 27/3 no argumento. Um aumento de 3 unidades no valor de k gera

um aumento de 27 no argumento e faz com que o valor de

2k 2km
Ccos T +2sen —

3

se repita. Note que essas raizes sdo vértices de um tridngulo equilatero inscrito no circulo de
centro na origem e raio 1.

As raizes sdo obtidas fazendo £ = 0, 1, 2 (pois se repetem a partir daf)

As raizes sdo:

* k=0; z=1(cosO+isen0)=1.(1+4.0)=1

2 2 1 3 1 3
e k=1, z =1 (COS%—}-@SGD%) =1. (—5—1—\/7—@) :—54—\/7_@'

4 4
e k=2, z=1. (COS%“‘?:SGH?W

~
|
|
DO
|
| S
.
I
|
o |
|
| S

Vamos agora representar graficamente os trés nimeros complexos encontrados.

Figura 25 — raizes cubicas da unidade

| =

el

Fonte: do Autor
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Conclusao

Concluir a aula abrindo mais uma vez o espaco para o didlogo entre alunos e professor com

o0 objetivo de sanar alguma dudvida, se caso existir.
Avaliacao

A avaliacdo nesta aula sera feita de forma paralela, observando comportamento, participa-

¢ao e interesse dos alunos.
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6 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

6.1 Consideracoes Finais

Ser professor € uma profissdo que precisa ser constantemente reciclada e reinventada, por
isso acreditamos que o professor de matemadtica, deve sempre buscar qualificacdo profissional
para si, estudar e saber sempre mais sobre os assuntos que ministra (¢ mais do que os assuntos
que ministra), para assim poder atender e prestar um servico de ensino de alto grau de qualidade
para a sociedade em que vive. Pensando nisso este trabalho buscou ajudar na formacdo e en-
tendimento no que diz respeito a nimeros complexos perpassando por sua historia, defini¢des
e exemplos assim como a constru¢do de segmentos construtiveis com régua e compasso. Ou-
sou em mostrar a construtibilidade do heptadecdgono regular assim como uma justificativa da
constru¢do que, embora tenha se revelado trabalhosa pelo fato de apresentar longos e exaustivos
célculos pouco divulgados na literatura matemaética, seu entendimento € relativamente simples
uma vez que se valeu e se alicercou no famoso Teorema de Pitdgoras e assim, alcancando o
objetivo desta obra. Vale ressaltar que o aplicativo de uso livre Geogebra foi de grande valia na
construgao deste trabalho, pois sendo este usado na construg¢ao das figuras que ilustraram esta
obra. Concluimos este trabalho com a proposi¢cao de uma atividade de ensino para turmas de 3°
ano do ensino médio. Nossa expectativa é que este trabalho gere frutos no que diz respeito ao
melhoramento do processo de ensino-aprendizagem da matemadtica das escolas publicas assim
como o mesmo pode servir de ponto de partida para futuros trabalhos relacionados a constru-

¢coes geométricas com régua e compasso € nimeros complexos.
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