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“A verdade é um duelo de percepcoes. As
pessoas s6 enxergam o que podem enfrentar.
Nao importa o que voceé ve... Mas sim, o que
vocé enxerga. Quando diferentes percepcoes
duelam entre si... A verdade tem um jeito de
se perder... E os monstros. Encontram um
jeito de sair.”

(REVENGE.)
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Resumo da Dissertacao apresentada a UFPA/MEC como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Matematica (M.Sc.)

CONSTRUCOES GEOMETRICAS: UMA PROPOSTA PARA O ENSINO E
APRENDIZAGEM EM GEOMETRIA PLANA

Edilson Alves de Assis
Dezembro , 2021

Orientador: Carlos Alessandro da Costa Baldez, D.Sc

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta pedagogica em relagao
ao ensino da geometria através das construgoes geométricas. Em problemas gra-
dualmente adequados aos anos finais do ensino fundamental e em todo o ensino
médio. O significado matematico é obtido estabelecendo conexoes entre ideias ma-
tematicas em discursoes particulares associadas a outros conhecimentos pessoais
do individuo, a geometria esta presente no dia a dia dos alunos, e uma metodologia
didéatica que é o uso das construgoes geométricas. Para isso, o estudo oferece bus-
car aliar o ensino da geometria por meio das construgoes geométricas, justificando
cada processo cognitivo usando os conhecimentos basicos da geometria euclidiana,
tais como axiomas, proporgoes, teoremas dentre outros. Desta forma, fazer com
que os alunos possam assimilar melhor os conteidos em geometria. Além disso,
traz também a resolucao de problemas sem o uso da algebra, e em quais em casos
mais complexos seu uso se faz necessario. Metodologicamente, esta dissertacao
trata-se de uma abordagem qualitativa como tipo de investigacao.

Palavras-Chave: Ensino da Matematica. Geometria. Construgoes Geométricas.
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Abstract of Dissertation presented to UFPA/MEC as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master in Mathematics (M.Sc.)

GEOMETRIC CONSTRUCTIONS: A PROPOSAL TO TEACHING AND
LEARNING IN PLANE GEOMETRY

Edilson Alves de Assis
December, 2021

Advisor: Carlos Alessandro da Costa Baldez, D.Sc

This paper aimed to promote a pedagogical proposal in relation to geometry te-
aching through geometric constructions. In math‘s problems appropriate to final
grades of elementary school and all high school. The mathematical meaning is
gotten stablishing connections between mathematical ideas in particular discussi-
ons combined to previous knowledge of the students. The geometry is present in
students daily, a didactic approach by use of geometric constructions. For this, this
work proposes associate the geometry teaching through geometric constructions.
It justify each cognitive process by the use of basic knowledge of the Euclidean
Plane Geometry, such as: axioms, proportions, theorems, among others. That
way, the students might be able assimilate well geometry contents. In addition,
it also provides the resolution of the problems without using algebra, however in
case more complex the algebra use is necessary. Methologically this master‘s thesis
shows a qualitatite theoretical approach how kind of investigation.

Words-key: Mathematics teaching. Geometry. Geometric Constructions.
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Capitulo 1

Introducao

A Geometria é de fundamental importancia para o nosso dia a dia, pois ela
nos permite uma percepcao e visualizagao de espaco, como também o desenvolvi-
mento de habilidades em outras areas de conhecimento, como a Mecanica, Enge-
nharias, Fisica entre outras, ela nos possibilita fazer exploracoes, representacoes e
construgoes.

O ensino/aprendizagem da geometria na rede piublica de ensino, tem seus
desafios, dentre eles cita-se o ensino de construgoes geométricas. O fato é que
as construgoes geométricas que deram origem a geometria euclidiana necessita de
materiais como régua e compasso, porém a auséncia desses materiais no momento
da aula acarreta na nao aplicacao da pratica dos conteidos. Ja quando a iniciativa
independe dos alunos e alunas em contruir os entes geométricos, a concepgao se
limita em simples desenhos, assim cabendo o professor mostra-los que esse ensino
geométrico vai muito além disso.

As construcoes geométricas desenvolvem a percepcao e aperfeicoamento de
um pensamento logico para assimilacdo da geometria euclidiana. Ao falar das
construcoes geométricas, é relevante destacar que ela chegou ao Brasil com “A
Academia Real Militar da Corte e foi fundada pela Carta Régia de 4 de Dezembro
de 1810, através de D. Joao VI.” porém sua implantagao de forma oficial na rede
publica foi no século XIX com as escolas militares, “ A matematica no Brasil estava

fortemente presente na formagao técnica e militar” Zuin (2002), pag. 66.



Ao longo do tempo as construgoes geométricas (desenho geométrico) foram
perdendo espago e sofrendo com uma acentuada desvalorizacao causada pela falta
de obrigatoriedade nas provas de vestibulares, o que culminou com sua retirada do
curriculo escolar, com a promulgacao da Lei 5.692 de Diretrizes e Bases da Edu-
cagao Nacional da Educacao e do Desporto. Secretaria de Educacao Fundamental
(1971).

Assim muitas escolas “excluiram o Desenho Geométrico, ja que esse nao era
mais uma disciplina obrigatéria” Zuin (2002), pag.91. Ressurgindo nos anos 90,
inserido nos Parametros Curriculares Nacionais de Matematica — PCNs Ministério
da Educagao e do Desporto (1998), porém sua implantagao ao livro didético foi de
forma acanhada e descolada do ensino da geometria. Como frisa Zuin (2001), “as
construgoes geométricas, abordadas nos livros de matematica, se restringem a um
conteido muito reduzido, fixando-se apenas a alguns topicos, nao possibilitando
uma visao mais ampla da sua integracao com a geometria euclidiana ” Zuin (2001),
pag. 191

Observando esse atual cendrio de desvalorizagao no processo de ensino e
aprendizagem das construcoes geométricas, surgiu a motivacao em desenvolver
este trabalho na busca de resgatar o ensino e a pratica dos contetidos da area em
questao, destacando a relevancia de tal ensino para os estudos matematicos.

Diante desse quadro, o estudo pretende propor um processo de percepcao,
memoraizagao e raciocino légico para o ensino da geometria através das construgoes
geométricas, justificando cada etapa de criagao dos desenhos geométricos usando
os conhecimentos bésicos da geometria euclidiana, como: axiomas, proporgoes,
teoremas dentre outros. Desta forma, fazendo com que os alunos possam assimilar
melhor os conteidos em geometria. trazer também a resolucao de problemas sem
o uso da algebra e quais casos mais complexos seu uso se se faz necessario.

Como sugere WAGNER (2007): “As construgoes geométricas continuam até
hoje a ter grande importancia na compreensao da Matemdtica Elementar. Seus

problemas desafiam o raciocinio e exigem sélido conhecimento dos teoremas de



geometria e das propriedades das figuras e nao é exagero dizer que nao ha nada
melhor para aprender geometria do que praticar as construgoes geométricas”.
Desta forma, acreditamos que com as construgoes geométricas, e justificando
passo a passo, iremos alcancar o resultado desejado, ou seja que os alunos se
apoderem dos conhecimentos matematicos, implementando o uso em situacoes hi-

potéticas bem como em situagoes reais.

1.1 Motivagao da Dissertacao

Diante de observacoes em sala de aula e nos livros didaticos sobre o ensino da
geometria percebeu-se que havia uma distancia entre as construcoes geométricas
e a geometria plana, desta forma nao havia o interesse dos alunos em “decorar”
postulados, teoremas e proposicoes, assim um caminho no incetivo de que eles
guardem tais informacoes é com o uso das construcoes geométricas. Outro fator
decisivo para escolha de nosso tema de dissertacao deu-se ao analisarmos o Livro
[ de EUCLIDES (2009) onde encontramos sua primeira proposicao, cuja demons-
tracao é uma prova clara sobre o ensino de geometria unido ao uso de régua e

CO1Mpasso.

“Construir( com régua e compasso) um tridngulo equildtero sobre a
reta limitada”
Demonstragao: Seja AB a reta limitada. Fique descrito por um lado, com o centro
A, e, por outro lado, com a distancia AB, o circulo BC'D, e, de novo, fique descrito,
por um lado, com centro B, e, por outro lado, com a distancia BA, o circulo ACE,
e, a partir, do ponto C, no qual os circulos se cortam, até os pontos A, B fiquem
ligadas as retas C'A, CB.

E como o ponto A é centro do circulo CDB, a AC' é igual a AB; de novo.
com o ponto B é centro do circulo CAE, a BC é igual a BA. Mas a C'A foi

também provada igual a AB; portanto, cada uma das C'A, C'B é igual a AB. Mas



as coisas iguais & mesma coisa sao também iguais entre si; portanto, também a C'A
é igual a CB, portanto, as trés CA, AB, BC' sao iguais entre si.
Portanto o triangulo ABC' é equilétero, e foi construido sobre a reta limitada

AB.

Figura 1.1: Construcao do triangulo equilatero com lado AB em posicgao.

Fonte: C. A. da Costa Baldez.

[ |
Esses dois pontos despertou a idéia de unir as contrucoes geométricas como

um modo auxiliador para o ensino da geometria plana para alunos do ensino bésico.

1.2 Objetivo da Dissertagao

Este trabalho tem como objetivo trazer uma proposta pedagogica em rela-
¢ao ao ensino da geometria, através das construgoes geométricas. Trabalhando
conjuntamente com as construcoes geométricas e os resultados basicos da geome-
tria euclidiana, trazendo também problemas adequados aos anos finais do ensino

fundamental e em todo o ensino médio.

1.3 Organizacgao da Dissertagao

O trabalho esta dividido em capitulos comecando com a introducao. No ca-
pitulo 2, enunciamos resultados basicos da geometria euclidiana, as demonstracoes
foram omitidas para efeito de pesquisa.

No capitulo 3, abordamos as construcoes basicas com régua e compasso,



ou seja, as construcoes elementares que darao sustentacao para resolver varios
problemas geométricos.

No capitulo 4, usamos as expressoes algébricas como forma de construir so-
lugoes de problemas com o uso da algebra.

E por fim, no capitulo 5, fazemos nossas consideracoes finais e conclusao de

nosso trabalho.



Capitulo 2

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados basicos da geo-
metria Euclidiana, aqui trataremos das defini¢oes, proposicoes, axiomas, lemas,
corolérios e teoremas da geometria plana, servindo de suporte para justificar cada

construcao dos capitulos seguintes.

2.1 Segmentos

Definigao 2.1.1 O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos os pontos
que se encontram entre A e B é chamado de segmento AB. Os pontos A e B sao

denominados extremos ou extremidades do segmento.

Figura 2.1: Segmento de extremidade A e B.

A B

Fonte: Autor.

Observagao 2.1.1 A régua graduada é o instrumento que usamos para medir com-
primento de segmentos.
Neste exemplo, dizemos que AB mede 3 cm, AC mede 8 cm e BC' mede 5

CIn.

Um triangulo é uma figura plana formada por trés pontos que nao pertencem

a uma mesma reta e pelos trés segmentos determinados por estes trés pontos.
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Figura 2.2: Régua graduada

I i
A B C
S

Fonte: Fonte: Adaptado de dos SANTOS (2016).

Os trés pontos sao chamados de vértices do triangulo e os segmentos , lados do
triangulo.

Figura 2.3: Triangulo de vértices A, B e C

B

A C

Fonte: Autor.

Definicao 2.1.2 Se A e B sao pontos distintos, o conjunto constituido pelos pontos
de segmento ABe por todos os pontos C' tais que B encontra-se entre A e C', é
chamado de semi-reta de origem A contendo o ponto B, e é representado por Sup.

O ponto A é chamado de origem da semi-reta AB.

Figura 2.4: Semi-reta de origem A, contendo B. Sap.

A B

Fonte: Autor.

—
Observacgao 2.1.2 Os pontos A e B determinam duas semi-retas 1@ e BA que

contém o segmento AB.

Proposigao: Para as semi-retas determinadas por dois pontos A e B tem-se:
a) 1@ U B—1>4 ¢ a reta determinada por A e B,
b) ABNBA = AB

Demonstragao: Ver BARBOSA (2003), pag. 4.

7



Figura 2.5: Reta AB.

B

Fonte: Autor.

2.2 Angulos

Definigao 2.2.1 Chamamos de dngulo a figura formada por duas semi-retas com a

mesma origem

Figura 2.6: Angulo AOB de vértice O.

B

Fonte: Autor

Notagao. E, ZA ou para nao haver duvidas ZBAC ou (ZCAB). Os angulos sao

medidos em graus com o auxilio de um transferidor. Neste caso, temos ZBAC =

Figura 2.7: Transferidor.

S
&
S
2
°
g
°
)
2
ko)
B

Fonte: Adaptado de NEVES (2016).



93°.

Observacgao 2.2.1 As semi-retas sao chamadas de lados do angulo e a origem co-
mum, de vértice do angulo. Um angulo formado por duas semi-retas distintas de

uma mesma reta é chamado de angulo raso, e sua medida é 180°.

Figura 2.8: Angulo raso.

Fonte: Autor.

Definic¢ao 2.2.2 Dois angulos ZAOB e ZCOD ( de mesmo vértice O) sdo opostos

pelo vértice (abreviamos O.P.V) se seus lados forem semirretas opostas.

Figura 2.9: Angulos opostos pelo vértice.

Fonte: Autor.

Proposicao 2.2.1 Dois angulos opostos pelo vértice sao iguais.

Demonstra¢ao: Ver BARBOSA (2003), pg. 34.



2.3 Congruéncia de Triangulos

Definicao 2.3.1 Dizemos que dois triangulos ABC e DEF sao congruentes, se for
possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca de modo que lados e angulos

correspondentes sejam congruentes.

AB=AB e /A=/A
ABC =AC'D <= AC=AC" e /B=/PB
BC=DBC" e £C0 ="

A congruéncia entre triangulos é reflexiva, simétrica e transitiva.

Axioma 2.3.1 Se dois lados de um triangulo e o angulo formado por esses dois
lados forem, respectivamente, iguais a dois lados de outro triangulo e ao angulo

formado por esses outros dois lados, entao os triangulos sao congruentes.

Figura 2.10: Caso de congruéncia LAL.

A

c

Fonte: Autor.

Teorema 2.3.1 Se dois angulos de um triangulo e o lado compreendido entre esses
dois angulos forem respectivamente iguais a dois angulos de outro triangulo e ao
lado compreendido entre esses dois angulos, entao os dois triangulos sao congruen-

tes.
Demonstracao: BARBOSA (2003); DOLCE (2001).

10



Figura 2.11: Caso de congruéncia ALA.

Fonte: Autor.

Proposicao 2.3.1 Se ABC' é um triangulo isésceles de base BC, entao B = C

Demonstracao: BARBOSA (2003); DOLCE (2001); MUNIZ NETO (2013)

Proposicao 2.3.2 Se, em um triangulo ABC, tem-se dois angulos congruentes, en-

tao o triangulo ¢ isdsceles.
Demonstra¢ao: BARBOSA (2003)

Proposicao 2.3.3 Em um triangulo isoésceles a mediana relativamente a base ¢é

também bissetriz e altura
Demonstra¢ao: BARBOSA (2003)

Teorema 2.3.2 Se dois triangulos tém trés lados corresnpondentes congruentes en-

tao os triangulos sao congruentes.

Demonstragao: BARBOSA (2003); DOLCE (2001).
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Figura 2.12: Caso de congruencia LLL.

Fonte: Autor.

Corolario 2.3.1 Dado um segmento de extremidade AB existe um tnico ponto M
entre A e B tal que AM = MDB. Esse ponto M é chamado de ponto médio do

segmento AB.
Demonstracao: BARBOSA (2003); DOLCE (2001).

Corolario 2.3.2 Dado um angulo ZAOB existe uma unica semi-reta O? tal que
/ZAOD = ZDOB. Essa semi-reta é chamada bissetriz do angulo ZAOB.

Figura 2.13: Existéncia da semi reta bissetriz.

Fonte: Autor.

Demonstracao: DOLCE (2001).



2.4 Paralelismo

Lema 2.4.1 Em todo triangulo, a medida de cada angulo externo é maior que as

medidas dos angulos internos nao adjacentes a ele.

Demonstragao: BARBOSA (2003).

Figura 2.14: Angulo externo

Fonte: Autor.

Proposigao 2.4.1 A soma dos angulos internos de um triangulo ¢é igual a 180°.

Demonstragao: BARBOSA (2003); DOLCE (2001).

Corolario 2.4.1 Os angulos de um triangulo equilatero sao todos iguais a 60°.

Corolario 2.4.2 Em todo triangulo, a medida de um angulo externo é igual a soma

das medidas dos dois angulos internos nao adjacentes a ale.

Demonstragao: DOLCE (2001).

Corolario 2.4.3 Se dois angulos de um triangulo e o lado oposto a um desses an-
gulos forem respectivamente iguais a dois de outro triangulo e ao lado oposto

correspondente nesse outro triangulo, entao os triangulos sao congruentes. Em
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simbolos, dados triangulos ABC e A’B'C’, temos:

BC = BC
Hipdtese: /BAC = /B'AC" ==  Tese: ABA = A'B'C
/ABC = ZA'B'(C

Com a correspondéncia de vértices A <> A", B+ B' e C + (.

Demonstragao: MUNIZ NETO (2013).

Figura 2.15: Caso de congruéncia LAA,.

A

Fonte: Autor.

2.5 Paralelogramo

Definicao 2.5.1 Um paralelogramo ¢ um quadrilatero cujos lados opostos sao pa-

ralelos.

Proposicao 2.5.1 Um quadrilatero convexo ¢é paralelogramo se, e so se, seus pares

de lados opostos forem iguais.
Demonstragao: BARBOSA (2003); DOLCE (2001).

Proposicao 2.5.2 Um quadrilatero convexo é um losangulo se, e so se, tiver diago-

nais perpendiculares.
Demonstracao: MUNIZ NETO (2013).
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2.6 Semelhancga de Triangulos

Definicao 2.6.1 Diremos que dois triangulos ABC' e FFGsao semelhantes se for
possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices: A — F,
B — F e C — G, de modo que angulos correspondentes sejam iguais e lados

correspondentes sejam proporcionais.

(
%:/{ e /A=/F
BC

ABC ~ EFG <+ o =h e LB=4LF
CA
— =K ¢ LO=/1G
\GE

k é chamada de constante de razao de proporcionalidade

Teorema 2.6.1 Teorema de Tales - Sejam r, s, t retas paralelas. Escolhendo pontos
AJA er, BB €seC,C"et,demodo que A, B,C e A', B', (" sejam dois ternos

de pontos colineares. Entao
AB AP
BC  B'C"

Figura 2.16: Configuragao geométrica para o Teorema de Tales.

p q

Fonte: Autor.

Demonstragcao: BARBOSA (2003); DOLCE (2001); MUNIZ NETO (2013).
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Figura 2.17: Semelhanca de triangulo em um triangulo retangulo.

A

C D a B
Fonte: C. A. da Costa Baldez.

2.6.1 Relagoes Métricas de em um Triangulo Retangulo

Na figura abaixo, temos trés triangulos retangulos, a saber: ABC, ADB e
ADC. Nota-se que os triangulos ABC e ADB sao triangulos semelhantes. Assim
como os triangulos ABC' e ADC. Dal, concluimos a semelhanga entre os triangulos

ADC e ADB. Dessa relacao de semelhanca, obtemos:

Da tultima igualdade deduz-se que

Assim, provamos a seguinte

Proposigao 2.6.1 Em todo triangulo retangulo a altura do vértice do angulo reto

¢ média geométrica entre as projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.

Teorema 2.6.2 -Teorema (de PI TAGORAS )- Em todo triangulo retangulo o qua-
drado do comprimento da hipoteusa ¢ igual a soma dos quadrados dos comprimen-

tos do catetos.

Prova: Da relagao de semelhanca do triangulo acima, obtemos

i)

m
C a
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ii)

n_>
b «a

De i) e ii) temos ¢ = m - a e b = n - a, respectivamente. Logo

V+cf=n-at+m-a=(n+m) a=d.

Em resumo temos a seguinte tabela:

Semelhanca | Relagoes | Resultados

DAC~ABC | L= | R—aon
a b

DAB~ACB| S=" | 2—a.m
a ¢
h n

DAC ~DAB | — = — h=m-n
a h

Tabela 2.1: Rela¢oes métricas em um triangulo retangulo

2.7 Circulo

Definigao 2.7.1 O circulo I' de centro O e raio r é o lugar geométrico formado por

todos os pontos do plano que estao a uma mesma distancia » do ponto O.

Observagao 2.7.1 Chamaremos de raio ao segmento que une o centro do circulo a
qualquer de seus pontos. O segmento ligando dois pontos do circulo serd chamado

de corda. Toda corda que passa pelo centro do circulo é um diametro.
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Figura 2.18: Configuracao do circulo I'; de centro O e raio 7.

r A

B

Fonte: Autor.

Proposigao 2.7.1 Sejam I' um circulo de centro O e P um ponto de I'. Se ¢ é uma

reta que passa por P e é perpendicular a OP, entao t é tangente a I'.
Demonstragao: BARBOSA (2003).

Figura 2.19: Configuragao de uma reta tangente ao um circulo dado.

Proposigao 2.7.2 Um raio é perpendicular a uma corda(que nao é um diametro)

se e somente se a divide em dois segmentos congruentes.

Demonstragao: BARBOSA (2003).
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Figura 2.20: Configuracao de uma corda de um circulo e um raio perpendicular a
mesma.

Fonte: Autor.

Proposigao 2.7.3 Se uma reta é tangente a um circulo entao ela é perpendicular

ao raio que liga o centro ao ponto de tangéncia.

Demonstragao: BARBOSA (2003).

Proposigao 2.7.4 Se uma reta é perpendicular a um raio em sua extremidade,

entao a reta é tangente ao circulo.
Demonstragao: BARBOSA (2003).

Proposigao 2.7.5 Todo angulo inscrito em um circulo tem a metade da medida do

arco correspondente.
Demonstragao: BARBOSA (2003).

Corolario 2.7.1 Todos os angulos inscritos que subtendem um mesmo arco tém a
mesma medida. Em particular, todos os angulos subtendem um semicirculo sao

retos.
Demonstragao: BARBOSA (2003).

Proposigao 2.7.6 Sejam AB e C'D cordas distintas de um mesmo circulo que se

intersectam num ponto P. Entao AP - PB =CP - PD.
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Demonstracao: BARBOSA (2003).

Proposigao 2.7.7 Se dois lados de um angulo de vértice P sao tangentes a um
circulo nos pontos A e B, entdao. i) a medida do angulo ZAPB é igual a 180°

menos a medida do arco menor determinado por A e B. ii) PA = PB.

Demonstragao: BARBOSA (2003).
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Capitulo 3

Contrucoes Geomeétricas: Régua e Compasso

Neste capitulo, mostramos as construcoes com régua e compasso, buscando
justificar cada resultado obtido, mostrando uma integracao com o capitulo ante-

rior.

3.1 Construcgoes Basicas Fundamentais

Definicao 3.1.1 De acordo com DOLCE (2001), duas retas sdo perpendiculares (
simbolo: 1) se, e somente se, sdo concorrentes e formam angulos adjacentes suple-

mentares congruentes.

Abaixo, descrevemos dois métodos para construcao de retas perpendiculares, sendo

que reta a ser construida deve passar por um determinado ponto P.
e Caso 1: Dados uma reta r e um ponto P, com P ¢ r. Fig. a).

1. Tragamos um circulo I'; com centro em P intersectando r em A e B.
Fig. b).

2. Com o mesmo raio, tracamos os circulos I's e I'3 com centros em A
e B, respectivamente. Esses circulos se intersectam em dois pontos,

chamamos de () uma dessas intersecao. Fig. c.
3. Tracamos a reta PQ. Fig. d).

4. A reta PQ é a reta perpendicular pedida.
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Figura 3.1: Construcao de uma reta perpendicular, com o ponto P nao pertencente
a reta dada.

a) b)
oP oP
r r A B
c) d)
oP oP
—
r A B r A B
@ Ya

Fonte: Autor.

Justificativa: De fato, por construgdo AP = PB (raios de I'1) e AQ = QB
(raios de T'y e I'3). Desta forma, temos que ABC'D é um losangulo, logo
AB e P(@ sao diagonais, da Proposicao 2.5.2 temos que AB e P(@) sao

perpendiculares.
e Caso 2: Dado uma reta r e um ponto P, com P € r. Fig. a).

1. Centrado em P tragamos o circulo I'y de raio qualquer determinando

A e B sobre r. Fig. b).

2. Tragamos os circulos I's, centrado em A e raio maior que AP e com
mesmo raio centrado em B, tracamos I's, obtendo (), uma das inter-

segoes de I'y e T's. Fig. ¢).
3. Tracamos a reta PQ. Fig. d).

4. A reta PQ é a reta perpendicular procurada.
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Figura 3.2: Construcao de uma reta perpendicular, com o ponto P pertencente a
reta dada.

a) b)
4 d
r P r Al P B
c) d)
L L L L
r Al P B AL P B
>Q > a

Fonte: Autor.

Justificativa: Observe que o triangulo AQB é isésceles de base AB e P é
ponto médio de AB. Assim, P é mediana de AB(Q logo, pela Proposicao

2.3.3, P(Q) é mediana e altura. Portanto, perpendicular.

Problema 1. Construir uma reta perpendicular a extremidade de um segmento
AB sem prolongé-lo. Fig. a).

Solugao:
1. Tome um ponto O qualquer ndo pertencente ao segmento AB. Fig. b).

2. Centrado em O e raio AO tracamos um circulo I'; determinando o ponto

@ sobre a reta AB. Fig. ¢).
3. Unindo os pontos O e @), determinamos o ponto P sobre I'. Fig. d).

4. A reta AP é a reta, perpendicular a AB, procurada. Fig. e).
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Figura 3.3: Construcao de uma reta perpendicular, passando pela extremidade A.

a) b)

®o

c) d)
P
Q
A Q
| :

Fonte: Autor.

e)

Justificativa: Observe que PQ é diametro do circulo I' e A € T', como
ZQAP é um angulo inscrito no semicirculo segue da Proposigao 2.7.5 que

ZQAP é reto.

Definigao 3.1.2 A mediatriz de um segmento AB é o Lugar Geométrico-LG cons-

tituido por todos os pontos equidistantes de A e B.

Problema 2. Dado um segmento AB, construa a reta perpendicular a AB passando
pelo seu ponto médio M. Fig. a).

Solucao:

1. Com o compasso centrado em A trace um circulo I'y com raio maior que

AB. Fig. b).
2. Do mesmo modo, centrado em B trace um circulo I's.

3. Os circulos se intersectam em dois pontos P e Q. Fig. ¢).
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4. A reta m, definida por P(Q intersecta AB em seu ponto médio M e é a

mediatriz do segmento AB.

Figura 3.4: Construcao da mediatriz de um segmento dado.

a) b)

P
A B A B
> @
c) ) '<P

>¢Q

Fonte: Autor.

Justificativa: De fato, o triangulo que APB é isésceles e PM é a medi-
ana, por construcao, logo segue da Proposicao 2.3.3 que PM é altura e,
portanto, a reta m definida por PM, é perpendicular a AB. Além disso,
se P’ é um ponto qualquer de m entao o triangulo AP'B é isésceles. Essa
afirmacao segue da congruéncia dos triangulos AM’'P e BM P’ pelo caso

L.A.L. Desta forma, a reta PM é também a mediatriz.

[ |
Problema 3. (Construgio de Paralelas ) - Dado uma reta r e um ponto P com
P € r. Construa um reta s paralela a reta r, passando por P. Fig. a).

Solugao:

1. Centrado em P tracamos o circulo I'y, determinando um ponto A, como

sendo uma das interse¢oes com r. Fig. b).
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2. Centrado em A e, com mesmo raio, tracamos I'y, determinando B, uma

das intersecoes com 7. Fig. c¢).

3. Centrado em B e mesmo raio, tracamos I's, determinando o ponto () a

intersecao com I'y. Fig. d).
4. A reta s, definida pelos pontos PQ) é a reta paralela a r. Fig. e).

Figura 3.5: Construcao da paralelas.

a) b)
Pe P
r r A
c) d)
P P Q
[ ] L J
L )
r A /B r A I's

Fonte: Autor.

Justificativa: Segue da Proposigao 2.5.1 que o quadrildtero PABQ é um

paralelogramo.

Problema 4. Construa um triangulo ABC' conhecendo os lados AB, BC' e a altura
relativa a BC'. Fig. a).

Solugao:

1. Trace uma reta r e sobre ela marcamos o segmento BC'.
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2. Trace uma reta s paralela a r, cuja distancia entre elas seja a igual a altura

h dada. Fig. b).

3. Trace o circulo I" centrado em B e raio AB, determinando A e A’ sobre s.

Fig. ¢).

4. ABC' é o triangulo procurado. Fig. d).

Figura 3.6: Solucao geométrica do Problema 4.

a) a b)
L E—
B (o
(3
e
A B
h, s h
>0 a
r B a (o
c) d)
A A
/ \ ha
B a (o3

Fonte: Autor.

Observagao 3.1.1 Note que o problema admite duas solugoes. A saber,
os triangulos ABC e A’BC, tais triangulos nao sao congruentes, mas sao

equivalentes(ou seja, tridngulos de mesma area).

Problema 5. (Construgao de Bissetriz ) - Dado um angulo ZAOB, construa a
bissetriz desse angulo.

Primeiramente, iremos mostrar como se transporta um angulo dado. Fig. a).

1. Centrado em O e raio qualquer trace o circulo I'y determinando os pontos P e

@ sobre os lados do angulo. Fig. b ).
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2. Em seguida, com mesmo raio, trace o circulo I's centrado no ponto D de uma

reta r, encontrando o ponto E sobre r. Fig. ¢).

3. Depois trace o circulo I's, centrado em E com raio P(@), determinando F',

intersecao de I'y com I's. Fig. d).

4. Finalmente, trace DF, desta forma, temos ZEDF = «. Fig. e).

Figura 3.7: Transporte de um angulo

a) b)
Q
o @ o
P
c) d)
\ a
D e D TE
e)
F
[o
D T'e

Figura 3.8: Fonte: Autor.

Justificativa: Por construcao, os triangulos OPQ e DEF sao congruentes, pelo
caso L.L.L, em particular, temos congruéncia dos angulos.

Solucao( Construcao de Bissetrizes):

1. Trace o circulo I'y, centrado em O e raio qualquer determine os pontos P e Q).

Fig. b).

2. Com o mesmo raio trace os circulos I'y e I', centrados em P e (), respectiva-

mente, obtendo o ponto R. Fig. ¢).

3. Trace a semi reta OR. Fig. d).
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4. A reta OR é a bissetriz do angulo dado.

Figura 3.9: Construgao da bissetriz de um angulo qualquer.

a) b)
P
o & o
Q
c) d)
P P
o >< o 4@% R
Q Q

Fonte: Autor.

Justificativa: Note que os triangulos POR e QQOR sao congruentes, pelos

caso L.L.L. Segue da congruéncia que ZPOR = ZQOR.

[ |
Problema 6. Construa o triangulo ABC' conhecendo o perimetro 2p e os angulos
/B e ZC. Em seguida trace a bissetriz de tais angulos. Fig. a).

Solugao:
1. Trace uma reta r e sobre ela determine dois pontos B’ e C’ de modo que
B'C’" = 2p. Fig. b).
2. Transporte os angulos ZB e ZC, com vérices em B’ e C'. Fig. ¢).

3. Trace as bissetrizes dos angulos ZB e ZC com origem em B’ e C' com intersecao

no ponto A. Fig. d).

4. Agora trace as mediatrizes dos segmentos B’A e C' A, determinando os pontos

pontos B e C' em 7, respectivamente. Fig. e).
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5. O triangulo ABC' é o triangulo desejado.

Figura 3.10: Triangulo ABC' solucao do problema 6.

a) b)

Fonte: Autor.

Justificativa: Pela propriedade da mediatriz temos que B'B = BAe C'C =
C A, e portanto, o triangulo B'BA e C'C' A sao isosceles de base B'A e C’A,
respectivamente. Desta forma, segue do Corolério 2.4.2 que ZABC = /B.
De modo anélogo, concluimos que ZAC B = ZC. Além disso, sendo B'B =

AB e C'C' = AC vem que o perimetro de ABC' é igual a 2p.

[ |
Problema 7. Construcdo do Arco Capaz Dados um segmento C'D e um angulo «,
com 0 < a < 180° o LG dos pontos P do plano tais que ZC'PD = « é chamado
de arco capaz de a em relagao a C'D. Construa o arco capaz. Fig. a).

Solugao:
1. Transporte o angulo « para a extremidade do segmento C'D. Fig. b).

2. Trace a mediatriz m do segmento C'D. Fig. c¢).

3. Trace a reta t perpendicular a C'X passando por C, Fig. d).
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4. A intersecao de m e t é o ponto O, que é o centro do arco capaz.

5. Desta forma, temos o arco capaz de centro O e segmento C'D.

a)

c)

Justificativa: Observe que ZMCO = 90 — «a, logo ZCOD = 2a. Desta

forma, a Proposicao 2.7.5, garante que o angulo inscrito ¢ metade do angulo

Fonte: Autor.

Figura 3.11: Construcao do arco capaz.

b)
x\
C \Va D
< B
X (o] /
C\ o M D
> 4

central, entao o arco capaz tera medida «.

Problema 8. Construa o triangulo ABC', conhecendo os comprimentos a do lado

BC, h, da altura relativa a BC' e a medida « do angulo ZA. Fig. a).

Solugao:

1. Sobre uma reta suporte 7 defina o lado BC' = a. Fig. b).

2. Construa o arco capaz do angulo «. Fig. ¢).

3. Trace uma paralela a r de distancia h,, Fig. d).
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4. A intersecao desta reta com o arco capaz sao os pontos A e A’, determinando

assim o triangulo desejado, a saber, ABC ou A’BC.

Figura 3.12: Solugao geométrica do Problema 8.

b)

|

a)
c) d)

\ .

a
ha <
a a
r B c r B c
o o

Fonte: Autor.

Justificativa: Por definicao de arco capaz, segue que ZBAC = /BB'C =

«

Observagao 3.1.2 Novamente, nesse problema temos a existéncia de mais

de uma solucao.

[ |
Problema 9. (Divisio de um Segmento em Partes Iguais. -) Dado um segmento
qualquer AB, devemos dividi-lo em n partes iguais. Fig. a).

Solucao:
1. Tragar uma semirreta AX de origem em A. Fig. b).

2. Com um compasso e um raio qualquer marcamos n segmentos: AA;, A;As,

A2A3, A3A4, A4A5, A5A6, até An—lAna sobre AX. Flg C).
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3. Unimos A, B e tracamos as paralelas a A, B passando pelos pontos A;, com
i=1, -

,n—1, obetendo em AB os pontos Py, Py, P35, Py--- P,_1. Assim,

obtemos APy, PP, P,P3, PsP,, P,Ps, PsP;, até P,_1B, as partes iguais
procuradas. Fig. d).

Figura 3.13: Divisao de um segmento
a)

b)

X
c)

d)

Fonte: Autor.

Justificativa: Segue do Teorema 2.6.1

A4, AP

AA, PP

~ A4 _ AP _
Por construgao, temos ywrlis logo E
andalogo, concluimos que

1 e, portanto AP, = P; P5. De modo

AP, = PPy =P,P3=PP =---=F, b,

Problema 10. Construir um triangulo ABC' conhecendo o lado a e as medianas
my e me. Fig. a).

Solugao:
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1. Em uma reta r, determine BC' = a. Fig. b).

2. Trace os circulos I'; com centro em B e raio %mb e I'y com centro em C' e raio

%mc determinando G intersecao de I'y e I's. Fig. ¢).
3. Determine A,,, ponto médio de BC.
4. Prolongue A,,G e marque A, de modo que AG = 2A4,,G. Fig. a).
5. O triangulo ABC é a solugao do problema,
Figura 3.14: Solugao geométrica do Problema 10.

a) b)

c) d)
2/3my 2/3m

23m,, 2/3m,

B a pt B 7Am c

Fonte: Autor.

Justificativa: O ponto G é o baricentro do triangulo ABC ver proposicao

2.37 em MUNIZ NETO (2013)
Problema 11. (Tracados das tangentes a um circulo. )

e Caso 1: Dado o circulo I', tracar uma reta t tangente a I' passando por P,

com P eI Fig. a).

Solugao:
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1. Trace a semireta Spp, depois obtenha M € Spp de modo que OP =

PA. (Fig. b)).

2. Construa a mediatriz do segmento O A, determinando assim a reta t,

tangente ao circulo I'. Fig. ¢).

Figura 3.15: Solugao geométrica do tracados de tangentes. Caso 1.

a) b)

c)

Fonte: Autor.

Justificativa: Como ¢ é mediatriz de OA, entao tomando ) ponto sobre
t, temos que o triangulo OAQ isésceles logo QP, é a altura, portanto

QPLOP, pela proposicao 2.7.4 vem que que t é tangente a I'.
[ |

e Caso 2: Dado o circulo I', tracar uma reta t tangente a I' passando por P,

com P ¢ T', sendo P exterior. Fig. a).
1. Determine o segmento OP, depois determine o seu ponto médio M.
Fig. b).

2. Centrado em M e raio OM trace o circulo I'; obtendo os pontos A e

B intersegoes de I" e T';. Fig. ¢).
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3. Unindo AP e BP obtemos as retas tangentes a I, t; e to, respectiva-

mente. Fig. d).

Figura 3.16: Solugao geométrica do tracados de tangentes. Caso 2.

a) b) <
o o — o
‘ ] ) ’ ]
e
c) d)
A

Fonte: Autor.

Justificativa: Basta notar que ZPAQO é o angulo que subtende o diametro
do circulo de centro M e raio M P. Segue do Teorema 2.7.4 que ZPAO =
90° e da Proposicao 2.7.5, vem que t; é a reta tangente, passando por P.

De mod analogo, concluimos que ¢, é a outra reta tangente procurada.

3.2 Problemas Envolvendo Construgoes Basicas

Problema 1. Sao dados um circulo I', uma reta r e um ponto A sobre r. Construir

um circulo I tangente exteriormente a I' e tangente, em A, a reta r. Fig.
a).

Solucao:
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. Tragar a reta s perpendicular a r passando no ponto A. Fig. b).

. Tracar a reta w perpendicular a r passando por O, determinando M

e N sobre I'. Fig. ¢).

. A reta NA determina T sobre I', sendo T" o ponto de tangéncia de I’

el

. A reta OT determina O’ sobre a reta s. Fig. d).

. O circulo TV € identificado como sendo o circulo de centro O’ e raio

oT.

Figura 3.17: Construcao geométrica do problema de circulos tangentes.

a)

() €D

b)

-
A r A
c) d)
N N
r o
o¢ T o T
[ 1 |1 [ 1
r A r A

Fonte: Autor.

Justificativa: Note que os triangulos ONT e O'AT sao semelhantes
pelo caso A.A.A. De fato, ZONT = ZOAT sao alternos internos e
ZOTN = ZOTA sao O.P.V. Desta forma, segue da semelhanga a

seguinte igualdade:

r ON OA

r OT OT

Definindo o circulo I'. Por outro lado, pela proposicao 2.7.5, segue
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que r é tangente a IV. Por outro lado, sendo T pertencente a reta que
uni os dois circulos vem que T é um ponto de contato logo os circulos

sao tangentes exteriormente.

[ |
Problema 2. Dado um triangulo ABC| trace uma paralela a BC' que corta AB
em M e AC em N, de forma que se tenha AN = M B. Fig. a).
Solucao:
1. Trace a bissetriz do angulo ZA, determinando o ponto D sobre BC'.
Fig. b).

2. Trace uma reta paralela a AB passando por D e cortando AC, defi-

nindo assim o ponto N. Fig. ¢).

3. Trace uma reta paralela a BC' passando por N, cortando AB em um

ponto M. Fig. d).

4. Assim, construimos a reta pedida, a saber M N.
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Figura 3.18: Construcao da solucao do problema 2.

a) A b) A

c) A d)

Fonte: Autor.

Justificativa: Como AD ¢é bissetriz e DN é paralela a AB entao,
/DAN = ZADN, pois ZADN = ZDAM sao angulos alternos
internos logo NA = ND. Ao tracar a paralela a BC, temos um
quadrildatero M BDN e por definicao, é um paralelogramo, portanto

AN = MB.
[
Problema 3. Construir o triangulo ABC' conhecendo o lado a, o angulo A e a
mediana m,. Fig. a).

Solucao:

1. Sobre uma r suporte tramsporte o lado BC' = a. Fig. b).
2. Trace o arco capaz do angulo ZA. Fig. ¢).

3. Trace um circulo I'" de centro M, sendo M o ponto médio de BC, e

raio m,, determinando os pontos A e A’. Fig. d.
4. Os triangulos ABC e A’BC sao solucoes do problema.
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a) b)

c) d)

:

Fonte: Autor.

Justificativa: Por contrucao os triangulos satisfazem as hipdteses do

Prolema.
[ |
Problema 4. Construir o triangulo ABC' conhecendo o lado a, a soma s = b+ ¢
e altura hy. Fig. a).
Solucao:
1. Construa o triangulo retangulo BC'h;, de hipotenusa BC' = a e cateto
hy. Fig. ¢).
2. Prolongue o segmento h;, de extremidade C. Fig. d).
3. Marque nessa semirreta um ponto B’ tal que CB’ = s. Fig. d).

4. Trace a mediatriz de BB’, cuja interse¢ao com C'B’ seja o ponto A..
(ig. d).

5. O triangulo ABC' é a solucao do problema. Fig. d).
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a)

c)

Figura 3.19: Construcao da solucao do problema 4

b)

d)

Fonte: Autor.
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Justificativa: Basta notar que o triangulo ABB’ é is6scele de base
B’'B e portanto, AB’ = AB, mostrando assim, que BA+ AC =b+c¢

e a altura relativa ao lado AC' é hy, por construgao.
Problema 5. E dado um circulo, com o auxilio de régua e compasso, encontre seu
centro. Fig. a).

Solugao:

1. Marque trés pontos quaisquer no circulo. Fig. b).

2. Trace duas cordas, do circulo, cujas extremidades sejam os pontos

marcados. Fig. ¢).
3. Construa as mediatrizes dessas cordas. Fig. c¢).

4. O ponto de intersec ¢ao dessas mediatrizes é o centro do circulo.

Figura 3.20: Construcao da solucao do problema 4

a)

b) A

Fonte: Autor.

Justificativa: O método é uma consequéncia direta da Proposicao

2.7.2.
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Capitulo 4

Construcoes Geométricas: Equacoes

Algébricas

Aqui trataremos das construcoes nao imediatas como ocorria no capitulo
anterior, onde teremos que unir ao uso da algebra para obtermos a um novo méto-
dos construtivo. E para chegar nesses métodos construtivos iremos nos valer dos

conhecimentos da algebra.

4.1 Construcoes e Identidades Algébricas

1. A quarta proporcional. Dados os segmentos a, b e ¢, chamamos de 4% propor-

cional o segmento z, tal que:

Para obter o segmento x, geometricamente usaremos a seguinte construcao.

1. Construa duas retas r e s que se intersectam em um ponto O.
2. Sobre r tome os segmentos OA = a e AC = c.

3. Sobre s construas o segmento OB = b.

4. Construa o segmento AB.

5. Construa um segmento, passando por C, paralelo a AB cortando s

em D.
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6. O segmento BD = x é a quarta proporcional

Figura 4.1: Construgao geométrica para o segmento da quarta proporcional.

Fonte: Autor

Justificativa: A tltima afirmacao, segue direto do Teorema 2.6.1

2. Construcao de v/a? + b?. Dados segmentos a e b. Construir o segmento x =
va? + b?
1. Construa duas retas r e s perpendiculares entre si no ponto A.
2. Sobre r marque B de modo que AB = a
3. Sobre s marque C' de modo que AC =b

4. Construa o segmento BC'.

5. O segmento BC é o segmento procurado.
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Figura 4.2: Solugao geométrica da construcao de va? + b.

¢

A a

Fonte: Autor

Justificativa: Pelo teorema de Pitdgoras, temos que: AB = v/a? + b2. Dai,
concluimos que a expressao em questao ¢ geometricamente a hipotenusa

de um triangulo retangulo de catetos a e b.

3. Construgao de v/a? — b?. Dados segmentos a e b, com a > b. Construir o
segmento r = v/ a? — b?
1. Construa duas retas r e s perpendiculares entre si no ponto A.
2. Sobre r marque B de modo que AB =b

3. Fixando o compasso em B, construa um circulo I' de raio r = a,

intersectando s em C.

4. O segmento AC é o segmento procurado.
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Figura 4.3: Solugao geométrica da construcao de v/a? — b2.

Fonte: Autor

Justificativa: Pelo teorema de Pitdgoras, temos que: a? = 22 +b?> = AB =
x = va? — b?. Dali, concluimos que a expressao em questao é geometrica-
mente um dos catetos de um triangulo retangulo com hipotenusa a e o

outro cateto b.

4. Construgao de /a2 & b2 + 2. Dados segmentos a, b e ¢. Construir o segmento
r=va2 £ £
1. Construa duas retas r e s perpendiculares entre si no ponto A.
2. Sobre s marque B de modo que AB = a
3. Sobre r marque C' de modo que AC =b
4. O segmento BC' é a hipotenusa do triangulo retagulo ABC.
5. Construa uma reta r’ perpendicular a BC passando por C.
6. Sobre 7’ com um compasso marque um ponto D, tal que ¢ = CD.

7. O segmento DB é o segmento procurado.
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Figura 4.4: Solugao geométrica da construcao de v/a? + b? + 2.

D

Fonte: Autor

Justificativa: Chamando y = CB, segue do teorema de Pitdgoras, que:
y?> = a® + V% Fazendo v = DB e aplicando novamente o teorema de

Pitagoras, temos x = 1/y? + 2. Portanto,

DB =+Va2+ b+ 2.

Observacao 4.1.1 Esse processo por ser usado, indutivamente, para obter

geometricamente, expressoes do tipo: va? £ b2 £ ¢2 & ---. Em particular,

para o caso vVaZz+b2+c2+---, coma=b=c=---,0 processo acima
pode ser usado para obter expressdes para expressoes a+/n, sendo n um

natural qualquer.

5. Construcao da Média Aritmética. Dados segmentos a, b e ¢, definimos como

a média aritmética um segmento m, tal que

a-+b
m =
2

1. Construa uma reta r e sobre ela marque um ponto O.

2. Com um compasso fixo em O marque um ponto A, em r de modo que

OA=a
3. Com um compasso fixo em A marque um ponto B, em r de modo que
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A esteja entre O e B com AB =b
4. Construa o ponto médio M do segmento OB.

5. M é o ponto procurado com OM = m.

Figura 4.5: Solucao geométrica da construgao de do ponto médio de um segmento.

X

(a+b)i2

Fonte: Autor

Justificativa: E uma consequéncia direta da construcao da reta mediatriz

de um segmento.

6. Construgao da Média Geométrica. Dados segmentos a, b definimos como a

média geométrica g, o segmento

g =Vab.

1. Construa uma reta 7.

2. Sobre r com um compasso marque os pontos O e A, de modo que

OA =a.

3. Com um compasso fixo em A marque um ponto B, em r de modo que

A esteja entre O e B com AB = b.
4. Trace um semicirculo de diametro OB.

5. Construa um reta s perpendicular a r, passando por A e intersectando

o semicirculo no ponto C.
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6. AC é o segmento procurado.

Figura 4.6: Solugao geométrica da construcao da média geométrica de dois seg-
mento.

Fonte: Autor

Justificativa: E uma consequéncia direta das relagoes métricas de um tri-

angulo retangulo( ver BARBOSA (2003), proposicao 7.4).

4.2 Aplicacoes das Expressoes Algébricas Construtivas

1. O Segmento Aureo. Dado um segmento AB tomemos um ponto C' no seu
interior, dividindo o em duas partes com as seguintes propriedades: A
parte menor estd para a parte maior assim como a parte maior esta para

o segmento todo AB. Isto é,

CB AC
AC  AB’

Solucdo: Fazendo AB = a e AC = x, temos

a—x x
x a’
2?2 = a*—az,
2 —ad*+axr = 0,

. 5 5 —a + a\/g —a — a\/g
cujas solugoes sao dadas por z; = — s e Ty = — Como
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estamos interessados em uma solugao que expresse a medida de um seg-

- —a+avd i
mento entao podemos afirmar que: x = 2—\/_ Usando os métodos

anteriores podemos construir um segmento com essa medida.

Figura 4.7: Construcao do segmento aureo.

a) b) DT
A a B
2a
aVv’s
A a B
c) d)
a X X X
B M D A c B
aVvs

Fonte: Autor

. abc
2. Dados segmentos a, b, ¢, d, e e construir o segmento —.

de

Solugao: Usando o método da quarta proporcional, obtenha y solucao

d b
- =—-&dy =ab.
a -y

Obtido y e, novamente, recorrendo ao método da quarta proporcional ob-

tenha z tal que

—:g<:>eac:cy.
c x

Portanto, temos d(ex) = d(cy), logo, (de)x = c(dy), que nos d& (de)x =

20



cab. De onbde vem que
abc
T=—
de
3. Construir z = va? + 3b? onde a e b sdo segmentos dados.

Solugao: A solucao desse problema pode ser resumida nos seguintes passos.

1. Construa bv/3.

2. Construa um triangulo retangulo de catetos a e bv/3.

Observagao 4.2.1 Neste caso, podemos usar o método desenvolvido

em WAGNER (2007), pag. 36.

3. A hipotenusa desse triangulo é o segmento procurado.

Justificativa: De fato, seja x a hipotenusa do tridangulo acima, segue do

Teorema de Pitédgoras que 2 = y/a2 + (bv/3)2, isto é

xr = va?+ 3b?

. a 7, 7
4. Construir x = —, onde a é um segmento dado e n um nimero natural.

NG

Solugao: Construiremos a solucao da seguinte forma
1. Usando os métodos descritos anteriormente, divida o segmento a em
. a
n partes iguais, obtendo o segmento —.
n
, 1 o a
2. Construa r média geométrica de a e —.

n

3. O segmento x é a solucao do problema.

| a
Justificativa: De fato, temos que x = {/a—. Portanto,
n

5. Construir um segmento de /5, 8 centimetros.

Solugao: A contrucao desse segmento é baseada nos seguintes passos.
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1. Construa um triangulo retangulo, cujos catetos medem 8 e 9 centi-

metros, respectivamente.
2. Divida a hipotenusa em 5 partes iguais.

3. Cada uma dessas partes é um solucao do problema

Justificativa: De fato, basta seguir a seguintes expressoes:

_ V8 +9?  V64+81 V145 2\/14 \/4 145 580

5 5 5 100 V100

De onde vem que: x = /5,8 cm.

6. Dados dois segmentos a e b, encontre outros dois segmentos cuja soma e produto

é igual a a e b?, respectivamente.

Solugao: Sejam x e y os segmentos dados. Podemos representar o problema

no seguinte sistema

r+y = a,

ry = b

Resolvemos esse problema seguindo a seguinte construcao. Primeiramente,
note que § e b ¢ a média aritmética e geométrica de x e y, respectivamente.
Sabemos que para quaisquer nimeros reais «, 3, temos 2a8 < «+ 3. Isso

nos da

N

1. Construa um semicirculo de diametro AB = a,

2. Tragar uma paralela, ao diametro, de altura b. De (4.1), vem que a

paralela intersecta o semicirculo em um ponto P.

3. Pelo ponto de intersecao tracar um reta perpendicular ao diametro,

intersectando o no ponto Q.
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4. Temos x = AQ ey = QB.

Justificativa: Basta notar que o diametro é igual a = + y e b é a média

geométrica de z e y, o que nos da b? = xy.

Figura 4.8: Solucao geométrica do problema 6.

b
a
O @ O
x y
Fonte: Autor.
7. Resolver o sistema
22—y = a,
r+y = b

sendo a e b segmentos dados. Fig. a).

Solugao: A solugao é obtida pela seguinte construgao
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1. Construa um triangulo retangulo ABC, de catetos CB =ae CA =b.
Fig. b).

2. Tracar a mediatriz da hipotenusa passando em um ponto P e inter-

sectando um dos catetos no ponto O. Fig. ¢).

3. Temos t = OA =0Bey=CO.

Justificativa: Os triangulos AOP e BOP sao congruentes pelo caso L.A.L.
Assim, segue da congruéncia que, © = AO = OB. Chamando OC de v,
temos: x + y = b e aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo OC'B,

de onbde vem 32 + a? = 2%, o que nos d4:

2> -y’ =a®> e x+y=0.

Como queriamos demonstrar.

Figura 4.9: Solucao geométrica do problema 7.

a) b)

c) A

Fonte: Autor
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8. Resolver o sistema
2 2 2

r+y = a,

sendo a e b segmentos dados.

Solugdo: Primeiramente, note que (z + y)? = 2% + y* + 22y, do sistema

vem que

T4y =va®+2?

Logo, obtemos o seguinte sistema equivalente

r+y = Va®+ 20,

rxy = b?

Agora podemos aplicar o método desenvolvido no problema 6.
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Capitulo 5

Conclusoes e Futuras Perspectivas

O ensino da matematica nao se limita em formulas prontas, por essa razao
surgiu uma intencao de metodologia diferenciada de ensino, que possa proporcionar
uma melhor idéia. Foi a partir dessa visao que se verificou a importancia das
construgoes geométricas no processo de ensino.

O ensino nao se limita ao simples método tradicional de ser educador, ou de
simplesmente apresentar

Um conceito matemaético se constréi articulado com outros conteidos, idéias
e nocoes a matematica da mesma maneira que analisamos nos livros de ensino,
com todo o poder de alcancar o conhecimento do dia a dia dos alunos para entao
se aplica-la de maneira construtiva. substanciais, por meio de uma série de retifi-
cagoes e generalizagoes. Assim, pode se afirmar que o aluno constréi um campo de
conhecimento que toma sentido num ambiente de problema, e nao um raciocinio
isolado em resposta a um problema particular.

Assim conclui-se que aplicando as construgoes geométricas com responsabili-
dade e de forma correta, inserindo as defini¢oes, os postulados, as proposicoes e os
teoremas adequadamente nos problemas de construcao, a aprendizagem acontece
de forma linear e mais abrangente. Fazendo do ensino e aprendizagem da geome-
tria euclidiana mais Iidica e agradavel, esperando sempre que o aluno absorva os
conhecimentos geométricos com éxito.

Como perspectiva futura, para uma proposta, que possa auxiliar no apren-
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dizado e ensino em geometria plana pode ser desenvolvido seguindo os seguintes

passos apresentado por sugesteao de MUNIZ NETO (2013).

1. Supor o problema resolvido: Contruir um esbogo da figura possuidora de
propriedades desejadas, identificando na mesma os dados doproblema e os

elementos que possam nos levar a solucao

2. Construir os pontos chaves para solu¢do: um ponto-chave é todo ponto
que, uma vez construido, torna imediatas as construcoes subsequentes ne-
cessarias e, em ultima andlise, a solucao do problema em questao. Para
construir o(s) ponto(s)-chave de um determinado problema, cumpre exami-
narmos as propriedades geométricas da situacao em estudo com bastante

cuidado.

Essa proposta esta exemplificada com o seguinte problema, extraido da refe-
réncia COURANT (2000).

Problema. Construir com régua e compasso o pentagono regular.

O método. Vamos comecar pelo decdgono reqular. Vamos supor que o deca-
gono regular esteja inscrito em um circulo de raio 1, e chamaremos de seu lado de

x.
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Figura 5.1: Decdgono regular.

Fonte: Adaptado de COURANT (2000).

Uma vez que z subtenderd um angulo de 36° no centro do circulo, os outros
dois angulos do triangulo grande terao cada um 72°, e portanto a reta pontilhada
que divide ao meio o angulo A divide o triangulo OAB em dois triangulo OAB
em dois triangulos isdésceles, cada um com lados iguais de comprimento z. O raio
do circulo é assim divido em dois segmentos, x e 1 — x. Uma vez que OAB ¢é

semelhante ao triangulo isésceles menor, temos

A partir dessa proposicao obtemos a equacao quadratica z? +z — 1 = 0, cuja

V5 —1
2
duz um resultado negativo). Tendo o comprimento x, podemos agora construir

solugao é x = . (A outra solugao da equagao é irrelevante, pois ela pro-
o decagono regular, demarcando este comprimento dez vezes como um corda do
circulo. O pentagono regular pode entao ser construido pela uniao de vértices al-
ternados do decégono regular. Podemos construir a segmento de comprimento v/5

como a hipotenusa de um triangulo retangulo com catetos de comprimentos 1 e 2,
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respectivamente.
[ |
Acreditamos, que essa nova proposta pode ser desenvolvida e trabalhada

para futuras aplicagoes em geometria.

29



Referéncias Bibliograficas

J.L.M BARBOSA. Geometria Euclidiana Plana. Sociedade Brasileira de Mate-

matica, 10 edicao, 2003.

H. COURANT, R. & ROBBINS. O Que E Mateméatica? Uma abordagem ele-

mentar de métodos e conceitos. Ed. Ciéncia Moderna Ltda, 6 edicao, 2000.

Ministério da Educagao e do Desporto. Secretaria de Educagao Fundamental. Lei
de diretrizes e bases da educacao nacional; lei n. 5.692, de 11 de agosto de 1971.

Relatério técnico, Ministério da Educagao/ Brasilia: MEC/SEF, 1971.

N. DOLCE, O. & POMPEO. Fundamentos de Matematica Elementar: Geometia
Plana. Editora Atual, 7 edicao, 2001.

L. M. R. dos SANTOS. Matematica Computacional Introducao ao
TikZ. Disponivel em: <http://www.dma.ufv.br/downloads/MAT%20172/2016-
I1/slides/slidestikz%20-%20MAT %20172%20-%202016-11.pdf>, 2016.

EUCLIDES. Os elementos. UNESP, 1 edicao, 2009.

Secretaria de Educacao Fundamental Ministério da Educacao e do Desporto. Para-
metros curriculares nacionais. Relatério técnico, Ministério da Educagao/ Bra-

silia: MEC/SEF, 1998.
A.C. MUNIZ NETO. GEOMETRIA. SBM: colegao PROFMAT, 6 edicao, 2013.

A. NEVES. LATEX e outras coisas. Disponivel  em:

<https://www.youtube.com/user /anteroneves?app=desktop>, 2016.

60



E. WAGNER. Construgdes Geométricas. SBM: COLECAO DO PROFESSOR
DE MATEMATICA, 6 edicdo, 2007.

E. S. L. Zuin. Da régua e do compasso: As construgoes geométricas como um
saber escolar no Brasil. Tese de Doutorado, Universidade Federal de Minas

Gerais/ Brasil, 2001.

E. S. L. Zuin. Parametros curriculares nacionais de matemtica para o 3° e 4°
ciclos do ensino fundamental e o ensino das construcgoes geométricas, entre outras
consideragoes. In: Reunido Anual da ANPED( Associagao Nacional de Pesquisa

e Pé6s-Graduagao em Educagao), 2002.

61



