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Resumo

A avaliagdo sistémica de redes publicas é um mecanismo de controle social e
democratico da qualidade da educagao oferecida pelas escolas publicas. O objetivo
geral deste trabalho é criar um modelo baseado na teoria dos grafos que relaciona
escolas e a proficiéncia dos estudantes na avaliacao de larga escala. Para isso, foi
utilizada a base de dados do Sistema de Avaliacdo do Estado de Pernambuco (SA-
EPE), desde o ano de 2010 até o ano de 2019. Esse modelo utiliza as escolas como
vértices de um grafo e as arestas ponderadas como a proficiéncia dos estudantes. E
a relagao entre os vértices acontece a medida que os estudantes vao concluindo os
ciclos educacionais e mudando de instituicoes de ensino. Esse movimento dos alunos
foi inicialmente observado com os dados de 2010, nos anos iniciais de escolarizacao.
O periodo se encerra em 2019 com o fim do dltimo ciclo da educagao bésica (terceiro
ano do ensino médio). Além disso, utilizamos o algoritmo de Dijkstra para encon-
trar qual melhor trajetoria escolar um estudante deve percorrer dentro de uma rede
publica de educacgao. Por fim, realizamos computacionalmente esse modelo usando
dados de um municipio do Estado de Pernambuco e apresentamos os resultados
obtidos.

Palavras-chaves: Grafos; Avaliagao; Educagao; Algoritmo;



Abstract

The systemic evaluation of public networks is a mechanism for social and de-
mocratic control of the quality of education offered by public schools. The general
objective of this work is to create a model based on graph theory that relates scho-
ols and students’ proficiency in large-scale assessment. For this, the database of the
Pernambuco State Assessment System (SAEPE) was used, from 2010 to 2019. This
model uses schools as vertices of a graph and edges weighted as the proficiency of
students. students. And the relationship between the vertices happens as students
complete their educational cycles and change educational institutions. This move-
ment of students was initially observed with data from 2010 in the initial years of
schooling. And it ends in 2019 with the end of the last cycle of basic education (third
year of high school). In addition, we use Dijkstra’s algorithm to find the best school
trajectory a student should follow within a public education network. Finally, we
performed this model computationally using data from a municipality in the State
of Pernambuco. And we present the results obtained.

Key-words: Graph Theory; Education; Assessment; algorithm;
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Introducao

O sistema de ensino brasileiro é de responsabilidade do Governo Federal que,
com o Ministério da Educagdo, organiza e orienta os demais entes federativos e
Distrito Federal no programa educacional. Até a lei de diretrizes e base (LDB) de
20 de dezembro de 1996, o sistema educacional brasileiro, estava dividido em duas
modalidades de ensino: o federal, que abrangia os territorios federais e os sistemas
os sistemas estaduais e do Distrito Federal. Assim, a educacao béasica integrava os
sistemas estaduais e o sistema superior, fazia parte do sistema federal. Além disso,
todo o sistema era subordinado as normas fixadas pela Unido (Saviani,2018).

Com a Leis de diretrizes e base(LDB) de 1996 e a Constituicdo Federal de 1988, o
sistema educacional brasileiro passou a uma forma mais organizada e estruturada.
Assim, ficou estabelecido que os municipios seriam responsaveis pela educacgao in-
fantil e ensino fundamental 1. J& os Estados e Distrito Federal teriam a tutela do
Ensino Médio bem como o ensino fundamental II. A uniao por sua vez, teria como
responsabilidade o Ensino Técnico e Superior. Vale salientar que essas responsabili-
dades nao sao exclusividades, podendo, qualquer dos entes federativos mencionados,
adentrar em outras searas. Como por exemplo os colégios de aplicacao que sao ge-
rénciadas universidades pelas universidades federais e possuem em suas instituicoes
todos os niveis de ensino.

Além da organizacao das responsabilidades pelas etapas de ensino, temos as faixas
etarias em que se espera que os estudantes estejam em cada etapa de ensino. Esse
conceito, é definido como “idade escolar” pelo Ministério da Educacao e é estruturado
da seguinte forma: entre zero e seis anos de idade o aluno deve estar na educagao
infantil, entre seis e onze anos ele deve estar no Ensino Fundamental I, entre onze
e quinze anos ele deve estar no Ensino Fundamental II, entre quinze e dezoito anos
ele deve estar no Ensino médio e entre dezoito e vinte trés anos no Ensino Superior.
Tendo entendido esse panorama organizacional do Sistema de Ensino brasileiro, de-
finiremos, nesse trabalho, os elementos desses cincos conjuntos (as etapas de ensino)
como sendo as instituicoes de ensino isso é: a pré-escola, escolas e universidades.
podemos observar que temos cinco grandes grupos das etapas de Ensino como con-
juntos bem definidos.

Sabemos que existem varias formas de relacionar conjuntos e elementos dos conjun-
tos. No nosso caso em particular, estaremos interessados em relacionar os elementos
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(instituicdes de ensino) de cada conjunto. E bem intuitivo que existe poucas in-
teracoes dentro de um mesmo conjunto. Por exemplo, uma escola a que pertence
ao conjunto de escolas do ensino médio nao exerce tanta influéncia em uma escola
b pertencente ao mesmo conjunto. Isso porque suas gestoes e sao independentes.
Contudo, podemos notar que os estudantes que saem de uma instituicao de ensino
do conjunto da educacao infantil apos completar seis anos, é direcionado a outra
instituicao de ensino que é elemento do conjunto do Ensino Fundamental I. Esse
por sua vez ao concluir essa etapa, vai para outra instituicao de ensino do Ensino
Fundamental I1. Esse processo segue até que o aluno complete sua trajetoria escolar.
Assim, fica facil notar que vai existir forte influéncias entres instituicoes que enviam
e recebem estudantes. Por exemplo, se % dos estudantes de uma certa escola a que
pertence ao conjunto de escolas do Ensino fundamental 2 for, ao concluir essa etapa
de ensino, para uma certa escola d pertencente ao conjunto de escolas do ensino
médio. Entao, é de se esperar que haja uma relagao entre esses dois elementos.
Teremos como objetivo central desse trabalho criar um modelo de interagoes entre as
instituicoes de ensino de todos os cinco conjuntos. Para isso iremos utilizar a teoria
dos grafos. Porém, para que esse modelo seja compreendido precisaremos discutir
sobre o sistema de avaliagao dos estudantes do que compoes o sistema de educacao
brasileiro.

Periodicamente os estudantes do sistema de ensino no Brasil, sao submetidos a uma
avaliacao de larga escala. Essas avaliacoes sao realizadas, independentemente, pela
uniao, estados e municipios, a fim de mensurar a proficiéncias dos estudantes do
ensino bésico. E com isso, avaliar a qualidade da educagao dos sistemas de ensino
brasileiro. As séries avaliadas sao sempre as ultimas etapas de ensino. E as discipli-
nas avaliadas sao sempre Lingua Portuguesa e Matematica. Podendo, a depender
da etapa e da rede de ensino, incluir também Ciéncias. Apos serem avaliados, os
estudantes obtém um score de proficiéncia. Esse valor numérico pode ser impor-
tante pois é utilizado para comparar uma escola com outra além de comparar anos
distintos.

No nosso modelo, utilizaremos o conjunto de instituicoes de ensino como vértices
de um grafo. Contudo, precisaremos definir como eles estarao relacionados uns com
os outros. Ou seja, como serao definidas as arestas desse grafo. Para isso utilizare-
mos alguns dados das institui¢oes de ensino. O primeiro dado serd a quantidade de
estudantes que sai de uma escola para outra ao final da etapa. Para exemplificar,
imagine que tenhamos na escola ay do ensino fundamental 2, 400 estudantes con-
cluido essa etapa de ensino. Donde 100 estudantes sao transferidos para uma escola
am,150 para uma escola b,, e 150 para uma escola c,,. O segundo dado que utiliza-
remos serd o score de proficiéncia que esse estudante obteve na avaliacao de larga
escala. Assim, combinaremos os dados anteriores da seguinte forma: tomaremos as
médias de proficiéncia de todos os estudantes que de uma instituicao de ensino de
uma etapa para a instituicao de ensino de outra etapa.



Por fim, depois de o modelo pronto faremos um estudo de caso com um municipio
)
X, de tal maneira que teremos um grafo formado. Assim poderemos utilizar o Al-
)
goritmo de Dijkstra para ver qual trajetéria minimiza ou maximiza a proficiéncia
do municipio X.

xi



Capitulo 1

Sistema Educacional Brasileiro e
Avaliacao de Larga Escala

1.1 Sistema de Educacao Basica no Brasil

Existem alguns sistemas de avaliagoes que sao implantados nas redes de ensino.
Tirando os 6rgaos executores, todas elas tém as mesmas estruturas. Que, constitui
nas matrizes curriculares, etapas avaliadas e metodologia de avaliagao. Esta tltima,
é importante destacar que, em todas, é sempre utilizada a Teoria de Resposta ao
Item (TRI). Essa teoria ¢ baseada no modelo psicométrico desenvolvida pelo mate-
matico e estatistico dinamarqués Georg William Rasch(1901-1980), Conhecido como
Modelo Rasch. Essa teoria comegou a ganhar espaco na década de cinquenta do sé-
culo passado substituindo o antigo modelo da Teoria Classica dos Testes (TCT).
Com essa mudanca os sistemas de avaliacoes de larga escalas obteve enormes ga-
nhos qualitativos, que pode ser dividido em dois casos:

O primeiro é o poder de comparacao de forma temporal. Ou seja, pode-se comprar
resultados de anos destinos. Isso trouxe uma grande vantagem. Pois, podemos fa-
zer um estudo cronoloégico das proficiéncias dos estudantes, percebendo assim sua
evolucao (PASQUALI,2003).

O segundo ¢é a comparagao de “individuos” do mesmo grupo. Assim podemos com-
prar, respeitando as individualidades, escolas, sistemas ou algum subgrupo. Levando
assim ao gestor a entender e até mesmo se apropriar de experiéncias positivas, para
assim melhorar a qualidade do ensino (TOFFOLI,2015).

Outro ganho nessa escolha foi a fidedignidade nos resultados. A teoria de resposta
ao item utiliza-se modelos estatisticos, ja consolidado, que consegue se aproximar
mais da realidade dos resultados. Dando um salto na qualidade, podendo assim o
gestor atuar com mais precisao. Por fim e nao menos importante, essa teoria tem
o “poder” de prever erros ou acertos em itens mesmo nao tendo sido avaliados. Po-
dendo ampliar os espectros do curriculo, dando assim uma contemplagao maior ao



1.1. SISTEMA DE EDUCAQAO BASICA NO BRASIL

conhecimento. Isso é muito vantajoso dado que o conhecimento a ser avaliado é
muito amplo (MENDO,2006).

Como no nosso modelo precisaremos comparar proficiéncias de estudantes de anos
distintos, temos que utilizar um banco de dados de um sistema de avaliacao externa
que utilize a TRI para o calculo dos scores dos estudantes e que tenha uma sequéncia
de mais de 8 anos de avaliacoes seguidas. Essa tltima condicao é justificada pois
o publico-alvo das avaliacoes de larga escala sao: o terceiro, quinto e nono ano da
educagao fundamental e o terceiro ano do ensino médio. A seguir mostraremos uma
figura 1.1 que exemplifica essa condic¢ao cronoldgica.

; ANO IDADE
MNIVEL DE ENSING IDADE LIMITE
ESCOLAR  REGULAR
12 AMO B anos S5ou6anos

22 AMO 7 anos 6 ou 8 anos

Ensino Fundamental |

& ou 10 anos

62 AMO 11 anos 10 ow 12 anos
T2AMNC 12 anos 11 ow 13 anos

Ensino Fundamental 11
82 ANO 13 anos 12 ou 14 anos

12ANOCEM 15anos 14 ou 16 anos
Ensino Méedio (EM) 22ANOEM 16anos 15o0u 17 anos

Figura 1.1: Tabela de niveis de escolaridade da educacao bésica

Observe que marcamos em laranja nessa figura, os finais de etapas onde ocorrem
as avaliacOoes externas nas redes de ensino. Assim, fica mais claro que, se quiser
acompanhar a trajetoria de um grupo de estudante que, por exemplo, fizeram uma
avaliacdo no terceiro ano do ensino fundamental T no ano de 2000, temos que ter
dados dessas avaliagoes até o ano de 2009.

Como termos acesso a o banco de dados do Sistema de Avaliagdo do Estado de
Pernambuco (SAEPE) desde o ano de 2008 e ele utilizar a TRI para calcular as
proficiéncias. Optamos por escolher o banco de dados do SAEPE para carregar o
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nosso modelo. Para nos apropriarmos um pouco desse sistema de avaliacao, disser-
taremos, a seguir, um pouco sobre ele.

1.2 Sistema de Avaliacao do Estado de Pernambuco

O Sistema de Avaliagdo Educacional de Pernambuco (SAEPE), apesar de ter sido
instituido oficialmente no ano 2000, nao representa a primeira iniciativa de avaliagao
da aprendizagem na rede estadual de Pernambuco. Entretanto, é a instituicao do
SAEPE que representa para Pernambuco a consolidacao e sistematizacao de uma
politica de avaliacdo de sistema. Ademais, a instituicdo do SAEPE também possi-
bilitou a articulagao e parcerias com as redes municipais de ensino, em regime de
colaboragao com a UNDIME (Unido Nacional dos Dirigentes Municipais de Educa-
¢ao), garantindo dessa maneira, um retrato da rede publica de ensino; e, por fim,
integragao dos municipios ao Sistema de Avaliagao da Educacao Basica (SAEB).
Em 1989, foi realizada a primeira avaliacao da Rede Estadual de Ensino de Pernam-
buco, cujos objetivos eram: (a) avaliar a implantagao do Programa de Alfabetizacao
do Ensino Bésico (1* a 4* séries); (b) discutir e analisar indicadores sobre o desempe-
nho dos alunos e as praticas para reconstrugao do processo pedagogico; (c¢) analisar
indicadores de desempenho na escrita a luz de contetidos curriculares; e (d) siste-
matizar o redirecionamento do processo pedagogico. Como se pode observar, os
resultados trazidos por essa avaliacao estavam mais voltados a subsidiar a redefini-
¢ao da pratica pedagogica.

Em 2008, o Estado de Pernambuco inicia uma parceria com a Universidade Federal
de Juiz de Fora(UFJF), através do Centro de Politicas Publicas e Avaliacao Edu-
cacional (CAED). Desse ano-marco em diante, o SAEPE ¢ realizado anualmente e
compode, juntamente com o fluxo escolar, o Indice de Desenvolvimento da Educacéao
de Pernambuco (IDEPE) para avaliar o desempenho dos alunos da rede estadual.
Assim, s6 podemos escolher dados coletados a partir de 2008. E importante notar
que como precisamos de dados em um intervalo de nove anos de avaliagoes, ficamos
limitados a escolher para os dados do terceiro ano do ensino fundamental I em no
méaximo 2011, Pois um grupo de estudantes que fez sua primeira avaliacao externa
cursando o terceiro ano do ensino fundamental I em 2011, esta realizando sua tltima
avaliagao de larga escala cursando o terceiro ano do ensino médio em 2020(data da
altima avaliagao divulgada até a data de publica¢ao desse trabalho).

Portanto, escolhemos para esse trabalho como dados de inicio, os resultados divul-
gados em 2010. Essa escolha nao altera a ideia central do modelo.

A excecao do terceiro ano do ensino fundamental I, que avalia apenas fluéncia em
leitura, sao avaliados pelo SAEPE duas disciplinas: Matematica e Lingua Portu-
guesa. Assim, esse trabalho utilizou dados das proficiéncias dos alunos da disciplina
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de lingua portuguesa. Essa preferéncia foi feita, pois poderemos contemplar todas
as etapas de ensino (ja que fluéncia em leitura é considerado lingua portuguesa).

1.3 Escala Padronizada

As escalas de proficiéncia do Saeb, tanto de Matemaética como de Lingua Por-
tuguesa, foram definidas a partir da distribuicao nacional dos resultados dessa ava-
liagdo em 1997, de tal modo que, para a oitava série (atual nono ano) do Ensino
Fundamental e em cada disciplina, a média nacional (medida do centro da distribui-
¢ao) fosse igual a 250 pontos e o desvio padrao (medida da dispersao ou "espalha-
mento"dos resultados individuais em torno da média) fosse igual a 50 pontos. Cabe
destacar que nao existe nada de "absoluto"acerca dos dois valores (250 e 50).

Na verdade, fazendo uma transformacao linear (que consiste, basicamente, em to-
mar cada um dos valores de uma distribuicao - como as diferentes notas dos alunos
multiplica-los por uma constante e adicionar o resultado a outra), é possivel obter
um numero literalmente infinito de diferentes escalas, que diferem umas das outras
apenas por sua respectiva média e desvio padrao.

No caso do Saeb, os valores para a média e o desvio padrao escolhidos certamente
visaram facilitar a divulgacao e apropriacao dos resultados. Dessa forma, numa dada
disciplina, para o nono ano do Ensino Fundamental, os escores tendem a variar em
torno de 250 pontos. Porém, para o quinto ano do Ensino Fundamental, que se
encontra na mesma escala (com disciplina permanecendo a mesma), os resultados
tendem a ser consideravelmente menores e, por outro lado, para o terceiro ano do
Ensino Médio, os resultados tendem a ser maiores do que a média do nono ano.
Lembrando que todos esses trés anos quintos e nonos anos do Ensino Fundamental
e o terceiro ano do Ensino Médio - tém sido sistematicamente avaliados pelo Saeb.
O entendimento acerca do nivel intervalar que é usado em todos os sistemas de
avaliagao de larga escala da educacdo bésica no Brasil(inclusive o SAEPE), requer
a retomada da origem das escalas do Saeb tendo em vista que um dado relevante
acerca dessas escalas ou outras, fruto da transformacao linear, é o seu ponto “ini-
cial", ou seja, o seu "zero"ser completamente arbitrario.

Isto é, fazendo transformagoes lineares semelhantes a transformacgao comentada,
quando tratamos das escalas do Saeb, seria perfeitamente possivel, por exemplo, fa-
zer o "zero"de uma nova escala hipotética - de Matemética ou de Lingua Portuguesa
- coincidir com a média nacional do Saeb de 1997 para o nono ano do Ensino Fun-
damental, de modo que tais médias nacionais deixariam de valer 250 e passariam a
valer 0. E, se isso acontecesse, por exemplo, os resultados do quinto ano tenderiam a
assumir valores negativos, visto que tenderiam a ser menores do que os do nono ano
(que esta centrado no zero), ao passo que os resultados do terceiro ano do Ensino
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Médio tenderiam a tomar valores preponderantemente positivos. Talvez, a primeira
vista, tal fato seja apenas um detalhe técnico. Entretanto, as implicacoes praticas
disso nao sao nada triviais. Isso porque s é possivel comparar o tamanho real de
duas coisas quando a escala utilizada possui um zero absoluto, ou seja, um zero que,
de fato, signifique a auséncia da quantidade que esta sendo medida. Eis um exemplo
simples disso: a varidvel "idade"possui um zero absoluto, pois o valor zero atribuido
a algo ou a alguém significa que esse algo ou alguém acabou de surgir. Dessa forma,
se um programa educacional A implementado por uma secretaria de estado tem,
digamos, um tempo de "zero ano"de implementacao, isso significa que ele acaba de
ser implementado. Por outro lado, se um segundo programa B tem dois anos e um
terceiro C tem quatro anos, isso significa que o programa C tem o dobro de tempo
de implementacao do programa B.
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Figura 1.2: Exemplo da escala de proficiéncia do Saeb/SAEPE

Por outro lado, observando o exemplo da figura 1.2 da escala de proficiéncia do
Saeb/SAEPE, se a aluna Francisca tem uma proficiéncia em Matematica estimada
em 400 pontos e o aluno Felipe, em 200 pontos, nao podemos dizer, com base nisso,
que Francisca tem o "dobro"da proficiéncia de Felipe, ou que Francisca possui um
conhecimento estimado de Matemética duas vezes maior do que o de Felipe.

De modo analogo, seria perfeitamente possivel que, nessa mesma escala, a aluna Pa-
tricia ficasse 200 pontos abaixo de Felipe, ou seja, tivesse uma proficiéncia estimada
em zero na escala do Saeb (Matematica).

Porém, nao poderiamos dizer, com isso, que Patricia tem conhecimento "nulo"em
Matematica. Patricia, inclusive, pode ter acertado algumas questdes na prova que
fez, mas, pela escala adotada, acabou recebendo a pontuagao zero por mera questao
de "localizacao'"da sua proficiéncia na escala.
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Por outro lado, ainda que Patricia tivesse, eventualmente, errado todas os itens da
prova que fez, caso ela pudesse ter feito outro modelo de prova, com itens ainda
mais faceis, possivelmente Patricia teria acertado, ao menos, alguns itens, de modo
que, de novo, nao poderiamos, nesse caso, dizer que essa aluna tenha conhecimento
"nulo", ainda que, numericamente, seu resultado na escala adotada tenha sido igual
a zero.

Portanto, nas escalas de proficiéncia do Saeb, independentemente da disciplina em
destaque, nao é possivel dizer que um individuo tem "conhecimento nulo"e tampouco
é possivel dizer que um sujeito A possui o "dobro"ou o "triplo"do conhecimento do
sujeito B. Nao obstante, nessas escalas, é sim possivel calcular a distancia, ou o inter-
valo, entre a pontuacao obtida pelos diferentes sujeitos. Dessa forma, nos exemplos
acima, poderiamos perfeitamente dizer que Patricia encontra-se, na escala de Mate-
maética do Saeb, 200 pontos abaixo de Felipe e que este, por sua vez, esta 200 pontos
abaixo de Francisca.

Devido a essa possibilidade de se calcular precisamente os intervalos entre dois casos,
escalas desse tipo - como as de proficiéncia do sistema nacional e de outros sistemas
avaliativos - sao chamadas escalas intervalares.



Capitulo 2

Teoria dos Grafos

2.1 Aspecto Historico

O primeiro estudo sobre a teoria dos grafos que se tem conhecimento, foi um ar-
tigo publicado por Leonhard Euler (1707-1783) em 1736. Ele tratava de um antigo
problema sobre como planejar um passeio pela cidade de Konigsberg (Russia), mas
que na época pertencia a Priissia, em que se cruzasse cada uma das pontes uma
tnica vez. Esse problema ficou conhecido como “As setes pontes de Konigsberg”.
Mais de um século depois da publicagdo de Euler, Arthur Cayley (1821-1895), foi
levado por um interesse em formas analiticas decorrentes do célculo diferencial para
estudar uma classe particular de grafos (as arvores). Esses estudos tiveram muita
implicacao para a quimica teoérica pois, ele associou seus resultados em arvores a
estudos de composicoes quimicas. A fusao dessas ideias deu inicio as terminologias
padrao da teoria dos grafos. Contudo, o termo grafo foi introduzindo pelo mate-
matico inglés James Joseph Sylvester (1814-1897) em um artigo publicado em 1878
pelo periddico Nature. J& o primeiro livro texto sobre a teoria dos grafos (Theorie
der endlichen und unendlichen Graphen) foi escrito por Dénes Kénig (1884-1944) e
publicado em 1936. Porém, o livro Graph Theory escrito por Frank Harary (1921-
2005) em 1969 é considerado o livro texto definitivo sobre o tema e permitiu que
matematicos, quimicos, engenheiros e cientistas sociais conversassem entre si (GAR-
DEN,92,203). Desde entdo a teoria dos grafos encontra cada vez mais aplicagoes em
todos os campos cientificos. Na ciéncia da computacao, graficos sao usados para re-
presentar redes de comunicacao, organizacao de dados, dispositivos computacionais,
o fluxo de computacao etc. Na linguistica, a sintaxe e a seméantica composicional se-
guem estruturas baseadas em arvores que podem ser modelada em grafos. Na Fisica
e na Quimica, a teoria dos grafos também é usada para estudar moléculas. Também
desempenha um papel importante na modelagem de redes elétricas. Na Biologia,
podemos modelar regioes onde algumas espécies habitam bem como suas migracoes.
H& uso muito intenso na biologia molecular e genémica onde estudam conjuntos de
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dados com relacoes complexas. Em ciéncias sociais, ja ¢ muito usado em anélise
de redes sociais e até onde o comportamento de uma pessoa pode influenciar no
comportamento de outra pessoa. Como observado acima, o crescimento da teoria
dos grafos deve-se em grande parte ao seu papel essencial nas ciéncias aplicadas.
Em particular, a busca por algoritmos alimentou muitas pesquisas sobre as estrutu-
ras dos grafos. Essas aplicacoes acontecem porque situacoes cotidianas podem ser
representadas por um diagrama conveniente. Contudo, a ligacao dessa teoria com
outros ramos da matematica tem cada vez se tornado forte. Podemos notar muitas
conexoes com a topologia, geometria e probabilidade. Em muitas situacoes reais nos
deparamos com determinados contextos que podemos convenientemente descrever
como diagramas, que consistem em conjuntos de pontos juntamente com linhas que
unem certos pares desses pontos. Por exemplo, os pontos podem ser pessoas com
linha unindo pares de amigos; ou os pontos podem ser centro de comunicacao, com
linhas que podem ser a linha de transmissao. E importante observar que em nossos
exemplos, estamos principalmente interessados se, dados dois pontos, eles sao uni-
dos por uma linha. A maneira como isso acontece é irrelevante. A abstracao dessas
ideias d4& origem ao conceito de um grafo. Antes de comecarmos as definicoes for-
mais de grafos é importante salientar que nesse trabalho nao iremos explanar toda a
sua teoria. Iremos nos deter no estudo das ferramentas que serdao necessarias para,
no capitulo seguinte, apresentar e mostrar alguns resultados do modelo que é tema
desse trabalho. Assim trataremos de alguns conceitos, teoremas e algoritmos.

2.2 Definicao e Exemplos

Um grafo G ¢ um par ordenado (V(G), E(G)) que consiste em um conjunto
V(@) de vértices (também chamados de nds ou pontos) e um conjunto E(G) de
arestas (também chamados de linhas, links ou elos) que disjunta os vértices V(G),
juntamente com uma funcdao de incidéncia G que associa cada aresta de G a um
par nao ordenado e ndo necessariamente distintos de vértices de G.

Se e ¢ uma aresta e u e v sao vértices tais que ¥G(e) = {u,v} , entdo dizemos
que e une u e v , e os vértices u e v sao chamados de ezxtremidades de e.
Denotaremos o numero de vértices e arestas de G por v(G) e e(G); esses dois para-
metros bésicos sao chamados respectivamente de ordem e tamanho de G.

A seguir mostraremos dois exemplos de grafos que servirao para esclarecer melhor
a definicao que acabamos de apresentar. Para simplificar as notagoes, escreveremos
uv para representar o par nao ordenado de {u,v}.

Exemplo 1.
G = (V(G), E(G)).

onde
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V(G) = {u,v,w,z,y}

E(G> = {a7b7 C7d767f797 h}

E 4G é definido por

VG (a) = uv YG(b) = uu PG(c) = vw YG(d) = wx

¥G(e) = ve YG(f) = wa YG(g) = uzr $G(h) = zy
Exemplo 2.

onde

V(H) = {U07 U1, U2, V3, V4, U5}

E<H) = {61762, €3, 64765766767787697610}

E ¢ H é definido por

wﬂ(el) = V102 ¢H(€2) — VU3 wH(Gg) = V3U4 1/1]‘.[(64) — V4U5 1/JH(65) — VUrVg

wH(€6) = VoV wH(f??) = Vo2 ¢H(€8) = VoV3 ¢H(€9) = Vo4 ¢H(€10) = VoUs

Observe nos exemplos que o dominio da funcao ¢ é o conjunto de arestas do
grafo. Ja a imagem é o conjunto formado por dois vértices que sao conectados

pelas arestas. E importante salientar que como esses pares, por definicdo, nao sao
ordenados. Podemos dizer por exemplo que:

PG (e) = vr = zv
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ou
%DH(‘?G) = VU1 = U1V

2.3 Desenhos dos Grafos

Os grafos recebem esse nome pois pode ser representado graficamente, e é essa
representacao grifica que ajudou e continua ajudando a entender muitas de suas
propriedades. O vértice do grafo é representado por um ponto, e cada aresta por
uma linha que une os pontos representando suas extremidades. Para maior clareza,
utiliza-se no lugar dos pontos pequenos circulos.

A seguir utilizaremos a figura 2.1 para representar o diagrama do grafo G do exemplo
1.

Figura 2.1: Diagrama do grafo G do exemplo 01

Observe que na figura 2.1 temos o grafo G desenhado de maneira distintas. Isso
acontece porque nao existe uma tnica maneira de representar o diagrama de um
grafo. Na figura a esquerda, todas as arestas sao representadas por curvas. Ja a
da direita temos as arestas a, ¢, €, g, h representadas por retas. Por tanto, podemos
dizer que um diagrama de grafos apenas representa as relagoes mantidas entre seus
vértices e arestas. No entanto, costumamos desenhar um diagrama de um grafo e
nos referimos a ele como o proprio grafo. Assim, chamaremos os seus pontos (ou
pequenos circulos) de vértices e suas linhas (ou curvas) de arestas.

Como ha uma ligacao intrinseca entre os grafos e o desenho de sua representacao,
muitos das definicoes dos seus elementos e caracteristicas sao sugeridos pela sua re-
presentacao grafica. Dizemos que dois vértices ligados por uma aresta sao chamados
de adjacentes e a aresta é incidente aos vértices. No grafo G por exemplo, podemos
dizer que os vértices u e v sao adjacentes e a aresta a é incidente a eles. O conjunto
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de vértices adjacentes a um vértice v de um grafo G é denotado por Ng(v). A
exemplo, no grafo G temos o conjunto:

Ne(z) = {y,u,v,w}.

Uma aresta com extremidades idéntica é chamada de laco, e uma aresta com ex-
tremidade distinta é chamada de linha. Dois ou mais elos com o mesmo par de
extremidade sao considerados arestas paralelas. No grafo G da figura 2.1, a aresta b
¢ um laco; e as arestas d e f sdo arestas paralelas.

Para simplificar, ao longo desse trabalho, a letra G denotard um grafo. Além disso,
quando ndo houver ambiguidade, omitiremos a letra G da simbologia de V(G) e
E(G) e usaremos apenas V e E. Em tais casos denotaremos os niimeros de arestas
e vértices de G por n e m respectivamente.

Um grafo é dito finito se o conjunto de vértice e de arestas sao finitos. Nesse trabalho
sO trataremos de grafos finitos. Logo quando o termo grafo for usado fica subtendido
que se trata de grado finito. O grafo sem vértice e por tanto sem arestas é definido
como grafo nulo. Qualquer grafo com apenas um vértice é conhecido como trivial.
Assim, todos os outros grafos sao nao triviais.

Um grafo é simples se nao tiver lacos ou arestas paralelas. O grafo H do exemplo 2
é simples, enquanto o grafo G no exemplo 1 nao ¢ um grafo simples.

2.4 Familias Especiais de Grafos

Certos tipos de grafos desempenham um papel importante na teoria. A seguir
definiremos alguns deles.

Grafo completo E um grafo simples em que quaisquer dois vértices sao adjacentes.

Grafo vazio E aquele em que nenhum dos vértices sao adjacentes(isso é, aquele
que o conjunto de arestas é vazio).

Grafo bipartido E quando o seu conjunto de vértices pode ser particionado em
dois subconjuntos disjuntos X e Y tal que toda aresta de G tem uma ex-
tremidade em X e outra em Y. O subconjunto X é dito um subconjunto
independente de vértice do grafo GG pois nao existe aresta ligando dois vértices
de X. Denotamos um grafo bipartido G com biparticao (X,Y) por G[X,Y].
Se G[X,Y] é simples e cada vértice em X é unido a cada vértice em Y, entao
G é chamado de grafo bipartido completo.

Grafo conexo Um grafo é conexo se, para cada particao de seu conjunto de vér-
tices definido em dois conjuntos nao vazios X e Y, ha uma aresta com uma

11
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extremidade em X e outra em Y'; caso contrario, o grafo é chamado de grafo
desconero. F importante observar que o grafo conexo pode ser obtido de um
grafo bipartido. Sendo esse um caso particular.

Existe outras familias de grafos contudo, nesse trabalho nao sera necessério o enten-
dimento de suas defini¢bes para entendimento dos nosso resultado. E importante
notar que muitas dessas familias apresentadas abundam no mundo real e, por esse
motivo, é tao intuitivo utilizar esse conceito para modelar problemas do cotidiano
(a observar o tema central desse trabalho).

Embora nem todos os grafos sejam planos, cada grafo pode ser desenhado em al-
guma superficie de modo que suas arestas se cruzem em um ponto que nao seja um
vértice. Esse desenho é chamado de grafo planar. A ideia de planificacao de grafo é
muito importante na teoria dos grafos e topologia. Contudo, modelo discutido nesse
trabalho serd em grafo plano. Logo, nao utilizaremos esse recurso.

2.5 Representacao por Matrizes

Embora os desenhos sejam muito convenientes para se representar grafos, eles sao
bem ineficazes em armazena-los em um computador ou aplicar métodos matematicos
para estudar suas propriedades. Portanto, utilizamos duas matrizes para representar
um tunico grafo. Temos a matriz adjacéncia que como o proprio nome diz, indica
que vértices sao adjacentes e quantas vezes isso acontece. A outra matriz, ¢ a matriz
de incidéncia que mostra quais arestas incide em quais vértices e de que forma isso
acontece. Em termos matematicos definiremos essas matrizes da seguinte forma:

Matriz incidéncia Seja G um grafo, com o conjunto de vértices V' e o conjunto

de aresta E. Diremos que a matriz nzm Mg := (my.) é a matriz incidéncia
de G, onde m,,. é o numero de vezes (0,1 ou 2) que a aresta e é incidente com
o vertice v.

Matriz adjacente Seja um grafo GG, com o conjunto de vértices V. Diremos que
a matriz nam Ag = (aw), onde a,, € o numero de arestas que conecta os
vértices u e v, considerando um lago com sendo duas arestas.

Para que seja melhor entendido este conceito, usaremos a figura 2.2 para ilustrar
essas duas matrizes do grafo GG do exemplo 1 desse capitulo.

Um fato importante é que podemos notar é que a matriz adjacéncia ¢ menor que

a matriz incidéncia. Isso acontece na maioria dos grafos e ocorre pelo fato que a
maioria dos grafos possuem muito mais arestas que vértices.

12
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Figura 2.2: Matriz de incidéncia e adjacéncia do grafo G

2.6 Grau do vértice

O grau de um vértice v de um grafo G, denotado por dg(v), é o numero de
aresta(s) que incide(m) em v, cada laco conta como duas arestas. Em particular se
G for um grafo simples, dg(v) é o nimero de vizinhos de v em G. Um vértice de
grau zero ¢ chamado de vértice isolado. Denotaremos por §(G) e A(G) o minimo
e 0 maximo graus dos vértice de G, e por d(G) denotaremos seu grau médio, %Evd(v).

2.7 Isomorfismo

Podemos dizer que dois grafos G H sao idénticos, e escrevemos G = H, se

V(G) = V(H), E(G) = E(H) e ¥¢ = v¥y. Quando dois grafos sdo idénticos,
podemos claramente representa-los pelo mesmo diagrama. Contudo, existe a pos-
sibilidade de dois grafos nao serem idénticos, mas terem, em esséncia, o mesmo
diagrama.
Para entender melhor o conceito de isomorfismo, usaremos os diagramas dos grafos
G e H da figura 2.3. Observe que apesar de nao serem idénticos os grafos podem
ser representados por diagramas que parecem exatamente iguais, como o segundo
desenho de H mostra; a tinica diferenca sao os rotulos dos vértices e arestas. Embora
nao sejam idénticos, os grafos tém estruturas idénticas. Assim, podemos dizer que
eles sao isomorfos.

Em geral, dois grafos G e H sao ditos isomorfos, escritos G = H, se houver duas fun-
¢oes bijetivas 0 : V(G) — V(H) e ¢ : E(G) — E(H) tal que a fungao g (e) = uv
se e somente se Yy (p(e)) = 0(u)f(v) esse par de mapeamento é chamado de isomor-
fismo entre G e H.

13
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Figura 2.3: Grafos isormorfos

2.8 Grafos Direcionados ou Digrafos

Embora muitos problemas utilize a da teoria dos grafos, o conceito de um grafico
as vezes nao é adequado. Ao lidar com problemas de direcao de trafego, por exem-
plo, é necessario saber quais estradas do grafo sao de sentido tnico e que sentido
o trafego é permitido gerando assim um fluxo. Como o nosso problema tratara de
fluxo de trafego, temos que levar a tona o conceito de grafo direcionado. Assim,
precisaremos de um grafo que cada vértice tenha uma orientacao atribuida.
Formalmente, um um grafo direcionado de digrafo D é um par ordenado (V (D), E(D))
que consiste em um conjunto V := V(D) de vértices e um conjunto A := A(D) dis-
junto de V(D), de arcos ou arestas direcionadas, juntos com a funcao incidéncia ¢ p
que associa a cada arco de D um par ordenado de vértices (ndo necessariamente
distintas) de D. Se ¥ D(a) = (u,v), entdo a é divergente de u; também dizemos que
a & convergente de v. O vértice u é a cabeca de a, e o vértice v é a cauda; ou seja,
eles sao as extremidades de a. Outra nomenclatura usada é que u é predecessor de v
e v é sucessor de u. E importante notar que, diferente da definicio inicial de grafos
que fizemos na secao 2.2, a parte de vértices tem uma ordem e isso é a diferenca
fundamental desse novo conceito. Pois essa ordem é que vai determinar o sentido
da aresta no grafo. O nimero de arcos em D ¢é denotado por a(D). O conceito de
vizinhanga ja foi tratado anteriormente. Contudo, existem algumas peculiaridades
quando tratamos de grafos direcionais e faremos uma listagem delas a seguir.

Grau de entrada , denotado por d~(v) é o nimero de arestas direcionadas que
convergem para v. Se d~(v) = 0, entao v ¢ dito fonte de D.

Grau de saida , denotado por d*(v) é o nimero de arestas direcionadas que di-
vergem para v. Se d*(v) = 0, entdo v é dito sumidouro de D.

Seja o grafo D e um vértice v € D, temos que:
Y, dt(v) =m=X,d (v)
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onde m é o nimero de arestas de D.
Utilizaremos a figura 2.4 a seguir para ilustrar essas definicoes.

d (a
. . d= (b
—0 Tt

Figura 2.4: Grafo direcionado com graus de entradas e saidas e indicacao das fontes
e sumidouros

Um vértice v alcanca um vértice u, se existe um arco direcionada de v para u. Utili-
zaremos essa definicdo, bem como a ideia de grafo conexo, para introduzir mais trés
conceitos em um digrafo.

Fortemente conexo D = (V, E) é fortemente conexo se , para todo u e v , u
alcanca u e v alcanca u.

Unilateralmente conexo D = (V, E) é unilateralmente conexo se , para todo u e
v, u alcanca u ou v alcanca u.

Fracamente conexo O digrafo D é fracamente conexo se , o grafo subjacente(o
digrafo sem dire¢ao) de D for conexo.

A partir da definicdo, é interessante observar que se um digrafo D tiver pelo menos
duas fontes, ele nao sera unilateralmente conexo e por consequéncia nao sera forte-
mente conexo.

2.9 Grafo Valorado ou Ponderado

Um grafo é valorado quando suas arestas ou vértices possuem um peso, iSso é,
quando é atribuido um valor para cada aresta ou vértice do grafo. Esse valor pode
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indicar distancia, tempo ou qualquer unidade de medida referente a aplicacao. Esse
significado de valor é particular de cada problema. Assim, a cada aresta e de G seja
associado ao um numero real w(e), denominado de peso ou walor. Entdo G, junto
com w(e) é chamado de peso do grafo e denotado como (G, w).

Podemos representar um grafo valorado utilizando a matriz adjacéncia, que, nesse
caso, ¢ comumente conhecida como matriz de valores das ligacoes ou simplesmente
matriz de valores. Cada aresta adjacente vem acompanhada de seus respectivos va-
lores. Observe a figura 2.5 contendo um exemplo de grafo valorado e suas matriz de
valores.

. Vi V2 v3 v4 V5

Vil 020/ 4 0 23
@ @ w200 1758 0
vi| 4117 3 315

.3 15 V4058300
v5123/ 015 0| O

58

Figura 2.5: Grafo ponderado e a sua matriz de valores

Unindo a ideia de grafo ponderado com a de grafo direcional podemos ter intimeras
aplicagoes de problemas de fluxos. Na proxima secao discutiremos um algoritmo que
usa esses dois conceitos e serd muito util para obter informacoes do modelo tratado
nesse trabalho.

2.10 Algoritmo de Dijkstra

Edsger Wybe Dijkstra(1930-2002) foi um cientista da computagdo holandés, um
dos pioneiros em ciéncias da computacao. Fisico teorico de formagao, trabalhou
como programador no Centrum Wiskunde Informatica (Amisterda) de 1952 a 1962.
Também trabalhou como professor e pesquisador em algumas universidades. Porém,
foi no ano de 1956 na tentativa de criar um teste para um novo computar chamado de
ARMAC que criou um algoritmo para encontrar o caminho mais curto entre vértices
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de um digrafo com arestas de pesos nao negativos. Curiosamente, esse algoritmo
foi criado em vinte minutos enquanto Dijkstra tomava um café. Esse algoritmo fi-
cou conhecido como Algoritmo de Dijkstra e tem intmeras aplicacdes na vida real.
Como por exemplo na gestao de trafego das grandes cidade. Vamos utiliza-lo ele
para fazermos um estudo de caso do problema central desse trabalho.

Antes de apresentar o pseudocodigo! desse algoritmo o descreveremos brevemente
para entender sua esséncia.

Seja D(V, A) um digrafo e s um vértice de D:

1. Atribua valor zero a estimativa do custo minimo do vértice s (a raiz da busca)
e infinito as demais estimativas;

2. Atribua um valor qualquer aos precedentes (o precedente de um vértice ¢ é o
vértice que precede ¢t no caminho de custo minimo de s para t);

3. Enquanto houver vértice aberto:

— seja k um vértice ainda aberto cuja estimativa seja a menor dentre todos
os vértices abertos;

— feche o vértice k
— Para todo vértice 5 ainda aberto que seja sucessor de k faca:

x some a estimativa do vértice k com o custo do arco que une k a j;

% caso esta soma seja melhor que a estimativa anterior para o vértice
7, substitua-a e anote £ como precedente de 7;

A seguir exemplificaremos o algoritmo de Djkstra utilizando para isso um Di-
grafo ponderado GG. Nesse exemplo descobriremos qual o caminho de menor custo
entre os vértices V1 e V5, respeitando todas as condigoes mostrada no Digrafo G
apresentado na figura 2.6.

Mostraremos, nas ilustracoes a seguir, passo a passo como chegar ao caminho de
menor custo entre os vértices V'1 e V5 utilizando o algoritmo de Djkstra. Na pri-
meira etapa do algoritmo(figura 2.7), registramos o custo de sair do vértice inicial
para ele mesmo (raiz da busca). Que no caso é sempre zero. E atribuiremos que
o custo para ir a todos os outros vértices vale infinito (Alguns codigos costumam
colocar vazio(null) ja que trata de um valor desconhecido. A escolha por infinito é
para que entendamos que trata de um custo majorado ou seja, maior que qualquer

!Pseudocodigo é uma forma genérica de escrever um algoritmo, utilizando uma linguagem
simples (nativa a quem o escreve, de forma a ser entendida por qualquer pessoa) sem necessidade
de conhecer a sintaxe de nenhuma linguagem de programagao.
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Figura 2.6: Grafo que serd usado como exemplo na execucgao do algoritmo de Dijks-
tra.

valor conhecido. O importante é que a ideia de valor desconhecido fique claro para
o leitor e para a maquina que vai rodar o codigo.).

Vi V2 V3 v4 V5

Vi| 0 co oo oo oo
©o oo oo

V2 0

V3 oo co 0 co co

Va ) oo oo 0 co

V5 ) oo oo oo 0

Figura 2.7: Primeira etapa

Na segunda etapa (figura 2.8) comecamos a pesquisar as distancias do vértice raiz
no caso o V1 para os vértices adjacentes a ele. No nosso exemplo temos que as
distancias de (V'1,V2) =20, (V1,V3) =30 ¢ (V1,V4) = 23. Feito isso, tomamos o
caminho de menor custo e repetimos o processo, sempre comprando(caso encontra-
mos um vértice explorado) com os valores ja encontrados.

Na terceira etapa (figura 2.9) do nosso exemplo, vamos pesquisar os vértices que
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Vi V2 V3 v4 V5

Vi| 0 |20 | 30| 23 | o=
V2 20 O © | o0 | oo
V3 30 | e 0 co | oo
va| 23| [ |0 | e
vs| ||| >0

Figura 2.8: Segunda etapa

saem de V2 que é o menor custo conhecido. Logo temos (V1,V2,V3) = 37 que é
maior que ir direto de V1 para V3 que custa 30. E (V1,V2,V4) = 78 que é maior
que (V1,V4). Logo sao mantidos os valores da segunda etapa.

0

20 30 Vi V2 V3 v4 V5

V1
23 0 |20 | 30 | 23 | o
T vo| 20| 0 | F |58 | e
va| 30 | H | 0 | o | ee

58

oo oo val| 23 |88 | = | 0 | o
co oo oo co 0

oo V5

Figura 2.9: Terceira etapa
Na quarta etapa (figura 2.10) vamos fazer uma pesquisa no segundo menor custo co-
nhecido que é V4. Fazendo a pesquisa partindo de V4 temos (V'1,V4,V5) = 33 que é

0 nosso objetivo. Temos também (V'1,V4,V3) = 20 que é menor que (V'1,V3) = 30.
Logo substituimos o menor pelo maior.

Na quinta etapa (figura 2.11) vamos fazer a pesquisa do vértice V3. Assim teremos
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Vi

0
20 30
23
V2
17
V3
58 co
15 Vi
oo V5

Vi V2 v3 v4 V5

0 |20 | 30| 23 | ee
20| 0 | 3£ | 58 | oo
30| 3% | 0 | == | 15
23 |58 | e | 0 | o=
@ | oo | 15 | e | 0

Figura 2.10: Quarta etapa

(V1,V3,V5) =45 que é maior que (V1,V4,V5) =33 e (V1,V4,V3,V5) = 35 que
também é maior que (V1,V4,V5). Como nao existe mais vértices abertos temos
como solu¢ao o percurso (V'1,V4,V5) = 33 como sendo o menor entre os vértices

V1eVh.

V1

Vi V2 V3 v4 V5

0 20|38 | 23 | o=
20| O | 72 | 58 | o=
30 2| 0 3 |15
23 58| 3 0 | 10
o | o 15 10| O

0
20 30
23
V2
17
V3
58 3 15 va
10 V5

Figura 2.11: Quinta etapa

Dessa forma fica mais compreensivo o funcionamento do algoritmo. Logo pode-
mos entender melhor como sera realizado nosso estudo de caso bem como tem com
clareza todos os pacos que compilador vai processar. Além disso, o leitor podera se
inteirar de como do mecanismo do processo tenho compreensao da ideia do que foi
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executado nesse trabalho.
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Capitulo 3

Um estudo de caso

3.1 O Modelo

Neste capitulo mostraremos como uma rede de ensino pode ser modelada em um
grafo orientado. Além disso, utilizaremos a rede de ensino publica de um municipio
do Estado de Pernambuco para exemplificar o modelo e obter alguns resultados re-
levantes. Optamos por reduzir nosso modelo a um municipio pelos seguintes motivos:

¢ na construcdo, o grafo terd menos vértices e arestas e portanto, mais facil de
visualizar;

¢ facilita a compreensao do modelo pelo leitor;
¢ as interpretacoes do modelo ficaram mais simplificada;

E importante compreender que o modelo funciona para qualquer municipio ou rede
de ensino do Brasil. Isso porque, como foi visto no capitulo 1, o ensino brasileiro é
padronizado. Assim, independente de nossa escolha nao teremos perda de generali-
dade.

O estado de Pernambuco possui um total de 184 municipios, todos eles possuem
sua rede de ensino publica que, como foi dito, obedece aos mesmos padroes. Assim,
escolhemos um municipio de pequeno porte (aproximadamente 25 mil habitantes),
para implementar nosso estudo. No nosso estudo de caso, por questoes éticas, nao
divulgaremos o nome do municipio, o nome das escolas e o nome dos alunos. Com-
tudo, a seguir falaremos sobre os dados coletados.

A primeira amostra de dados foi coletada em 2010 com dados dos estudandantes de
terceiro ano do Ensino Fundamental (EF). Temos um total de 18 escolas que aten-
dem um total de 354 estudantes que realizaram a avaliacao diagnostica do SAEPE
de fluéncia em Lingua Portuguesa. No ano de 2012 temos a base do quinto ano do
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Ensino Fundamental. Foram coletadas em 15 escolas num total de 333 estudantes
que realizaram a avaliacdo diagnostica do SAEPE. E importante saber que 84,18%
dos estudantes que estavam na base de dados no ano de 2010 também aparecem na
base de dados de 2012. No ano de 2016 tomamos a base de dados dos estudantes
do nono ano do Ensino fundamental. Esses dados foram coletados em 4 escolas
num total de 258 alunos que realizaram a avaliacao diagnostica. Nesse caso, 72,37%
dos estudantes que realizaram a avaliacao em 2012 reaparecem nos dados de 2016.
Por fim, tomamos a base de dados do ano de 2019 dos estudantes do terceiro ano
do Ensino Médio (EM). Temos 2 escolas, com um total de 199 estudantes que re-
alizaram a avaliacdo. Encontramos nessa base 72,48% de estudantes que também
realizaram a avaliacao em 2016. Na tabela 3.1 abaixo deixamos estruturado como
estd organizado nossa base de dados.

Etapa de Ensino | Quantidade de Escolas | Quantidade de Estudantes | Ano ne Coleta ‘
3%ano do EF | 18 354 2010 |
5% ano do EF 15 333 2012 |
9% ano do EF | 4 258 2016 |
3%ano do EM | 2 199 2019 |

E importante notar que o percentual de estudantes que reaparecem de um ano
para outro é fundamental para o nosso estudo, pois sao apenas eles que vao ponder
o nosso grafo. Portanto, deixaremos a tabela 3.1 a seguir para termos esses percen-
tuais destacados.

Sequencia Anual | Percental
2010-2012 84,18%
2012-2016 72,37%
2016-2019 72,48%

tendo entendido esses pontos iniciais iremos agora para a construg¢ao do nosso
grafo GG. Primeiro definiremos os vértices V(G) do nosso grafo. O conjunto dos
vértices do grafo seré definido pelas escolas da rede piiblica do municipio em questao.
Como mencionado anteriormente, nao podemos indicar o nome das escolas assim,
colocaremos um codigo para indica-las que sera feita da seguinte forma:
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Escolas do 32 ano do EF no ano de 2010 Cada escola sera definida como sendo
A,comneNel<n<18;

Escolas do 52 ano do EF no ano de 2012 Cada escola sera definida como sendo
B,comneNel<n<15;

Escolas do 92 ano do EF no ano de 2016 Cada escola sera definida como sendo
C,comneNel<n<4

Escolas do 32 ano do EM no ano de 2019 Cada escola sera definida como sendo
D,comneNel<n<2;

Logo, o conjunto de vértices V(G) do grafo seréa:

V(G> = {A17 A27 A3""7 A177 A187 Bla BZ7 B3"'7 9 Bl47 Bl57 Cla CQa 037 047 Dla DQ}

Decorre dai que v(G) = 39.

Para definirmos o conjunto de arestas teremos que respeitar as peculiaridades que
é proprio do nosso modelo. pois os conjuntos de vértices {A;, Aa, As...., A17, A1s}
se liga ao conjunto {Bj, Bs, Bs...,, B4, B15} que por sua vez se liga ao conjunto
{C1, Cy, C5,Cy} que finalmente se liga ao conjunto {D;, Do}. Sabemos quais sub-
conjunto de vértices do grafo se ligam. Contudo, a forma que sao feitas essas li-
gacoes vai depender das informacoes que iremos extrair do nosso banco de dados.
Vai depender em qual escola os estudantes reaparecem. Por exemplo, o conjunto de
estudantes que estava na escola A; no ano de 2010, estard em um certa escola B,
em 2012. Para essa tarefa utilizaremos a matriz adjacéncias da primeira parte do
grafo GG. Essa matriz serd 18X15 e serd definida como Mg, := ea,p, onde ea, p, €
o nimero de arestas que conectam os vértices A, e B,,. a seguir podemos visualizar
a matriz incidéncia ja com os dados preenchidos.
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Bi By By By Bs Bs By Bs By B0 Bil Bi2 Bi3 B4 Bi5
Ay 1 0o 11 0 0 0O 01 O O O O 0 O

Ap o o011 0 0O0O0OO0O O 1T O 0 0 O

As 1P 0o o0 1 0 1 0 0 0O O O O O O O

Ay 110 0 0 0O O OT1 O O O O 0 O

As o 0 o0 o0 o001 01 o0 o0 0 0 0 O

Ag o610 0 0 0 0O 00 o o o 1 0 1

A7 o o o0 o0 o0 0000 1 0 0 1T 0 0

Bs o o010 0 0 0 0 0 0 0o o o0 0 0

M. — Ao o 0 o0 o o o o o o0 o 1 0 0 0 1
%~ a0l 00 O0O0O0OT1 01 0 0 0 0 0 0 0
A o 0 o0 o0 00010 0 1 0 1 0 O0

A1z 1P 6 1 0 0 0O O0OO0OO O O 1T 0 0 O

A3l 00 1.0 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 O

Aq 0 00 0O 0 O O 0 0 1 0 o0 0o 0 0 0

As1 0 00 OO0 0 0 1 0 0 o o 1 1 0

A6l OO0 01 0 0 0O O O O O o 1 1 0

A- OO0 OO O 1 0 0 0O 0 o0 1T 0 0 O
As\0O 0 0 1 1 0 0O O O O 1 0 0 0 O

Na matriz de incidéncia anterior temos os links existentes entres os conjuntos de
vértices que foi obtido a partir do banco das avaliagoes do SAEPE dos anos de 2010
e 2012. Cada elemento da matriz representa a quantidade de arestas que conecta os
vértices. A seguir utilizaremos a figura 3.1 para ilustrar essa parte do grafo G.

Agora veremos as ligagoes que existem entre o subconjunto { By, Ba, Bs...,, B4, Bis}
com o subconjunto {Cy, Cy, C5, Cy}. Lembrando que o primeiro subconjunto repre-
senta em qual instituicao de ensino os estudantes do quinto ano no ensino fundamen-
tal estavam em 2012 e o segundo subconjunto em qual instituicao esses mesmos estu-
dantes reaparecem no ano de 2016. Novamente usaremos a matriz de incidéncia para
mostrar essas ligagoes. E utilizaremos a matriz adjacéncias 156X4, Mg, = ep,c,
onde ep, ¢, ¢ o nimero de arestas que conectam os vértices B,, e C,,. a seguir pode-
mos visualizar a matriz incidéncia ja com os dados preenchidos.
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Figura 3.1: Primeira parte do grafo G.
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Novamente mostraremos a seguir na figura 3.2 o grafo adicionado dessa segunda
informacoes vinda dos dados juntamente com a matriz adjacéncia.

o

FEEEE

‘i(’ . Q y

Sl

Figura 3.2: Primeira e segunda parte do grafo G.

Finalmente chegamos na tltima etapa de construgao do grafo G. Faremos agora
as correspondéncias que existem entre o subconjunto {Cy, Cs, Cs,C,} e o subcon-
junto {D;, D2} que corresponde ao grupo de estudantes de 2016 e os de 2019 res-
pectivamente. Novamente apresentaremos a matriz adjacéncia que mostra como
sao feitas as ligagoes entre esses dois conjuntos. Assim teremos um a matriz 4.X2
definida por Mg,., := ec,p, onde ec,p, € o numero de arestas que conectam os
vértices C, e D,,. a seguir podemos visualizar a matriz incidéncia ja com os dados
preenchidos.
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D1 Dg

Cy 1 1

Cs 1 1

M Giii — Cs 1 1
Cy 1 1

Mostramos na figura 3.3 o grafo G completo e todas suas ligagoes baseadas nos
dados analisados.

Figura 3.3: Grafo G e suas arestas.

Agora que temos o grafo bem definido podemos falar um pouco sobre ele. Po-
demos notar que o grafo G é um grafo bipartido. Ao dividir o conjuntos de vértices
em dois

X = {Ab A27 A3""7 A177 A187 Bl; B27 B3"'7 ) Bl47 B15}

Y ={C1,Cs,Cs,Cy, Dy, Dy}

onde X NY = () e temos uma extremidade em X e outra em Y. Apesar de ser
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um grafo bipartido nao é completo.

Como nosso modelo propoe um grafo direcional, podemos encontrar alguns elemen-
tos dentro do que foi visto no capitulo 2. Tomaremos os vértice Bs, A;
calcularemos seu grau de entrada e de saida. Fazendo isso, temos:

d~(Bs) = 1,d"(A;) = 0,d"(Dy) = 4;

d"(Bs) =2,d"(A)) = 4,d"(Dy) = 0;

Logo temos que o vértice A; é uma fonte e o vértice Dy é um sumidouro.
Como o objetivo central desse trabalho é saber qual melhor percurso que um estu-
dante deve percorrer para que tenha os melhores resultados nas avaliacoes de larga
escala, precisamos definir uma ponderacao as arestas do grafo. Assim, utilizaremos
as matrizes adjacéncias Mq, := {ea,n, }, Mg, = {eB,c,} ¢ Mq,, = {ec,p,} para
ponderar as arestas dos grafos. Essas matrizes que a partir de agora serdao matrizes
de valores das ligacoes. FEsse peso serd colocado com a média das proficiéncias em
Lingua Portuguesa que o grupo de estudantes, que definimos, tirou na escola (re-
presentado pelos vértices) que estavam estudando anteriormente (cauda). E esses
vértices serd ligada as cabecas pelas arestas direcionados e ponderados. Para faci-
litar a interpretacao, colocaremos a seguir as matrizes de valores separadas como

fizemos anteriormente.

By B> B3 By Bs Bg Bz Bg

Ay 442,37 0 458,00 472,95 0 0 0 0

A 0 0 440,09 403,83 0 0 0 0

As 414,43 0 0 410,98 0 434,81 0 0

Aq 499,86 439,53 0 0 0 0 0 0

As 0 0 0 0 0 0 448,28 0

Ag 0 423,84 0 0 0 0 0 0

Az 0 0 0 0 0 0 0 0

Bs 0 0 601, 86 0 0 0 0 0

M, — Ag 0 0 0 0 0 0 0 0
T 0 0 0 0 0 593,84 0 604,83
A1 0 0 0 0 0 0 0 569, 67

A | 479,02 0 481,70 0 0 0 0 0
Az 0 0 451, 66 0 0 0 0 445,70

Ay 0 0 0 0 0 0 0 0
As 0 0 0 0 0 0 0 478,18

A6 0 0 0 484,49 0 0 0 0

Air 0 0 0 0 0 451,30 0 0

Ais 0 0 0 441,03 466,69 0 0 0

E a segunda matriz de valor é:
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C1 Co Cs Cy
B [ 185,08 0 184,00 182,28
By 0 0 177,61 179,26
B | 163,27 0 0 184,21
B | 156,69 163,35 0 0
Bs 0 157,60 160,60 0
Bs | 175,56 180,70 0 0
B 0 173,66 0 171,51

Mg, = Bs | 17441 0 169,37 0
B, | 185,28 188,48 197,22 185,68

B | 192,49 0 0 0
Bu 0 198,43 181,47 173,96
B | 172,57 0 177,35 0
B | 183,80 0 184,15 0
B | 171,49 0 168,09 163,72
Bis \ 163,85 0 160,37 0

Por fim a ultima matriz de valor do grafo do nosso modelo.

D1 Do
¢ [ 240,93 237,99
¢, | 244,06 254,89
Me= ¢ | 249,56 236,90
co | 247,04 234,45

Tento todos as areas ponderadas podemos utilizar o algoritmo de Djisktra para
calcular o melhor caminho que um estudante pode seguir dentre de uma rede de
ensino publica. Mas precisamos levar em consideragdo um detalhe. O algoritmo foi
desenvolvido para encontrar o caminho que tem menor custo. Contudo a sabemos
que quanto maior a proficiéncia melhor o desempenho. Assim, no nosso modelo
estariamos interessados no caminho em que os estudantes tem melhores resultados
de proficiéncia. Para resolver esse problema utilizaremos um artificio. No lugar de
colocar o valor P da proficiéncia (que sdo as arestas ponderadas) para o compu-
tador rodar o algoritmo, colocaremos %, ou seja a inversa do ponderagdo. Assim
quando calcularmos o caminho com menor custo, estaremos achando o de maior
custo(resultado que nos interessa).

Feito a analise computacional dos dados, obtivemos o seguinte resultado. O melhor
caminho a ser percorrido por um estudante que estuda na rede ptublica de ensino no

municipio que usamos como exemplo é:
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A8—>33—>C4—>D1
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Capitulo 4

Conclusao

Observamos que os resultados obtidos sao muito relevantes, principalmente para
0s responsaveis pela gestao educacional. Pois, nao podemos considerar o resultado
encontrado, mas sim, entender os motivos de ter acontecido. Pois, a gestao escolar
deve sempre aprimorar a estrutura escolar e, dessa forma, promover a organizacao,
mobilizacao e articulagao das condigoes essenciais para garantir o avang¢o do pro-
cesso socioeducacional das instituicoes de ensino. Como consequéncia, a promocao
do aprendizado dos estudantes de forma efetiva (LUCK 2010). Contudo, ndo foi ob-
jeto desse trabalho questoes que envolvam gestoes educacional. Assim, tais analises
ficam para uma pesquisa que aprofunde melhor esse tema.

Outro ponto é que nesse trabalho realizamos o modelo para um municipio. Con-
tudo, pelas caracteristicas que expomos, podemos usar o mesmo modelo para outros
municipios e até mesmo Estados. Isso porque o sistema educacional brasileiro segue
o mesmo padrao independente da unidade federativa. Logo, desde que aja dados
suficientes podemos realizar tais estudos em qualquer rede de educacio no Brasil. E
claro que, quando maior a rede serd exigida computadores mais robustos.

Por fim, em nosso modelo, criamos arestas ponderadas com o resultado das profici-
éncias dos estudantes. Porém, esses pesos podem se expendidos a outras informacoes
dos estudantes que sao obtidas em questionarios socioecondémico que sao coletadas
juntos das avaliacoes. Ou até mesmo, poderiamos combinar tais informagoes. Cada
analise dessa geraria informacoes que poderiam ser lteis na gestao educacional.
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