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Resumo

O objetivo principal deste trabalho ¢ estudar algumas propriedades algébricas do
anel dos inteiros gaussianos Z[i]. Por exemplo, provaremos que Z[i] é um dominio
euclideano e, portanto, um dominio de fatoracao tinica. Como uma aplicacao de
cardter aritmética, caracterizamos os numeros primos que podem ser expressados
como soma de dois quadrados. No capitulo final, apresentamos algumas aplicagoes
dos inteiros gaussianos a trigonometria.

Palavras-chaves: Inteiros Gaussianos; dominio euclideano; fatoracao tnica; soma
de quadrados; identidades trigonométricas.



Abstract

The main objective of this work is to study algebraic properties of some ring of
Gaussian integers Z[i]. For example, we will prove that Z[i] is a domain Euclidean
and therefore a unique factoring domain. As an application of arithmetic character,
characterizing the prime numbers that can be expressed as the sum of two squa-
res. In the final chapter we present some applications from Gaussian integers to

trigonometry.

Key-words: Gaussian integers; FEuclidean domain; unique factorization; sum of
squares; trigonometric identities.
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Capitulo 1

Numeros complexos

1.1 Introducao

O conceito de nimero complexo se desenrolou paulatinamente. Ao contrario do
que muitos pensam, os numeros complexos nao surgiram com o aparecimento de
raizes quadradas de niimeros negativos nas equacoes de 2° grau, ja que esta solucao
era descartada para os niimeros reais e a equagao nao havia solucao.

As primeiras ideias para o que viria a ser o conjunto dos nimeros complexos
se deu na busca/disputa pela resolugdo de equagdes de 3° grau entre Girolamo
Cardano e Nicolo Fontana(Tartaglia), onde foi percebido que os niimeros reais eram
insuficientes e que o conceito de ntmero necessitava ser estendido.

Das contribuicoes de Leonard Euler, temos a utilizacao, pela primeira vez, do
simbolo i para representar v/—1, em que i> = —1. Assim, surgiu o niimero complexo
z = a + bi, onde a e b sao nlimeros reais.

1.2 Definicao

O conjunto dos nimeros complexos, denotado por C, é definido como o conjunto
dos pares ordenados de ntmeros reais z = (z,y) € R x R, em que as operagoes de
adicao e multiplicagao sao definidas por:

24 29 = (x1, 1) + (22, 92) = (@1 + 22, y1 + ¥2)

Z1 2 = (9517%) ) (1’2792) = (3511’2 — Y1Y2, T1Y2 + Z/1$2)-

Tais operagoes satisfazem as seguintes propriedades:

Al. Comutatividade da adicao: z; + 29 = 25 + 21 para todo z1, 29 € C.



1.2. DEFINICAO

A2. Associatividade da adi¢do: (z1+292)+25 = 21+ (22+23) para todo 21, 29, 23 € C.

A3. Existéncia de elemento neutro: existe um nimero complexo 0 = (0,0) tal que
21+0=04 21 = 21.

A4. Existéncia de elemento simétrico da adicao: para todo ntimero complexo z =
(a,b) existe um numero complexo —z = (—a, —b) tal que z + (—z) = 0 =
(—2) + 2.

M1. Comutatividade da multiplicagdo: z; - 2o = 25 - 21 para todo 21, 29 € C.

M2. Associatividade da multiplicagao: (z1-22)-23 = 21-(22-23) para todo 21, 22, 23 €

C.

M3. Existéncia de elemento neutro: existe um namero complexo 1 = (1,0) tal que
z-1=1-2z= z para todo nimero complexo z.

M4. Existéncia do inverso multiplicativo: para todo nimero complexo z = (z,y)
T —Y
x2+y2’ x2+y2>

nao nulo, existe o inverso multiplicativo de z, a saber, 27! = (

¢ o namero complexo tal que z - z71 = 1.
D. Distributividade: 27 - (20 + 23) = 21 - 22 + 21 - 23 para todo 21, 29, 23 € C.

Em consequéncia, o conjunto C juntamente com as operacgoes de adi¢ao e multipli-
cagao definidas formam um corpo.

E comum identificar um némero complexo da forma (z,0) com o ntimero real
x. Por outro lado, o niimero complexo (0,1) é usualmente denotado por i. Dessa
forma, da definicao de multiplicacao temos que

i =1i4=(0,1)-(0,1)=(0—1,04+0) = (-1,0) = —1.
Dado um ntimero complexo z = (x,y) arbitrario, podemos escrever
2= (z,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (,0) - (0,1) = z + yi.

A representacao z = x + yi é chamada de forma algébrica, onde = é chamado de
parte real e y de parte imagindria, ou ainda, x = Re(z) e y = Im(z). A unidade
imaginaria é representada pela letra i que é o nimero (0, 1).

Dois niimeros complexos z; = a+bi e 2o = ¢+ di, com a, b, c e d € R sao iguais
quando a = c e b = d, assim 2z; e 25 tém, respectivamente, as partes reais iguais e as
partes imaginarias iguais.



1.3. REPRESENTACAO GRAFICA

1.3 Representacao grafica

A representacao grafica de um ntimero complexo foi desenvolvida, no inicio do
século XIX, por Gauss e Jean Robert Argand, de forma independente, associaram as
partes real e imaginaria de um nimero complexo com as coordenadas de um ponto
no plano cartesiano.

Conhecido como Plano de Argand- Gauss, a representacao geométrica de ntime-
ros complexos que estao na forma algébrica. Formado por dois eixos: o vertical para
representar a parte imaginaria e o eixo horizontal para indicar o niimero real.

Da mesma forma que cada par ordenado de niimeros reais (a,b) pode ser repre-
sentado no plano cartesiano por um tnico ponto, cada ponto P(a,b), no plano, esta
associado a um tnico nimero complexo z = a + bi com a e b € R.

Podemos representar um niimero complexo z = a+ bi como o vetor determinado
por o segmento de reta orientado 073, cuja origem é o ponto O = (0, 0) e extremidade
no ponto P(a,b).

0 A " Re

Figura 1: Representagao geométrica de nimeros complexos.

1.4 Valor absoluto ou médulo de um nimero com-
plexo

Com essa representacao grafica dos nimeros complexos, podemos definir o valor
absoluto ou médulo de um ntimero complexo z = a + bi por

lz| = Va? + b2,

onde o valor absoluto representa a distancia de z a origem.



1.5. CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

Proposicao 1.1 Sejam z = a+bi e w = c+ di € C; sao vdlidas as seguintes
propriedades:
1)|z| >0, com |z] =0 z2=0;

Demonstracgao:

1) Usando a defini¢do de modulo de um nimero complexo,

|z| = va?+ b2 > 0.

Quando |z| = Va2 +b> =0coma=0eb=0€ R, isso nos leva a concluir que
a=b=0=2z=0.

2) Queremos provar que |az| = |o|z], Va € Re z = a+ bi € C.
Ou seja, |a(a + bi)| = |a|la + bi], Va € R.

Assim, |a(a + bi)| = |(aa) + (ab)i| = v/(«a)? + (ab)?
= /(a)2(a% + b?) = |a|va® + b2.

Portanto, = |al|a + bil.

3) Vamos provar que |zw| = |z||w| para z e w € C.

Veja que |zw|? = |(a+bi)(c+di)|* = |(ac—bd)+(ad+be)i|* = (ac—bd)?+(ad+bc)?
= (ac)? = 2acbd + (bd)? + (ad)* + 2abed + (be)?

= a’c® + b’ d® + a*d* + bc?

=a?( + d*) + b} (A + d%) = (a®> + V*) (S + d?)

= [2]?|wl*.

Consequentemente, |zw| = |z||w].

4) Para provar que o modulo do inverso multiplicativo de z é o inverso multipli-

cativo do modulo de z, usaremos o fato de z% =1= |z||%| =1, mas |%| _ |71‘
Portanto, |27 = |z|™!
5) Para demonstrar que |2] = %
Assim, 2| = |z.1| = ’Z‘I_il — |\Z_| -

1.5 Conjugado de um nimero complexo

O conjugado de um ntmero complexo z = a + bi é definido como z = a — bi.
Sendo assim, z e Z sao numeros complexos conjugados com partes reais iguais e
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partes imaginarias opostas.

Veja que |z]? = a® + b* = (a + bi)(a — bi) = a® — b*i* = a® + b*. Obtendo uma
relacao simples entre o valor absoluto, o niimero complexo e o seu conjugado de tal
forma que |2]? = z.2.

Proposicao 1.2 Sejam z = a+ bt e w = ¢+ di € C sao vdlidas as seguintes
propriedades:

Demonstracgao:
1) Temos que Z = a — bi, entdo z = a — (=b)i = a + bi = z.
Portanto, z = Z para todo z = a + bi € C.

2) Para provar que z + w = Z 4+ w com z e w € C, vejamos que:

a+bi) + (c+ di)
a—+c)+ (bi+ di)
a+c)—(b+d)i

z+w =

(
(
(
(
= Z+W.

3) Queremos provar que z.w = z.w com z e w € C, vejamos que:

zw = (a+bi).(c+ di)
= (ac—bd) + (ad + bc)i
= (ac—bd) — (ad + bc)i
= [ac = (=0)(=d)] + [a(=d) + c(=D)]i
= (a—"bi).(c—di)

= Z.

S |

4) Para z = a + bi € C, temos que:
zzl=1= (2271 =1
Pelo item 3), Z.(z7!) = 1.
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Portanto, z7! = 21

5) Seja z e w € C, com w # 0.

Vejamos que (£) = (z.4) e pelo item 3), temos que:

z(1)=z2 =%

Portanto, (£) = Z.

6) B facil ver que |[z| = /a2 + (—b)* = |z|. De fato, |z| = [z]. =

1.6 Representacao polar

Além de identificar um ntmero complexo z = a + bi com um ponto no plano
cartesiano ou ainda com um vetor que determina o argumento e o modulo de z,
podemos representéa-lo através das coordenadas polares(r, ).

O argumento de um complexo z = a + bi # 0, com a e b € C, é definido como
qualquer dos angulos 8 = arg z que o vetor z forma com o eixo horizontal positivo,
medido no sentido anti-horario. Vale ressaltar que todo nimero complexo tem in-
finitos argumentos, mas podemos determinar, de maneira tnica, que 6 pertence ao
intervalo (—m, ) e é representado por arg z.

Considere o niimero complexo z = a + bi, com a e b diferentes de zero, e o ponto
Z=(a,b) que o representa.

Im(z)8

[+ AP

[\ ST

Re(z)

Figura 2: Médulo de um ntmero
complexo.

Observando a figura acima e sabendo que 6 é argumento de z = a + bi, temos
que:

a=cos 0 |z
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e
b=sen 6 |z|.

Desta forma, um nimero complexo z # 0 pode ser definido de forma tnica por
r=|z| e 8 =arg(z) para 0 € (—m, ), que sao as coordenadas polares do ponto Z
no plano.

Podemos reescrever

z=a+bi=|z|cos 0+ |z| sen 0i

z =1 cos 0 +r sen 0i

z =r(cos 0 + sen 6i),

esta representacao é chamada de forma trigonométrica ou polar do ntimero
complexo z = a + b.

Definicao: Dado x € R, definimos exponencial de x por

N r? ozt axt = 2"

Formula de Euler: Dado 0 € R, vale a identidade ¢ = cos 6 + sen 6.

A expansao da funcao exponencial e*, da funcao seno e da fun¢ao cosseno em
série de Taylor para os valores de z € R sao resultados que nos levam a veracidade
da formula de Euler.

A expressdo € na expansao de série de poténcias dada pela definicao acima nos
leva a:

w o, @92 (0)?°  (i0)*
e’ =1+10 + 5 + i + 1 +

» 02 03 ot 0°

0 o _ _

e’ =1+10 o @3!+4!—|—25!+...

2 4 6 3 5 7
e = _9__|_0__9__|_..._|_i(9_9_+0__0_+...)_
STty e T Ty Tty T
cz:sra se\nrH
e = cos 0 + sen 0i.

Portanto, podemos representar por z = |z]ei9, visto que e’ = cos 0 + sen 0i. E
quando 6§ = 7, teremos que €™ = cos T +sen i = —1+0i = -1 =™ +1=0.

Dados dois ntiimeros complexos z; = 11 cos 01 + r1 sen 011 € zo = ry cos Oy +
ro sen 091 diferentes de zero, a representacao polar do produto z;.29 é

21.29 = (11 cos 01 + 11 sen 013).(ry cos Oy + ro sen Oai)

8



1.7. POTENCIA DE UM COMPLEXO

21.29 = 11.19[C0s 01.cos Oy — sen 0y.sen O3] + [cos O1.sen Oy + cos Oy.sen 6]
21.29 = 11.19[cos (61 + O2) + sen (61 + 05)i]

E se z9 # 0 devemos encontrar uma expressao para z—; na forma trigonométrica,
vejamos:
21 ri( cos 0y + sen 0q7)
2o 1o cos Oy + sen 0yi)’

cos Ba— sen 621
cos Oa— sen 621"

multiplicando por

r1( cos 01 + sen 011) cos Oy — sen Oyi

ro( cos Oy + sen 09i) cos Oy — sen Bqi

o (cos 01.cos Oy — cos 6y.sen 01 + sen 0y.cos Oyi + sen 01.sen 05)

Ty cos? 0y + sen? 0,

r1 (cos 01.cos Oy + sen 01.sen 03) + (sen 0y.cos O3 — sen 0y.cos 61)i

ro cos? 0y + sen? 6O,

ﬂ = Q,[cos (01 — 92) + sen (01 - 02)2]

Z9 T

1.7 Poténcia de um complexo

Podemos calcular a poténcia 2", n € N e z € C na forma algébrica (a+ bi)", isso
significa que usarfamos o binémio de Newton e ficaria muito trabalhoso. Entao seja
z =r(cos 0 + sen 0i) na forma trigonométrica.

Veja que:

22 =2.z=r(cos O+ sen 0i) . r(cos 0 + sen 0i)

22 = r%cos (64 0) + sen(0 + 0)1]

22 = 1r?[cos (20) + isen(20)]

O mesmo calculo ¢ aplicado para as demais poténcias 23, 2%, 2% e nos ¢ sugestivo
e induz que 2" =p.r.--- v .fcos (0 +0+---+0)+sen (0+60+---+0)il.

n vezes n vezes n vezes

Proposigao 1.3 (Férmula de De Moivre) Se n é um nimero inteiro, entao
[r(cos 0 +isen 0)]™ = r"[cos (nf) + sen (nd)i].

Sendo z um nimero complexo diferente de zero e n um ntmero natural, temos
que 2" = r"[cos (n#) + sen (nh)i]. A demonstragdo é deixada para o leitor e pode
ser feita por inducao para n € N e também é valida para expoente inteiro negativo.
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1.8 Raiz de um complexo

Dado z um ntimero complexo e k € Z. Chamamos z; uma raiz enésima de z
quando (z)" = 2. Veja que as raizes quadradas de —1 sdo i e —i, porque i> = —1 e

(—1)* = (=1)(=i) = —1.

Vamos calcular VT.[COS 0 + sen 0i] para determinar os complexos z tais que
2" =r.[cos 0 + sen 0i.

Sendo z = s.[cos a + sen «i] teremos (s.[cos a + sen «i])" = r.(cos 0 + sen 0i).

Aplicando a formula de De Moivre,

s™. [cos (na) 4+ sen (na)i] = r. [cos 0 + sen Bi].

Pela proposicao 1.3, temos que s" =r e (na = 6 + 2kw), k inteiro.

Assim s = /1 e a = 42T

n

Portanto,

0+ 2k 0+ 2k
2 = Yz = /r. (cos 0+ sen 0i) = /7. [cos <u) +sen <:> i,k € Z.
n

n

Vejamos que, se 0 < k < n — 1, as raizes nao se repetem. Calculando os valores
de z;, para cada valor atribuido a k € Z, temos:

Para k =0 = 2y = /r. [cos (% sen (£)4).
Para k= 1= 2 = /7. [cos (Z2%) + sen (£2T)4].

%

7).

i.

>

[

[ D
Para k =2 = 2 = {/r. [cos (“£T) + sen tl
Para k =3 = 23 = /1. [cos (22%) + sen (42

n

Parak=n—1= z,_; = Jr. [cos <w> + sen <w> il.

Perceba que os n valores de z sdo todos diferentes entre si no intervalo [0, 27)
e que os argumentos aumentam em progressao aritmética de razao (27”) Geo-
metricamente, os nimeros complexos z;, estao igualmente distribuidos sobre uma
circunferéncia centrada na origem e de raio /r.

10



Capitulo 2

Inteiros Gaussianos

2.1 Introducao

Carl Friedrich Gauss,também chamado de Principe da Matematica, nasceu em
1777 e viveu até 1855. Foi fisico, astronomo e um dos maiores matematicos de todos
os tempos. Gauss contribuiu para todas as areas da Matematica e da Teoria dos
Ntameros.

Desde crianca as suas habilidades em mateméatica eram surpreendentes, uma
historia bem conhecida foi a que ilustra como Gauss deduziu a formula da soma
dos n primeiros termos de uma progressao aritmética. Na adolescéncia, obteve
os primeiros resultados sobre a geometria esférica. Destinou-se também a visoes
axiomaticas das provas matematicas em teoria dos nimeros e aritmética. Provou o
teorema da Reciprocidade Quadratica.

Contribuiu com grandes progressos na Matematica e suas aplicacoes na Astrono-
mia, Estatistica e Fisica. Defendeu a concepcao de objetos matemaéticos abstratos
quando publicou trabalhos sobre os nimeros imaginarios.

2.2 Definicao

O conjunto dos ntimeros complexos da forma a + bz, onde a e b sao inteiros é
denominado o conjunto dos inteiros gaussianos em homenagem a Gauss.

Para ser chamado de anel, os inteiros gaussianos Z[i] = {a + bi| a,b € Z} devem
satisfazer as seguintes propriedades:

Al: Comutatividade da adi¢ao

Sejam z = a+bie v = c+di com z,x € Z[i], entdo 2+ = (a + bi) + (c+ di) =
(a4+c)+ (b+d)i=(c+di)+ (a+bi) =2+ =z

11



2.2. DEFINICAO

A2: Associatividade da adicao
Sejam z =a+bi,z =c+diey=e+gicom z,x,y € Z[i], entdo (z +x) +y =
(a+bi+c+di)+e+gi = (a+c+e)+(b+d+g)i = a+bi+(c+di+e+gi) = z+(x+y)

A3: Existéncia do elemento neutro da adigao
Existe 0 = 04 0i e z € Z[i], donde z = (0 + 0i) + z = (0 + 0) + (a + bi) =
(a+bi)+ (04 0i) =a+bi =z

A4: Existéncia do elemento simétrico da adigao
Para cada z = a + bi € Z][i], existe 2/ = —a — bi € Z]i], tal que z + 2’ = 0 + 04,
com z e 2z’ pertencentes aos inteiros gaussianos.

M1: Comutatividade da multiplicacao
Sejam z = a+bi e x = c+di com z,x € Zli] , entdo z.x = (a + bi).(c + di) =
ac + adi + bei — bd = (ac — bd) + (ad + bc)i = (a + di).(a + bi) = z.2.

M2: Associatividade da multiplicacao
Sejam z = a+bi,x = c+diey = e+gicom z,x,y € Z[i], entdo (z.2).y = z.(z.y)

M3: Existéncia do elemento neutro da multiplicacao
Existe um inteiro gaussiano 1 tal que z-1 = 1-z = 2 para todo inteiro gaussiano z.

M4: Distributiva
Sejam z = a+bi,x =c+diey=e+ gicom z,x,y € Z[i], entdo z - (v +y) =
z-x 4+ z -y para todo z,y,x € Z][i].

Na linguagem da Algebra, os inteiros gaussianos formam um anel e o anel dos
inteiros gaussianos é denotado por Z[i]. Verificaremos que os inteiros reais e inteiros
gaussianos se assemelham na aplicacao de definicoes como divisibilidade, ntimeros
primos, fatoracao tnica.

12



2.3. FUNCAO NORMA DE INTEIRO GAUSSIANO
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Figura 3: Os inteiros gaussianos, uma rede quadrada em C.

Os inteiros gaussianos Z[i] = {a + bi| a,b € Z} sdo a rede dos inteiros C, como
mostra a figura acima, e forma um anel comutativo.

2.3 Funcao Norma de inteiro gaussiano
Definicdo: O conjugado de z = a + bi € Z][i] é definido como z = a — bi € Z]i].

Definicdo: A funcao N : Z[i] — Z é definida para todo z = a + bi € Z[i] como
N(z) =2z = (a+bi)(a—bi)=a*+
Exemplo: N(4+ 7i) = (4 + 7i)(4 — 7i) = 42 + 7% = 16 + 79 = 95.

Teorema 2.1 A norma é multiplicativa, isto é, se r e s € Z[i], entdo N(rs) =
N(r)N(s).

Demonstracgao:

Sejam r = a + bi e s = ¢ + di, entdo r.s = (ac — bd) + (ad + be)i.

N(rs) = (ac — bd)* + (ad + bc)* = (ac)* + (bd)? + (ad)? + (bc)? = a*(* + d?) +
V(A +d*) = (a>+ ) (*+d*) = N(a+bi)N(c+di) = N(r)N(s). m

2.4 Inversos multiplicativos

Definicio:
Definimos que z ¢ invertivel nos Z[i], se existir 2’ € Z[i], tal que 22’ = 1.

Teorema 2.2 Os numeros 1, -1, i, -i sGo 0s unicos que tém inversos multiplicativos,
chamados de unidades do anel dos inteiros gaussianos.
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2.4. INVERSOS MULTIPLICATIVOS

Demonstracgao:

Sejam z = a+bi e 2/ = a’ + Vi € Z][i] tais que z.2’ = 1. Aplicando o fato que a
norma é multiplicativa, temos que N(zz') = N(2)N(2') = N(1) = 1. Como a N(z)
e a N(2') sao nimeros inteiros positivos diferentes de 0, portanto N(z) = N(2') = 1.
Isso significa que N(z) = a? +b*> =1,ouseja,a=+leb=0oua=0eb==+1. E
reciproco para z’.

Desta forma, os tnicos inteiros gaussianos invertiveis em Z[i] sdo -1, 1, i e -i. Sao
chamados de unidades do anel dos inteiros gaussianos. m

Teorema 2.3 s = (a + bi) é uma unidade em Zl[i] se, e somente se, N(s) = 1.

Demonstracao:

(=) Suponhamos que s = (a+0bi) € Z[i] ¢ uma unidade. Entao existe algum r =
(c+di) € Z[i], onde c e d sao diferentes de zero, de modo que (a+bi)(c+di) = (1404).
Entao sabemos que N((a + bi)(c+ di)) = N(1 + 0i) e, pelo Teorema 2.1, podemos
dizer que N(a+bi)N(c+di) = N(1+0¢). Portanto, (a®+b?)(c*+d?) = (12+0?) = 1.
Dado que (a* + b?), (> +d*) € Z*t e (a® + b*)(c* + d*) = 1, sabemos que (a® + b?) e
(¢* + d?) sdo unidades em Z. Porque (a*+b%) e (¢ + d?) nao sao negativos e ambos
devem ser iguais a 1. Portanto, 1 = (a® + 0*) = N(a + bi) = N(s).

(<) Em seguida, assuma para algum s = (a + bi) € Z[i] que N(s) = 1. Entao
(a*+1*) = 1, o que implica que a* = 1 —b%. Como a? > 0, consideramos dois casos:

Caso 1 : Sejab?> =0. Entdbo b =0ea? =1 -0 = 1. Portanto, a = 1 ou
a=—1. Se a=1, entdo (a+ bi) = (1 + 0i). Temos que (1 + 0i)(1 + 0i) = (1 + 0i),
s = (a + bi) ¢ uma unidade em Z[i]. Se a = —1, entdo (a + bi) = (—1 + 0i). Dado
que (—1+0i)(—=1+0) = (1+0i), s = (a+ bi) ¢ uma unidade em Z][i].

Caso 2 : Seja b> = 1. Entao a®> =1 —1 = 0. Portanto,a =0e b=10ou b= —1.
Seb=1, (a+bi) = (0+1i). Temos que (0+)(0—i) = (1+0i), s = (a+ bi) é uma
unidade em Z[i]. Se b= —1, (a + bi) = (0 —i). Dado que (0 —14)(0+ 1) = (1 + 0i),
s = (a+ bi) € uma unidade em Z[i|. m

Problemas

1- Mostre que nenhum inteiro gaussiano que nao seja uma unidade tem um
inverso multiplicativo no anel dos inteiros gaussianos.

Demonstrado no Teorema 2.2

2- Mostre que se a + bi # +1, +i, entao |a + bi| > 1.
Demonstracgao:
Seja z =a+bi € Z[i] e |a+bi| = Va% + b2, se z # £1 e z # +i, entdo podemos

afirmar que |z| # 1, como nao pode ser menor que 1, de fato, |z| > 1. =

3- Mostre que (a + bi)(a — bi) é um niamero real.
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2.5. DIVISIBILIDADE DE INTEIROS GAUSSIANOS

Demonstracgao:

A multiplicacao em questao se refere a um nimero e o seu conjugado e ja vimos
que (a+bi)(a—bi) = a®> — b**> = a®> + b, como a e b sdo nimeros inteiros, podemos
afirmar que a® + b? é um nimero real. m

2.5 Divisibilidade de inteiros gaussianos

2.5.1 Z[i] como um dominio euclidiano

Definicdo: Um dominio integral D é chamado de Dominio Euclidiano se houver
uma funcao d dos elementos diferentes de zero de D para os inteiros positivos de
modo que o seguinte seja verdadeiro:

1. d(a) < d(ab) ¥ a,b € D tal que a,b # 0.

2. Para todo a,b € D onde b # 0, existe ¢,r € D tal que a = bq + r onde
d(r) < d(b).

O teorema seguinte mostra que a funcao norma gaussiana satisfaz a proposta
propriedade de d acima, tornando Z[i] um dominio euclidiano.

Teorema 2.4 O conjunto de inteiros gaussianos forma um dominio euclidiano.

Demonstracao: Sejam g e h elementos diferentes de zero em Z[i]. Sabemos que
1 < N(h). Como 1 < N(g), isso implica que N(g) < N(g)N(h). Dado m =
(a +bi),n = (c+ di) € Z[i], onde (¢ + di) # (0 + 0¢). Como (¢ + di) # (04 07),
sabemos que (c+di) ™' = = = (55 — ﬁi), onde 7 e —CQJrLdQ sao racionais.
Dessa forma, (c + di)~! € QJi], o campo dos racionais gaussianos. Além disso,
sabemos que (a + bi)(c + di)~! = (x + yi) para qualquer (z + yi) € Q[i]. Sejam
s,;te€Z, talque 5t < (s—xz) <je 5 < (t—y) < 3. Assim:

N | ||

(a+bi)(c+di)™" = (z+yi)
(x+s—s5)+(y+t—1t)
T+s—s+yi+ti—1ti

= (s+ti)+ (x—s)+ (y—t).

Entao (a +bi)(c+di)™ ' = (s +ti) + (z — s) + (y — t)i.

Multiplicando a igualdade por (¢ + di) teremos (a + bi) = (s + ti)(c + di) +
((x —s) 4+ (y — t)i)(c + di). Ja sabemos que (s + ti) € Z[i], pois s,t € Z. Entao
(s+ti) é o nosso ¢, fazendo ((z —s) + (y —t)i)(c + di) de resto r. Isolando r, temos
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2.5. DIVISIBILIDADE DE INTEIROS GAUSSIANOS

que 7 = (a + bi) — (s + ti)(c + di). Sendo Z[i] um anel, o conjunto ¢ fechado para
multiplicacdo e adigao. Portanto, r € Z[i]. Por dltimo, sabemos que;

N([(x —s)+ (y—t)il(c+di)) = N((x—s)+ (y—1t)i)N(c+ di)

< (GP+ENE+d)
= ) +P)

< (E+d¥

= N(c+di). =

Veremos que o anel dos inteiros gaussianos Z[i| possui propriedades do anel dos
inteiros Z.
Definicdo: Se r e s sdo inteiros gaussianos, dizemos que r divide s, r|s, quando
existir a € Z[i] tal que s = r.a.
Exemplo 1: Como 2 + 11i = (2 4 4)(3 + 44), segue que 2+ i e 3 + 47 dividem
2+ 114,
344i _ 3+44i 1-2 _ 11-2i _ 11

Exemplo 2: 1+ 2i nao divide 3 4 4i, pois = =5 = 450155 = —5— = 5 —

Como as partes & e 27 ndo sio ntmeros inteiros, entao 1 + 2i nao divide 3 + 44
5 €5 ;

l

[S3] S}

Teorema 2.5 Seja z = a + bi € Z[i] e c € Z. Entao c|z se, e somente se, cla e c|b
em 2.

Demonstracgao:

Como c|(a+0bi) em Z[i], entao existe z = m+ni € Z[i] tal que a+bi = c(m+n).
Isso significa que, a = ¢cm e b = cn, sendo assim, c|a e c|b.

Reciprocamente, se cla e c|b entdo a = cm e b = cn, para algum m,n € Z. Como
z = a+ bi, entdo z = cm + cni = ¢(m + ni), para algum c € Z e v = m+ni € Z[i].
De fato, c|z. =

Teorema 2.6 Para r,s € Zli], se r|s € Z[i], entao N(r)|N(s) € Z.

Demonstracgao:

Se rls, entdo s = c.r tal que ¢ € Zl[i]. Aplicando o Teorema 2.1, temos que
N(s) = N(er) = N(c)N(r), portanto, N(r)|N(s) € Z. =
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2.6. FATORACAO DE INTEIROS DE GAUSS

2.6 Fatoracao de inteiros de Gauss

O produto de dois inteiros gaussianos r e s resulta um inteiro gaussiano x, sendo,
xr =rs , dizemos que r e s dividem z. Chamamos x = rs de fatoracao de x. No caso
da fatoracao acima, se os fatores r e s nao sao uma unidade, entao essa fatoracao é
nao trivial de z.

Se um inteiro gaussiano nao é zero ou uma unidade, entao o seu valor absoluto
é maior que um, e todos os fatores nao triviais de x tém valor absoluto menor que

Definicao

Se w e z forem inteiros gaussianos, ambos nao nulos, entao definimos o méximo
divisor comum de w e z, mdc(w, z), como qualquer divisor comum de w e z de
norma méaxima. Como w e z sao diferentes de zero, o conjunto de divisores comuns
é finito( pois a norma é multiplicativa e ndo negativa) e contém elementos de norma
méaxima, entdo mde(w, z) existe. Ao tomar multiplos unitarios de um valor de
mdc(w, z), obtemos quatro valores de mdc(w, z). Com mdc(w, z) definido acima,
temos as seguintes propriedades:

i) mde(w, z) é Gnico até a multiplicacido por unidades;

ii) cada divisor comum de w e z divide mdc(w, z), e

iii) mdec(w, z) é uma combinagao linear de inteiros gaussianos w e z.

A propriedade (i) diz que mdc(w, z) assume exatamente quatro valores. A prova
dessas propriedades produzindo o mdc(w, z) por meio do algoritmo euclidiano se
encontra em [5].

Definicao

Um inteiro gaussiano z é considerado primo se for fatorado apenas por z = u.r,
onde o fator u é uma unidade. Sendo z e r € Z[i] chamados de associados quando
z = uw.r e u € uma unidade. Dois primos que se diferem por um fator de unidade
sao chamados de associados.

Lema 2.1 Mostre que se z € primo, entao Z também é.

Demonstragao: Vamos supor que z nao é primo em Z[i]. Entao z = ab, onde a e
b € Z[i] sao divisores nao triviais de z. Temos z = ab = @b e portanto Z tem uma
fatoragao de ntmeros nao triviais, ou seja, zZ tambén nao ¢ primo em Z[i]. m

2.7 O Teorema Fundamental da Aritmética
Definicao
Dizemos que dois inteiros gaussianos a e b sao relativamente primos se z|a e z|b

para z € Z[i] implica que z é uma unidade em Z][i].
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2.7. O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Teorema 2.7 Sejam g e h inteiros gaussianos primos entre si, entao 1 pode ser
erpresso por
rg+th =1, (2.1)

com r et inteiros gaussianos.

Para a demonstracao usaremos o algoritmo euclidiano, que seré formulado como um
lema.

Lema 2.2 Dados dois inteiros gaussianos g e h, tomamos sem perda da generali-

dade
lg] < |h|

Entao, hda um inteiro gaussiano f tal que

|h = fgl <lgl. (2:2)

Demonstracgao:
Devemos mostrar que, para cada uma das quatro unidades u, é verdadeiro que

|h —ug| < |hl. (2.3)

Veremos melhor geometricamente na figura que segue. Veja, na figura, que o
ponto h esta no circulo de raio |h| com centro na origem. Os quatro pontos h —
g,h+g,h—ig, h+ig estao localizados em um circulo de centro h e de raio |g|. Um
desses pontos encontra- se dentro da cunha com vértice h, formando um angulo 7 e
simétrico em relacao & linha que passa por h e a origem. Chamaremos de ponto hq,
onde hy = h — uyg.

Como |g| < |h| e com a ajuda da figura, podemos deduzir que |h;| < |h|, provando
que a desigualdade 2.3 pode ser satisfeita. Seja P o pé da perpendicular da origem
O a um lado da cunha e seja @ a intersecao do circulo de raio |g| em torno de h com
o lado da cunha. Obviamente |h;| < |@Q]. O triangulo retangulo QPh é isosceles,
entdo |h — P| = |P| = %, e

h = Q| =g,

P Q= +(g| '%»

Pelo Teorema de Pitagoras,

_ I
V2

h
vty g aigiing + P

QI = (Ig 5
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h+ig
h-g lgl
h
TN\~~~
] -
]
I
/
/ Ih]
!
/
/
rf
qf’ h-ig=mh
7
/
! £
Figura 4.

Em consequéncia de |g| < |h|,
QF < b +1g* = V2lg* = [h* — (V2 = 1)|g[”.

Assim
[ha|? < [B] = (V2= 1)|g|*.

Se |h1| < |gl, a desigualdade 2.2 é alcangada com f = uy; caso contrario, repeti-
mos esse processo com h; em vez de h.
Na proxima etapa, obteremos um inteiro gaussiano

ho = hy —usg = (h —u1g) —usg = h — (ug + ug)g = h — fag.

Novamente, se |ha| < |g|, finalizamos. Caso nao, continuar dessa maneira tere-
mos uma sequéncia de inteiros gaussianos h;, cada um da forma h — fg, subtraindo
em valor absoluto em cada etapa por um valor definido. Sendo assim, apés um
nimero finito de etapas, chegamos a |hx| < |g|. Provando o lema. m

Demonstracgao:

Agora vamos mostrar o Teorema Fundamental usando o lema, vamos considerar
todos os inteiros gaussianos da forma rg + th, r e t inteiros gaussianos. Tome
s =1rg + gh um de menor valor absoluto diferente de zero. Uma vez que g e h nao
sao zero e sao da forma rg 4+ th = 1, como s é aquele com o menor valor absoluto
positivo, segue que

[s| <lgl, [s| < hl.

19



2.8. FATORACAO UNICA DE INTEIROS GAUSSIANOS

Aplicando o lema em h e s, existe um inteiro gaussiano f tal que |h — fs| é
menor |s|. Como h — fs também tem a forma (2.1) e, pela propriedade, minima de
s, h — fs = 0. Isso significa que s divide h. Da mesma maneira, podemos concluir
que s divide g; dado que h e g sao relativamente primos, seus tnicos divisores
comuns sao as unidades. Logo, s ¢ uma unidade. Dessa forma, prova que uma das
unidades pode ser representada na forma (2.1). Porém, a unidade 1 também pode
ser representado por rh + tg = 1. E a demonstracao é concluida. m

2.8 Fatoracao tnica de inteiros gaussianos

Veremos que a forma quadrada da estrutura dos Z[i] tem papel fundamental na
fatoracao tdnica.

. * . * . N(w)"™

< : —— > N(u)"?

Figura 5: Propriedade de divisao.

Teorema 2.8 Se w # 0 e z sdo inteiros gaussianos, entao existem inteiros gaussi-
anos a e B tal que z = aw+ B e N() < N(w).

Demonstragao: Veja que a subrede wZ[i] = {aw|a € Z[i]} C Z[i] tem uma forma

quadrada, conforme a figura 5. Portanto, cada z € Z[i] encontra- se dentro de d

unidades de um ponto em wZ[i] onde d = Y %w) < /N(w). Escolha « de tal forma

que N(z — aw) seja minimizado( tal que a nao seja nico) e seja f =z —aw. w

Teorema 2.9 Sejam a e b inteiros gaussianos primos entre si e albe, entdo ac.
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2.9. SOMA DE QUADRADOS

Demonstracao: Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, podemos escrever que
ar+by = 1 com x e y inteiros gaussianos e a e b inteiros gaussianos primos entre si.
Se albc existe e € Z[i] tal que bc = ae
Multiplicando az + by = 1 por ¢, temos axc + byc = c¢. Substituindo bc por ae
na tltima equagao temos que ¢ = acx + aey = a(cx + ey) e, portanto alc. m

Teorema 2.10 Se a € Z[i] e albc Entao alb ou alc.

Demonstracgao:
Vamos supor que a nao divide b. Ou seja, a e b sao primos entre si. Pelo teorema
anterior, podemos concluir que ajc. =

2.9 Soma de quadrados

Muitos inteiros podem ser escritos como soma de dois quadrados. Vejamos que
os niimeros primos 2,5,13,17,29,37, ... podem ser escritos como a soma de dois qua-
drados e ambos deixam resto 1, exceto o primo 2, no moédulo 4. Temos também que
0s numeros primos 3,7,11,19,23,31, ... nao podem ser escritos como soma de dois
quadrados e ambos deixam resto 3 no modulo 4. [2], [1]

Definicdo: Seja a,b € Z. Entao a é um residuo quadratico modulo b se a equa-
¢ao 22 = a mod b tem uma solucao em Z. Do contrério, a é chamado de modulo
nao residual quadratico b.

Definicdo: Seja a,p € Z tal que p é um primo impar e p { a. O simbolo de

a

Legendre, denotado por (5)’ definido por:

(a) B { 1, se a é residuo quadratico modulo de p

P —1, se a nao é residuo quadratico modulo p.

Lema 2.3 O critém’glde Fuler afirma que se a,p € Z tal que p é um primo impar
e pta, entio 2= a"z mod p.

A demonstracao do critério de Euler pode ser encontrada na pagina 287 em [1].

Lema 2.4 Seja p um primo € Z tal que p = 1 mod 4, entao existem alguns a,b,m €
Z onde a®> +b*> = pm com 0 < m < p.
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2.9. SOMA DE QUADRADOS

Demonstracao: Seja p primo em Z, onde p = 1 mod 4. Vamos Con§iderar 0
simbolo Legendre (_71) Pelo critério de Euler, sabemos (_71) = (=1)"z mod p.
Desd’el) = 1 mod 4, sabemos que p é impar, tornando (p — 1) e p%l. Portanto,
(—1)% = 1, o que implica que —1 ¢ um residuo quadratico mod p. Por residuo
quadratico, sabemos que existe um a € Z onde 0 < a < p%l tal que a? = —1 mod 4.

-1

Entao pla®+1, e podemos dizer que pm = a*+1 para alguns m € Z. Como a < =,

ha a < § que implica que a® < (5)?. Entéo a®+1 < (§)*41. Ou seja, pm < (5)*+1.

Como 3 < p, sabemos que (5)* +1 < p*. Ou seja, pm < p?, implica que m < p.

Como 0 < a® +1 = pm, sabemos que 0 < m. Assim, 0 <m <p. =

Lema 2.5 Se a,b € Z tais que a e b podem ser escritos como a soma de dois
quadrados, entao o produto ab também pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Demonstracao: Seja a,b € Z tal que a®> = ¢ + d? e b* = 22 + y? para algum
c,d,z,y € 7.

Entao

ab = (E+d)+ i)
= 2* 4 Ay + P2 4 dPy?
= 2% 4 Ay 4 d*2® 4 dPy? + 2cdry — 2cdxy
= (2® + 2cdry + d*y?)(Py? — 2cday + d*x?)
= (cz+dy)® + (cy — dx)*.

Como (cx + dy) e (cy — dz) € Z, o produto ab pode ser escrito como a soma de
dois quadrados. m

Teorema 2.11 Se p € um primo em 7Z tal que p = 1 mod 4, p € expresso como a
soma de dois quadrados.

Demonstracao: Seja p primo em Z tal que p = 1 mod 4. Pelo lema 2.4, sabemos
que existe um m € Z onde a® 4+ b*> = pm com 0 < m < p. Tome n o menor inteiro
tal que exista x,y € Z, entdo 22 + 3> = npcom 0 < n < p. Entao 1 < n. Se
n = 1, obtemos p = a® + b?>. Assuma 1 < n. Seja h,k € Z onde h é o menor
residuo absoluto de x (mod n) e k é o menor residuo absoluto de y (mod n). Entao
h = x modnonde —[3] < h < [5] ek = ymodn onde —[5] < k < [§]. Como
h = z mod n, h* = 2? mod n. Da mesma forma, dizemos que k> = 3% mod n.
Portanto, h?+k? = 22 +y? mod n. Ja que 2°+y? = np, teremos 2% +y> = 0 mod n.
Assim, h2+k? = 0 mod n. Sendo assim, existe z € Z tal que h?+k* = nz. Portanto,
(2 + ) (1 + K?) = n?pz.

Pelo Lema 2.5, sabemos (22 + y?)(h* + k*) = (zh + yk)* + (xk — yh)?®. Por
transitividade, sabemos que (zh + yk)* + (zk — yh)* = n?pz. Como h = z mod n
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2.10. OS PRIMOS GAUSSIANOS

= y mod n, podemos dizer (zh + yk)?> = (2% + y*)* mod n. Assim, (zh +
= 0 mod n. Além disso, (vk — yh)*> = (xy — yx)?> = 0 mod n. Desde que
(xh +yk) = (zk — yh) = 0 modn, podemos dizer que w, @ € 7Z. Dividindo
(xh + yk)? + (xk — yh)? = n’pz por n?, temos (Ih;yk)z + (xkgzyh)g = pz. Ou seja,
( a:h+yk))2+((ack—yh)

L~

—2)2 = pz. Ja vimos que nz = h*+k?, e definimos h, k de modo que
2

—[2] < h,k < [2]. Sabemos que h% k? < . Sendo assim, h? +k? < % 4 20 =1,

Como nz = h? + k2, entdo nz < %2 Isso implica que z < 5. Como n > 0, sabemos

que 5 < neque z < n. Além disso, n > 0 e nz = h? 4+ k2, z > 0. Portanto,

0 < z < n. Desde que ((mh:yk)f - ((M;yh))2 = pz, onde %, xk;nyh € 7Z, contradiz

a ideia de que n é o menor inteiro onde pn é a soma de dois quadrados. Entao,
n=lep=a2+3y> m

Teorema 2.12 Se p é um primo impar em Z e p = x* + y* para algum z,y € 7Z,
entao p = 1 mod 4.

Demonstracao: Seja p,x,y € Z onde p é um primo impar em Z. Assuma p =
2412, Veja que quando a € Z é impar, a®> = 1 mod 4 e quando é par, a®> = 0 mod 4.
Para algum h € Z,b*> = (2h)?> = 4h?> = 0 mod 4. Ou seja, a soma de quaisquer
dois quadrados sdao congruentes a 0,1 ou 2 modulo 4. Se p = 22 +y?> = 0 mod 4,
entao 4|22 4+ y?, o que implica em p par que ¢ absurdo, pois p é um primo impar.
Se p=2a?+y* = 2 mod 4, entao 4|(2* + y*) — 2. Terfamos que (2% + y*) — 2 = 4k,
para algum k € Z. Reescrevendo, (22 + y?) = 4k +2 = 2(k + 1), o que implica que
p é par. Mais uma contradicao. Portanto, p= 1 mod 4. m

2.10 Os primos gaussianos

Definicdo: Um inteiro gaussiano o = a + bi é chamado de primo gaussiano se
seus unicos divisores sdo £(a + bi), £1, .

Se a é um inteiro primo isso nao implica que necessariamente « seja um primo
gaussiano. No teorema abaixo, usaremos a norma para determinar se algum inteiro
gaussiano é primo em Z[i].

Teorema 2.13 Se N(«a) € primo em Z, entdo « é primo gaussiano e, portanto,
irredutivel em Z]i].

Demonstracgao:

Vamos supor que « seja um elemento redutivel em Z[i]. Seja 3 e 7 elementos
que nao sao unidades e € Z[i], a = § 7.

Aplicando a fun¢ao norma para ambo os lados, temos N(a) = N(57v) = N(B)N (7).

Como [ e 7 nado sdo unidades, entdo N(5) > 1, N(y) > 1. Como N(«) pode
ser escrito como produto de dois fatores que nao sao unidades e Z é um dominio
euclidiano. Entao, podemos concluir que N(a) ndo é primo em Z. =
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2.10. OS PRIMOS GAUSSIANOS

Teorema 2.14 Se p é um primo gaussiano € Zli] e plaf para o e 3 pertencentes
aos inteiros gaussianos, entao pla ou p|f.

Demonstragao: Dados p é um primo € Z[i] e p|af para a e 8 € Z[i]. Vamos supor
que p e « sao relativamente primos. Pelo Teorema 2.7, sabemos que p.r + a.s = 1
para alguns r e s € Z[i]. Multiplicando por 3 , teremos pfr + afs = 5. Como p|af
implica que existe w € Z[i] tal que p.w = af.

Substituindo p.w = af em ppr + afs = [, temos que p.(6r + p.w.s) = L.
Consequentemente, p|f. =

Teorema 2.15 Todo primo p € Z da forma 4n + 3 € um primo gaussiano.

Demonstracao:

Vamos supor p um primo no anel de inteiros reais da forma 4n + 3 e nao seja um
primo gaussiano, entao a fatoragao nao trivial é p = st, com s e t inteiros gaussianos
e ambos nao sao unidades. Aplicando o valor absoluto ao quadrado do produto,
temos:

P’ = |sPIt.

Sendo p um primo real, a tnica fatoracao nao trivial ¢ p*> = pp. Consequente-
mente,
s> =[t]*=p

Seja s = a + bi, para a e b inteiros reais. Pela relacao acima, podemos expressar
que a® +b? = p.

Como o quadrado de um inteiro real é congruente a 0 ou 1 mod 4 , podemos
concluir que a soma de dois inteiros reais nunca tera a forma 4n+3. Por contradicao,
o teorema fica provado. =

Lema 2.6 Se a,b,p € Z tal que p é primo, p= 3 mod 4. Se pla® + V?, entdio pla e
plb.

Demonstracgao: Seja a,b,p € Z tal que p é primo, p = 3 mod 4. Vamos supor
que pla® + b?. Pelo Teorema2.15 , sabemos que p = 3 mod 4 ¢ um primo em Z][i].
Além disso, podemos reescrever p|a®+b* como p|(a+bi)(a—bi). Pelo Teorema 2.14,
podemos afirmar que p|(a + bi) ou p|(a — bi). Em ambos os casos, vemos que pla e
plb. =

Teorema 2.16 Se p um nidmero primo, entio (p —1)! = —1 mod p.

A demonstragao do Teorema de Wilson pode ser encontrada na pagina 240 em

1].
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2.10. OS PRIMOS GAUSSIANOS

Teorema 2.17 Todo primo p € Z da forma 4n + 1 pode ser fatorado em primos,
onde p = qq, sendo q um primo gaussiano.

Demonstracgao:

Seja p um primo real qualquer, entdo (p — 1)! = —1 mod p.

Fatorando (p — 1)! da seguinte forma: (p — 1)! = [1.2. ... .Z2][(p — 1)(p —
2). ... 1%1] = fg. Cada fator f e g é o produto de (p—gl) fatores, e o j-ésimo fator

de g é congruente com o negativo do j-ésimo fator de f. Segue que g = (—1)@]{

Quando p tem a forma 4n + 1, entao @ é par, entao f = g mod p. Usando o

Teorema de Wilson, podemos concluir que f2 = —1 mod p, o que significa que
f?+1 é divisivel por p. Nos inteiros gaussianos, podemos escrever 241 como f i
ou f —i. Este produto é divisivel por p. Se p fosse um primo gaussiano, ele dividiria
um dos fatores f+i ou f —i; mas ndo ¢ possivel, pois teriamos que f+1i = p(a+bi).
Olhando para a parte imaginaria temos que pb = +1, o que é um absurdo pois p é
primo em Z. Portanto, p ndo é primo em Z][i].

Seja ¢ um primo gaussiano que divide p tal que p = qw. Aplicando o conjugado
complexo temos p = qw, o que mostra que ¢ divide p. Como ¢ e ¢ sao primos
distintos, segue o teorema 2.14 que também seu produto ¢ = |¢|* divide p. Como
p ¢ um primo real, |[¢* =p. =

Agora veremos que os inteiros gaussianos que se encontram nas quatro linhas da
figura abaixo desempenharao um papel fundamental.

Y

F 5

4
Figura 6: As quatro linhas em C.
As quatro linhas sao determinas em € C como:
Im(z) =0, Re(z) = Im(z), Re(z) =0 e Re(z) = —Im(z).

Lema 2.7 Seja z # 0 um inteiro gaussiano. FEriste um nimero natural n tal que

2™ € real se, e somente se, z estd em uma das quatro linha na figura acima.
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Demonstracgao:

(<) Seja z = a + bi € Z][i| diferente de zero. Tome n = 1,2 ou 4.

Quandon =1e 2z =a € Z[i], 2! = a' ¢ um nimero real.

Paran =2 e z = bi € Z[i], 2% = (bi)? = —b* é um ntimero real.

Quando o inteiro gaussiano z tiver Re(z) = Im(z) ou Re(z) = —Im(z), o z
serd um numero real.

4

(=) Seja 2" =m € Z com z = a+ bi # 0. O caso geral decorre facilmente do
caso onde z ndo ¢ uma unidade e é primitivo, isto é, mdc(a,b) = 1. Nesse caso, seja
w qualquer primo gaussiano divisor de z. Entao w|m e também w|m = m, pois m
é real. Como w é um primo gaussiano que divide m = 2", vemos que w|z. m

Fatoracao tinica implica imediatamente no seguinte.

Fato. Se w é um primo gaussiano que divide z, w e w nao sao associados, entao
ww € Z divide z.

Demonstracgao:

Como z é primitivo, o fato implica que z é um produto de primos gaussianos,
cada um dos quais é associado de seu conjugado. Seja v = ¢ + di um fator primo
gaussiano de z. Como v e ¥ sao associados, vemos que ¢ = 0,d = 0 ou ¢ = +d. Os
dois primeiros casos nao sao possiveis, pois z é primitivo. E o terceiro caso implica
que ¢ = +1 ja que v é primo. Segue que v é um associado de 1 +i e z = u(1 + 1)’
para alguma unidade u e [ um ntimero natural. m
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Capitulo 3
Aplicacoes a trigonometria

A série Gregory pode ser encontrada aplicando a Série de MacLaurin na fungao
arco tangente de x e é representada por

2 2> 2T 20

tlgr=0——+ — — — +— — ... <1 3.1
arctg x = 3+5 7+9 o] < (3.1)

Combinada com a identidade § = arctg 1, chegamos na série de Leibniz

T _q 11 1 1
17375777
Vale salientar que esta série foi um avanco na aproximacao dos digitos decimais
do nimero 7, embora nao seja indicada por ter uma taxa de convergéncia muito
lenta. Outras identidades utilizaram os z™ termos na série de Gregory para obter
boas aproximacoes de 7. Presumivelmente, buscavam- se uma identidade do tipo
T = r.arctg xr, com r e x racionais e |x| < 1 em que exigiria uma avaliacao da funcao
arco tangente e essa avaliacao convergiria rapidamente. Veremos que tal identidade
nao existe.
Iremos estudar as aplicacoes do lema 2.7 na formacao de identidades tangentes,
triangulos e poligonos em placas geograficas. Vamos fixar k£ € Z e n € N para este
capitulo.

— oz <1 (3.2)

3.1 Aplicacoes
Corolario 3.1 Os dnicos valores racionais de tan km/n sao 0 e +1.

Demonstragao: Seja b € Z e a € N, vamos supor que tan kr/n = b/a.
Temos = = arg(a + bi) = kr = arg(a + bi)" = (a + bi)" € Z.

Sendo assim, cada arg(a + bi) representado por kr/n é um miltiplo inteiro de
7/4 e o lema 2.7 implica tan kr/n =0e tan kn/n==+1. =m
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Chegamos ao resultado da inexisténcia em identidades de arco tangente de angulo
unico para 7.

Corolario 3.2 Identidades da forma km =n arctg x com x racional tém x =0 ou
x = =£1. Em particular, m = 4 arctg 1 € a identidade mais eficiente para calcular 7.

Demonstragao: Supondo km/n = arctg x, aplicando tangente temos que tan
km/n = x e pelo corolario 3.1, rt =0exz=+1. =

Corolario 3.3 As identidades de arco tangente de maultiplos dngulos racionais para

bj

-L em que todas as varidveis sao inteiros racionais.
J

!
A km __
T tém a forma "T = Y m; arctg
Jj=1

Se essa formula for verdadeira, entio *= = 1= para algum inteiro j.
n 4
Demonstracao: Usando o médulo 27, teremos
l ! l
kmr __ bj _ . _ ; m;
== Zlmj arctg gt = Zlmj arg(a; + ibj) = arg 'H1(aj + ib;)™.
J= = J=

Chamando o produtorio de s, entao s™ ¢é real e também arg s = %” é um multiplo
de T conforme o lema 2.7. m
i .

O motivo da existéncia de identidades de multiplos angulo nao triviais é simples.
Basta olhar para identidades de angulo duplo

km b b
— = my arctg — + my arctg —. (3.3)
n aq a9

Tome s; = a;+b; para j = 1,2 e s = s s5°. A equagao acima 3.3 implica que s”

é real( por outro lado, se (s7"'s5"?)" é real, onde s; = a; +1ib;, e a; # 0 para j = 1,2,

assim temos uma identidade da forma 3.3 para algum k£ € Z. Como s" é real, a
prova do lema 2.7 mostra que se w € Z[i] é um divisor primo de s, entao w também
é. A diferenca é que esses primos conjugados podem aparecer separadamente s; e
s9, em relacao ao caso de angulo tnico.

O lema 2.7 também tem varias aplicacoes para triangulos. Digamos que um an-
gulo é racional, desde que seja comensuravel com um angulo reto; equivalentemente,
sua medida de grau é racional ou sua medida em radianos é um maultiplo racional
de 7. Dizemos que um lado de um triangulo é racional desde que seu comprimento
seja racional.

Corolario 3.4 Um tridngulo retdngulo com dngulos agudos racionais e pernas(lados)
racionais € um triangulo 45 — 45 — 90.
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Demonstracao: Suponha que o tridngulo A ABC tem um angulo reto em C,
pernas(lados) racionais a e b opostos aos angulos em A e B, respectivamente. O
angulo $ em B é um multiplo racional de 7. Entao tan g = % é racional e igual a +1
pelo corolério 3.1, pois os comprimentos dos lados sao positivos. Portanto, 8 = 7 e
o resultado segue. m

A

a

Figura 7.

Corolario 3.5 Os dngulos agudos em um tridngulo retingulo com comprimentos
laterais racionais nunca sao racional.

Demonstracao: Suponha que o tridngulo A ABC tem um angulo reto em C, lados
racionais a, b e ¢ opostos aos angulos em A, B e C, respectivamente. E o angulo
em B é um maultiplo racional de w. O corolario anterior implica que a = b. Apli-
cando o Teorema de Pitdgoras, temos que 2a%> = ¢%, uma contradicdo a fatoracao
unica de inteiros racionais. ®

Isso significa que todo tridngulo cujos comprimentos laterais formam um triplo
pitagorico tem medida de angulos agudos de grau irracional, sendo esta a explicacao
por nao ter os angulos de tais triangulos enfatizados no ensino basico.

Vale mencionar lembrar que um geoboard é uma placa plana contendo pinos em
forma de rede quadrada, conforme a figura seguinte. Para formar os poligonos e
angulos , sao colocados elasticos em torno dos conjuntos de pinos. Como construir
um tridngulo equilatero, poligonos regulares e certos angulos em geoboard sao os
questionamentos mais frequentes. E preciso ter um pouco de cuidado aqui como
mostrado & direita na figura abaixo. Cada segmento reto de S do eléstico se estende
entre dois pinos P; e P»; se S nao ¢ paralelo ao segmento conectando os centros
de P, e P, entao os angulos e poligonos que podem ser construidos dependem do
diametro dos pinos.
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Figura 8: Dois geoboards 6 z 6.

Para se ter mais exatidao, podemos fazer essa suposicao paralela ou idealizar e
transformar os pinos em pontos, este serd adotado. Vamos definir angulo de rede
como um angulo formado por raios v e vz, com v, w, z € Z[i] e v # w, z. Vejamos
a figura abaixo.

Figura 9: Um angulo de rede.
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Corolario 3.6 Se um dngulo de rede € racional, entao sua medida é um mailtiplo
inteiro de 7.

Demonstracao: Dados os raios v e vz formando um angulo de rede racional. A
estratégia é aplicar dois angulos preservando as transformagoes algébricas de Z[i]
para que o lema 2.7 seja aplicado ao angulo congruente resultante. De inicio, trans-
ladando por —v, que mapeia Z[i] em si mesmo e é uma isometria de C. Deixe
w =w—vez =z—v. Em seguida, multiplicando por w’ # 0, que mapeia Z]i]
em si mesmo e é¢ uma transformacao de similaridade. Mais especificamente, esta
segunda transformacdo gira cerca de 0 por arg w’ e dimensiona todos os compri-
mentos de /N (w'); deixe W = w'v/ e Z = 2w'. O angulo formado por 0W e 0Z
é racional, sendo congruente ao angulo original, e W > 0. Portanto, Z" é real para
algum numero natural n. Pelo lema 2.7, a prova ¢ finalizada. m

<

Y

i
<

A
Y

i
<

(]

r
v < Z
w \ -V X W'
A

3.2 Observacoes finais

Existem outras séries para arctg x, assim como acontece com a série de Gregory,
eles também beneficiam em termos de convergéncia de argumentos de pequeno valor
absoluto. As identidades arco tangentes foram originalmente descobertas usando
formulas da adi¢do de angulos (co)tangentes. A teoria dos ntmeros de inteiros
gaussianos impulsionou na busca por essas identidades.

O fato do corolario 2 de que km = n arctg g tem apenas as solucoes inteiras
racionais 6bvias, isto é, b = 0 ou g = +1.

O corolario 3 mostra de fato que as identidades racionais arco tangente em geral
s6 podem realizar inteiros multiplos de 7. Outra abordagem do corolario 1 é mostrar
que as Unicas raizes racionais da fungao tan(k arctg x),k € Nsao r =0 e x = +1.
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