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RESUMO

Esta dissertacao visa apresentar uma proposta alternativa para o ensino do célculo de
areas de poligonos simples, sobrepostos em uma malha quadriculada cujos vértices sao
coordenadas inteiras, que estdo presentes em diversos contextos na Educagao Bésica,
usando o Teorema de Pick. Baseada em pesquisa bibliografica, inicialmente, trataremos de
alguns conceitos basicos da Geometria plana que darao suporte a demonstracao do referido
teorema. A seguir, um pouco do aspecto histérico do mateméatico Georg Alexander Pick, a
apresentacao desse teorema e sua demonstracao por meio de duas maneiras diferentes. Em
seguida, sua aplicabilidade no Geoplano fisico e on-line, sua versao para os poligonos com
“buracos” e uma estimativa para o valor de 7. Finalmente, apresentamos questoes, com
suas respectivas solugoes, extraidas de exames matematicos nacionais que irao estimular

os alunos pela matéria, tornando as aulas mais interessantes.

Palavras-chave: Geometria Plana. Areas de Poligonos. Malha Quadriculada. Teorema
de Pick.



ABSTRACT

This dissertation aims to present an alternative proposal for the teaching of the area of the
simple polygoms, overlaied in a checkered mesh wich the vertices are integer coordinates,
that are present in various contexts in the Basic Education, using the Pick’s theorem.
Based on bibliographic research, initially, will be studied a few basic concepts of plain
geometry that will give support to a demonstrative apresentation of the Pick’s Theorem.
Following it a small historic apresentation about the matematician George Alexander
Pick, the development of his theorem and a demonstration in two different ways of its
use.Next, the demonstration of this theorem in the physical geoplane and on-line, its
version to the polygonoms with holes and a estimative of the value of 7. Following, we
present some questions, with its respective solutions, extracted from matematical national

exams that stimulated students by the subject, making the classes more interesting.

Keywords: Plane Geometry. Polygon Areas. Checkered Mesh. Pick’s Theorem.
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1 INTRODUCAO

Ao se falar em area de poligonos, o que se percebe é um enorme receio na apresen-
tacdo, demonstragao e aplicacao de iniimeras formulas. Emerge dai a necessidade de criar
novas possibilidades para o estudo desta parte da Geometria. Foi entao que achei valido
apresentar o Teorema de Pick como uma abordagem para o calculo de areas de poligonos,
pois, além de ser uma forma de calcular a area de diferentes poligonos simples com uma
Unica féormula, é de facil aplicabilidade em outras areas do conhecimento.

Satisfazendo a hipdtese de que o poligono deve estar fixado em uma malha qua-
driculada, cujos vértices coincidem com os encontros das retas dessa malha (coordenadas
inteiras), para que tenha validade, o teorema permite o cdlculo de dreas de poligonos
simples nao regulares, em que nao ha férmulas pré-definidas. Isso permite um trabalho
contextualizado, pois se pode propor calculo de areas geograficas, estudos de danos ambi-
entais ou quaisquer outros em que se obtém um poligono simples que pode ser sobreposto
a uma malha quadriculada.

A apresentacao, a demonstracao (utilizada neste trabalho é a feita pelo estudioso
Elon Lages Limaﬁl) e a aplicacao do Teorema de Pick podem ser consideradas de grande
importancia, quando abordado em uma perspectiva que podera contribuir para a reali-
zacao dos objetivos a que a moderna educagdo matematica propoe-se, como um estudo
paralelo ao da geometria tradicional, possibilitando um trabalho contextualizado e inter-
disciplinar. Afinal, o teorema possibilita utilizar e explorar atividades em situagoes do
cotidiano, com potencialidades formativas. Essa contextualizacao deve ser prioridade no
ensino.

O que se pretende, entdao, é discutir a importancia, a funcao e a necessidade de
apresentar outras abordagens no ensino da Geometria, com destaque para o Teorema de
Pick, tendo como contribuicao para esta dissertacao os trabalhos académicos de Leonardo
da Costa Silva, Fabiola Caroline Luz Sento Fé, Pedro Alberto da Cunha e Cled Veloso

Freitas. Mediante o exposto, tomou-se como objeto desse estudo o Teorema de Pick, apre-

1 Elon Lages Lima nasceu em Maceid, a 09 de julho de 1929. Graduou-se em Matemética pela Univer-

sidade do Brasil, hoje Universidade Federal do Rio de Janeiro, tendo iniciado o curso em Fortaleza.
Foi um dos primeiros bolsistas do entao recém-fundado Instituto de Matematica Pura e Aplicada, o
IMPA. Em 1954 foi para a Universidade de Chicago, nos Estados Unidos, onde obteve o doutorado
em 1958, [...] De volta ao Brasil, sua atividade matemaética foi essencialmente desenvolvida no IMPA
[...] Escreveu 40 livros, sendo 14 deles sobre Matemédtica no nivel de graduagao e pdés-graduacio que
abordam os temas mais variados: Espacos Métricos, Topologia Geral, Topologia Diferencial, Vari-
edades Diferenciaveis, Calculo Tensorial, Analise, Algebra Exterior, Grupo Fundamental e Espacos
de Recobrimento, Algebra Linear. Alguns tiveram diversas edi¢des e intimeras impressdes. Escre-
veu 8 artigos no periédico Matematica Universitaria versando sobre temas analogos. Disponivel em:
<https://www.rpm.org.br/cdrpm/70/rpm1.> Acesso em 28/01/2022.


https://www.rpm.org.br/cdrpm/70/rpm1.
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sentado como uma abordagem no calculo de areas de poligonos simples. Essa perspectiva
encaminhou a seguinte questao-problema: de que forma o Teorema de Pick pode auxiliar
no calculo de areas de poligonos simples?

Para desvelar o objeto deste estudo e dar veracidade ao tema, primou-se como
objetivo geral, a importancia de se criar novas abordagens que facilitem o processo ensino-
aprendizagem da Geometria, com foco no calculo de areas de poligonos simples. E como
desdobramentos, apresentam-se como objetivos especificos: analisar questoes de calculo
de area de poligonos simples com diferentes tipos de resolucao; investigar a aceitagao do
Teorema de Pick como auxiliar no calculo de areas de diferentes poligonos simples; mostrar
o sentido de se apresentar materiais manipulaveis, mais especificamente o Geoplano, que
tornam o ensino mais prazeroso e conduz o aluno do concreto para a abstracgao.

Sendo assim, esta investigacao se justifica na medida em que busca desvelar a im-
portancia da apresentagao de novas abordagens que visem facilitar o ensino-aprendizagem

de contetidos geométricos e que conduzam o aluno a uma aprendizagem significativa.
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2 CONCEITOS BASICOS

2.1 DEFINICOES IMPORTANTES

2.1.1 Poligonos

Definicao 2.1.1. Uma poligonal é uma figura formada por uma sequéncia de pontos
Ay, As, . Ay e pelos segmentos Ay Ag, AsAs, ... Ay 1A,

Definicao 2.1.2. Consideremos a sequéncia finita de pontos Ay, As, ..., A,, comn natural
maior que dois. Chamamos de poligono A1 As... A, o conjunto de todos segmentos formados
por dois pontos consecutivos, a saber, A1As, AsAs,...A, A1 onde dois desses segmentos nao
possuem interseccao além dos vértices e, se consecutivos, nao pertencem a mesma reta.
Ver Figura B

Definicao 2.1.3. Um poligono é simples quando cada um de seus vértices é extremidade

de apenas dois lados. Um poligono que nao é simples é dito complexo.

Definicao 2.1.4. Um poligono é convexo se esta sempre contido em um dos semiplanos

determinados pelas retas que contém os seus lados.

Figura 1 — Poligono convexo (& esquerda), ndo convexo (centro) e nao simples (a direita).

Ay

I
:
'B,

Bg

By

| By
|
|

Fonte: Extraida de (SILVA, 2021).
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Definicao 2.1.5. Uma rede de pontos no plano é um conjunto de pontos dispostos requ-
larmente ao longo de retas horizontais e verticais, de modo que a distancia de cada um

deles aos pontos mais proximos na horizontal ou na vertical € igqual a 1.

Figura 2 — Rede de pontos.

Fonte: Extraida de (SENTO-SE, 2016).

Um poligono reticulado é aquele cujos vértices sao pontos da malha quadriculada.

Definicao 2.1.6. Um triangulo chama-se fundamental quando tem os trés vértices e mais

nenhum outro ponto (do bordo ou do interior) sobre a rede.

2.1.2 Triangulos e paralelogramos fundamentais

Um triangulo fundamental é aquele que possui os seus trés vértices como nés na
rede de malha, nao possuindo nenhum outro nd, nem sobre a borda e nem no seu inte-
rior. Analogamente, um paralelogramo é dito fundamental quando os seus vértices sao os
unicos pontos sobre a rede de malha, seja no bordo ou no seu interior. O paralelogramo
fundamental, quando for decomposto por meio de uma diagonal, resultard em dois trian-
gulos, que serao fundamentais e de bases comuns. Os tridngulos fundamentais possuem
propriedades singulares, como veremos adiante, servindo de alicerce para que o Teorema
de Pick seja estabelecido. Na Figura B, percebemos dois tridngulos fundamentais (I e II)

e dois paralelogramos fundamentais (V e VI).
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Figura 3 — Tridngulos e paralelogramos fundamentais e nao fundamentais.

Fonte: Extraida de (SILVA|, 2021).

Teorema 2.1.1. Se ABC ¢ um triangulo fundamental e D é o ponto de intersecio entre
a reta que passa por C' e € paralela a AB e a reta que passa por B e € paralela a AC, entdo

ABCD € um paralelogramo fundamental.

Demonstragao: Tendo como origem o ponto A(0,0), consideremos um sistema de
coordenadas cartesianas no plano, em relacao ao qual os pontos da rede tém coordenadas
inteiras (ver Figura @) Sejam B(m,n) e C(s,t) as coordenadas dos outros dois vértices do
tridngulo ABC'. Entao o quarto vértice do paralelogramo tera coordenadas D(m+s, n+t).

O tridngulo AE'F' cujos vértices sao
A=(0,0), E(—m,—n) e F(—s,—t)

é obtido trocando-se os sinais de ambas as coordenadas de cada ponto do tridngulo ABC'.
Logo, AEF nao contém outro ponto com coordenadas inteiras, além dos seus vértices, isto
é, AEF é fundamental. O tridngulo BC'D é formado pelo ponto P'(z +m+ s,y +n+1t),
obtido somando-se m + s a abscissa e n + ¢ a ordenada de um ponto arbitrario P(x,y)
do tridngulo AEF. Se P’ tem coordenadas inteiras, P também tem. Como AFEF é
fundamental, o mesmo se d4 com BCD. Assim, os tnicos pontos com coordenadas
inteiras no paralelogramo ABC'D sdo os vértices, ou seja, ABCD é fundamental. (LIMA,
1991)).
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Figura 4 — Construcao do paralelogramo fundamental.

o o ?

Fonte: Extraida de (FREITAS et all, 2018).

O paralelogramo ABDC' é fundamental, logo nao h& pontos na malha entre as
retas paralelas que passam por AB e C'D, por isso formam dois tridngulos fundamentais,

e conforme veremos abaixo, todo triangulo fundamental tem area igual a 3

1
Teorema 2.1.2. A drea de um triangulo fundamental € igual a 5

Demonstragao: (A demonstragao apresentada abaixo foi retirada de (LLIMA|
1991)).
Sejam A(0,0) e B(m,n) as coordenadas inteiras dos dois primeiros vértices do

tridngulo fundamental ABC. Mostremos, inicialmente, que m e n sdo primos entre si.

Com efeito, se d > 1 fosse um divisor comum de m e n, o ponto P (— —> estaria na rede

d’d
e no interior do segmento de reta AB (ver Figura E) Logo, ABC' nao seria fundamental.
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Figura 5 — Pontos de coordenadas inteiras que nao sao primas entre si.

A (0,0)
s

Fonte: Extraida de (IFREITAS et alL t2018|).

Suponhamos m # 0. A equacdo da reta r que passa pelo ponto C' e é paralela a
AB é

y:ﬁ$—|—b
m

onde b é a ordenada do ponto D(0,b), no qual a reta r corta o eixo vertical. Todos os
triangulos que tém AB como base e cujo terceiro vértice sobre r tém a mesma area que
ABC.
Em particular,
|bm|

area ABC' = area ABD = o

pois |b| é a medida da base e |m| é da altura de ABD relativa ao lado AD.

Figura 6 — A reta r é a mais proxima de 7.

Fonte: Extraida de (FREITAS et all, 2018).

Note que, da equacao da reta r, tem-se:

—nx +
b nx + my

m
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e, como r é a reta mais préoxima de AB que passa por um ponto de rede, b é o valor mais

proximo possivel de 0. Observe que

b = |nxz — my|
ud

e, portanto |nx — my| precisa ser o menor inteiro positivo possivel. Sendo m e n primos

entre si, ¢ assegurada a existéncia de inteiros s e t tais que tm — sn = 1. Deste modo,

deve-se ter [b| = m e o resultado segue. Se m = 0, entdo n = +1 e, consequentemente,
m

C(p,%1), p € Z. O tridngulo ABC, neste caso, tem base e altura iguais a 1 e, portanto,
1

sua area sera 7

2.1.3 Decomposicao de poligonos

Teorema 2.1.3. Todo poligono de n lados pode ser decomposto como reuniao de n — 2

triangulos justapostos, cujos vértices sao os mesmos do poligono dado.

Demonstragao: Supondo, por absurdo, que existam poligonos para os quais o
teorema nao é verdadeiro, seja n o menor nimero natural tal que existe um poligono
P, com n lados, o qual nao pode ser decomposto conforme estipula o enunciado acima.
Tomemos no plano um sistema de coordenadas cartesianas de modo que nenhum lado do
poligono seja paralelo ao eixo das ordenadas. Seja B o ponto de maior abscissa no bordo
do poligono P. Como nenhum lado de P é vertical, B deve ser um vértice. Sejam A e C'
os vértices adjacentes a B. H& duas possibilidades.

Primeira possibilidade O triangulo ABC, ver Figura H, nao contém outros
vértices de P, além de A, B e C. Nesse caso, o poligono P’, obtido de P quando se
substituem os lados BC' e AB por AC, tem n — 1 lados. Como n é o menor nimero de
lados para o qual o teorema é falso, P’ pode ser decomposto em n — 3 tridngulos na forma
do enunciado. Juntando o tridngulo ABC' a essa decomposi¢ao, vemos que o teorema é

verdadeiro para P, o que é uma contradicao.
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Figura 7 — Decomposi¢ao do poligono P em n — 2 tridangulos - primeira possibilidade.

Fonte: Extraida de (SILVA, 2021).

Segunda possibilidade: No triangulo ABC' existem outros vértices de P, con-
forme exemplo na Figura H Destes, seja F' o vértice mais proximo de B. A diagonal BF
divide P em dois poligonos P’ e P” com n' e n” lados, respectivamente.

Observemos ainda que n’ e n” sdo maiores ou iguais a 3 e que n’+n” = n+2 o que
nos mostra que ambos sdo menores do que n. E; como isso ocorre, o teorema se aplica a
P’" e P" que podem ser decompostos, respectivamente, em n’ —2 e n” — 2 triangulos. Mas

somando as decomposicoes de tridngulos de P’ e P” temos:
n=2)+(n" —=2)=n"+n"—-4=n+2)—4=n-2
o que ¢ uma contradicao.

Figura 8 — Decomposi¢ao do poligono P em n — 2 triangulos - segunda possibilidade.

Fonte: Extraida de (SILVA, 2021).
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Corolario 2.1.1. A soma dos angulos internos de um poligono de n lados ¢ igual a
(n —2)7.

Demonstragao: Pelo Teorema , um poligono de n lados pode ser decomposto
em n — 2 triangulos justapostos com vértices nos vértices do poligono, tendo em cada
triangulo m como soma dos angulos internos. Logo, soma dos angulos internos ¢ dada por
(n—2)m.

Teorema 2.1.4. Todo poligono cujos vértices pertencem a uma malha pode ser decomposto

numa reunido de triangulos fundamentais.

Demonstracao: Em vista do Teorema , basta considerar o caso em que o
poligono dado é um tridngulo ABC, que contém n pontos da rede (no interior ou no
bordo). Se existir realmente algum ponto P da rede no interior do tridngulo, tragamos
segmentos de reta ligando esse ponto aos vértices A, B e C' e, desse modo, decompomos
ABC em trés triangulos, cada um contendo um nimero n menor de pontos da malha. Se
houver pontos da rede sobre os lados de ABC, escolhemos um deles, digamos sobre BC,
e o ligamos ao vértice A . Assim, decompomos ABC em 2 triangulos, cada um contendo
um numero n menor de pontos da rede. Prosseguindo dessa maneira, com um ntimero

finito de etapas, chegaremos a uma decomposicao de ABC' em tridangulos fundamentais.

Figura 9 — Decomposicdo em triangulos fundamentais.

C C

Fonte: Extraida de (CUNHA et al), 2019).

Finalmente, temos elementos suficientes para estabelecermos a Formula de Pick.
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3 O TEOREMA DE PICK

Neste capitulo, daremos énfase ao entendimento do Teorema de Pick desde os
aspectos historicos da vida de Georg Alexander Pick, o idealizador do resultado, até a sua
demonstracao. Inicialmente, esse teorema era visto, apenas, como uma simples aplica¢ao
de féormula; hoje, como uma maneira moderna de ensinar ao aluno da educacao bésica

outro modo de calcular areas de poligonos.

3.1 ASPECTOS HISTORICOS

Figura 10 — Georg Alexander Pick.

e

Fonte: Imagem extraida de Wikipedi; (EOQ(‘)

O austriaco Georg Alexander Pick (ou simplesmente Pick), segundo a
(), vindo de uma familia judaica, nasceu em 10 de agosto de 1859, em Viena. Filho

de Josefa Schleisinger e Adolf Josef Pick, este diretor de uma instituigdo privada. Pick
nao frequentou escola tradicional quando crianca, pois foi educado até os 11 anos de idade
pelo seu pai e, somente no inicio da adolescéncia, deu continuidade aos estudos na escola
Leopoldstaedter Communal Gymsasium, onde ele permaneceu até 1875, quando ingressou
na Universidade de Viena.

No ano seguinte, em 1876, com apenas 17 anos de idade, Pick publicou seu primeiro
artigo na area de Matematica. Estudou Matemaética e Fisica, graduando-se em 1879, com
uma qualificacdo que lhe permitiria ensinar ambas as disciplinas. Apds a conclusao de seu
doutorado, que lhe rendeu um prémio pela sua dissertacao “Uber eine Klasse abelscher
Intégrale”, comegou a sua vida laboral na Universidade Karl-Ferdinand, em Praga, pri-

meiro como assistente do cientista Ernest Mach e, em seguida, tornou-se professor apos



22

defender a sua tese Uber die Integration hyperelliptischer Differentiale durch Logarithmen
em Praga, em 1881.

Focando seu trabalho no campo da matematica, escreveu 67 artigos que abordaram
vérios tépicos: Algebra Linear, Anslise Funcional, Célculos de Integrais e Geometria.
Todavia, é valido destacar que seu artigo mais conceituado é Pick’s Theorem, traduzido
para portugués Teorema de Pick, que foi publicado em Praga, em 1899, mas s6 ganhou
destaque apos ser citado em um dos livros do matematico polonés H. Steinhaus em 1969,
setenta anos depois de Pick o ter publicado.

Pick retornou para Viena em 1927, apos ter aposentado. Como reconhecimento
de uma vida dedicada a grandes estudos, foi eleito membro da Academia das Ciéncias e
das Artes da Republica Tcheca. Apds os nazistas assumirem o poder, Pick foi expulso da
Academia, preso e enviado para o campo de concentracao de Theresienstadt, em 1942,

morrendo duas semanas depois aos 82 anos.

3.2 A FORMULA DE PICK

O conceito de area demanda um nivel de abstracao que a maioria dos alunos da
educacgao basica ainda nao possui quando com ele se depara pela primeira vez, o que
torna sua assimilagdo mais dificil. Alguns alunos confundem-no com a ideia de perimetro
e acreditam que sua dimensao também é de comprimento. Entretanto, quando as figuras
geométricas sao colocadas em malhas quadriculadas, o conceito se torna mais palpavel,
associando a ideia de area com a quantidade de quadrados da malha que cabem na figura
e a ideia de perimetro com a quantidade de lados da malha utilizados para compor o

contorno da figura geométrica, estando em conformidade com:

Baltar (1996), ao estudar a aquisigdo da relagdo entre comprimento e
area na escola, relata as dificuldades que estudantes dos anos finais da
educacao basica encontram, em primeiro lugar, em reconhecer medidas
de uma figura como um de seus elementos constituintes e, em segundo,
em distinguir as medidas de drea e de perimetro. Em tal pesquisa, foi
evidenciado o fato de que os aspectos da aprendizagem de diferentes
elementos de medida (de comprimento, de drea, etc.) sdo especificos e
diversos entre si; assim, a ideia de area de uma figura plana nao é sempre
reconhecida como uma caracteristica de tal figura.(HENRIQUES, 2011).

O Teorema de Pick procura estudar areas de poligonos por meio de niimeros intei-
ros, conectando os campos da Aritmética e da Geometria. Assim, este teorema permite
uma abordagem inovadora, distanciando-se, por exemplo, da abordagem altamente téc-

nica introduzida pelo Célculo Integral.
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Teorema 3.2.1. A drea A de um poligono cujos vértices sdo pontos de uma rede € dada
pela fungdo
b

A= +1-1 (3.1)

onde b é o numero de pontos da rede situado sobre o bordo do poligono e I € o nimero de

pontos da rede existentes no interior do poligono.

3.3 DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE PICK

A demonstragao do Teorema de Pick pode ser feita de diversas maneiras. Neste
trabalho, serdo apresentadas duas delas: a primeira baseada no livro Meu Professor de
Matemdtica e outras histérias, de autoria do saudoso Elon Lages Lima (LIMA| [1991);

a segunda por meio do processo de justaposicao apresentada na dissertacao de Pedro
Alberto da Cunha (CUNHA et al), 2019).

3.3.1 Primeira demonstracao

Para mostrar que o Teorema de Pick é dado por A = g + I — 1, basta mostrar que
a area de um poligono P ¢é dada pela metade do nimero de tridngulos fundamentais o da
decomposi¢ao de P, que é b+ 21 — 2.

Primeiro, vamos calcular a soma dos angulos internos dos « triangulos fundamen-
tais que compoem P. De um lado, temos que essa soma é igual a aw. Por outro lado,
temos que calcular separadamente a soma S, dos angulos que tém vértice no bordo e a
soma S; dos angulos cujos vértices estdo no interior do poligono P.

Sejam b; o numero de vértices de P (pontos em vermelho na Figura @) e by o
nimero de pontos na rede que estao sobre o bordo de P, mas nao sao vértices de P
(pontos em azul na Figura ) Logo, b = by + by. Entao, Sy, é a soma de (by — 2)m, (pois
a soma dos adngulos internos de um poligono é dada por (n — 2)w, onde n é o nimero
de lados de um poligono) mais by (pois cada vértice do bordo que nao é vértice de P

descreve um angulo raso).



24

Figura 11 — Pontos internos e suas medidas.

Fonte: Extraida de (7 )

Ou seja,
Sb: (bl —2)7T+b271': (b1+b2—2>71': (b—2>71'

Por outro lado, cada ponto da rede, interior a P, forma um angulo cuja medida é
igual a 27. Logo, S; = 2nI | onde I é o niimero de vértices no interior de P.
Portanto,
Sp+Sr=0b-2)n+21] = (b+2] -2)r

Comparando os dois resultados das somas dos angulos internos dos « triangulos

fundamentais que compéem P temos:
ar=(b+2 —2)7

a=(b+2I—2),

como queriamos demonstrar.

3.3.2 Segunda demonstracao

Na demonstracao por justaposicao é necessario perceber que a area deve ser aditiva,
isto é, se P é um poligono simples, P pode ser obtido justapondo poligonos simples P; e

P5 ao longo de pelo menos uma aresta.
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Figura 12 — Justaposicao dos poligonos P; e Ps.

Fonte: Extraida de (CUNHA et al), 2019).

Sejam by os ndés da borda e I; os nos interiores do poligono P; e by os nés da borda
e Iy os noés interiores do poligono P,. Justapondo os dois poligonos obtemos um poligono
P com b nés da borda e I nés interiores.

Observe que, desta forma, temos k£ nos de contato entre P; e P, que antes eram
pontos da borda, e que se tornaram nds interiores do poligono P. Assim, a quantidade
de noés interiores de P serd

I=0L+1+k.

Essa quantidade k£ de nés das bordas de P, e P nao serao contabilizadas como nos
da borda de P pois se tornaram nés interiores. Temos entao que a quantidade de nés da
borda de P; que serdo consideradas é b; — k, entre eles, A e B. A quantidade de nés da
borda de P, que serao consideradas é b, — k, entre eles, A e B. Como os nés A e B foram
considerados duas vezes, teremos entao que a quantidade de nés da borda de P sera dada
por

b=(by —k)+ (by — k) —2=1by + by — 2k — 2.

Substituindo na Férmula de Pick, teremos:

b
AP) =5 +1-1
by + by — 2k — 2
=(1+22 ) L Lk
(by + bo + 214 + 215 — 2k + 2k — 2 — 2)
2
by 20— 24 by + 2T, — 2

2

(b by
= (Lan-1)+ (Ben-1).
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Logo,
A(P) = A(Py) + A(P). (3.2)

Demostrou-se que, justapondo-se dois poligonos simples, as respectivas areas se
adicionam. Assim, por meio desta demonstracao, um poligono P pode ser decomposto em
poligonos justapostos mais simples, para os quais a Féormula de Pick possa ser verificada.
Como qualquer poligono simples pode ser formado por uma justaposicao de triangulos,
basta que se demonstre que a Férmula de Pick seja valida para qualquer tridngulo. E o

que veremos a seguir.

3.3.3 A Férmula de Pick para triangulos

Na Figura esta representado o retangulo R, em que dois de seus lados sao
catetos de comprimento b e ¢ do triangulo retangulo 7', catetos esses, paralelos aos eixos

coordenados.

Figura 13 — Triangulo retangulo T.

Fonte: Extraida de (CUNHA et al), 2019).

Sendo B e I a quantidade de ndés da borda e do interior do tridngulo, respecti-
vamente. Sabendo que os nés interiores do retangulo R sao dados por (b —1) - (¢ — 1)
e chamando de p; o nimero de pontos da hipotenusa, sem considerar os pontos que sao

vértices do triangulo, tem-se

[:%[(b—l)-(c—l)—ph]eB:b+c+ph+1 (3.3)

B
Como a Férmula de Pick é dada por A = 5 +1—1, substituindo as igualdades ()

nela, obtém-se
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1 1
Aza(b+c+ph+1)+§[(b—1)(C—l)—ph]—l

1 1
A:§(b+c+ph+1)+5(—b—c—ph+1+bc)—1

A=%(2+bc)—1

be
A=1+——-1
+2
be
A= —
2?

o que comprova o resultado que pode ser obtido com o calculo usual da area de um
tridngulo retangulo, ja que podemos tomar qualquer um dos catetos como base e o outro
como altura do tridngulo.

Como todo retangulo R pode ser formado por dois triangulos retangulos, a Férmula
de Pick vale também para todo retangulo.

Por outro lado, seja T" um tridngulo qualquer. Pode-se formar um retangulo R,
ver Figura @, tal que R =T UT,UT,UT;, onde 17 , T, e T5 sejam triangulos retangulos

com catetos paralelos aos eixos.

Figura 14 — Triangulo T qualquer.

AR

B

Fonte: Extraida de (CUNHA et all, 2019).

Assim, se o teorema é valido para R, T}, T e T3, ele vale também para o tridngulo
T, devido a propriedade aditiva da Férmula de Pick, ver equacao (@), e pela justaposicao

de poligonos demonstrada anteriormente.
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4 APLICACOES DO TEOREMA DE PICK

4.1 GEOPLANO

O Geoplano é uma ferramenta importante no ensino de Geometria Plana criada
pelo matematico inglés Calleb Gattegno. Construido em madeira ou plédstico, tem crava-
dos pregos ou pinos que formam uma malha (reticulado) composta por linha e colunas,
onde se prenderao os eldsticos ou cordoes usados para “desenhar” figuras, o mais usual é
o chamada de Geoplano quadrangular, ver figura @

O Geoplano é um recurso utilizado por professores no trabalho com figuras de
formas geométricas e estes podem explorar conceitos de vértices, de lado, de simetria, de

perimetro, de area e a ampliacao ou a reducao de uma figura, entre outros.
Segundo Machado:

O geoplano é um meio, uma ajuda didética, que oferece um apoio a re-
presentacdo mental e uma etapa para o caminho da abstracdo, propor-
cionando uma experiéncia geométrica e algébrica aos estudantes. (
CHADO, 1991)

Figura 15 — Geoplano quadrangular.

Atualmente, existem recursos computacionais, como o software do Geoplano, ver
Figura @, sobretudo online, que podem ser mais rapidamente manuseados em figuras e
calculos diveros, sendo, portanto, uma forma de interacdo do homem com a maquina em
beneficio da construgao dos conceitos mateméaticos. Ha uma versao gratuita disponivel

no enderego eletronico <https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/>.


https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/
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Figura 16 — Geoplano online versao gratuita.

Abaixo seguem alguns resultados importantes utilizando o Geoplano para os
calculos de perimetros e areas de poligonos simples.

Vejamos:

1. Poligonos com &reas iguais a 5 u.a. e perfmetros diferentes 12 u.c., 10 + 2v/2 u.c. e

9+ 5 u.c., respectivamente.

Figura 17 — Poligonos de areas iguais e perimetros diferentes.

Fonte: Elaboracao proépria.
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2. Poligonos com perimetros iguais a 12 + /2 u.c. e 4reas diferentes 8,5 w.a., 7,5 u.a.

e 6,5 u.a., respectivamente.

Figura 18 — Poligonos de areas diferentes e perimetros iguais.

Elaboragao propria.

3. Todos poligonos com &reas iguais a 5,5 u.a. e perimetros também iguais a 12 +

V2 u.c.

Figura 19 — Poligonos de areas iguais e perimetros iguais.

Fonte: Elaboragdo prépria.
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Enfim, existem varias possibilidades de atividades usando o Teorema de Pick no

Geoplano.

4.2 O TEOREMA DE PICK PARA POLIGONOS COM “BURA-
COS”

E o que dizer desta pergunta: “Sera que o Teorema de Pick pode ser aplicado para
calcular a area de poligonos com buracos”?

Analisemos o seguinte teorema:

Teorema 4.2.1. (Extensio do Teorema de Pick) Seja P uma figura poligonal com vértices
de coordenadas inteiras e com m buracos. Entdo a drea de P é dada pela formula de Pick
generalizada:

b

onde b é o numero de pontos no bordo de P e no bordo dos buracos e I é o numero de

pontos no interior de P, excluindo os pontos que estdo no interior dos buracos.

Demonstragao: Seja P um poligono com m buracos. Denote cada um de seus

buracos por B;, onde 1 <i < m.

Figura 20 — Poligono com m buracos.

Fonte: Extraida de (SENTO-SE, 2016).

Observa-se que o Teorema de Pick é valido tanto para o poligono P, como para
cada um dos buracos. Considere que o poligono P tem by pontos no bordo e Iy pontos

interiores. E que cada buraco possui b, pontos sobre o bordo e I,, pontos internos, com
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0 <n < m. Portanto,

bn

Entao, a area da regiao R limitada pelo poligono P e pela parte externa dos buracos

sera dada por:

A(R) = A(P) — A(B) — A(B,) — ... — A(By)
~ bo b1 ba b,
AR) =S+ —1-(G+h-1)=(5+L-1) = — (T +Ln—1)
b b b bm,
AR = —(G+5 4t ) o= (4 bt L) =14 (L4 1+ 1 1)
bo b1 by b,
AR =Z+5+5 4t 5 —Oitbt o tbn)+lo— (h+ Lt + 1) = 1+m
bo+by+by+ ...+ b,
A(R) = 0+ 51 ;+ —(i+be+ ... +by)+ o —(L+L+...+1—m)—1+m.

Note que
bo+b+by+ ...+ b

2
corresponde a metade dos pontos sobre o bordo e

Ly—(Lh+L+...+1,)— (bi+ba+ ... +bp)

a quantidade de pontos no interior de P.
Logo,

b

4.3 APROXIMACAO DO NUMERO 7

A féormula de Pick pode ser usada para determinar o valor de 7. Para isso, se faz
necessario sobrepor o circulo em uma malha quadriculada e tragar poligonos que mais se
aproximam do contorno do circulo. O valor de 7 se aproxima cada vez mais de seu valor
real a medida que os poligonos apresentam uma quantidade de pontos cada vez maior.
Ou seja, quando a quantidade de pontos tende ao infinito, o valor de 7 se aproxima de
seu valor real.

Sabe-se que a formula para calcular a area de um circulo é dada por:

A(C)=m-1?



33

onde r é o raio do circulo. A partir dessa informagao, pode-se obter o valor de 7 pela

seguinte relacao:

Para estimar o valor de m, serdo utilizados os poligonos cujas areas se aproximam
da area do circulo.

Vejamos a figura abaixo, cujo circulo tem raio 1.

Figura 21 — Aproximacao da area do circulo inscrito em um quadrado.

Fonte: Extraida de (SENTO-SE, 2016).

Vamos tentar calcular o valor de 7 pela aproximagao das areas desses dois quadra-
dos.
Primeiro, vamos considerar o quadrado ()1 que esta inscrito no circulo.

Pelo Teorema de Pick, a area de ), é dada por:
4

Entao,

AC) L AQ) 2
2 2 T 12 T

Porém, essa aproximacao para 7 esta ruim.

m =



Agora, vamos considerar o quadrado (s circunscrito, tendo 1 como a unidade.

Figura 22 — Aproximacao da area do circulo circunscrito a um quadrado.

.Y
N

Fonte: Extraida de (ISENTO—SEL l2016|).

Calculando a area de ()2 pelo Teorema de Pick, tem-se:

A(QQ)—§+1—1—4u.a.

Logo,
AC) A@) 4,
r2 2 T 12T

que também nao é uma aproximacao boa para 7.

Vamos utilizar outros poligonos para encontrar o valor mais aproximado de 7.

Analisemos o octégono P circunscrito em um circulo de raio 3 ¢m abaixo.

Figura 23 — Aproximagao da area do circulo por um octégono.

Fonte: Extraida de (ISENTO—SEL l2016|).
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Pela Férmula de Pick, temos:

16
A(P):?+21—1:28 u.a.

Entao,
AC)  AP) 28

™= ~ =22 =3 1111...

r2 r2 32

que é uma boa aproximacao.

Agora, vamos tentar com um poligono irregular R de 16 lados.

Figura 24 — Aproximando a area do circulo por um poligono irregular de 16 lados.

Fonte: Extraida de (SENTO-SE, 2016).

Observando o poligono R, percebemos que tem 20 pontos no bordo e 69 pontos

internos. Ja o circulo tem raio igual a 5 u.c.. Aplicando a Teorema de Pick para calcular

a area do poligono R, tem-se:

20
Assim,
A(C)  AR) T8
™= 2 ~ 2 = ? = 37 12

que ¢ uma aproximacao boa, até o momento, do ntimero 7.

Por fim, vamos tentar com um poligono irregular S de 32 lados para ver o que

conseguimos.
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-

Figura 25 — Area do circulo aproximada a um poligono irregular de 32 lados.

- .lll.l-l.. rl' rlll’l.lllllrlI ... tl
[

Fonte: Extraida de (SENTO-SH, 2016).

.lhlu.u|h||r||_|L_ulrlull_.lunu._llluu_lnwnu_ll._in.-un.ln.—uu_lu._u

Para calcular a area cercada pela regiao poligonal de 32 lados, observe que sobre

seu perimetro ha 32 pontos e no seu interior, 299 pontos. J4 o circulo apresenta raio igual

a 10 u.c.. Pela Férmula de Pick, temos:

+299 — 1 =314 u.a.

32
2

A(P)

Logo,

Poderiamos repetir esse procedimento tantas vezes quanto desejassemos, de forma

que a area do poligono se aproximasse mais da area do circulo, ou seja, aumentasse a

Assim, quando a quantidade de pontos

quantidade de pontos no bordo e no interior.

tender ao infinito, o valor de 7 tendera ao seu valor real.
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5 RESOLUCAO DE QUESTOES USANDO
O TEOREMA DE PICK

O intuito, neste trabalho académico, é usar o método de contagem de pontos
para comprovar a eficacia por meio de sua simplicidade e rapidez comparado ao método
tradicional.

A primeira questao, aqui apresentada, serd solucionada de duas formas: pelo mé-

todo tradicional e, depois, usando o Teorema de Pick.

e Questao 1. (|OBMEP|, I’2011|) Na figura, o lado de cada quadradinho mede 1 cm.
Qual é a area da regiao cinza?
a) 10 cm?
b) 12,5 cm?
c) 14.5 cm?
d) 16 cm?

e) 18 em?

Figura 26 — Poligono complexo.

Fonte: Imagem reproduzida pelo autor da dissertacdo fiel & original.

Solucao sem o uso do Teorema de Pick: A principio, decompde-se a figura em

poligonos simples cujas féormulas de suas areas sao conhecidas.

Figura 27 — Poligono complexo decomposto em poligonos simples.

Fonte: Elaboracao propria.
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Calcula-se, portanto, a area de cada poligono destacado:

— Retangulo vermelho: A=b-h=3-1=3

b-h 1-1 1
— Triangul A= —=—==
riangulo verde 5 5 5
b-h 2-1
— Tridngulo amarelo: A = - =5 = 1
b-h 2-1
— Triangulo azul escuro: A = - =5 = 1
b-h 5-1 5
— Triangul lclaro: A= — = — = —
riangulo azul claro 5 5 5
b-h -1 3
— Triangul A= —=— ==
riangulo roxo 5 5
B+1b)-h 2+1)-2
— Trapézio laranja: A:( +2) :( +2) =3
Somando-se todas essas areas, tem-se:
1 5 3 25
A=34+-4+1+1+-4+-+3="=12 2,
3+2+ + +2+2+3 5 ,5cm

Solugao com o uso do Teorema de Pick: Por outro lado, dividiremos a figura em
dois poligonos simples, denominados I e II. No poligono I, hd 9 pontos de fronteira
e 2, interiores; enquanto que no poligono II ha 8 pontos de fronteira e 4, interiores.

Pelo Teorema de Pick, segue que:

Figura 28 — Poligono complexo decomposto em poligonos simples.

¢ -\u\./
\\T\
¢ . . /\o ]

b 9
AI:§+[—1:§+2—1:5,5cm2.

b 8
A1[:§—|—I—1=§+4—1:7cm2.

Dessa forma, a area da regido cinza é igual a A; + A;p = 5,5+ 7 = 12,5 em?.
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* Questao 2 (Adaptada de Souza (2010)) Considere a rede construida sobre o
mapa do estado da Paraiba, cuja menor distancia entre dois pontos seja 1 c¢cm e
considere a escala indicada na figura seguinte. Usando a féormula de Pick, calcule
a area aproximada da Paraiba. (Sequndo o IBGE, o estado possui 56.439 km? de

drea.)

Figura 29 — Mapa da Paraiba.
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Escala:] — 38 km

. . L] L] . . - . - L] . . .

Fonte: Imagem extraida de (SOUZA| 2010)

Solugao: Seja a a area do mapa no desenho e A, a area real. Nota-se que a figura
acima possui 28 pontos de fronteira e 25 pontos internos. Entao, pelo Teorema de

Pick, tem-se:

b
=—-4+71-1
a 5 +
2
a—?8+25—1—38u.a.
A relagao entre escala linear E e areas de figuras planas é dada por:
=2
A
1) 88
33/ A
A = 54872

Assim, o estado da Paraiba apresenta uma area de aproximadamente 54.872 km?2.

e Questao 3. (OBMEP, 2017) A érea da figura azul é igual a soma das areas de
quantos quadradinhos do quadriculado?
a) 12
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Figura 30 — Poligono simples de 12 lados.

/\

\V4

Fonte: Imagem reproduzida pelo autor da dissertacdo fiel a original.

Solucgao: Nota-se que o poligono possui 12 pontos de fronteira e 17 pontos internos.

Logo, pelo Teorema de Pick, temos:

b 12

Questao 4. (t[BMEd, |2013|) O mosaico da figura adiante foi desenhado em papel

quadriculado 1 x 1. A razao entre a area da parte escura e a area da parte clara,

na regiao compreendida pelo quadrado ABCD, é igual a:

a)§

b)

W=

[oW
SN—
3| Ot
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Figura 31 — Quadrado A BCD com simetria de losangos internos.

|| |

Fonte: Imagem reproduzida pelo autor da dissertacdo fiel a original.

Solucgao: Verifica-se que a parte escura é composta por 16 losangos congruentes
e a parte clara corresponde a diferenca entre a area do quadrado ABCD e a area
total desses losangos. Cada losango possui 4 pontos de fronteira e 2 pontos internos.

Portanto, a area de cada losango é dada por:

4
A:§+I—1:§—|—2—1:3u.a.

Entao, a parte escura tem area igual a 16 - 3 = 48 u.a.

A area do quadrado A BCD que possui 48 pontos de fronteira e 121 pontos internos,

pelo Teorema de Pick, é:

b 48
A:§+I—1:?+121—1:144u.a.

Entao, a area clara é igual a 144 — 48 = 96 u.a.

. . , , 48 1
Logo, a razao entre a area da parte escura e a area da parte clara é r = %3
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e Questao 5. Qual é a area da figura abaixo?

Figura 32 — Poligono reticulado simples com “buracos”.

Fonte: Imagem extraida de ()

Solugao: Nota-se que o poligono possui 46 pontos de fronteira, 48 pontos internos
e 2 buracos. Entao, pelo Teorema de Pick, tem-se:

b
A:§+I—i—m—1

4
A:?6+48+2—1:72u.a.

Comprovada a agilidade e a simplicidade na resolu¢ao de questoes que envolvem
areas usando o Teorema de Pick, o que, por si s6, ja justifica a sua utilizagdo. Afora, o
seu uso substitui o emprego das féormulas para o calculo de areas de figuras “compostas”

planas.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Aperfeicoar a pratica pedagogica é um dos fatores fundamentais para melhorar
o processo de ensino-aprendizagem em nosso pais. A maior preocupacao ao desenvolver
esta dissertacao ¢ contribuir com o trabalho do docente, por isso o tema escolhido esté
relacionado com o ensino da geometria, que ultimamente vem sendo abandonado, prin-
cipalmente nas escolas publicas e, por outro lado, a maioria dos alunos sente bastante
dificuldade de assimilar os conceitos e suas aplicacgoes.

Portanto, neste trabalho, foi proposto uma nova abordagem do calculo de areas de
poligonos simples, fazendo uso do Teorema de Pick, que é baseado, apenas, na contagem
de pontos, o que o torna bastante interessante. Com isso, pretende-se enriquecer as aulas
de Matematica, deixando de explorar a abordagem tradicional desse calculo, aplicando
uma féormula simples capaz de determinar essa area de maneira agil, expandindo para
qualquer poligono, os tradicionais e aqueles que nao possuam formulas especificas, mas
que contenham vértices em coordenadas inteiras.

Assim, foram apresentados conceitos basicos e o historico do mateméatico Georg
Alexander Pick para dar subsidios ao entendimento do teorema. Para enfatizar ainda
mais a importancia do Teorema de Pick no estudo de areas, foram apresentadas questoes
de provas, resolvidas com a superioridade do método.

No contexto educacional atual, faz-se necessario pensar em uma pratica educa-
tiva atrativa, diferenciada, dindmica e contextualizada, pois o grande desafio da educagao
matematica é disseminar saberes com inovacao, de forma a contribuir para o desenvolvi-
mento do educando de forma cognitiva e social. Acredita-se, entao, que tais atividades
atingiram seus objetivos, pois permitiram a aprendizagem matematica correlacionada com
o cotidiano dos alunos, proporcionando ao professor e aos discentes uma aprendizagem
significativa.

Diante do exposto, espera-se que este trabalho possa ser utilizado por professores
de Matematica do Ensino Fundamental II e Médio, fazendo as devidas adaptacoes de
acordo com o publico alvo. Assim, o objetivo principal do programa PROFMAT serd

atingido: melhorar a qualidade do ensino ptblico.
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