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RESUMO

O presente trabalho parte da problematica de que ha divergéncias e confusdes em torno dos
conceitos de isometria e de simetria nos Parametros Curriculares Nacionais — PCNs, na Base
Nacional Comum Curricular — BNCC, em colecdes de livros didaticos e em livros destinados
principalmente a professores de matematica. Considerando essa problematica, foi realizada
uma pesquisa meta-andalise para investigar a questdo: Qual a relacdo entre isometria e simetria
de figuras planas? Para isso, uma amostra de onze obras foram analisadas. Sete delas, sdo 0s
livros mais citados em uma amostra de 74 dissertacGes, teses ou artigos, que tém como assunto
principal as isometrias e/ou simetrias. As outras quatro obras estéo relacionadas ao contexto do
Movimento da Matematica Moderna - MMM, pois foi nesse movimento que as isometrias e
simetrias foram inseridas no curriculo da Educacao Basica. A fundamentacao teorica se baseou
na Teoria dos Registros de RepresentacGes Semidticas de Raymond Duval. Em especial, foram
realizados tratamentos nos registros das linguas (lingua natural e formal) para comparar
defini¢cBes e conceitos, e realizadas conversdes entre representacdes nos registros algébrico e
figural e vice-versa, para comparar e explicar conceitos e fazer demonstracdes. A investigacdo
da relagdo entre isometria e simetria envolveu discussdes sobre a classificagdo das isometrias e
simetrias, sobre a simetria e a figura simétrica, além de uma retomada dos assuntos de funcGes
e estruturas algébricas, principalmente grupos diedrais e ciclicos. Os resultados das obras
analisadas e o confronto dos dados mostram que ndo ha divergéncias sobre o conceito de
isometria, pois todos os autores concordam direta ou indiretamente que isometria € uma
transformacdo geométrica que preserva distancias. Contudo, 0 mesmo ndo ocorre com 0
conceito de simetria e as classificacGes das isometrias e simetrias, sendo que essas divergéncias
implicaram em uma confusdo sobre a relacdo entre isometria e simetria. Desta forma, a simetria
se apoia no conceito de invariancia, por este ser mais preciso formalmente, por estar intrinseco
ao estudo de estruturas algébricas e pelo fato de que todas as outras interpretacdes sobre simetria

que omitem ou ignoram o conceito de invariancia, acabam gerando confusdes.

Palavras-Chave: Translacdo; Rotagdo; Reflexdo; Transformacgdes Geométricas.



ABSTRACT

The actual assignment is based on the problem that there are divergences and confusions
about the concepts of isometry and symmetry at Parametros Curriculares Nacionais— PCNs at
Base Nacional Comum Curricular — BNCC, in textbook collections and in books intended
mainly for mathematics teachers. Considering this problematic topic, it was conducted a meta-
analysis research to investigate the issue: What is the relationship between isometry and
symmetry of flat shapes? So, a sample of eleven works were analyzed. Seven of them are the
most cited books in a sample of 74 dissertations, theses, or articles, which they have as main
subject the isometry and/or symmetries. The other four works are related to the context of the
New Mathematics Movement, because it was in this movement that the isometry and
symmetries were inserted in the curriculum of Basic Education. The theoretical foundation was
based on Raymond Duval's Theory of Semiotic Representation of Records. In special, it was
performed treatments in the language records (natural and formal language) to compare
definitions and concepts, and conversions were performed between representations in algebraic
and figural records and vice versa, to compare and explain concepts and have demonstrations.
The investigation of the relationship between isometry and symmetry involved discussions on
the classification of isometries and symmetries, about symmetry and symmetrical figure, in
addition to a resumption of the subjects of algebraic functions and structures, mainly dihedral
and cyclic groups. The results of the analyzed works and the comparison of the data show us
that there are no divergences on the concept of isometry because all the authors agree directly
or indirectly that isometry is a geometric transformation which preserves distances. However,
the same does not occur with the concept of symmetry and the classifications of isometry and
symmetries, so these divergences implied a confusion about the relationship between isometry
and symmetry. Thus, the symmetry is based on the concept of invariance because it is more
formally accurate, because it is intrinsic to the study of algebraic structures and because all
other interpretations about symmetry that omit or ignore the concept of invariance end up

generating confusion.

Keywords: Translation; Rotation; Reflection; Geometric Transformations
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1. INTRODUCAO

No ambito da Educacdo Matematica, ha diferentes interpretacfes sobre o conceito de
simetria e da relagdo entre isometria e simetria. Em dois documentos orientadores nacionais, 0s
Parametros Curriculares Nacionais — PCNs (BRASIL, 1997 e 1998) e na Base Nacional Comum
— BNCC (BRASIL, 2020), nédo esta claro qual dos conceitos de simetria estdo se referindo e
qual a relacdo entre isometria e simetria, além disso algumas edi¢Ges dos Guias dos Livros
Didaticos (BRASIL, 2006; 2007; 2009; 2016) apontam que ha algumas confusfes em livros
didaticos em relacdo a simetria e a relacao entre isometria e simetria. Levando em consideragdo
que existem diferentes interpretacGes sobre simetria e da relacdo entre isometria e simetria, foi
realizado uma pesquisa meta analise que investiga a seguinte questdo: Qual a relacdo entre
isometria e simetria de figuras planas? Como as isometrias e simetrias s&o conceitos amplos,
que se estendem aos mais diversos objetos matematicos e para varias areas de estudo da fisica,
quimica, biologia, geociéncias, filosofia, entre outros (ROHDE, 1982 e WEYL, 1997), foi
restringido o estudo para as figuras planas.

Para investigar a questdo norteadora é selecionada e analisada uma amostra de onze
documentos escritos, sendo dez livros e um guia curricular. Depois de tais analises procura-se
dar resposta a questdo a partir da comparacdo e do cruzamento dos dados. Assim, o
procedimento metodoldgico adotado, segundo Fiorentini e Lorenzato (2012), permite
classificar essa pesquisa como bibliografica e como meta-analise. Ja, a fundamentacéo tedrica
esta baseada na Teoria dos Registros de Representacdes Semioticas, de Raymond Duval, a qual
foi importante para a anélise dos dados coletados. Em especial, sdo usados tratamentos e
conversdes para as comparacoes de definicdes e conceitos. Além disso, é explorada a conversdo
da representacdo destes conceitos no registro das linguas para a representacao no registro das
figuras ou vice-versa, indo ao encontro do que Duval propde para a apreensdo conceitual.

O Capitulo 2 justifica as declaragdes feitas no primeiro paragrafo dessa introducdo, de
que ha diferentes interpretacGes sobre simetria e sobre a relacdo entre isometria e simetria e a
declaracdo que ndo esta claro, qual isometria e simetria sdo abordadas nos PCNs e BNCC.
Como as isometrias e simetrias foram inseridas no curriculo da Educacéo Basica, na época do
Movimento da Matematica Moderna — MMM, um movimento pela renovacao do curriculo da
Educacgdo Bésica que ocorreu a partir da década de 1960, o Capitulo 3 discorre sobre esse
movimento, com foco nos autores e obras que falam sobre isometria e simetria. O Capitulo 4 é

referente a Teoria dos Registros de RepresentacGes Semidticas de Duval, onde sdo abordadas
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algumas concepcoes filosoficas e semioticas de Duval em relacdo & matematica, bem como a
importancia das diferentes linguagens para a aprendizagem conceitual. O Capitulo 5 traz a
metodologia da pesquisa, detalhando como foi composta a amostra e como foi investigada a
questdo norteadora.

Como os autores das onze obras da amostra frequentemente abordam isometria e
simetria em termos de funcdes e/ou estruturas algébricas, tornou-se necessario um capitulo que
retomasse, mesmo que brevemente, alguns aspectos desses dois temas, sendo esse 0 assunto do
Capitulo 6. O Capitulo 7 analisa as onze obras de acordo com os pressupostos metodologicos.
O Capitulo 8 faz o cruzamento das obras analisadas e procura responder a questdo norteadora,
e o Capitulo 9 apresenta as consideraces finais.
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2. PROBLEMATICA

O presente capitulo justifica o questionamento em torno dos termos isometria e simetria
nos PCNs, na BNCC, em livros didaticos e em livros direcionados a professores de matematica,
especialmente da Educacdo Bésica. A critica aos PCNs est4 fundamentada na anélise que 0s
autores dessa dissertacao realizaram neste documento, a qual esta disponivel Na subsec¢édo 2.1.1,
e é reforcada por Pasquini e Bortolossi (2015) que também criticam o documento quanto ao
conceito de simetria, conforme pode ser visto Na subsecdo 2.1.2. A critica a BNCC esta
fundamentada na andlise que os autores dessa dissertacdo realizaram nesse documento, de
acordo com subsecdo 2.2.1, e também ¢é reforcada por Ribeiro, Gibim e Alves (2021) que
criticam o documento no que tange aos conceitos de isometria e simetria, conforme subsecéo
2.2.2.

Embora os autores dessa dissertacdo nao avaliaram livros didaticos, a afirmativa de que
ha algumas confusGes em torno dos conceitos de isometria e simetria nesses materiais esta
fundamentada nos Guias de Livros Didaticos. Esses documentos fazem parte das publicacdes
do Programa Nacional do Livro Didatico — PNDL, 6rgao do governo federal. Os membros do
programa avaliam as colec6es de livros didaticos aprovadas pelo PNDL e publicam avaliacGes,
para que tanto os autores de livros didaticos possam melhorar suas obras, quanto para
professores e alunos ficarem a par das discussdes feitas em torno de conceitos matematicos que
fazem parte do curriculo da Educacao Basica. Foram encontradas algumas discussdes em torno
dos conceitos de isometria e simetria em quatro Guias de Livros Didaticos (BRASIL, 2006;
2007; 2009; 2016). A secdo 2.3 traz essas discussoes.

Embora Pasquini e Bortolossi (2015) e Ribeiro, Gibim e Alves (2021) critiquem o0s
documentos orientadores, eles abordam os conceitos de isometria e simetria de forma diferente,
em certos aspectos. Outras obras destinadas a professores da Educacdo Béasica, como Barbosa
(1993), Brito e Carvalho (2009) e Murari e Barbosa (2012) divergem, em partes, de Pasquini e
Bortolossi (2015) e de Ribeiro, Gibim e Alves (2021), formando assim uma variedade de
concepcdes em torno desses termos. A secdo 2.4 procura mostrar os diferentes conceitos de

isometria e simetria desses autores.

2.1 ISOMETRIA E SIMETRIA NOS PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS
(PCNS)
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2.1.1. O conceito de isometria e simetria nos PCNs

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) sdo um conjunto de obras organizadas
pelo Ministério da Educagdo (MEC) do Brasil, publicadas no final da década de 1990 e inicio
da década de 2000. Tém como finalidade ampliar o debate sobre o curriculo, a formagao de
professores, a qualidade do ensino, construir referenciais que orientem a pratica dos
professores, explicitar o papel de cada disciplina, orientar a produgao de materiais didaticos e
orientar e garantir a coeréncia dos investimentos publicos no sistema educacional (BRASIL,
1997). Foi publicado um conjunto de obras voltado as séries iniciais do 1° grau, atual Ensino
Fundamental I (BRASIL, 1997), as séries finais do 1° grau, atual Ensino Fundamental II
(BRASIL, 1998), e para o 2° graul, atual Ensino Médio. Nas duas obras destinadas ao 2° grau
ndo ha nenhuma discussdo sobre isometria e simetria. Portanto, sdo analisados somente os
PCNs do 1° grau.

O Quadro 1 apresenta todos os paragrafos dos PCNs, na integra, que contém pelo menos
um desses termos: isometria, simetria ou transformacdo isométrica. Na primeira coluna do
quadro (a esquerda) aparecem os algarismos romanos | ou Il. O algarismo | indica que o
paragrafo estad nos PCNs das series iniciais e o algarismo Il indica que o paragrafo esta no PCN
das séries finais. Os algarismos 1, 2, 3, ... que vém em seguida dos algarismos romanos,
indicam a ordem que os paragrafos aparecem ao longo dos PCNs. A partir desse quadro séo

analisados os conceitos de isometria e simetria, bem como suas classificacdes e relacdes.

Quadro 1 :Ocorréncia dos termos simetria, isometria e transformacdes isométricas nos PCNs

Cad. Paragrafos dos PCNs

Identificar caracteristicas das figuras geométricas, percebendo semelhangas e diferengas
I.1 entre elas, por meio de composicao e decomposi¢do, simetrias, ampliacdes e reducdes.
(BRASIL, 1997, p. 52).

1.2 Identificag@o da simetria em figuras tridimensionais. (BRASIL, 1997, p. 56).

Identificagdo de semelhangas e diferencas entre poligonos, usando critérios como nimero
1.3 de lados, numero de angulos, eixos de simetria etc. (BRASIL, 1997, p. 56).

Sensibilidade para observar simetrias e outras caracteristicas das formas geométricas, na
14 natureza, nas artes, nas edificagcdes. (BRASIL, 1997, p. 58).

Espera-se que o aluno identifique caracteristicas das formas geométricas tridimensionais e

L5 bidimensionais, percebendo semelhangas e diferencas entre elas (superficies planas e

10s documentos relacionados ao 2° grau sdo chamados de Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
— PCNEM e Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais — PCN+.
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arredondadas, formas das faces, simetrias) ... (BRASIL, 1997, p. 60).

I.6

Um trabalho constante de observagao e construg¢ao das formas ¢ que levara o aluno a
perceber semelhangas e diferengas entre elas. Para tanto, diferentes atividades podem ser
realizadas: compor e decompor figuras, perceber a simetria como caracteristica de algumas
figuras e ndo de outras etc. (BRASIL, 1997, p. 78).

II.1

Deve destacar-se também nesse trabalho a importancia das transformagdes geométricas
(isometrias, homotetias), de modo que permita o desenvolvimento de habilidades de
percepgao espacial € como recurso para induzir de forma experimental a descoberta, por
exemplo, das condigdes para que duas figuras sejam congruentes ou semelhantes.
(BRASIL, 1998, p. 51).

1.2

Construindo figuras a partir da reflexdo, por translagio, por rotagdo de uma outra figura, os
alunos vao percebendo que as medidas dos lados e dos angulos, da figura dada e da figura
transformada sdo as mesmas. As atividades de transformacao sdo fundamentais para que o
aluno desenvolva habilidades de percepcao espacial e podem favorecer a construcdo da
nog¢do de congruéncia de figuras planas (isometrias). De forma andloga, o trabalho de
ampliacdo e reducgdo de figuras permite a construgdo da nogdo de semelhanca de figuras
planas (homotetias). (BRASIL, 1998, p. 86).

1.3

Classificagdo de figuras tridimensionais e bidimensionais, segundo critérios diversos,
como: corpos redondos e poliedros; poliedros regulares € ndo-regulares; prismas,
piramides e outros poliedros; circulos, poligonos e outras figuras; nimero de lados dos
poligonos; eixos de simetria de um poligono; paralelismo de lados, medidas de angulos e
de lados. (BRASIL, 1998, p. 73).

1.4

O estudo das transformagodes isométricas (transformagdes do plano euclidiano que
conservam comprimentos, angulos ¢ ordem de pontos alinhados) ¢ um excelente ponto de
partida para a construgdo das nog¢des de congruéncia. As principais isometrias sdo: reflexdo
numa reta (ou simetria axial), translacdo, rotacdo, reflexdo num ponto (ou simetria central),
identidade. Desse modo as transformagdes que conservam propriedades métricas podem
servir de apoio ndo apenas para o desenvolvimento do conceito de congruéncia de figuras
planas, mas também para a compreensdo das propriedades destas. (BRASIL, 1998, p. 124).

IL.5

A primeira vista as transformagdes podem parecer um assunto que nio tem relagio
com o dia a dia, mas, refletindo e observando um pouco, nota-se, por exemplo, que as
simetrias estdo muito presentes no cotidiano. Em inimeros objetos fisicos ocorrem
aproximacdes de planos de simetria de reflexdo. Em representacdes planas desses objetos,
tais planos de simetria reduzem-se a eixos de simetria. No corpo humano pode-se observar
(aproximadamente) um plano de simetria. Assim, também a imagem de um objeto no
espelho € simétrica a ele. Ha eixos de simetria em diversas criagdes do homem, como
desenhos de aeronaves, edificios e mdveis. (BRASIL, 1998, p. 124).

1.6

As simetrias centrais e de rotagao também surgem em diversas situagoes: desenhos
de flores, logotipos de empresas, desenhos de pegas mecanicas que giram, copos, pratos,
bordados etc. Os exemplos de translagdo também sdo faceis de encontrar: grades de
janelas, cercas de jardins, frisos decorativos em paredes, azulejos decorados etc.
(BRASIL, 1998, p. 124).

1.7

E importante que os alunos percebam que as transformagdes foram incorporadas
como linguagem basica nos programas de computagdo grafica. Assim, ao manipular esses
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programas, o usudrio faz simetrias de todos os tipos, ampliacdes e redugdes.
(BRASIL, 1998, p. 125).

O estudo de temas geométricos possibilita ainda a exploragdo de interessantes
aspectos historicos. Como sabemos, a Geometria ¢ um dos ramos mais antigos da
11.8 Matematica, que se desenvolveu em funcao de necessidades humanas. As civilizagdes da
época pré-historica utilizavam regras para medir comprimentos, superficies e volumes.

Seus desenhos continham figuras geométricas em que a simetria era uma das
caracteristicas predominantes. (BRASIL, 1998, p. 127).

E importante que eles descubram, pela experimentago, que as chances de cada resultado
1.9 ser igual 50% devem-se a simetria da moeda e sua homogeneidade (moeda honesta).
(BRASIL, 1998, p. 137).

Ao se realizarem experiéncias para calcular probabilidades, € interessante utilizar materiais

I1.10 manipulativos que permitam explorar a propriedade da simetria (dados,

moedas), como também os que ndo possuem essa simetria (roletas com areas desiguais
para os numeros). (BRASIL, 1998, p. 137).

Fonte: Adaptado de Brasil (1997 e 1998).

Analisando o Quadro 1 é possivel identificar os significados de simetria, isometria e
transformaces isométricas nos PCNs de matematica do Ensino Fundamental. Os paragrafos
1.2, 1.4, 1.5, 1.6, 1.3, 1.5, 11.6, 1.8 e I1.10 sinalizam que a simetria é algo que pode ser
identificado em certas figuras geométricas (planas ou espaciais), sendo uma caracteristica ou
uma propriedade que algumas figuras possuem e outras ndo. Essas figuras podem ser
encontradas na natureza (1.4 e 11.6) e nas mais diversas construcdes do homem (1.4 e 11.6), desde
a pré-historia (11.8). Deve-se destacar também que, em estudos probabilisticos envolvendo um
objeto, a simetria € determinante, pois se o objeto for simétrico tem-se um espaco amostral
equiprovavel, o que ndo acontece se 0 objeto for assimétrico (11.9 e 11.10). Essas informacdes,
no entanto, dizem algumas caracteristicas superficiais da simetria, mas nada é dito sobre em
gue consistem essas caracteristicas e propriedades.

Nos paragrafos 1.3 e I.1, respectivamente, a simetria pode ser entendida como um
critério ou um meio pelo qual pode-se chegar a certas caracteristicas das figuras geométricas.
Jaem I1.5 e I1.7, a simetria aparece como uma transformacgéo, mas ndo ha informacédo que
transformacéo é essa, nem mesmo o que é uma transformacgédo. No paréagrafo 11.5 o significado
de simetria parece ser duplo. O primeiro sentido é de transformagio, ao afirmar que: “A
primeira vista as transformacdes podem parecer um assunto que ndo tem relagdo com o dia a
dia, mas, refletindo e observando um pouco, nota-se, por exemplo, que as simetrias estdo muito
presentes no cotidiano” (BRASIL, 1998, p. 124). O segundo sentido ¢ de caracteristica, pois

cita o corpo humano, desenhos de aeronaves, edificios e imoveis como exemplos de formas que
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tém simetria. Em 11.7 diz que alguém, ao manipular programas de computagdo grafica, “faz
simetrias de todos os tipos, ampliagdes e redugdes.” (BRASIL, 1998, p. 125). Aqui, as simetrias
aparecem como transformagdes, mas os autores dos PCNs ndo explicam como sdo essas
simetrias que o usudrio faz no computador.

Em relag&o a isometria, nos paragrafos I1.1 e 11.2 ela aparece como uma transformagao
geométrica que transforma uma figura em outra figura congruente, ou seja, se a imagem da
figura A por uma isometria for a figura A’ , entdo A = A’ (A é congruente a A’). A isometria
aparece ao lado da homotetia, como uma transformacao geomeétrica para verificar congruéncia,
enguanto a homotetia é uma transformacdo geométrica usada para verificar semelhanca. No
paragrafo 11.4 aparece o termo transformacdes isométricas fazendo mencdo as principais
isometrias, dentre elas, a reflexdo numa reta (ou simetria axial) e reflexdo num ponto (ou
simetria central). Esse paragrafo também indica que as isometrias podem servir de apoio para
compreensdo das propriedades das figuras.

Apds a analise dos paragrafos supracitados, que versam sobre isometria, simetria e
transformacdes isométricas, observa-se que ndo esta explicita a relacdo entre isometria e as
propriedades das figuras, sendo que o texto deixa em aberto a possibilidade para que a isometria
seja também caracteristica de figuras, assim como é a simetria.

Ainda em relacdo ao Quadro 1, o paragrafo 11.4 sinaliza a classificacdo das isometrias
quando afirma a existéncia de varios tipos de isometrias, sendo as principais: 1) Reflexdo em
torno de uma reta ou simetria axial, 2) Reflexdo em torno de um ponto ou simetria central, 3)
Translacdo, 4) Rotacéo e 5) Identidade.

Em relacdo a classificacdo das simetrias, pode-se encontrar algumas informacdes no
paragrafo IL.5, nas afirmativas: “[...] as simetrias estdo muito presentes no cotidiano”, “Em
inimeros objetos fisicos ocorrem aproximacdes de planos de simetria de reflexao” (BRASIL,
1998, p. 124). Tais planos sao considerados, no caso de figuras tridimensionais, enquanto eixos
de simetria, em figuras bidimensionais. Porém, em ambas as frases, ndo esta claro se é 0 mesmo
tipo de simetria e qual € o nome dela(s). Esses eixos de simetria também aparecemem 1.3 e I1.3
como caracteristicas de figuras, mas sem relacionar a um tipo de simetria. Os outros tipos de
simetria estdo no paragrafo 11.6. VVale destacar que o paragrafo 11.6 vem em seguida do paragrafo
I1.5 nos PCNSs, por isso € a continuagdo dos exemplos de simetria. Sendo assim, tem-se trés
outras simetrias que sdo: simetria central, simetria de rotacédo e de translagdo. Isso parece indicar

que simetria de translacéo e simetria central s@o tipos de simetria e isometria, simultaneamente.
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Tomando por base as informacGes contidas nos PCNs, identificar a relacdo entre
simetria e isometria torna-se uma tarefa nada simples, pelos seguintes motivos:

1) Néo estdo claros os significados de simetria e de isometria, se sdo caracteristicas,
propriedades ou transformacdes geométricas. De fato, atribui-se a simetria uma énfase maior
as caracteristicas e propriedades, enquanto isometria estd mais atrelada as transformacGes
geométricas. Contudo, em alguns momentos, simetria e isometria aparecem tanto como
caracteristica ou propriedade de figuras e de objetos (a exemplo da translacdo e da simetria
central que sdo simultaneamente simetrias e isometrias), quanto transformacédo geométrica.

2) A classificagdo das simetrias e isometrias também apresenta fragilidades. O termo
simetria aparece em dois tipos de isometria: simetria axial e simetria central. Além disso, a
simetria central e a translacdo séo tipos especificos, tanto de simetria quanto de isometria.

Diante dessa analise, algumas questdes emergem: Simetria e isometria fazem parte do
mesmo tipo de transformacdo geométrica? Quais as diferengas entre simetria e isometria
enquanto transformacdes geométricas? Simetria e isometria sdo sindnimas? Por que o termo
simetria aparece duas vezes como tipo especifico de isometria? Qual é a explicacdo para que
simetria central e translacdo sejam simetria e isometria simultaneamente? Estas sdo algumas
questdes que inquietaram 0s autores desta dissertacdo e podem ter levado os autores Pasquini e
Bortolossi (2015) a afirmarem que 0s termos e 0s conceitos em torno de isometria e simetria

estdo confusos nos PCNs.

2.1.2 Pasquini e Bortolossi (2015) e a critica aos PCNs

Regina Célia G. Pasquini é doutora em Educacdo Matematica e professora na
Universidade Estadual de Londrina. Humberto José Bortolossi é doutor em matematica e
professor na Universidade Federal Fluminense. Ambos sédo autores do livro: Simetria — Historia
de um Conceito e suas Implica¢bes no Contexto Escolar (PASQUINI e BORTOLOSSI, 2015),
publicado em 2015, nono volume da Série Histéria da Matematica para o Ensino, organizada
pela Sociedade Brasileira de Histdria da Matematica.

Pasquini e Bortolossi (2015) analisam qual conceito de simetria é abordado em trés
documentos orientadores: nos PCNs; nas Diretrizes Curriculares do Paran, estado onde atua a
professora Regina Pasquini; e nos Curriculos Minimos, um documento orientador do estado do

Rio de Janeiro onde atua o professor Humberto Bortolossi. Quanto aos PCNs, concluem:
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. sentimos com o dever de explicitar algumas de nossas conclusfes sobre a
abordagem que os PCN d&o para simetria [...] o texto ndo apresenta qual é a definigdo
de simetria que se referem, ou, qual abordagem os professores deveriam usar para
contemplar tal contetdo. (PASQUINI e BORTOLOSSI, 2015, p. 89).

As palavras dos autores vao em direcdo ao que ja foi apresentado Na subsecdo 2.1.1,
reafirmando que ndo esta explicito nos PCNs sobre qual simetria se referem.

Quanto aos documentos orientadores do Parana e do Rio de Janeiro, os autores chegam
a seguinte conclusdo: “Encerrando nossa visita aos documentos, podemos afirmar que, para
todos esses documentos, tém-se as mesmas conclusdes produzidas a partir da analise dos PCN.
Existe muita confusdo sobre a palavra simetria.” (PASQUINI e BORTOLOSSI, 2015, p. 92.
Grifo do autor). Nessa conclusdo, eles acrescentam que o termo simetria esta confuso tanto nos
PCNs, guanto nos documentos orientadores dos estados do Parana e do Rio de Janeiro. Eles
concluem que esses documentos foram diretamente influenciados pelos PCNs e replicaram a

confusdo em torno do termo simetria.

2.2 ISOMETRIA E SIMETRIA NA BNCC

2.2.1 Investigando a BNCC

De acordo com a Resolucdo CNE/CP n° 2, de 22 de dezembro de 2017, a BNCC é um
“documento de cardter normativo que define o conjunto organico e progressivo de
aprendizagens essenciais como direito das criancgas, jovens e adultos no ambito da Educacéo
Basica” (BRASIL, 2017, p. 04). O artigo 2° da Resolugdo, na mesma pagina, diz “As
aprendizagens essenciais séo definidas como conhecimentos, habilidades, atitudes, valores e a
capacidade de os mobilizar, articular e integrar, expressando-se em competéncias”. Ou seja, a
BNCC normatiza as aprendizagens essenciais que a Educacdo Basica deve contemplar, sendo
essas aprendizagens organizadas em termos de competéncias e habilidades?.

A BNCC é organizada da seguinte forma. Em cada uma das trés etapas de ensino
(Ensino Fundamental I, Ensino Fundamental Il e Ensino Médio), ha um texto argumentativo
discorrendo sobre aspectos gerais dos objetos de conhecimentos, habilidades e competéncias.

Em seguida, ha alguns quadros que organizam e relacionam os objetos de conhecimento com

2Um estudo mais detalhado sobre competéncias € habilidades e como implementar na pratica, podem ser
encontrados nos Curriculos Para os Anos Finais do Ensino Fundamental, publicado pelo Centro de Estudos e
Pesquisas em Educagdo, Cultura e A¢do Comunitaria, (CENPEC, 2015) e nas obras do socidlogo suico
Philippe Perrenoud, entre elas, Perrenoud (1999, 2000 e 2001).
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suas devidas competéncias e habilidades. Por exemplo, isometria e simetria sdo objetos de
conhecimento, e a elas estdo relacionadas algumas habilidades e competéncias.

Nos textos argumentativos da BNCC, que precedem o0s quadros que relacionam os
objetos de conhecimento com as competéncias e habilidades, ha somente dois comentarios

sobre simetria, que estdo em um mesmo parégrafo, que s&o:

E importante, também, considerar o aspecto funcional que deve estar presente no
estudo da Geometria: as transformacdes geométricas, sobretudo as simetrias. [...] O
estudo das simetrias deve ser iniciado por meio da manipulacdo de representacGes de
figuras geométricas planas em quadriculados ou no plano cartesiano, e com recurso
de softwares de geometria dindmica. (BRASIL,2018, p. 271-272.).

Esses comentarios, que estdo na se¢do do Ensino Fundamental 11, pouco dizem sobre o
significado de simetria, mas pode-se inferir que a simetria é a principal transformacéo
geométrica no estudo da geometria. Nos textos referentes ao Ensino Fundamental | e Ensino
Médio, os termos simetria e isometria sé aparecem nos quadros, estando ausentes nos textos
argumentativos.

Um ponto a destacar, sobre como a BNCC aborda simetria e isometria, € que algumas
nomenclaturas mudam em relacdo aos PCNs. Os termos reflexdo em torno de uma reta, simetria
axial, reflexdo em torno de um ponto e simetria central, presentes nos PCNs, estdo ausentes na
BNCC, sinalizando uma descontinuidade das discussdes sobre simetria e isometria nesses dois
documentos, o que dificulta a analise neste Gltimo documento.

Em relacdo aos quadros que estdo na BNCC, simetria ou isometria aparecem nos
quadros do quarto, sétimo e oitavo ano do Ensino Fundamental e no Ensino Médio. O Quadro
2 apresenta todas as referéncias de simetria ou isometria que ha nesses quadros da BNCC. A
primeira coluna (a esquerda) indica 0 ano escolar ou a modalidade de ensino que essas
referéncias se encontram, e a segunda coluna, os objetos de conhecimento relacionados a
simetria ou isometria. Ja a terceira coluna mostra as habilidades relacionadas aos objetos de
conhecimento da segunda coluna. As listas de objetos de conhecimento e habilidades do Ensino
Médio estdo organizadas de maneira diferente do Ensino Fundamental, ndo estdo separadas por
ano escolar e os objetos de conhecimento estdo agrupados em um conjunto maior. Por exemplo,
as transformaces isométricas estdo dentro do grupo de geometria e formas, por esse motivo na

segunda coluna relativa ao Ensino Médio ndo ha descri¢do do objeto de conhecimento.
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Quadro 2: Ocorréncias dos termos simetria, isometria ou transformagdo geométrica na

BNCC
Objetos de Habilidades
Conhecimento
(EF0O4MA19) Reconhecer simetria de reflexdo em figuras e em
Simetria de reflexao pares de figuras geométricas planas e utiliza-las na construgao
4° ano de figuras congruentes, com o uso de malhas quadriculadas e de

softwares de geometria. (BRASIL,2018, p. 293).

(EFO7MA21) Reconhecer e construir figuras obtidas por

7° ano | Simetrias de transla¢do, | simetrias de translagado, rotagdo e reflexdo, usando instrumentos

rotagdo e reflexdo de desenho ou softwares de geometria dindmica e vincular esse

estudo a representagdes planas de obras de arte, elementos
arquitetonicos, entre outros. (BRASIL, 2020, p. 309).

Transformagoes (EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por
geométricas: simetrias de composigoes de transformagdes geométricas (translacao,
8°ano | translagdo, reflexdoe |reflexdo e rotagdo), com o uso de instrumentos de desenho ou de
rotacao softwares de geometria dindmica. (BRASIL, 2020, p. 314).
(EM13MAT105) Utilizar as nogdes de transformagdes
Ensino isométricas (translacdo, reflexdo, rotagdo e composigoes destas)
Médio | - e transformagodes homotéticas para construir figuras e

analisar elementos da natureza e diferentes producdes humanas
(fractais, construgdes civis, obras de arte, entre outras).
(BRASIL, 2020, p. 533 e 545).

Fonte: Adaptado de Brasil (2018).

Considerando o Quadro 2, uma conclusdo possivel seria: Simetria de translacéo,
simetria de rotacdo e simetria de reflexdo sdo tipos de simetria, enquanto translacéo, rotacéo e
reflexdo sdo tipos de transformacdes isométricas. O silogismo que pode levar a essa conclusdo
é o seguinte: inicialmente a simetria foi identificada como a principal transformacdo geométrica
que deve ser estudada no &mbito da geometria. Sendo assim, as transformacgdes geométricas,
que sdo objetos de conhecimento do oitavo ano, poderiam ser identificadas como simetrias.
Desse modo, as simetrias de translagéo, rotacdo e reflexdo seriam tipos de simetria que séo
também objetos de conhecimento do quarto e sétimo ano, consequentemente as habilidades
relacionadas a esses anos estariam se referindo aos tipos de simetria. Na habilidade relacionada
ao Ensino Medio o termo simetria esta ausente, aparecendo unicamente os termos translagéo,
rotacdo e reflex&o, os quais estdo associados as transformacdes isométricas. No entanto, todo

esse silogismo é colocado em xeque quando é observado o trecho do texto da habilidade
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relacionada ao oitavo ano “transformagdes geométricas (translagdo, reflexdo e rotagdo)”, pois
aqui os termos translacéo, rotagdo e reflexdo passam a ser transformacdes geométricas. Assim,
ndo é possivel identificar de forma clara e adequada as defini¢des de simetria e isometria, nem
mesmo o que sdo transformacgdes geométricas e transformacdes isométricas, a classificacédo e

as relagdes entre estes conceitos na BNCC.

2.2.2 Ribeiro, Gibim e Alves (2021) e as criticas a BNCC

O livro Reflexdo e Simetria (RIBEIRO, GIBIM e ALVES, 2021) é o primeiro volume
da Colecdo CIEspMat Professor. Os autores sdao Miguel Ribeiro, professor na Unicamp,
Gabriela Gibim e Carla Alves, ambas doutoras em Educacdo Matematica. Esses trés autores
fazem parte do Grupo de Pesquisa e Formacgdo denominado CIEspMat3, composto por
professores e pesquisadores que atuam na formacdo continuada de professores de matematica.
O referido livro foi publicado em 2021 e seu foco € contribuir para o desenvolvimento do
conhecimento dos professores que ensinam matematica na Educacdo Basica no que se refere a
reflexdo (tipo de isometria, como serd visto em 2.4.1) e & simetria, além de discutir tais
conceitos, que para os autores, geralmente se encontram de maneira equivocada em certas
obras, inclusive na BNCC.

O titulo do capitulo sete do livro Reflex&o e Simetria ¢ “O que nos diza BNCC e o que
nos cumpre conhecer para efetuar uma discussdo matematicamente adequada” (RIBEIRO,
GIBIM e ALVES, 2021, p. 125). Apds os autores explicitarem o que € simetria e reflexdo e
proporem atividades para o Ensino Fundamental | e 11 nos seis capitulos antecedentes, no sétimo
capitulo eles verificam o que a BNCC diz sobre esses dois conceitos. Eles analisam que a
simetria, ora aparece como sindnimo de reflexao, ora aparece como sinénimo de transformagéo.
Mas segundo esses autores, isso ndo deveria ocorrer, pois simetria ndo é sindbnimo de nenhum

desses conceitos, como sera apresentado na subsecéo 2.4.1. Eles ainda acrescentam:

Assumir esta, e outras, duplicidade(s) de entendimentos de um mesmo termo/conceito
matematico estd na base de muitas das dificuldades dos alunos em entender a
matematica como uma rede de conceitos interligados, pois, pela forma como ela se
encontra apresentada — nos documentos oficiais e nos materiais didaticos que os tém
como referéncia — efetivamente essas conexdes sdo dificeis de promover e de se
entenderem. Essa falta de relagfes (conexdes) entre diferentes elementos matematicos
torna dificil, se ndo mesmo impossivel, que os alunos possam desenvolver um

3Sites do grupo de pesquisa CIEspMat, disponivel em: <https:/ciespmat.wixsite.com/ciespmat> Acesso em 12
out. 2021 e disponivel em: <https://ciespmat.com.br/>. Acesso em 12 out. 2021.
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entendimento e conhecimento conceitual e acabem assumindo a regra pela regra.
(RIBEIRO, GIBIM e ALVES, 2021, p. 128).

Desse modo, Ribeiro, Gibim e Alves (2021) observam que hd uma duplicidade em torno
de diversos termos referente ao tema simetria e isometria, e que ela pode afetar a aprendizagem
dos alunos. Portanto, essa duplicidade pode estar diretamente ligada a dificuldade em
reconhecer como séo classificados os tipos de isometria e simetria na BNCC, bem como

verificar quais sdo as relacdes entre eles.

2.3 ISOMETRIA E SIMETRIA EM GUIAS DO LIVRO DIDATICO

Os Guias do Livro Didatico foram brevemente apresentados no inicio desse capitulo
como documentos que contemplam avaliacbes de colecdes de livros didaticos, trazendo
discussbes sobre conceitos matematicos. Foram encontradas discussdes sobre isometria e
simetria em Brasil (2006; 2007; 2009; 2016), sendo um resumo destas discussdes apresentado
a sequir.

No Guia do Livro Didatico 2007 (BRASIL, 2006), direcionado aos livros de matematica
do Ensino Fundamental I, os avaliadores chamam a atencdo que a simetria é abordada muitas
vezes, de forma ambigua, sem diferenciar o que € o simétrico de uma figura e o que é uma
figura simétrica.

No Guia do Livro Didatico 2008 (BRASIL, 2007), direcionado aos livros de matematica
do Ensino Fundamental 11, entre as recomendagdes sobre isometria e simetria, encontra-se:

A discussao acima, relativa ao conceito de simetria, evidencia a importancia do estudo
das transformagdes geométricas, em especial as isometrias no plano [...] apenas
algumas obras dedicam-se a esse tema, e o fazem de forma apropriada. No entanto,

mesmo nesses casos, a necessaria articulagdo dessas transformagfes com o conceito
de simetria, nos termos mencionados acima, ndo é feita. (BRASIL, 2007, p. 48).

Quando os avaliadores falam em “discussdo acima”, estdo se referindo a uma discussdo
feita nos dois parégrafos anteriores, em torno do eixo de simetria. Nesses paragrafos, sao
mencionados que alguns autores usam indistintamente o termo ‘eixo de simetria’ tanto para
figuras planas como espaciais, sendo que o correto, segundo Brasil (2007), € usar o termo ‘plano
de simetria’ para figuras espaciais e ‘eixo de simetria’ para figuras planas. A citacdo inicia
dizendo que o estudo de simetrias evidencia a importancia de estudar isometrias, isso mostra
como esses dois conceitos estao indissociaveis. Mas € acrescentado que “apenas algumas obras

dedicam-se a esse tema” ¢ mesmos essas obras, ndo a relacionam com simetria. Ou seja, apesar
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de simetria e isometria serem indissociaveis, os livros didaticos analisados, com poucas
excecdes, estudam somente simetria e 0s poucos que estudam isometria ndo a relacionam com
simetria.

No Guia do Livro Didatico 2010 (BRASIL, 2009), direcionado ao Ensino Fundamental
I, um estudo quase que exclusivo em simetrias também é percebido em algumas cole¢des. Apds
analisada uma das colegdes, os professores avaliadores afirmam: “O estudo de simetria ¢
repetitivo e consiste, quase sempre, na observacao de simetrias axiais” (BRASIL, 2009, p. 178).
Persistindo assim, o problema visto em Brasil (2007).

No Guia do Livro Didatico 2017 (BRASIL, 2016), direcionado ao Ensino Fundamental

I1, encontra-se 0 seguinte comentario:

...em vérias delas [cole¢des de livros didaticos] ha ambiguidade entre os conceitos
“figura simétrica” e “simétrica de uma figura”. Isso, em parte, é consequéncia de nao
ser bem estabelecida, nos livros, a relacdo entre as isometrias e as simetrias
correspondentes. (BRASIL, 2016, p. 38, grifo Nosso.).

Desse modo, comparando Brasil (2006) e Brasil (2016), percebe-se que sdo dez anos
que separam uma publica¢do da outra e o problema de confundir uma figura simétrica e a
simétrica de uma figura, persiste. Mas, em Brasil (2016) ¢ apontada uma das causas desse
problema, que € o ndo esclarecimento da relacdo entre isometria e simetria, e essa falta de

esclarecimento j4 havia sido destacada em Brasil (2007).

2.4 O CONCEITO DE ISOMETRIA PARA OUTROS AUTORES

Embora Pasquini e Bortolossi (2015) e Ribeiro, Gibim e Alves (2021) critiquem oS
documentos orientadores nacionais, eles ndo atribuem o mesmo conceito para simetria, COmo
sera apresentado posteriormente. Além desses autores, Barbosa (1993), Murari e Barbosa
(2012) e Brito e Carvalho (2009) também se divergem na conceitualizacdo de isometria e
simetria. Estas trés obras ndo foram citadas na secdo anterior, pois ndo fazem nenhum
comentario aos documentos orientadores nacionais, mas sdo importantes para tencionar o
debate. Estes autores sdo brevemente apresentados, bem como suas concepc¢des em relagdo a
isometria e simetria.

Ruy Madsen Barbosa (1931 — 2017) € mencionado em Valente et al. (2011) como um
dos professores que ministravam cursos para professores na eépoca do Movimento da

Matematica Moderna, ao lado de Osvaldo Sangiorgi que sera estudado mais adiante. Ruy M.
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Barbosa foi um doutor em matemaética que publicou, nos Gltimos anos de vida, diversas obras
de matematica recreativa. Uma de suas obras mais notaveis é Descobrindo PadrGes em
Mosaicos (BARBOSA, 1993) que de acordo com uma resenha publicada na revista Bolema, €
pioneira sobre a matematica dos mosaicos (MURARI, 1997).

Na década de 2010, Barbosa e seus colaboradores publicaram uma colecéo de livros
para professores de matematica da Educacdo Bésica, com o titulo Conexdes e Educagdo
Matematica, composta por cinco volumes. Um desses volumes, que entra nesse debate, é 0
volume trés intitulado Belas formas em caleidoscopios, caleidosciclos e caleidostrétons
(MURARI e BARBOSA, 2012). O capitulo desse livro que fala sobre simetria foi escrito por
Claudemir Murari.

A Ultima obra a ser apresentada € o livro Histéria da Matematica em Atividades
Didaticas (BRITO et al. 2009). A obra é dividida em trés capitulos sendo que o primeiro
capitulo, intitulado Utilizando a histéria no ensino da geometria, trata sobre isometria e simetria
e as autoras sdo Arlete de Jesus Brito, professora na Universidade Estadual de S&o Paulo e
Dione Lucchesi de Carvalho (BRITO e CARVALHO, 2009).

2.4.1 Comparando conceitos

Para Ribeiro, Gibim e Alves (2021), ndo se pode confundir transformacdes geométricas
com simetrias. Transformacgdes geométricas sdo operacdes que levam uma figura F a uma
figura F'. J& a simetria é uma caracteristica que algumas figuras tém e outras ndo. Para saber se

uma figura é simétrica ou ndo, os autores explicam da seguinte maneira:

... Se em uma determinada figura for possivel o tracado de um eixo (linha reta), tal
que, a figura original fique dividida em duas partes (metades) congruentes de modo
que possam ser sobrepostas apenas por “dobragem” ou reflexéo, entdo dizemos que
essa figura € uma figura simétrica segundo um determinado eixo, ou que apresenta
simetria axial. (RIBEIRO, GIBIM, ALVES, 2021, p. 42).

Observando a citacdo acima, e como no decorrer da obra os autores dao exemplos de
figuras que tém mais de um eixo de simetria, pode-se dizer que, para eles, uma figura € simétrica
se possuir pelo menos um eixo de simetria. Um eixo de simetria é uma reta r que divide uma
figura F em duas partes congruentes A e B de modo que, se F for dobrada considerando a reta

r, A e B ficam sobrepostas. Outra forma que os autores explicam é: se por uma figura F for
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tracada uma reta r que divida F em duas partes A e B, e A seja a reflexdo de B em torno de r e
vice-versa, entdo F é simétrica.
Ao comparar transformac6es geométricas com simetria, Ribeiro, Gibim e Alves (2021,

p. 9) dizem:

[...] com frequéncia estes conceitos [reflex&o e simetria] sdo entendidos e trabalhados
como sindnimos, o0 que, como veremos, ndo deveria ocorrer porque apesar de serem
nocdes e ideias correlatas ndo coincidem. A Reflexdo, por exemplo, forma parte das
Transformagdes Geométricas [...] J4 a Simetria ndo ¢ uma dessas transformagdes.
[grifo nosso].

Os autores deixam explicito que simetria ndo € uma transformacao geométrica, mas que
a reflexdo € uma transformacdo geomeétrica. Na pagina 10, Ribeiro, Gibim e Alves (2021)
deixam explicito que a transformacédo geométrica a qual a reflexdo pertence € a isometria. Sendo
assim, para os autores, em muitas obras a reflex&o e a simetria s&o trabalhadas como sinénimo,
0 que ndo deveria ocorrer, pois a reflexdo € uma isometria, que por sua vez é uma transformacao
geométrica, e a simetria ndo € uma transformacdo geométrica e consequentemente ndo € uma
isometria.

Para Pasquini e Bortolossi (2015) uma isometria € uma funcdo que preserva distancias,
isto é, “quaisquer que sejam os pontos P e Q em R2, a distancia de P até Q (no dominio de F)
é sempre igual a distancia de F(P) a F(Q) (no contradominio de F)” (PASQUINI e
BORTOLOSSI, 2015, p. 35-6, grifo do autor). Essa definicdo implica que a imagem de uma
figura F por uma isometria, é congruente ao dominio, ou seja, se F' € a imagem de F por uma
isometria, entdo F = F' . Esse resultado € abordado implicitamente em Pasquini e Bortolossi
(2015), quando os autores apresentam exemplos e animagdes no GeoGebra. No entanto, esse
resultado é demonstrado em Ledergerber-Ruoff (1982) como sera visto no capitulo sete.
Pasquini e Bortolossi (2015) dizem que, deve haver duas condi¢des para se ter uma simetria. A
primeira condicdo é que ela seja uma isometria e a segunda é que a isometria deixe a figura
invariante, ou seja, a simetria € uma isometria que deixa a figura invariante. Desse modo, 0
conceito de invariancia de uma figura é fundamental nessa defini¢&o, o conceito de invariancia
pode ser explicado da seguinte maneira: Diz-se que uma figura F permanece invariante por uma
funcéo f, e seja, f(F) = F' se F e F' sdo congruentes e ficam exatamente no mesmo lugar
ou ainda, F e F' coincidem. Por exemplo: Considere um triangulo T com vértices nos pontos
A, BeCeumafuncdo f.Se f(A) =B, f(B) =Ce f(C) = Aeotriangulo de vértices f(A),

f(B) e f(C)éaimagem do tridngulo T por f, entdo, diz-se que, a fungéo f deixou o tridngulo
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T invariante. Em casos de estudo de figuras usando coordenadas, pode-se dizer que a
invariancia mantém as coordenadas da figura. Por exemplo: Considere um tridngulo T com
vertices nos pontos (—4,0), (4,0) e (0,7), e f uma funcdo. Considere ainda que a funcdo f
leve os vértices de T nos seguintes pontos. (—4,0) — (4,0), (4,0) — (—4,0) e (0,7) - (0,7),
e que esses trés pontos, imagens de f sejam os vértices do triangulo T', tal que f(T) =T'.
Neste caso, a fungdo f deixou o tridngulo T invariante. Esse conceito sera explicado novamente
na subsecao 2.4.3 em linguagem figural.

Para Pasquini e Bortolossi (2015), o conceito de simetria usado na fisica, quimica e
biologia se apoia na ideia de invariancia. Em relag&o ao conceito de invariancia nos PCNs, os
autores afirmam que “Os PCN relacionam isometrias com congruéncia (o que ¢ valido), mas
ndo dao o passo seguinte que é dado um objeto geométrico X, verificar quais isometrias F
deixam X invariante: F(X) = X.” (PASQUINI e BORTOLOSSI, 2015, p. 89, grifo do autor).
Eles observam que os PCNs atendem o primeiro critério de simetria, mas ndo o segundo, que €
da invariancia. Em suma, a simetria é uma transformacéo geométrica, assim como a isometria.
No entanto, a simetria € um tipo especifico de isometria.

Para Barbosa (1993), simetria € uma transformacdo geométrica que transforma uma
figura F em F’, sendo que F e F' podem estar no mesmo lugar ou ndo. Ja a isometria é uma
caracteristica da simetria, a caracteristica que a simetria tem de conservar as medidas e
consequentemente, os angulos. Em relacdo as figuras, Barbosa (1993, p. 39) as distingue do
seguinte modo: “ha figuras que apresentam estrutura simétrica e figuras que apresentam
estrutura assimétrica” (grifo do autor). Embora este autor ndo defina o que sdo figuras que
possuem estrutura simétrica ou assimétrica, mostra alguns exemplos de poligonos que possuem
eixos de simetria e diz que tais poligonos possuem estruturas simétricas. Também apresenta
poligonos que ndo tém eixo de simetria e diz que eles possuem estruturas assimétricas. 1sso leva
a entender que se uma figura plana possui pelo menos um eixo de simetria, entdo ela possui
estrutura simétrica, mas se nao possui tal eixo, entdo ela possui estrutura assimétrica. Se for
desse modo, as estruturas simétricas e assimetricas coincidem com que Ribeiro, Gibim e Alves
(2021) chamam de simetria, ou seja, a caracteristica que algumas figuras tém de ser simétrica.
No entanto, Barbosa (1993) ndo faz nenhuma relacdo entre transformagdes geométricas e
figuras que possuem estruturas simétricas ou assimétricas.

Em Murari e Barbosa (2012), a relagcdo entre isometria e simetria estd confusa.
Inicialmente tem-se que “o conceito de simetria é relacionado ao atributo de uma forma (ou

configuracao) que, sob transformacfes mantém-se constante, alterando-se apenas a posic¢éo dos
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seus elementos constitutivos.” (MURARI e BARBOSA, 2012, p. 15). De forma simplificada,
isso quer dizer que o atributo se mantém constante, mas a posicédo se altera. Se tais atributos de
uma figura forem os lados e os angulos, entdo o que permanece inalterado sao os lados e angulos
e consequentemente, o conceito de simetria coincidird com o conceito de preservar distancias,
conceito que define a isometria de Pasquini e Bortolossi (2015) e de Ribeiro, Gibim e Alves
(2021). No entanto, Murari e Barbosa (2012, p. 15) colocam em duvidas essa interpretacéo,
quando dizem: “A simetria se relaciona mais a semelhangas que a igualdades, considerando-se
que, a luz da geometria euclidiana, muitas imagens simétricas ndo se sobrepdem ponto por
ponto”. Eles ndo explicam o que querem dizer com essa frase, que para os autores dessa
dissertacdo, é confusa. Além disso, se a simetria se relaciona mais a semelhancas, entdo a
simetria ndo necessariamente preservard distancias, pois vale lembrar que a razdo de
semelhanca que admite valor diferente de um, ndo preserva distancias.

Outro ponto de interesse para essa discussdo é a defini¢cdo de Murari e Barbosa (2012,

p. 16) para simetria axial:

Em termos matematicos, podemos dizer que cada ponto P dessa figura terd o seu
simétrico s(P). Por outro lado, também se pode afirmar que o simétrico de um ponto
simétrico é o proprio ponto, ou seja, s (s(P)) = P. Assim, partindo da ideia de simetria,
temos que a figura resulta do agrupamento de pontos em pares simétricos (P, Q).
Considerando que em uma figura simétrica todo ponto tem o seu simétrico, temos que

P=5(Q)eQ=s(P).

Observando a obra dos autores, quando eles iniciam essa citagdo dizendo “Em termos
matematicos, podemos dizer...”, € porque anteriormente estavam explicando a simetria axial
em termos ndo formais. A defini¢do que eles apresentam coincide com a nocao de invariancia.
No entanto, os autores se contradizem na pagina 18, quando ao darem um exemplo de simetria
axial, a invariancia ndo ocorre. Eles apresentam um triangulo ABC e sua imagem A"'B"'C"', por
uma simetria axial, de modo que ABC e A”B''C" ndo estdo no mesmo lugar, ndo coincidem.
Assim, a simetria axial ndo tornou o triangulo ABC invariante.

Outro problema em Murari e Barbosa (2012) é a afirmacéo de que as figuras que tém
simetria central, tém também eixos de simetria. O que é falso, pois héa figuras que tém simetria
central e ndo tém eixos de simetria, conforme ser4 mostrado na subsecédo 2.4.3 (Figura 3). Essa
afirmacdo aparece ap0s dizerem, na pagina 16, que ha varios tipos de simetria, mas que
abordardo somente a simetria axial e a simetria central, esta Gltima, explicada dessa maneira:

A simetria central é também chamada de rotacional. Nesse caso temos um ponto fixo,

chamado de centro de simetria, em relacdo ao qual um ponto, objeto ou parte de um
objeto pode ser girado, de maneira que, por um determinado nimero de vezes, esses
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elementos coincidem um com o outro. Por conseguinte, temos varias retas que passam
pelo centro de simetria da figura dividindo-a em duas imagens espelhadas. (MURARI
e BARBOSA, 2012, p. 17).

Nesse trecho, inicialmente explicam o que € simetria central ou rotacional, em seguida,
ao dizerem que “Por conseguinte, temos vdrias retas que passam pelo centro de simetria da
figura dividindo-a em duas imagens espelhadas”, essas retas assumem o carater de eixo de
simetria, e desse modo, ap6s explicarem o que é simetria central, afirmam que as figuras tém
eixo de simetria. Outro trecho, confirma essa concepg¢ao, quando dizem “uma figura geométrica
plana somente sera considerada simétrica se puder ser dividida por uma reta em duas partes, as
quais, ao se sobreporem por dobragem, deverdo coincidir perfeitamente” (MURARI e
BARBOSA, 2012, p. 17). Desse modo, esses autores se aproximam de Ribeiro, Gibim e Alves
(2021) ao afirmarem que uma figura so seré simétrica se tiver pelo menos um eixo de simetria.
Porém, a diferenga é que Ribeiro, Gibim e Alves (2021) n&o falam em simetria central ou de
rotacao.

Por outro lado, Brito e Carvalho (2009) se aproximam mais de Barbosa (1993), pois
abordam a simetria como uma transformacdo geomeétrica. A translacdo, rotacdo e reflexdo sdo
para essas autoras, casos especificos de simetria e ndo diferenciam aquelas que tornam ou néo
uma figura invariante. Ou seja, assim como em Barbosa (1993), a simetria pode ou ndo deixar
uma figura invariante, mas Barbosa (1993) atribui um nome especifico para as figuras que se
tornam invariantes por uma simetria, e Brito e Carvalho (2009) ndo. Em relacdo as isometrias,
as autoras afirmam “As transformagdes que possuem tal caracteristica sio denominadas de
isometrias. Assim, dizemos que as transformagdes por simetria sdo isometrias no plano”
(BRITO e CARVALHO, 2009, p. 51. grifo do autor). A caracteristica que as autoras estdo se
referindo é o de preservar distancias. Logo, a isometria € uma caracteristica da simetria, a

caracteristica de preservar distancias.

2.4.3 Conceitos de isometria e simetria em linguagem figural

O objetivo dessa subsecdo é de explorar as maltiplas representacfes semioticas dos
conceitos vistos Na subsecdo anterior: conceito de preservar distancias, de invariancia, de eixo
de simetria, e de simetria de rotagdo, a partir da conversdo entre o registro das linguas e o
registro das figuras ou vice-versa. Também, quando possivel, busca-se comparar as diferentes
posicdes dos autores estudados, sobre tais conceitos.

(a) O conceito de preservar distancias
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A primeira conversao a ser explorada € relativa ao conceito de preservar distancias. Para

isso, parte-se do registro figural (Figura 1) para o registro das linguas.

Figura 1: O conceito de preservar distancias

Figura F A
D 2,5
c
B
6,5 65 Figura F'
C D'
B
2,5
Al

Fonte: Os Autores
A Figura 1 mostra uma figura F ¢ uma figura F’. Considerando todos os pontos da figura

F como o dominio de uma fungdo ¢ a figura F’ a imagem, implica que, todos os pontos de F
ttm um correspondente em F'. Os correspondentes dos pontos A,B,C,D de F sio
respectivamente os pontos A’, B',C’, D’ de F'. Esta figura também mostra algumas distancias
entre pontos. Nota-se que d(4, D) = 5 (essa ¢ a notacdo usada para representar distancia entre
dois pontos) e d(A’,D") = 5, ou seja, d(A,D) = d(A’,D"). Além disso, tem-se que, d(4,C) =
d(A',C") =8, d(A,B) =d(A",B") =2,5 ¢ d(B,C) = d(B',C") = 6,5. Generalizando, para
quaisquer dois pontos P,Q € F, tem-se que d(P,Q) = d(f(P), f(Q)). Isso significa que a
fun¢do f, que transformou F em F’, é uma fungdo que preserva distancias.
(b) O conceito de invariancia
A Figura 2 explora o conceito de invaridncia, também partindo do registro das figuras

para o registro das linguas.
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Figura 2: Conceito de invariancia

Fonte: Os Autores

A Figura 2 procura ilustrar o conceito de invariancia com um exemplo. Ela esté dividida
em trés momentos (de cima para baixo) e cada um deles mostra a reflexdo de uma figura em
torno de uma reta, que esta na cor azul. Considere que a reta esta se movendo para a esquerda
enquanto a reflexdo se mantém. Considere ainda, que a Figura 2 procura registrar trés momentos
distintos desse movimento. Nos dois primeiros momentos, as figuras sdo distintas, no ultimo
momento elas coincidem. Desse modo, considerando o Gltimo momento, diz-se que elas se
tornaram invariantes por uma transformacao geométrica.

(c) Hafiguras invariantes por simetria central ou rotacéo, que ndo tém eixos de simetria

Foi visto que Murari e Barbosa (2012) e Ribeiro, Gibim e Alves (2021) consideram que
para uma figura ser simétrica € necessario que tenha pelo menos um eixo de simetria. E Barbosa
(1993) parece concordar com isso ao mostrar somente exemplos de figuras simétricas que tém
eixo de simetria. Esse conceito de simetria ndo é compativel com o conceito de Pasquini e
Bortolossi (2015), pois existem algumas figuras que ficam invariantes por uma isometria
diferente da identidade, e que ndo tém eixos de simetria. Por exemplo, se a Figura 3 for
rotacionada por um angulo de 180° em torno do seu centro, ela se tornara invariante, no entanto,
essa figura ndo tem eixo de simetria. Esse exemplo também serve para provar que é falso
afirmar que toda a figura que tem simetria de rotagdo, tem eixo de simetria. Desse modo, para

Ribeiro, Gibim e Alves (2021) e possivelmente para Barbosa (1993) a Figura 3 ndo tem
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simetria. Para Pasquini e Bortolossi (2015) essa figura tem simetria de rotacdo. Para Murari e
Barbosa (2012) ela tem simetria, pois fica invariante por uma rotagcdo, a0 mesmo tempo, néo

tem simetria porque nao tem eixo de simetria.

Figura 3: Figura invariante por rotacéo, que ndo tem eixo de simetria

Fonte: Os Autores

Para ilustrar visualmente que a Figura 3 ndo tem simetria, uma op¢ao ¢ tracar uma reta
horizontal r pelo centro da figura original e chamar uma parte de A e outra de B. Ao fazer a
reflexd@o da parte A e depois a reflexdo da parte B pode-se observar que a imagem obtida ndo ¢

a mesma da Figura 3. A Figura 4 mostra essas reflexoes.

Figura 4: A reta r ndo é um eixo de simetria

Reflexao da parte B
Parte A emrelacaoar

Reflexao da parte A Parte B
emrelacaoar

Fonte: Os Autores

Pode-se tentar ainda, tragar uma reta s na diagonal, também passando pelo centro da
Figura 3 e dividindo a figura em duas partes. Pode-se fazer a reflexdo de uma dessas partes em

torno da reta s, conforme Figura 5, para verificar se a reta s ¢ um eixo de simetria.
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Figura 5: Verificando que a reta s, tambem n&o é um eixo de simetria

re

Parte C

Reflexao da parte C
em relagao a reta s

Fonte: Os Autores

De acordo com a imagem da Figura 5, a reflexdo da parte C em torno da reta s gera uma

nova figura, diferente da figura original (Figura 3).
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3. ISOMETRIA E SIMETRIA NO MOVIMENTO DA MATEMATICA MODERNA -
MMM

Embora as simetrias estejam presentes na arte de diversos povos da Antiguidade, como
aponta Weyl (1997), € somente no final do século XVIII que elas comegcam a ser escritas em
termos matematicos com Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833) (HON e GOLDSTEIN, 2008).
Ja a insercdo da simetria e isometria no curriculo da Educacéo Basica ¢ atribuida ao Programa
Erlanger, de Felix Klein em 1872, segundo Boyer (1974) e Eves (2011). No Brasil, Luz (2007,
p. 39) afirma que “As transformagdes geométricas foram inseridas nos programas de ensino no
periodo na reforma da Matematica Moderna”. Desse modo, o presente capitulo pretende
apresentar alguns aspectos historicos do Movimento da Matematica Moderna — MMM, com
foco nos professores que escreveram obras sobre isometrias e simetrias, dois conceitos que
estdo no &mbito das transformagdes geométricas.

O termo moderno, geralmente estd associado a uma suposta fase de superacdo. Na
historia, a Idade Moderna é um periodo historico (1453 — 1789) marcado pela superacdo do
feudalismo, que deu lugar ao progresso comercial e inicio do capitalismo (FIGUEIRA, 2005;
SAES e SAES, 2017). A ciéncia moderna é a superacdo de uma ciéncia mitica e especulativa,
para uma ciéncia quantitativa e experimental (GAULT, 2015). A arte moderna é marcada pela
liberdade de expressdo e por tecnologias, que pouco tempo antes desse movimento, ndo
existiam (MENDES, 2019).

Em relacdo a Matematica Moderna, pode ser entendida provisoriamente como a
matematica que estd relacionada, de alguma forma, com as descobertas matematicas que
aconteceram no século XIX e que transformaram a matematica radicalmente* (BOYER, 1978;
EVES, 2004). J4 o MMM, é um movimento especifico, impulsionado por financiamentos de
fundacdes norte-americanas que ocorreram depois da Il Guerra Mundial, principalmente nas
décadas de 1960 e 1970.

Gragas a Sociedade Brasileira de Historia da Matematica — SBHMat®, que atualmente

conta com oito grupos de pesquisas de diversos estados brasileiros®, muito se tem conhecido e

4 Na secdo 3.4, ela terd uma explicagdo mais precisa, onde sera discorrido, sobre algumas de suas principais

caracteristicas.

50 site dessa sociedade, esta disponivel em <https://www.sbhmat.org/comissao™> acesso em 27 nov. 2021.

8GPHM - Grupo de Pesquisas em Historia da Matematica, GHEMAT — Grupo de Pesquisa de Historia da Educagdo
Matematica no Brasil, GHOEM — Grupo Historia Oral e Educacdo Matematica — GHOEM. GPEHM — Grupo
de Pesquisa em Educacdo e Historia da Matematica. GHMEM — Grupo de Estudos em Historia da Matematica
e Educacao Matematica, GEHEM — Grupo de Estudo e Pesquisas em Histéria e Ensino de Mateméatica. GHMat
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pesquisado sobre 0 MMM no Brasil. E basicamente com o farto material produzido por esses
grupos, que esse capitulo é escrito. Como o material é vasto, € focado principalmente nas
origens e caracteristicas do movimento, bem como os dados concernentes as transformacdes

geométricas.

3.1 ORIGENS NORTE-AMERICANAS DO MMM E O INVESTIMENTO NO BRASIL

Ao terminar a Il Guerra Mundial em 1945, quase toda a Europa e parte da Asia estavam
arrasadas em todos o0s seus setores. Os Estados Unidos surgem entdo, como a maior poténcia
econémica mundial e comecam a investir bilhGes de ddlares na recuperacao desses paises, que
poucos anos depois, tornaram-se grandes poténcias econémicas, como € o caso da Alemanha,
Franca e Japdo. Entre os programas desenvolvidos, o que mais ganhou destaque foi o Plano
Marshall. Através dele, bilhdes de dolares chegaram aos paises emergentes (HOBSBAWN,
1995; FIGUEIRA, 2005; SAES e SAES, 2017; MASSIERE e LIMA, 2018).

O Plano Marshall néo foi o tnico promovido pelos Estados Unidos. Nessa mesma época
desencadeou-se um movimento pela reforma do curriculo de matematica que ficou conhecido
como Movimento da Matemética Moderna — MMM. Os Estados Unidos incentivaram-no e
diversas fundagdes norte-americanas subsidiaram os investimentos, algumas delas sdo: Ford
Foundation, NSF — National Science Foundation, Rockefeller Foundation e Pan American
Union. Os objetivos do governo dos Estados Unidos, representado pela OEA — Organizacéo
dos Estados Americanos, eram multiplos: 1) Atender os anseios dos professores de matematica
das Américas e da Europa de renovar o curriculo da matematica, tanto na educacdo basica,
guanto superior, pois desde 1800 havia iniciativas por parte de grupos de professores em
diferentes paises da Europa e América, com essa finalidade. Destacam-se, 0 Programa Erlangen
na Alemanha, a escola Nicolas Bourbaki, inicialmente na Franga, e a Reforma Francisco
Campos no Brasil’. 2) A guerra havia transformado a ciéncia e a tecnologia, diversas

descobertas e inovagdes ocorreram. Os Estados Unidos queriam consolidar e garantir esses

— Grupo de Pesquisas em Historia da Matematica e Saberes Tradicionais. GPHMAT — Grupo de Pesquisa em
Histoéria da Matematica (UFTM).

"Esse programa teve origem em uma iniciativa de Euclides Roxo, que fez uma reforma no curriculo de matematica
no Colégio Pedro II no Rio de Janeiro. Esse projeto ganhou forga e tornou-se lei pelo decreto n® 19890, de 18
de abril de 1931, da Reforma Francisco Campos. Mais detalhes podem ser vistos em Miorim (1998). E
importante destacar, que esse nao foi o inico movimento nessa dire¢do, o I Congresso Brasileiro de Ensino de
Matematica realizado em 1955 em Salvador BA, néo foi organizado por professores estrangeiros, nem mesmo
esteve em pauta o MMM, foi uma iniciativa autenticamente brasileira. Tudo isso mostra que ja havia uma
grande mobiliza¢do no Brasil por uma reforma curricular. (ALVES e SILVEIRA, 2016).
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avancos, que acreditavam estar ligado ao avanco da matemaética. 3) Superar a defasagem escolar
provocada pela guerra, tanto pelo fato dela ter interrompido as atividades de diversas escolas e
universidades, quanto pelo fato de que, os contetddos ensinados antes da guerra, precisavam ser
atualizados devido as mudancas tecnoldgicas, cientificas, politicas e econémicas ocorridas em
escala mundial. 4) Os Estados Unidos duelavam com a URSS — Unido das Republicas
Socialistas Soviéticas na Guerra Fria. Ambos procuravam estender sua area de influéncia
econbmica e militar, investiam grandes somas em pesquisas cientificas e/ou tecnologicas
visando atingir o pioneirismo nas mais diversas areas, entre elas, a exploracdo espacial,
conhecida como Corrida Espacial. Desse modo, em relagdo ao MMM, todos os paises sob a
area de influéncia dos Estados Unidos receberam investimentos para promové-lo e o Brasil foi
um deles. (HAYDEN, 1981; KILPATRICK, 1996; MIORIM, 1998; FIGUEIRA, 2005;
GUIMARAES, 2007; LUZ 2007; OLIVEIRA et al, 2011; ESQUINCALHA, 2012; GARNICA
e SOUZA, 2012; ALVES e SILVEIRA, 2016; SAES e SAES, 2017; YGUA, 2020).

Investimentos norte-americanos no Brasil, na area da matematica, podem ser visto desde
pelo menos o0 ano de 1949. Alguns matematicos estrangeiros foram trazidos ao Brasil para
realizarem palestras e cursos, como € o caso de George Mostow, um dos maiores matematicos
norte-americanos da época, e alguns professores brasileiros ganharam bolsas de estudo e foram
para os Estados Unidos fazer doutorado (LIMA, 2010).

Dentre 0s matematicos que foram estudar nos Estados Unidos, destacam-se
inicialmente, Leopoldo Nachbin (1922 — 1993) e Mauricio Peixoto (1921 — 2019), que
ganharam uma bolsa da Rockefeller Foundation e fizeram seus doutorados no periodo de 1949
a 1951. Ao voltarem ao Brasil, fundaram o Instituto de Matemaética Pura e Aplicada — IMPA
em 1952. Em 1953 Leopoldo e Mauricio indicaram Elon Lages Lima (1929 - 2017) a
Rockefeller Foundation o qual também ganhou bolsa de estudos, foi para Chicago onde fez
mestrado e doutorado no periodo de 1953 a 1958. Manfredo Perdigdo do Carmo (1928 - 2018)
também ganhou uma bolsa e obteve seu doutorado na Califérnia em 1963 (PEIXOTO, 2001;
SIEGMUND-SCHULTZE, 2001; SILVA, 2004; RIOS, 2008; LIMA, 2010; D’AMBROSIO,
2011; ROQUE, 2018; ANPMat, s.d.).

Esses quatro matematicos tiveram grande destaque. Mauricio Peixoto foi presidente da
SBM, CNPq e Academia Brasileira de Ciéncias. Leopoldo Nachbin se destacou
internacionalmente por suas pesquisas em analise funcional, topologia e analise harménica.
Elon Lages Lima foi pesquisador na area de Topologia Diferencial, obtendo resultados

pioneiros sobre campos de vetores comutativos. Destacou-se também pelas suas dezenas de
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livros direcionados a professores da Educagdo Bésica, além de diversas palestras e cursos para
professores do Ensino Bésico. Foi Doutor Honoris Causa de duas universidades federais
brasileira® e uma peruana® e Professor Honoris Causa de cinco universidades'®. Manfredo do
Carmo foi um gedmetra reconhecido internacionalmente, com publicacGes sobre geometria
diferencial, com grande prestigio nos Estados Unidos (PEIXOTO, 2001; SIEGMUND-
SCHULTZE, 2001; SILVA, 2004; RIOS, 2008; LIMA, 2010; ROQUE, 2018; LIMA, 2019;
FREIRE e QUEIROZ, 2020; QUEIROZ, 2020; ANPMat, s.d; LIMA, s. d.).

De acordo com D’Ambrosio (2011, p. 92) “o IMPA ¢ reconhecido como o mais
importante centro de matematica da América Latina e, possivelmente, do Hemisfério Sul, e um
dos principais em todo o mundo”, acrescenta ainda que “A Historia Contemporanea da pesquisa
matematica no Brasil gira em torno do IMPA [...] todas as principais atividades desses grupos
[de pesquisadores matematicos] revelam vinculo e suporte do IMPA” (p. 92. (grifo nosso).
Sendo assim, os investimentos norte-americanos, j& no final da década de 1940, deram grande
impulso ao avanco da matematica no Brasil. No entanto, nessa epoca, 0 MMM ainda néo havia
ganhado forma e os investimentos das décadas de 1940 e 1950 sdo timidos diante dos
investimentos da década de 1960.

O auge do MMM no Brasil foi a década de 1960. A partir do primeiro ano dessa década,
professores brasileiros ganharam bolsa de fundagdes norte-americanas para irem aos Estados
Unidos fazer cursos, estagios, participar de palestras sobre 0 MMM. Matematicos e professores
de matematica, de diversos paises da Europa e dos Estados Unidos, vieram ao Brasil para dar
cursos e ministrar palestras. Obras estrangeiras chegaram ao Brasil no idioma inglés e algumas
foram traduzidas para o portugués. Congressos internacionais, interamericanos e brasileiros
também surgiram nessa época para debater sobre esse movimento. Grupos de estudo e de
pesquisas, organizados por professores brasileiros de matematica, entusiastas desse movimento,
surgiram nessa década. Livros didaticos foram escritos levando em consideracdo 0s
pressupostos desse movimento. Cursos de Matematica Moderna e propagandas desse
movimento foram transmitidos via radio. Jornais, principalmente da regido de S&o Paulo,
produziam matérias sobre a novidade. Cursos e propaganda da Matematica Moderna foram

transmitidos na televisdo, principalmente pela TV Cultura. Comentar todos esses movimentos

8Universidade Federal do Amazonas — UFAM e Universidade Federal do Alagoas — UFAL. Informagdo encontrada
na contracapa de Lima (2019).

®Universidad Nacional de Ingenieria del Pera. Informagdo encontrada na contracapa de Lima (2019).

OUniversidade Federal do Ceara — UFC, Universidade Federal da Bahia — UFBA, Universidade Estadual de
Campinas — Unicamp, Universidade de Brasilia — UNB e Potificia Universidad Catolica del Pert. Informagéo
encontrada na contracapa de Lima (2019).
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aos detalhes, foge ao escopo desse trabalholl. Por isso, depois da secdo a seguir, sobre 0s
pressupostos tedricos do MMM, séo apresentados alguns autores e suas obras relacionadas ao

ensino de transformacdes geomeétricas.

3.2 PRESSUPOSTOS TEORICOS DO MMM

Até agora foi discorrido alguns aspectos histéricos do MMM, tanto sobre suas origens
quanto seu desenrolar no Brasil, mas pouco foi dito sobre o que é a Matematica Moderna e o
MMM, tema dessa secéo.

A partir do inicio do século XIX, a matematica deu um salto conceitual em todos os seus
ramos, houve diversas descobertas que a transformaram. Eves (2004, p. 526) chega a dizer que:
“Conforme se entra no século XIX, o nimero de matematicos competentes e produtivos torna-
se tdo grande que somos obrigados a selecionar apenas umas poucas das estrelas de maior brilho
no deslumbrante firmamento matematico”. Ou seja, o historiador Howard Eves se vé obrigado
a selecionar apenas alguns poucos matematicos, em seu livro, pois no seculo XIX houve uma
grande quantidade de matematicos pioneiros em diversas areas da matematica, a qual se tornava
deslumbrante a partir de entéo.

Antes do século XIX, s era conhecida uma geometria e uma algebra e era quase
impensavel a existéncia de outra geometria ou algebra. Até mesmo a filosofia da época,
dominada por Emmanuel Kant (1724 — 1804), sustentava que sem a geometria existente ndo
era possivel um raciocinio sobre o espago. A algebra por sua vez, era apenas uma generalizacdo
dos numeros reais. A expressdo matematica, a X b por exemplo, s6 poderia significar a
multiplicacdo de dois nimeros reais quaisquer (BOYER, 1978; EVES, 2011).

O postulado das paralelas de Euclides, que desde alguns séculos antes de Cristo
intrigava 0s matematicos, sO veio a ter solucdo no século XIX. Muitos matematicos se
recusavam a aceitar que a proposicao de Euclides fosse um postulado, acreditavam que poderia
ser demonstrada, e desse modo, se tornaria um teorema. Nos seculos anteriores a XIX 0 méximo
gue se conseguiu sobre o quinto postulado de Euclides foi reescrevé-lo de forma mais sucinta

“Por um ponto passa uma Unica reta paralela a uma reta dada” (DOLCE e POMPEO, 2005, p.

11Porém, duas referéncias iniciais sobre esse tema sdo os livros: O Movimento da Matematica Moderna: Historia
de uma Revolugdo Curricular (Oliveira et al, 2011) e Osvaldo Sangiorgi: Um professor moderno, (VALENTE et
al, 2008). Um estudo mais detalhado pode ser encontrado na vasta quantidade de dissertagdes, teses e artigos, dos
pesquisadores dos oito grupos de pesquisa da historia da matematica ligados a Sociedade Brasileira de Historia da
Matematica — SBHMat.
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64) e verificaram que esse postulado ndo era necessario para desenvolver a geometria de
Euclides. Isso foi o suficiente para os matematicos do século XIX resolverem o problema. Eles
ndo demonstraram o suposto teorema com as proposicdes de Euclides, mas criaram inicialmente
dois tipos de geometrias diferentes, ndo sem muita resisténcia da comunidade académica da
época e certo espanto dos que a descobriram, a saber, o hingaro Janos Bolyai (1802 — 1860) e
0 russo Nicolai Ivanovitch Lobachevsky (1793 — 1856). (EVES, 2011).

Essas outras geometrias ficaram conhecidas como geometrias ndo-euclidianas e a
geometria que foi inicialmente desenvolvida por Euclides, alguns séculos antes de Cristo, foi
nomeada de geometria euclidiana. Logo que as geometrias de Bolyai e Lobachevsky foram
aceitas e compreendidas, abriu-se caminho para se inventar outras geometrias em espacos
totalmente abstratos, que Eves (2011, p. 544) chega a chamar as geometrias construidas a partir
do mundo fisico de “conceito empirico derivado de nossas experiéncias exteriores”. Essas
descobertas foram fundamentais para que no inicio do século XX fosse construida a Teoria da
Relatividade de Einstein. A grande diversidade de geometrias que surgiram, criou dificuldade
de classifica-las.

Em 1872, Felix Klein propde a seguinte defini¢do para geometria “Uma geometria € o
estudo das propriedades de um conjunto S que permanecem invariantes quando se submetem
os elementos de S as transformagdes de algum grupo de transformagdes” (EVES, 2011, p. 606).
Essa definicdo possibilitaria a classificacdo das geometrias de acordo com as transformacdes
geométricas e desse modo, a geometria euclidiana ficaria definida em termos de isometria e
homotetia. No entanto, no século XX, verificou-se que essa definicdo ndo era suficiente para
classificar todas as geometrias que estavam surgindo, mesmo assim, as geometrias que podiam
ser classificadas a maneira de Félix Klein, foram chamadas de geometrias kleinianas.

Se a geometria se libertou da geometria euclidiana, a algebra se libertou dos nimeros
reais, por isso que Boyer (1974) e Eves (2011) referem-se ao século XIX como o século da
libertacdo da algebra e da geometria. O fisico e mateméatico William Rowan Hamilton teve que
abandonar a lei da comutatividade para trabalhar com os ndmeros quatérnios, o qual tinha
descoberto, e Arthur Cayley (1821 — 1895), o pioneiro nos estudos de matrizes, verificou que a
multiplicacdo de matrizes ndo era comutativa. Conforme as descobertas iam ocorrendo,
comecgou-se a perceber que determinados campos da matematica possuiam certas estruturas, e
assim, passou-se a estudar as estruturas matematicas sem estudar os objetos especificos. Esse
campo de estudo ficou conhecido como algebra abstrata, algebra moderna ou simplesmente

algebra. As letras passaram a significar, ndo apenas numeros reais, mas qualquer elemento de
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uma estrutura matematica. A expressdo algébrica a x b por exemplo, agora pode significar uma
operacdo com nimeros quatérnios, com matrizes, com vetores, com fungdes, entre outros.

O século seguinte a esses descobrimentos, ou seja, 0 século XX, foi marcado por estudos
de estruturas algébricas, onde mais de 200 estruturas sdo conhecidas hoje. Uma das estruturas
mais comuns sdo 0s grupos. Essa estrutura se tornou t&o intrigante que “a teoria dos grupos
estava invadindo quase todos os dominios da matematica e alguns matematicos comegavam a
achar que toda a matematica ndo passaria de alguns aspectos dessa teoria” (EVES, 2011, p.
605). Isso mostra o quanto as estruturas algébricas, principalmente 0s grupos, moveram 0s
matematicos no século XIX.

Impressionados com as multiplas geometrias e algebras que surgiram no século XIX,
ndo tardou para que matematicos comecgassem a se preocupar com o ensino de matematica para
criancas e adolescentes, e jovens que queriam entrar nas universidades. Desse modo, comecou
a surgir diversos movimentos que debatiam e faziam propostas de um novo curriculo. Dois
desses movimentos se destacaram: O programa Erlanger de Félix Klein e o0 movimento da
Escola Bourbaki.

O matemaético alem&o Félix Klein (1849 — 1925) ministrou em 1872, na Universidade
de Erlanger, uma palestra onde expressou a sua visdo pedagdgica sobre o ensino da matematica.
Ele expds uma lista de assuntos essenciais que ndo poderiam faltar em um ensino ideal, e sua
concepgdo era fundamentada em suas proprias pesquisas sobre estruturas algébricas e as mais
diversas geometrias. Dentre os conteldos essenciais estava as transformacdes geométricas, pois
como visto anteriormente, Klein tinha definido geometria em termos de transformacées
geométricas além disso, as transformacGes geométricas eram um interessante campo de
pesquisa sobre estruturas algébricas. Por exemplo, considerando a isometria, a simetria ou a
homotetia como uma operacdo, ao escolher um conjunto de pontos S, pode-se estudar a
estrutura que S possui, munido de uma dessas operacfes. Essa énfase as transformacGes
geométricas moveu movimentos e debates nas décadas e séculos seguintes (BOYER, 1974;
EVES, 2011).

Os movimentos da escola Nicolas Bourbaki tiveram um impacto maior que o programa
de Erlanger de Klein. Essa escola se tornou semelhante a uma seita e pode lembrar até mesmo
a escola Pitagdrica com seus cerimoniais e mistérios. Surgiu inicialmente em 1934 na Franca,
com cinco jovens insatisfeitos com os livros oferecidos a jovens que pretendiam passar nos
testes de admissdo numa universidade francesa, para cursar matematica. Inicialmente eles

comecaram escrevendo alguns livros para os exames de admissdo, mas conforme foram
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ganhando adeptos em toda a Europa, foram tornando-se mais ambiciosos. Comegaram a
desenvolver pesquisas em matematica e escrever diversos artigos e livros de matematica pura.
Trabalhavam em equipe e publicavam os seus artigos e demais obras, sob o pseudénimo de
Nicolas Bourbaki, o qual ndo era o nome de nenhum dos membros do grupo e a origem desse
nome, eles guardam em segredo até os dias de hoje. Os bourbakis, como s&o conhecidos 0s seus
membros, debrucaram-se no estudo das estruturas algébricas e seus trabalhos sdo referéncias
nessa area. Eles defendem que “a matematica atual se reduz ao estudo das estruturas que se
originam das algebricas, das de ordem e das topoldgicas, quando essas estruturas Sao
combinadas entre si” (ABE, 1989), ou seja, a matematica € ciéncia que estuda as estruturas e
as relacdes entre elas. Os bourbakis defendiam um rigor matematico, embora admitissem que
ha diferentes formas de resolver um problema matematico. Também defendiam que sempre
existe uma forma mais elegante e breve para resolvé-lo.

O MMM ganhou ainda mais for¢a, quando em 1955 Jean Piaget publicou De la logique
de l’enfant a la logique de [’adolescent: essai sur la construction opératoires formelles, que
numa traducdo literal seria: Da logica da crianca a logica do adolescente: um ensaio sobre a
construcdo de estruturas operacionais formais (INHELDER e PIAGET, 1976). Nessa época
Piaget ja havia publicado mais de 20 obras e suas ideias ja tinham alcancado todo o ocidente.
De acordo com Raymond Duval em entrevista a Freitas e Rezende (2013), Piaget nessa época,
era praticamente inquestionavel. Na obra de 1955, Piaget lanca as bases da sua teoria
estruturalista, que viria a se consolidar com Le Structuralisme, em 1968 (PIAGET, 1979).
Nessas obras (PIAGET, 1976 e 1979), Piaget destaca a importancia da escola Bourbaki em
difundir as estruturas matematicas, e acrescenta que ndo € s6 a matematica que possui tais
estruturas, mas todas as ciéncias, e ndo somente as ciéncias, mas também, a cogni¢do humana.
Afirma que, em relacdo a cognicdo humana, as criangas e adolescentes elaboram esquemas de
acao para resolverem problemas e interagir com conhecimentos diversos. Piaget procura entéo,
encontrar um padrdo nesses esquemas e acoes e conclui que esses padrdes estdo relacionados a
certas estruturas cognitivas. No entanto, 0 MMM praticamente ndo levava em conta as
metodologias de ensino e nem os modelos de aprendizagem, 0 movimento orbitava em torno
dos contetidos de matematica. Embora Piaget tivesse se apropriado dos conhecimentos sobre
estruturas matematicas para desenvolver sua teoria estruturalista, ele criticou o ensino de
matematica que leva em consideracdo somente as estruturas matematicas e ignoram as
estruturas cognitivas. (PIAGET, 1979; SOUZA, 2009; MUNARI, 2010 e FREITAS e
REZENDE, 2013.).
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No Brasil, o foco também eram os contetidos de matematica. As metodologias de ensino
e teorias de aprendizagem eram praticamente inexistentes nos cursos e eventos de um modo
geral (SOARES, 2005; OLIVEIRA et al. 2011 e VALENTE et al. (2011). As pesquisadoras
Flainer R. de Lima e Laurizete F. Passos, no capitulo quatro de Valente et al. (2011) levantam
duvidas se os professores de matemaética aprendiam os conteudos, nos cursos organizados no
MMM. Isso porque, em muitos casos, 0s cursos eram subse¢dos inteiros de matematica de nivel
superior, que geralmente nas universidades levavam um semestre inteiro para ser ministrados,
mas nos cursos eram ministrados em poucas semanas. Além disso, muitos professores nem
tinham formacéo superior, pois 0s cursos de licenciaturas em matematica, naquela época nao
eram muito comuns.

Desse modo, a Matematica Moderna esta relacionada as descobertas matematicas do
século XIX, principalmente com as estruturas, sejam elas algébricas ou topoldgicas. Eves
(2011) refere-se & Matematica Moderna como a matematica do seculo XIX, onde a &lgebra se
libertou dos numeros e a geometria se libertou de Euclides. O autor também associa a
Matematica Moderna a matematica com énfase a abstracdo e as estruturas, que foi defendida
principalmente pelos bourbakis, que mobilizou diversos movimentos pela renovacdo do
curriculo da Educagdo Basica. D’Ambrosio (2011) refere-se as disciplinas de matematica
moderna, como aquelas que estdo relacionadas as estruturas matematicas e as descobertas do
século XIX. De certa forma, tanto Eves (2011) quanto D’Ambrosio (2011), relacionam a

Matematica Moderna com as estruturas matematicas, descobertas no século XIX.

3.3 ORIGENS DO ENSINO DAS TRANSFORMACOES GEOMETRICAS NO BRASIL

3.3.1 A inquietacdo sobre o ensino da geometria nos Estados Unidos e na Europa e o

reflexo no Brasil

Os eventos organizados por matematicos europeus e norte-americanos, frequentemente
mostravam um descontentamento em relagdo & geometria ensinada na Educagdo Basica da
Europa e da América do Norte. Nesses dois continentes, ensinava-se uma geometria axiomatica,
muito proxima aos Elementos de Euclides. Para tais professores, essa geometria era
ultrapassada para 0 momento e precisava ser renovada. Desse modo, duas concepgdes
emergiam e dividiam opinides. Alguns professores defendiam a chamada geometria

experimental, cujo estudo iniciava ndo com definicbes e axiomas, mas com problemas de
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geometria que remetessem ao cotidiano e depois de varios experimentos desse tipo, caminhava-
se em direcdo as generalizacdes e proposi¢Ges. A outra concepgao era ensinar geometria de
acordo com o Programa Erlanger de Felix Klein, dando énfase as transformacGes geométricas.
(OLIVEIRA etal. 2011 e VALENTE et al. 2011).

Se na Europa e Estados Unidos essas duas concepcdes dividiam opinides, no Brasil, as
discuss@es sobre o0 ensino de geometria foram ainda mais conturbadas. Alguns dos idealizadores
do MMM no Brasil alegavam que no pais, nem a geometria euclidiana era ensinada. A
geometria era um assunto praticamente esquecido na Educacao Basica e como entéo, eles iriam
renovar o curriculo da geometria se praticamente nem havia o ensino de geometria? Esse era
um questionamento recorrente durante esse movimento. Entre os idealizadores do MMM no
Brasil, estava Omar Catunda, professor que afirmou que os alunos brasileiros ndo aprendiam
geometria, e se na Europa e Estados Unidos o lema era Abaixo Euclides, no Brasil o lema
deveria ser ao menos Euclides (CATUNDA apud VALENTE et al. 2011).

Benedito Castrucci, outra referéncia do MMM no Brasil, autor de diversos livros,
também fazia pesadas criticas ao ensino de geometria. Ele afirmou que os projetos estrangeiros
eram muito ousados para o Brasil, e ao comentar sobre o fim do MMM, diz que o fracasso do
movimento esta relacionado a geometria (CASTRUCI apud VALENTE et al. 2011). Martha
Dantas, referéncia do MMM na Bahia, em entrevista a Mabuchi (2000), diz que os idealizadores
do MMM no Brasil chegaram a um consenso sobre o que ensinar em relagcdo a aritmética e
algebra, mas 0 mesmo nao ocorreu com o ensino de geometria.

As pesquisas de Regina Maria Pavanello, no final da década de 1980, vao ao encontro
das concepgdes de Omar Catunda e Benedito Castrucci, no sentido de que o ensino de geometria
era praticamente esquecido na Educacdo Baésica. Pavanello (1989; 1993) aponta que a
geometria era ensinada, desde pelo menos na década de 1930, a uma pequena elite da sociedade
que tinha condigdes de pagar por aulas particulares. E mesmo com as diversas tentativas e acdes
dos governos, no decorrer das décadas seguintes, para democratizar a educagdo como um todo,
a geometria permaneceu deixada de lado e esse quadro ndo mudou na época do MMM. Mesmo
com esse cendrio conturbado, houve professores que ensinaram e defenderam o ensino de

geometria com énfase as transformacfes geométricas.

3.3.2 Osvaldo Sangiorgi no MMM e as transformacdes geometricas
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Dentre os professores que ganharam bolsa, para ir aos Estados Unidos na década de
1960 e participar de cursos, palestras, debates, entre outros, sobre 0 MMM, estd Osvaldo
Sangiorgi (1921 — 2017). Nessa época ele era um professor destacado na cidade de S&o Paulo,
escritor de livros didaticos muito vendidos, pois os livros didaticos ndo eram distribuidos
gratuitamente as escolas. E dificil saber quantos exemplares venderam, mas Valente et al.
(2008) informa que 85.862 exemplares foram editados somente em 1953. Ao voltar ao Brasil,
Sangiorgi tornou-se um entusiasta do MMM, promoveu eventos em diversos estados
brasileiros, liderou o Grupo de Estudos do Ensino da Matematica (GEEM), tornou-se um
conferencista interacional, chegando a fazer conferéncias no Japéo, e ganhou grande espago na
midia brasileira (VALENTE et al. 2008; OLIVEIRA et al. 2011).

Em 1963, Sangiorgi langcou o primeiro livro, do primeiro volume da colecgdo:
Matematica Curso Moderno, uma cole¢do com quatro volumes, cada volume destinado a uma
das séries do Ginasio. No ano de lancamento, foram vendidos cerca de 240 mil exemplares. O
sucesso nas vendas impulsionou a edi¢do de aproximadamente 250 mil exemplares, em cada
ano, nos trés anos seguintes, alcancando nesse tempo, dez edi¢cdes. N&o é de conhecimento dos
historiadores do MMM, outra colecdo de livros didaticos de matematica, que foi mais vendida
que os de Sangirorgi, durante e antes da década de 1960 no Brasil. A partir de 1971, quando o
Ginasio deu lugar ao 1° Grau, os livros de Sangiorgi ndo tiveram mais saida no mercado, até
que em 1974 as impressdes cessaram. Ele escreveu outras colec¢des, tentando adaptar a colecédo
Matematica Curso Moderno, para 0 1° Grau, mas ndo obteve sucesso como a colecao anterior.
Outro fato que fez com que essas novas cole¢Bes nao tivessem sucesso, é que 0 MMM
comecava a desmoronar em meados da década de 1970 (VALENTE et al. 2008; OLIVEIRA et
al., 2011).

Em relacdo a insercéo das transformac6es geomeétricas no curriculo da Educacédo Bésica,
Osvaldo Sangiorgi, procurava ndo entrar em muitas polémicas e destacava a importancia dos
trés tipos de geometria: a geometria euclidiana em sua forma axiomatica, a geometria
experimental e a geometria pelas transformacfes geométricas. Na sua colecdo Matematica
Curso Moderno, as trés geometrias aparecem. As transformacfes geométricas aparecem no
tomo 111 de sua colecdo, direcionado a terceira série ginasial, aparecendo apenas no apéndice
do livro (VALENTE et al. 2008).

3.3.3 Lafayette de Moraes e a traducéo de livros estrangeiros
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Dentre os professores que foram levados aos Estados Unidos em 1960, encontram-se
também, Lafayette de Moraes e Lydia Lamparelli. Esses dois professores ganharam bolsa da
NSF — National Science Foundation para participar de diversos cursos e palestras sobre o
MMM. Ao voltarem ao Brasil, ficaram responsaveis por traduzir duas colecdes de livros
didaticos norte-americanos, uma colecdo para o Primario e outra para o Ginasio. O nome dessa
ultima colegdo no original € Mathematics for Junior High School e foi traduzido pelo professor
Lafayette de Moraes e ganhou 0 nome de Série Matematica Curso Ginasial, composto por
quatro volumes. Quando a tradugdo dos dois primeiros volumes, em 1967, foi finalizada e
publicada, a colecdo de Sangiorgi ultrapassava a marca de 250 mil exemplares publicados por
ano. Silva (2013) diz que h& evidéncias de que os livros traduzidos por Lafayette néo
conseguiram tanto sucesso diante da aclamada colecdo de Sangiorgi, mesmo assim algumas
escolas adotaram esses livros como referéncia (OLIVEIRA et al, 2011; SILVA, 2013).

As transformagOes geométricas estdo somente no terceiro volume da colecéo, destinado
a 32 série ginasial, inseridas dentro de um capitulo de geometria. Apenas quatro paginas sao

dedicadas a esse contetdo.

3.3.4 Martha Dantas e Omar Catunda e o programa de ensino de geometria pelas

transformac®es geométricas

Os estados de S&o Paulo e da Bahia aparecem como os maiores centros de divulgacéo e
producdo de materiais do MMM. A lider do MMM na Bahia foi a professora Martha Maria de
Souza Dantas (1925 — 2011). Entusiasta pelo ensino da matematica, a jovem professora com 27
anos de idade viajou para a Europa para observar como era 0 ensino da matematica nesse
continente. Viajou pela Bélgica, Inglaterra e Franca, observou diversas aulas e participou de
eventos para professores. Ao voltar ao Brasil, organizou o | Congresso Nacional de Ensino de
Matematica, em sua cidade Salvador, em 1955. Em 1958 ganhou uma bolsa para estudar e
observar as aulas de matematica em Portugal. Quando 0 MMM se intensificou no Brasil em
1960, engajou-se nesse movimento (MABUCHI, 2000; SILVA e CAMARGO, 2008; FREIRE
e DIAS, 2010; PINHEIRO e RIOS, 2010).

Omar Catunda (1906 - 1986) era um notavel matematico, professor de matematica em
duas universidades de S&o Paulo? que havia se engajado nesse movimento e em 1961 foi um

dos trés representantes do Brasil na Primeira Conferéncia sobre Educacdo Matematica (I

2Universidade de Sdo Paulo — USP e Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras — FFCL. Ver Lima (2016).
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CIAEM) em Bogotd na Colémbia, patrocinada pela Nacional Science Foundation, Ford e
Rockfeller. Ele se aposentou em 1963 e se mudou para a Bahia nesse mesmo ano, passando a
trabalhar junto com a professora Matha Dantas em prol do MMM. Os dois professores e sua
equipe produziram um vasto material didatico sobre Matematica Moderna, organizaram
eventos e ministraram diversos cursos (FREIRE e DIAS, 2010; PINHEIRO e RIOS, 2010;
LIMA, 2016).

Martha Dantas e Omar Catunda abracaram a causa de ensinar geometria pelas
transformacdes geometricas. Eles lideraram um ousado projeto de construir a geometria
euclidiana plana, em termos de transformacdes geomeétricas, voltado a Educagdo Basica. Desse
modo, ao longo das décadas de 1960 e 1970 fizeram diversos experimentos em sala de aula e
iam modificando as préaticas e os materiais, conforme as experiéncias adquiridas. Nessas duas
décadas, elaboraram diversas apostilas e fichas de trabalho relacionados a esse projeto. No final
da decada de 1980, apds a morte de Omar Catunda, Martha Dantas e equipe sintetizaram as
fichas de atividades na forma de um livro e o publicaram pela Universidade Federal da Bahia -
UFBA, com o titulo “As Transformagdes Geométricas e o Ensino da Geometria” (CATUNDA
etal., 1988). Em entrevista a Mabuchi (2000), Martha Dantas comentou que as transformacdes
geométricas eram ensinadas até aqueles dias em Salvador e nos cursos de licenciatura em

matematica.

3.3.5 Almerindo Bastos e os Guias Curriculares do estado de Sdo Paulo

Outro professor influente no estado de S&o Paulo, engajado no MMM, foi Almerindo
Marques Bastos, aluno de Omar Catunda, que diz ter sido influenciado por este. Almerindo
trabalhava na Secretaria de Educacdo de S&o Paulo quando foi convidado a participar da
elaboracdo de um guia curricular para o estado de Sdo Paulo em 1970. A proposta do guia
curricular era oferecer um documento que pudesse ser usado como um suporte aos professores
do estado de Sdo Paulo, frente a mudancga do Ginéasio para o 1° Grau que estava ocorrendo
naquele tempo. O professor Almerindo M. Bastos aceitou a proposta com a condicdo de que
tais documentos ndo fossem obrigatdrios, mas que tivessem o carater de uma proposta. A
condicdo foi aceita, os capitulos referentes & matemética foram escritos pelo professor
Almerindo juntamente com as professoras Anna Franchi e Lydia Condé Lamparelli. Esta

ultima, € a mesma que esteve com Lafayette nos Estados Unidos no inicio da decada de 1960
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(SAO PAULO, 1975; MABUCHI, 2000; SOUZA, 2005). Em 1975 esses guias foram
publicados com o titulo “Guias Curriculares Propostos para as Matérias do Nucleo Comum do
Ensino de 1° Grau” (SAO PAULO, 1975).

Almerindo era um defensor do ensino de transformacdes geométricas na Educacéo
Basica. Em entrevista a Mabuchi (2000), afirma que as melhores aulas que deu de geometria
foram as que tiveram énfase em transformagdes geométricas. Na lista dos conteldos de
matematica propostos nos Guias, Bastos e equipe sugeriram as isometrias e simetrias no
curriculo da 62 e 72 série e homotetias para a 82 séerie. Interessante notar que até hoje, isso se
mantém, tanto os PCNs e a BNCC sugerem isometrias e simetrias para 7° e 8° ano e homotetias
no 9° ano. Isso também pode ser visto nos Guias de Livros Didaticos, que apontam que os livros
didaticos mantém essa ordem dos conteudos. Desse modo, a organizacdo do curriculo atual, em
relacdo a isometrias, simetrias e homotetias, podem ter origem na proposta de Bastos e equipe,
nos Guias Curriculares do Estado de Sdo Paulo. Outro ponto a destacar também, é que nessa
mesma época, uma disciplina de transformacdes geométricas passou a ser ofertada nos cursos
de licenciatura em mateméatica da USP e da PUC-SP (SAO PAULO, 1975; MABUCH], 2000;
SOUZA, 2005).

3.4 0 FIM DO MMM NO BRASIL

O MMM foi difundido no Brasil e nos paises da area de abrangéncia dos Estados
Unidos, ndo sem muita resisténcia, desde o seu inicio. No entanto, depois da transi¢do do
Ginésio para o 1° Grau, esse movimento comecou a ficar insustentavel. Como foi visto, para
entrar no Ginasio os alunos teriam que passar por um exame de admissdo, e desse modo, 0s
alunos do Ginasio eram um seleto grupo de alunos com bom desempenho escolar. Mesmo assim
ja se percebiam as dificuldades desses alunos em estudarem matemética com énfase nas
estruturas algébricas. No 1° Grau, o publico era mais diversificado, eram alunos com diferentes
conhecimentos e de diversas classes sociais e por isso, as dificuldades tornaram-se mais
evidentes. Ndo demorou para que uma onda de professores comecasse a se posicionar contra o
MMM. Os professores universitarios comecaram a escrever artigos relatando os problemas
desse movimento, e até mesmo a midia, que anos atras tinha promovido Sangiorgi e 0 MMM,
comegcava a sugerir o abandono da Matematica Moderna.

Em 1976 foi lancado no Brasil a tradugdo do livro O Fracasso da Matematica Moderna
(KLINE, 1976), de autoria de um matematico norte-americano que fazia pesadas criticas ao
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movimento. Esse livro causou grande impacto no Brasil, que até mesmo Sangiorgi se viu
pressionado a se posicionar em relacédo a ele. Oliveira et al. (2011) e Valente et al. (2011) ndo
marcam uma data para o fim do MMM no Brasil, mas na década de 1980 as concepcdes sobre
0 ensino de matematica ja eram bem diferentes desse movimento.

A heranga e os impactos deixados pelo MMM sdo variados e complexos de se analisar.
Desde os investimentos norte-americanos no Brasil, a partir do final da década de 1940, que
resultaram na criacdo do IMPA, na formacdo de grupo de estudos de professores, na
organizacdo de eventos para professores que ensinam matematica na Educacdo Basica, na
proliferacdo de cursos de licenciatura em matematica, tudo isso teve origem no MMM. De
acordo com Fiorentini e Lorenzato (2012), 0o MMM preparou 0 caminho para o surgimento da
Educacdo Matematica como campo profissional e area de conhecimento. Para a professora
Lucilia Bechara Sanchez, uma das lideres do MMM em Sao Paulo ao lado de Sangiorgi e
Almerindo M. Bastos, em entrevista a Mabuchi (2000), afirma que “A Matematica Moderna
morreu, mas foi uma semente que deu origem a outras flores, que irdo de a mesma forma morrer
e depois virardo sementes.” (SANCHES apud MABUCHI, 2000, p. 227). Para essa professora
a fase do MMM foi superada, mas para aquela época foi fundamental.

Entre as marcas deixadas pelo MMM est4 a isometria e a simetria no curriculo da
Educacdo Basica. Enquanto na época do MMM esses dois conceitos estavam ligados a
estruturas matematicas dos grupos, nos PCNs e na BNCC eles aparecem relacionados a
congruéncias e caracteristicas de figuras. Embora o foco desse trabalho ndo seja verificar as
origens das diferentes interpretacbes em torno dos termos isometrias e simetrias, dois aspectos
do MMM chamam a atencdo para essa questdo. As discussdes sobre transformacoes
geométricas, que envolviam as isometrias e simetrias, nesse periodo, foram bastante
conturbadas e alguns lideres desse movimento alegavam que o Brasil ndo estava preparado para
inserir tais conceitos na Educacédo Basica. Os cursos oferecidos aos professores eram subse¢aos
inteiros de matematica de nivel superior e é questionavel se os professores realmente estavam
preparados para aprender tais subsecdos. Esses dois aspectos podem ter influenciado as
diferentes interpretacOes e confusdes em torno desses dois termos (VALENTE et al. 2008;
OLIVEIRA et al. 2011).
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4. TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACOES SEMIOTICAS

Esse capitulo esta dividido em trés partes. Além da introducéo, o segunda secao trata de
alguns fundamentos filoséficos e semidticos da teoria, enquanto o terceira secdo aborda os
Registros de Representacdes Semidticas, um conceito primordial dentro da teoria.

4.1 INTRODUCAO

A historia da Teoria dos Registros de Representacdes Semioticas também inicia no
MMM. Raymond Duval € natural da Franca, 0 mesmo pais do surgimento da Escola Bourbaki
e pais vizinho da Suica, de Jean Piaget. Alias, Piaget realizou conferéncias na Franca e publicou
diversas obras em francés. E no clima do MMM que Raymond Duval defende sua tese de
doutorado sobre o desenvolvimento de noc¢des fisicas e matematicas em criancgas e adolescentes,
fundamentado na epistemologia genética de Piaget. Sua tese chamou atencéo dos idealizadores
do MMM e ele foi contratado em 1970 para trabalhar no Instituto de Pesquisa sobre o Ensino
da Matematica — IREM da Franca (FREITAS e REZENDE, 2013).

Logo que Duval iniciou suas atividades em sala de aula, percebeu que os principios e
metodologias do MMM causavam dificuldades a aprendizagem dos alunos. Duval comegou a
trilhar um caminho diferente daquele proposto pelo MMM. Os idealizadores desse movimento
defendiam a unidade da matematica, tanto unidade conceitual como unidade de linguagem, ou
seja, defendiam que o0s conceitos matematicos eram mais importantes, pois se fundamentavam
no Bourbaki. Por outro lado, Duval defendia as multiplas linguagens, especialmente o nao
abandono da lingua natural, bem como as representagdes figurais e geométricas. Duval sofreu
rejeicdo dentro desse movimento e teve que publicar os resultados de suas pesquisas fora do
ambito do IREM, onde inicialmente tinha sido contratado.

N&o demorou para que 0 MMM comegasse a perder forgas, mas enquanto isso, Duval
intensificava suas pesquisas e se tornava cada vez mais aceito no ambito educacional, até que
em 1995 ele publica Semiosis et Pensée Humaine. Registres semiotiques et apprentissagens
intellectuels, a primeira apresentacao sistematica de sua teoria (DUVAL, 2004; DUVAL, 2011;
FREITAS e REZENDE, 2013).
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4.2 FUNDAMENTOS FILOSOFICOS E SEMIOTICOS DA TEORIA DOS REGISTROS DE
REPRESENTAGCOES SEMIOTICAS

4.2.1 O Campo Perceptivo Multissensorial e os Objetos Matematicos

Duval (2011; 2016) fala em campo perceptivo multissensorial. Para compreender o que
é isso, deve-se voltar a Grécia Antiga, mais especificamente ao filésofo Aristételes (2011;
2019). Para esse antigo filésofo, 0 homem tem cinco sentidos, a saber: audi¢&o, visdo, paladar,
tato e olfato. Sabe-se hoje, que os cinco sentidos ndao ddo conta de explicar todas as sensacdes
do ser humano. Além disso, os sentidos sdo ativados em conjunto, formando assim muitas
combinacBes e ndo ha um consenso sobre quantos sentidos existem, nem mesmo, o0 que é um
sentido e o que pode delimitar que uma sensacdo pode ser, ou ndo, um sentido, de acordo com
Henshaw (2012), Moyle (2018) e Barret (2021). Diante disso, Duval admite a existéncia de um
campo perceptivo multissensorial, que € um conjunto de elementos que o ser humano pode
captar através de seus multiplos sentidos e sensa¢des, ou ainda, acessar de modo direto através
de um ou mais de seus sentidos. No campo perceptivo multissensorial também estéo inclusos
aqueles objetos cujo acesso se da por meio de instrumentos tecnoldgicos, como por exemplo 0s
microrganismos vistos por meio de microscopios, ou 0s corpos celestes que podem serem vistos
com o uso de telescépios.

H&, porém, uma gama de objetos que o ser humano ndo consegue acessar através de seus
maultiplos sentidos, a qual sera chamado aqui de abstratos, embora, raramente Duval use esse
termo para referir-se a eles. Os objetos abstratos, no entanto, podem ser acessados unicamente
por representacdes. Desse modo ndo se tem acesso direto a eles, mas sim, acesso indireto. Para
Duval (2011; 2012; 2016) todos os objetos de estudo da matematica sdo abstratos e 0 acesso
ocorre por meio de representagdes. Isso implica que, jamais manipulam-se objetos
matematicos, somente as suas representacdes. Fazer e aprender matematica consiste em
manipular as representacdes de objetos matematicos, e por isso a énfase de Duval as

representacdes, em detrimento dos conceitos.

4.2.2 Signos e Semidtica

A semiotica é a ciéncia que estuda as linguagens e o0s signos. Destaca-se inicialmente

que as linguagens ndo se limitam ao estudo das linguas, mas a linguistica € uma dentre muitas
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areas de conhecimento que a semidtica pode-se ocupar. As linguagens sdo muito diversas, como
a linguagem de trénsito, a linguagem de sinais para pessoas surdas e a linguagem corporal. E
por isso que se pode ver estudos semi6ticos nas areas, como cinematografia®, publicidade e
propaganda'*, design®, moda®, entre outros. Em relagio aos signos ndo ha um consenso entre
0s semidlogos sobre o seu conceito e definicdo (SANTAELLA, 1983).

Os signos sdo representacdes de objetos. No entanto, a forma como 0s signos
representam os objetos é explicada de diferentes formas pelos semidlogos. Para Duval (2011)
os modelos de conhecimentos, ou seja, as teorias que procuram explicar o que € o conhecimento
e como ocorre a aprendizagem, depende da concepgéo que se tem dos signos. A relacdo entre
0 signo e o objeto pode ser de duas maneiras: pode ser uma relacdo causal ou uma relagéo
arbitraria. Uma relacdo causal pressupGe que o0 objeto causa a representacdo, enquanto uma
relacdo arbitraria pressupde que a relacdo entre o objeto e sua representacdo € arbitraria. Para
compreender as relacdes causal e arbitraria sdo apresentados os Exemplos 1 e 2.

Exemplo 1: Os nUmeros naturais, assim como todos os objetos matematicos, sdo
abstratos, isto €, sdo elementos que ndo estdo acessiveis ao campo perceptivo multissensorial.
Desse modo, a Unica forma do ser humano ter acesso a eles é usando representacdes. Quando a
representacdo do nimero cinco, por exemplo, for cinco riscos, cinco marcas ou qualquer sinal
que explicite cinco unidades (Figura 6), diz-se que essa representacdo € causal, pois a

caracteristica quantitativa do nimero cinco esta também presente nessas representacoes.

Figura 6: Trés representacdes causais do nimero cinco
® ® \
O @
®

Fonte: Os Autores

13Um estudo mais detalhado sobre semidtica no cinema e na televisdo, pode ser encontrada em Cardoso (2008), Metz (1974) e
Santos (2011).

14Um estudo mais detalhado sobre semidtica e publicidade e propaganda, pode ser encontrado em Santaella (2010), Souza e
Satarelli (2006) e Volli (2003).

5Um estudo mais detalhado sobre semidtica e design, pode ser encontrado em Braida (2014), Mangado (2008) e Niemeyer
(2013).

16Um estudo mais detalhado sobre semidtica e moda, pode ser encontrado em Castilhos e Martins (2008).
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Quando a representacao do numero cinco é dada por convencao, de maneira intencional,
mas que ndo traz as caracteristicas inerentes ao nimero cinco, entdo essa representacao é

arbitraria, conforme Figura 7.

Figura 7: Trés representacdes arbitrarias do nimero cinco

5 cinco| V

Fonte: Os Autores

A Figura 7 mostra a trés representacdes arbitrarias do nimero cinco: o simbolo indo-
arabico, a palavra cinco em lingua portuguesa e o algarismo romano que representa esse
namero.

Exemplo 2: O losango também é um objeto abstrato. O ser humano ndo consegue
produzir um quadrilatero que tenha perfeitamente quatro lados congruentes. No entanto, quando
ele é representado por uma figura que possa parecer aos olhos humanos, que seus quatro lados
sejam congruentes, entdo essa representacdo é causal. Quando ele é representado por uma
palavra, por uma descricdo ou definicdo, entdo essa representacdo passa a ser arbitraria. A
Figura 8 mostra trés representacdes causais do losango e a Figura 9 mostra trés representacoes
arbitrérias.

Figura 8: Trés representacdes causais do losango

Fonte: Os Autores

Na Figura 9, a palavra losango em lingua portuguesa, a palavra losango em lingua
hangara e a definicdo de losango em lingua simbdlica sdo exemplos de representagdes

arbitrarias do objeto losango.
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Figura 9: Trés representacdes arbitrarias do losango

Poligono ABCD, de modo
que d(A,B) = d(B,C)
Losango Rombusz |-dcm=dpae
nenhum trio desses
pontos, sejam colineares.

Fonte: Os Autores

A primeira discussao sobre a causalidade ou arbitrariedade do signo, que se tem noticias,
é a obra Crétilo de Platdo (PLATAOQ, 2014). Nessa obra, aparecem trés personagens debatendo
se 0s nomes das coisas sdo derivados de uma raz&o natural ou s&o arbitrarios, estabelecidos por
uma determinacdo ou convengdo. Embora o desenrolar dessa discussdo € passivel dos mais
diversos tipos de interpretacdes, o objeto dessa discussdo é importante para a epistemologia e
para a semiotica (PINHEIRO, 2003; SOUZA, 2010).

No século XIX, Ferdinand Saussure!’ (1857 — 1913) retomou essa discussdo. Saussure
(2006) disse que, para certas pessoas a lingua é uma nomenclatura, em que cada objeto tem
uma palavra associada a ela. No entanto, essa é uma forma intuitiva de compreender o que é
uma lingua, e implica que as ideias e o signo tém uma relacdo de causalidade. Para Saussure
(2006), o signo é a unido do significado e o significante, o significado sdo os conceitos e 0
significante é a imagem acustica da palavra. A imagem acustica € o conjunto de propriedades
sonoras das palavras, desse modo ela é abstrata, € uma representacdo abstrata do som. Para
explicar que a imagem acustica (significante) é abstrata, Saussure (2006) exemplifica com uma
situagdo em que uma pessoa recita um poema mentalmente. Nesse caso, 0S sons ndo S&o
emitidos, mas séo evocadas as propriedades dos sons das palavras. Para o autor, a relacdo entre
o significado e o significante é arbitraria, chamando-a de Principio da Arbitrariedade do Signo.

Duval (2011) distingue dois tipos de representacdo, aquela que tem uma relacdo de
causalidade com o objeto e aquela que tem uma relacao arbitraria. No entanto, Duval ndo usa o
termo arbitrario, mas usa o termo referéncia. Sendo assim, para Duval (2004; 2011), as
representacdes que tém uma relacdo de referéncia com os objetos sdo chamadas de signos.

Portanto, o signo é um tipo especifico de representacdo. Isso pode ser visto quando Duval diz:

YFerdinand de Saussure nasceu na Suica é filosofo e linguista. Fez grandes contribuigdes para as areas de
linguistica, antropologia, psicologia e literatura. Diversos de seus discipulos continuaram a desenvolver as
suas teorias semioticas, tais como Bloomfield, Hjelmslev, Jakobson entre outros. Mais detalhes sobre Saussure
e seus sucessores podemos encontrar em Harris (2001).
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“A relagdo dos signos com as coisas que eles significam é uma RELACAO DE REFERENCIA,
e ndo uma relacdo de causalidade. Essa é a caracteristica essencial, pois ela permite ver em
que os signos diferem das representagdes em geral” (DUVAL, 2011, p. 22, grifo do autor).

Ainda sobre isso, afirma que:

Os signos sdo as representagdes porque eles nao devem jamais ser confundidos com
0s objetos aos quais se referem. E por isso que os signos sdo definidos por sua
caracteristica comum com as representagdes [...] NO entanto, 0s signos sao
radicalmente diferentes das representagdes, em sua relagdo com 0s proprios objetos
que ndo é uma relacéo de causalidade. (DUVAL, 2011, p. 23).

Ou seja, para Duval (2011), tudo o que representa um objeto € uma representacdo. Essa
representacdo pode ser causal ou de referéncia (0 mesmo que arbitrariedade de Saussure
(2006)). Quando uma representacdo é de referéncia, entdo ela € um signo. Para o autor, séo
poucos 0s objetos matematicos que podem ser representados por causalidade, somente 0s mais
elementares como 0s nUmeros naturais pequenos e as figuras geométricas. Com excecao destes,

0s demais objetos matematicos sdo representados por signos.
4.3 OS REGISTROS DE REPRESENTACOES SEMIOTICAS

Todo signo esta inserido dentro de um sistema complexo com regras bem definidas. Por
exemplo, a representacdo formal dos ndmeros naturais acontece por meio do Sistema de
Numeracdo Decimal Posicional. Esse sistema com apenas dez simbolos, a partir de certas regras
bem definidas, é capaz de representar uma infinidade de nimeros naturais. Outro exemplo s&o
os gréaficos de funcdes que, representados em um sistema de coordenadas munido com regras
definidas, podem representar uma infinidade de curvas. Esse ‘sistema complexo com regras
bem definidas’ é chamado por Duval de Registro de Representagdes Semidticas, ou de forma
simplificada, registro. Desse modo, todo signo faz parte de um registro, e ambos, signo e
registro sdo indissociaveis.

Henriques e Almouloud (2016) procuraram definir signo e registro, fazendo da seguinte
maneira: “Um signo ¢ um sinal mobilizado por alguém (sujeito), capaz de permiti-lhe identificar
um sistema ou registro de representagao semiotico ...” (HENRIQUES e ALMOULOUD, 2016,
p. 168). Em seguida definem “um registro de representacdo é um sistema dotado de signos que
permitem identificar uma representacdo de um objeto de saber” (IDEM, p. 169). Assim, eles
definiram signo em termos de registros e definiram registros em termos de signo, mostrando o

qudo indissociaveis estdo esses dois conceitos.
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De acordo com Duval (2011), todo registro permite a criagdo de uma infinidade de
representacdes. Voltando ao exemplo do Sistema de Numeragdo Decimal Posicional, por si s0,
permite representar infinitos numeros naturais. Se for acrescentado o sinal negativo (-), permite
representar infinitos numeros inteiros, e acrescentando outros simbolos como a notacdo de
fracdo ou a virgula, permite representar infinitos nimeros reais. O Plano Cartesiano com suas
regras possibilita representar infinitas curvas de fungdes. Da mesma forma, por meio da
linguagem algébrica que combina letras, nimeros e diversos outros sinais, sdo criadas uma
infinidade de equacdes e expressdes algébricas.

Outra caracteristica dos registros, € que eles cumprem trés operagfes cognitivas, em
qualquer representacdo. A primeira delas é a formac&o, que é a constituicdo dos simbolos, que
sdo escolhidos arbitrariamente ou convencionalmente, para compor 0s registros. A outra € 0
tratamento, pois como “os signos apresentam essa possibilidade de PODEREM SER
SUBSTITUIDOS POR OUTROS SIGNOS, independente dos objetos que eles podem evocar”
(DUVAL, 2011, p. 27, grifo do autor), implica que o mesmo objeto pode ter infinitas
representacfes em um mesmo registro. Esse processo de transformar uma representacdo em
outra, dentro de um mesmo registro, chama-se tratamento. Para Duval (2012, p. 272, grifo do
autor) “O tratamento de uma representacdo € a transformacao desta representacdo no mesmo
registro onde ela foi formada. O tratamento é uma transformagdo interna a um registro”. A

Figura 10 mostra o tratamento sendo realizado no registro algébrico.

Figura 10: Exemplo de tratamento
2
X *h-21 =0
A
(xx1) « ax - ax =0

(x-2)(x+%) = O

Fonte: Os Autores

Na Figura 10 tem-se trés representacdes de um mesmo objeto, em um mesmo registro

semidtico. O objeto é uma parabola e os trés signos da imagem séo as trés representacdes da
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pardbola no registro algébrico, ou da lingua formal. O processo de substituir uma dessas
expressdes por outra, usando as regras e propriedades da algebra, é o tratamento.

Os objetos matematicos podem ser representados em diferentes registros. O processo de
transformar a representacdo de um objeto matematico de um registro em outro registro, €
denominado conversdo. Nas palavras de Duval (2003, p.16) “as conversdes sdo transformacoes
de representagOes que consistem em mudar de registro conservando 0S mesmos objetos
denotados”. No entanto, a conversdao nao ¢ somente uma codificagdo, ela exige dominio de
conhecimento de dois registros de representacfes, aquele que o objeto esta representado
inicialmente e aquele que sera transformado. A conversdo tem um papel fundamental na teoria
de Duval (2003; 2011; 2012), no ambito da aprendizagem, pois de acordo o autor, a
compreensdo de um conteido de matematica repousam sobre a coordenacdo de pelo menos dois
registros de representacoes.

A Figura 11 apresenta trés representacGes de uma Progressdao Aritmética (P.A.), cada

representacdo em um registro diferente: o registro grafico, o registro numérico e o registro

algébrico.
Figura 11: Exemplo de conversao
5
4
3 ,’ 3} ‘—i) i‘ 5) S)...
2
1 . ah = Qh-5
10 1 2/, 3 4 5
1 .
=2 :
-3 |

Fonte: Os Autores

De acordo com a figura, a P.A. estd representada por um grafico, por uma lista de

nameros e por uma equacgdo. O processo de encontrar a equacdo de uma P.A. a partir dos seus
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primeiros termos, ou escrever os primeiros termos de uma P.A. dado o seu gréafico, sdo
exemplos de conversoes.

Para Duval (2004), na matematica existem quatro grandes tipos de Registros de
Representacdes Semioticas, a saber: 1) Registro da lingua natural, 2) Registros da lingua formal
ou algébrica, 3) Registro Figural ou Registro Geométrico e 4) Registro Gréafico. O registro da
lingua natural e o registro da lingua formal podem se fundir, sendo chamado simplesmente de
registro das linguas (DUVAL, 2004). Além desses, Menoncini (2018) sugere o Registro Grafico
Geométrico, que sdo 0s registros que envolvem as curvas no plano cartesiano, em que sao
estudadas as figuras geométricas formadas neste plano. Esse registro é necessario, por exemplo,
quando se estuda integral para calcular a &rea delimitada por curvas.

O presente trabalho procura articular trés Registros de RepresentacGes Semidticas, 0
registro da lingua natural, o registro da lingua formal ou algébrica, e o registro figural ou
geométrico. Esses trés registros sdo usados para analisar as obras da amostra e confrontar os
dados. Desse modo, eles sdo discutidos a seguir.

4.3.1 Registro das Linguas: Natural e Formal

Conforme a ciéncia foi se desenvolvendo, foram surgindo cada vez mais areas de
conhecimentos especificos, e com essas especificidades, a linguagem foi adquirindo empregos
diferentes. A linguagem usada por dois especialistas em direito, quando estdo debatendo sobre
legislacéo, por exemplo, ndo é a mesma usada por dois matematicos quando estéo discutindo a
demonstracdo de uma proposicdo. Os artigos cientificos ttm um emprego da linguagem
diferente de um poema. Esse emprego especializado da lingua € chamado de lingua formal e a
outra, lingua natural (DUVAL, 2004).

Para Duval (2004) a lingua natural e a lingua formal possuem estruturas préprias e
distintas, elas se diferem em trés funcgdes, na funcdo apofantica, na funcéo referencial e na
funcdo de expansdo discursiva. A funcdo apoféntica tem a finalidade de dizer alguma coisa
sobre 0 objeto designado e as suas operacdes sdo a predicacdo e a alocucdo. No caso da lingua
natural sdo usadas as conjunc¢des para relacionar as oracdes e no caso da lingua formal
matematica, ou seja, na linguagem algébrica, sdo usados 0s conectivos logicos para relacionar
as proposicdes. A funcgdo de referéncia é aquela que identifica os objetos. Na linguagem natural,

estabelece-se uma lista de predicados, que a partir desses, originam-se 0s outros, mas na
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linguagem algébrica, ndo se consegue criar esses simbolos primitivos e por isso é necessario
um simbolismo caracteristico.

Considerando que em um discurso nem sempre se consegue expressar tudo o que se
quer dizer, a funcdo de expansao discursiva expande o discurso a partir da articulacdo de
enunciados, no caso da lingua natural. Essa funcdo acontece por acumulagdo ou adjuncéo,
enquanto na lingua algébrica ocorre por substituicdo. Apesar das duas linguas apresentarem a
mesma funcao discursiva, elas sdo estruturalmente diferentes, o que torna ndo espontanea a
passagem de uma lingua para a outra (DUVAL, 2004). Por isso, ha dificuldade ao converter
uma representacdo em lingua natural (enunciado) em uma representacdo em lingua formal

(expressdo algébrica), por exemplo.

4.3.2 Registro Figural ou Geométrico

O Registro Figural ou Geométrico é aquele usado no estudo de geometria, Sem 0 recurso
das coordenadas. As figuras se articulam com os enunciados, um completando o outro, pois 0s
enunciados estdo para explicar, detalhar ou chamar atencgdo para alguns aspectos ou propriedade
da figura. Desse modo, a maneira de ver a figura é influenciada pelo enunciado que esta
relacionado a ela.

Na Figura 10 foi mostrado um exemplo de tratamento na linguagem algébrica, uma
pardbola escrita por meio de diferentes representacfes. No capitulo IV de Duval (2004), o autor
detalha como ocorre o tratamento dentro do Registro Figural ou Geométrico. O tratamento
dentro desse registro depende das apreensGes geométricas e da operagdo semidtica de
reconfiguracao.

As apreensfes geométricas sdo as interpretacdes que emergem quando se interage com
as figuras, sendo classificadas em quatro tipos:

1) Apreensdo Perceptiva: Quando se olha para uma figura, a primeira tendéncia é
observar o formato global dela e ndo as partes mais especificas.

2) Apreensdo Discursiva: S&o os enunciados e/ou descrigdes relacionados a figura.
Geralmente procuram destacar alguma caracteristica ou propriedade figural e acabam
interferindo na forma de olhar a figura.

3) Apreensdo Sequencial: Refere-se a construgdo da figura, os procedimentos e
algoritmos para construi-la, tanto realizados com régua e compasso, quanto por um software,

entre outros.
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4) Operacdo operatdria: Esta relacionada as reorganizacdes e modificacGes realizadas
de forma visual na figura. Essas sdo divididas em: modificagdes Oticas, modificacGes
posicionais e modificacbes mereoldgicas.

As modificagcbes Oticas ocorrem quando a figura é ampliada ou reduzida, mas sem
perder a forma, ou seja, quando ocorre uma homotetia. J& as modifica¢fes posicionais ocorrem
quando a figura sofre uma rotagéo ou reflex&o, por exemplo.

As modificacbes mereoldgicas sdo aquelas em que a figura é decomposta em partes. Ao
decompor a figura, da-se origem a operacdo de reconfiguracdo, pois as partes podem ser
reagrupadas ou realocadas em outras figuras, formando uma figura visualmente diferente da
original. Sobre as decomposic¢des, podem ser do tipo: i) estritamente homogénea (Figura 12),
i) homogénea (Figura 13), e iii) heterogénea (Figura 14).

Figura 12: Decomposicao estritamente homogénea

Fonte: Os Autores

Na Figura 12, um triangulo equilatero é decomposto em quatro triangulos equilateros.
Desse modo, as partes tém a mesma forma do todo (triangulo) e sdo semelhantes (equilateros).
Diz-se entdo, que o tridngulo é decomposto em forma estritamente homogénea.

Quando as partes sdo semelhantes entre si, mas ndo necessariamente apresentam a

mesma forma do todo, a decomposicéo é dita homogénea:

Figura 13: Decomposi¢cdo homogénea

Fonte: Os Autores
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A Figura 13 mostra um trapézio isosceles, onde sua base maior € o triplo da base menor.
Ele foi decomposto em quatro tridngulos retangulos. Nesse caso, as partes sdo semelhantes
(quatro triangulos retangulos semelhantes), mas ndo tém a mesma forma do todo (trapézio). No
entanto, as quatro partes juntas, na posi¢cdo que mostra a imagem da direita, forma o trapézio
original.

Quando as partes da figura, que tém ou ndo a mesma forma da figura original, formam
uma figura diferente da figura original, diz-se que ocorreu uma decomposicdo heterogénea,

conforme mostra a Figura 14.

Figura 14: Decomposi¢éo Heterogénea

Fonte: Os Autores

Nessa figura, tem-se inicialmente um hexagono, que pode lembrar a cabeca de um gato,
e ao lado dela, as partes do hexagono foram reorganizadas formado um quadrado. Aqui, 0

hexagono foi decomposto de forma heterogénea.
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5. METODOLOGIA

A metodologia dessa pesquisa segue as orientacdes de Fiorentini e Lorenzato (2012),
pois para esses autores, a pesquisa bibliografica é aquela que se faz preferencialmente sobre
documentos escritos. Entre as tantas pesquisas bibliograficas, ha a pesquisa meta-analise que
consiste em uma revisdo sistemética de estudos que tratam de um determinado tema com vistas
a reunir informacdes que possam levar a producdo de novos resultados a partir do confronto
desses estudos. Contudo, como forma de justificar a escolha da metodologia e da amostra dos
materiais, faz-se necessario retomar as discussdes ja contempladas em capitulos anteriores.

Como foi apresentado no Capitulo 2, os Pardmetros Curriculares Nacionais — PCNs néo
deixam explicito o tipo de simetria que estdo se referindo e ndo explicitam qual é a relacdo entre
isometria e simetria, o que causa diversas ambiguidades em relacdo ao conceito e a classificacdo
delas. Jaa BNCC néo traz os mesmos termos e classificagdes contidos nos PCNSs, o que sinaliza
uma descontinuidade na discussao desse tema. O termo isometria, por exemplo, ndo aparece
nenhuma vez nesse documento. Ainda na BNCC, a relacdo entre transformacGes geométricas e
simetria ndo esta explicita e faz surgir diversos questionamentos e confusdes. Os Guias dos
Livros Didaticos apontam que os livros didaticos apresentam problemas semelhantes aos
encontrados nos PCNs e BNCC. O tratamento de forma ambigua, sobre uma figura simétrica e
o0 simétrico de uma figura, um foco demasiado nas simetrias axiais em detrimento das outras,
sdo problemas frequentemente apontados pelos Guias. No Guia Curricular 2017 (BRASIL,
2016), os autores indicam que parte desse problema ¢ a falta de esclarecimento da relacéo entre
isometria e simetria, a mesma falta de esclarecimento que foi visto nos PCNs e na BNCC.

Esses problemas se estendem também para livros direcionados a professores de
matematica da Educacao Basica. Um foco exclusivo nas simetrias que apresentam pelo menos
um eixo de simetria € visto em Barbosa (1993) e Ribeiro, Gibim e Alves (2021). Em Murari e
Barbosa (2012), para uma figura ser simétrica é necessario ter um eixo de simetria, mesmo as
que tém simetria por rotagdo, mas como foi visto, nem todas as figuras que permanecem
invariante por uma rotacao, tém eixo de simetria. Embora Barbosa (1993), Pasquini e Bortolossi
(2015) e Ribeiro, Gibim e Alves (2021) explicitem qual é a relagdo entre isometria e simetria,
ndo ha uma concordancia conceitual entre eles. J& em Brito e Carvalho (2009) ndo consta a
relacdo entre isometria e simetria e em Murari e Barbosa (2012) essa relacdo esta confusa.

No Capitulo 3 foi discorrido sobre 0 MMM. Foi no @mbito desse movimento que as

isometrias e simetrias foram inseridas nos curriculos da Educacdo Béasica, mas esse processo
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foi conturbado e é possivel que ndo houve uma apropriacdo adequada destes conceitos, naquela
0casido.

Assim, diante do exposto, pode-se apontar que parte desses problemas podem estar
associada a falta de clareza acerca da relacdo entre isometria e simetria, 0 que impulsiona a
busca pela resposta a questdo norteadora da dissertacdo: Qual a relacdo entre isometria e
simetria de figuras planas? Para investigar essa questdo foi selecionada uma amostra de onze
documentos escritos, a qual estd dividida em duas partes. A primeira parte dessa amostra é
composta de documentos relacionados ao MMM. A outra parte sdo livros que tratam
especificamente sobre isometria, simetria ou transformacdes geométricas no plano. O
detalhamento sobre as duas partes da amostra esta apresentado a seguir:

12 parte da amostra: Considerando que as isometrias e simetrias foram inseridas no

curriculo da Educacdo Baésica brasileira na época do MMM, a primeira parte da amostra é
composta por quatro documentos escritos, considerados pelos autores dessa dissertagdo, como
0s principais desse movimento, e que falam sobre isometria e simetria, fundamentados
principalmente em Oliveira et al. (2011) e Valente et al. (2011).

A primeira obra selecionada para a amostra é a colecdo de livros didaticos Matematica
Curso Moderno, de Osvaldo Sangiorgi. Essa colecdo é composta de quatro volumes, mas
somente o terceiro volume traz um estudo sobre isometrias e simetrias. Essa obra foi escolhida
por ser a primeira colecdo de livros didaticos sobre Matematica Moderna no Brasil e
provavelmente, o primeiro livro didatico do Brasil a abordar o tema isometria e simetria. Além
disso, essa colecdo teve grande influéncia na época, de modo que, varios outros autores de livros
didaticos se fundamentaram nessa colecdo (VALENTE et al. 2011). As isometrias e simetrias
estdo somente no 3° volume e a edic¢do a ser analisada € a de 1969. Desse modo, foi selecionado
para a amostra a obra Sangiorgi (1969).

A segunda obra selecionada é a traducdo de uma colecdo de livros didaticos escritos
pelo grupo norte americano School Mathematics Study Group — SMSG. No Brasil, tal colecéo
ganhou o nome de Série Matematica Curso Ginasial e foi traduzida por Lafayette de Moraes.
Embora ndo tenha alcancado o sucesso da colegéo de Sangiorgi, ela foi usada em diversas
escolas e influenciou autores. Além disso, essa colegdo traz 0s conceitos matematicos que 0s
idealizadores norte-americanos do MMM queriam difundir no Brasil e no mundo. A cole¢éo
do SMSG tinha quatro livros, os dois primeiros foram publicados em 1967, e de acordo com
Silva (2013), esses foram os mais difundidos. O terceiro volume foi publicado em 1969 e

conforme Silva (2013) parece ter sido pouco divulgado. Essa pesquisadora afirma ter
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dificuldade em encontrar esse tomo. Ela encontrou somente dois exemplares para consulta e
empréstimos, na biblioteca da UNESP nos campi de Rio Claro e Bauru, sendo que esta Gltima,
doou o exemplar para o acervo do GHOEM. Os autores dessa dissertacdo encontraram 0s trés
tomos da colecdo a venda, no sebo Abbondanza de Sdo Bernardo do Campo SP, onde foram
adquiridos. Nos dois primeiros tomos, ha bastante marcas de manuseio, enquanto no terceiro
tomo praticamente ndo ha marcas de manuseio, o que reforca a hipotese da Silva (2013) de que
somente os dois primeiros tomos foram amplamente usados. Em uma entrevista a Silva (2013),
Lafayette diz que a colecéo tinha quatro volumes e os quatro foram traduzidos. No entanto,
Silva (2013) diz que ndo encontrou um Unico exemplar do quarto tomo, mesmo apds diversas
pesquisas em bibliotecas e sebos. Um estudo de isometrias e simetrias esta justamente no
terceiro tomo, 0 mais raro entre os trés primeiros e é esse que entra para amostra, como
referéncia SMSG (1969).

A terceira obra selecionada para a amostra séo 0s Guias Curriculares Propostos para as
Matérias do Ntcleo Comum do Ensino do 1° Grau (SAO PAULO, 1975), especificamente o
ultimo capitulo, que é referente a matematica (BASTOS, LAMPARELLI e FRANCHI, 1975).
O capitulo de matematica desse guia foi liderada pelo professor Almerindo Marques Bastos,
um defensor da insercdo da isometria e simetria na Educagdo Bésica. Esses guias parecem ter
influenciado outros documentos orientadores, inclusive os PCNs e mais tarde a BNCC, no que
se refere a isometria e simetria.

A ultima obra selecionada para a primeira parte da amostra é um livro escrito por Martha
Dantas, Omar Catunda e equipe. Essa equipe de professores publicou em 1988 o livro As
TransformacGes Geométricas e o Ensino da Geometria (CATUNDA et al., 1988), que embora
na data de publicacdo o0 MMM ja havia terminado, a obra é uma sintese da producdo desses
autores nas décadas de 1960 e 1970.

2% parte_da_amostra: Para compor a segunda amostra, buscou-se por livros que

abordam isometria e simetria, mais citados em dissertacOes, teses e artigos. A primeira parte
dessa busca ocorreu no Catélogo de Teses e Dissertagdes, usando as palavras-chaves ‘simetria’,
‘isometria’ e ‘transformacgdes geométricas’. Foram encontradas 61 dissertacdes ou teses que
abordam esses temas, voltadas & Educacdo Bésica. O Anexo I, mostra um detalhamento dessas
buscas, mostrando quantos resultados foram obtidos em cada palavra-chave e como foram
escolhidos os 61 documentos. Além desses, foram escolhidas dez revistas de Educacao
Matematica com conceito maior ou igual que A2, em pelo menos uma area de avaliacdo. Nelas,

foram pesquisados artigos que falavam sobre isometria ou simetria e que apresentavam nas
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referéncias, livros sobre esse tema. Foram encontrados 13 artigos com esses requisitos. O
Anexo Il mostra as dez revistas selecionadas e a quantidade de artigos em cada revista, com
esses requisitos. Assim, a amostra foi composta por 61 dissertacdes ou teses mais 13 artigos,
totalizando 74 documentos escritos. O Anexo Il mostra as referéncias desses 74 documentos,
enumerados da seguinte forma [1], [2], [3]. ..., [73], [74].

Ap0s selecionados as 74 dissertacdes, teses e artigos, foram analisadas as referéncias
bibliogréaficas de cada um desses documentos. Procurou-se nas referéncias somente os livros de
matematica, e desta forma a busca limitou-se a analise dos titulos dos livros. Ou seja, 0s livros
que tinham no titulo assuntos sobre teorias, metodologias, entre outros, ndo foram selecionados,
sendo selecionados aqueles que faziam mencao a algum assunto de matemaética. Desse modo,
foram encontrados 63 livros. Devido a grande quantidade de livros, eles foram divididos em
seis grupos:

Grupo I: livros dedicados especificamente ao estudo de isometrias e simetrias, 10 livros.

Grupo II: devido a grande quantidade de livros do autor Elon Lages Lima e o grande
namero de citagdes desses livros nos materiais pesquisados, este grupo foi composto por obras
somente desse autor, exceto um livro dele que ja estava no Grupo . Foram encontrados 7 livros.

Grupo I1I: livros de geometria euclidiana, composto por 12 livros.

Grupo IV: livros de algebra linear e/ou geometria analitica, composto por 15 livros.

Grupo V: livros de algebra abstrata, composto por 4 livros.

Grupo VI: livros que ndo foram identificados em nenhum dos grupos anteriores,
composto por 15 livros.

O Anexo IV mostra os quadros com o titulo, o autor e o codigo das dissertacoes, teses
ou artigos que citam os 63 livros.

Devido ao grande numero de livros, foi selecionado para a amostra somente o Grupo |,
ou seja, aqueles livros que tratam especificamente sobre isometrias ou simetrias, composto por
dez livros. Dentre esses dez livros, a obra intitulada Uma Histdria da Simetria, do autor lan
Stewart, ndo foi selecionada, porque fala sobre a histdria da simetria nas equacées, que ndo é o
foco desse trabalho. Ainda dentre esses dez, consta o livro de Pasquini e Bortolossi (2015), o
qual ja foi apresentado e discutido na problematica e por isso nédo foi selecionado para a amostra.
Entre os dez também estd a obra de Catunda et al. (1988) e por compor a primeira parte da
amostra, relativa aos livros relacionados ao MMM, foi retirado da segunda parte da amostra.
Portanto, a segunda parte da amostra contou com sete obras. A amostra como um todo foi

formada por onze documentos, conforme mostra o Quadro 4.
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n. Titulo da obra Autor (es) Referéncia
Obras relacionadas ao Movimento da Matematica Moderna
1 Matematica Curso Moderno Osvaldo Sangiorgi Sangiorgi (1967)
3° Volume
2 Matematica Curso Ginasial School Mathematics Study Group SMSG (1969)
Vol. 1T SMSG
3 Capitulo de Matematica Almerindo Marques Bastos
de Sao Paulo (1975) Anna Franchi Bastos, Lamparelli e
Lydia Condé Lamparelli Franchi (1975)
Omar Catunda
As Transformacoes Geométricas € o Martha Maria Souza Dantas Catunda et al.
4 Ensino da Geometria Eliana C. Nogueira (1988)
Neide C. P. Souza
Eunice C. Guimaraes
Livros mais citados em dissertacoes, teses e artigos
5 Isometrias Elon Lages Lima Lima (2007)
6 | Isometrias e Ornamentos no Plano | Erika Brigitta Ledergerber - Ruoff | Ledergerber-Ruoff
Euclidiano (1982)
7 Simetria Hermann Weyl Weyl (1997)
8 Um Estudo Geométrico das Sérgio Alves Alves e Galvao
Transformagdes Elementares Maria Elisa E. L. Galvao (1996)
9 Grupos e Simetria David W. Farmer Farmer (1999)
10 Simetria e Transformagdes Eduardo Veloso Veloso (2012)
Geométricas
11 Isometrias no Plano: Uma
abordagem segundo a Geometria Helena F. S. de Melo Melo (2010)

Analitica

Fonte: Os Autores

Ap0s selecionada a amostra, foi investigado em cada obra, a relagdo entre isometria e

simetria. No entanto, para compreender essa relacdo foi necessario tomar conhecimento do que

era isometria e simetria para cada um dos autores. As classificacGes de isometria e simetria,

como translacgéo, rotacao e reflexdo estdo intrinsecamente ligadas a esses conceitos, por isso €

necessario tambeém perguntar aos autores como eles a classificam. Logo, foram definidas as

categorias de analise que subsidiaram o confronto de dados, fundamental para a pesquisa meta-

analise. Tais categorias foram definidas como questes que foram investigadas em cada uma

das obras analisadas:

1) O que ¢ isometria e simetria?

2) Como as isometrias e simetrias sdo classificadas?

3) Qual a relagdo entre isometria e simetria?
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Nota-se que a terceira categoria de analise coincide com a pergunta norteadora da
pesquisa. Isso se faz necessario, pois € a partir da compreensdo acerca da relacdo entre isometria
e simetria, observada na obra de cada autor, que foi possivel responder a pergunta norteadora
desta pesquisa. Assim, apos investigadas as trés questdes, os dados foram cruzados com vistas
a dar resposta a questdo norteadora. Assim, justifica-se a escolha pela pesquisa bibliografica e
pela meta-analise, que investiga as mesmas questdes em diferentes obras e depois confronta
esses dados (FIORENTINI e LORENZATO, 2012).

Como alguns autores estudam somente as isometrias e outros somente as simetrias,
outros ainda, estudam alguns tipos especificos de isometria ou simetria, foi necesséario
reorganizar a amostra de acordo com a énfase do conteudo (Quadro 5). Assim, em alguns casos
ndo foram utilizadas as trés categorias de andlise. Por exemplo, para os autores que faziam um
estudo exclusivo sobre simetria e ndo mencionaram nenhuma vez o termo isometria, ndo foi
perguntado, ‘o que € isometria?’ e nem ‘Qual a relagdo entre isometria e simetria’, mas somente

‘O que ¢ simetria?’ ¢ ‘Como as simetrias sdo classificadas?’.

Quadro 4: Organizacao da amostra por contetdo

Titulo da obra Referéncia
Obras com énfase em isometria
Isometrias Lima (2007)
Isometrias no Plano: Uma abordagem segundo a Geometria Analitica
Melo (2010)
Obras com énfase em simetria
Matematica Curso Ginasial Vol. 11 SMSG (1969)
Simetria Weyl (1997)
Grupos e Simetria: Um guia para descobrir a matematica Farmer (1999)
Obras com énfase em isometria e simetria
Isometrias e Ornamentos no Plano Euclidiano Ledergerber-Ruoft (1982)
Um estudo geométrico das transformagoes elementares Alves e Galvao (1996)
Simetria e Transformagdes Geométricas Veloso (2012)
Obras com énfase em alguns tipos de isometria e simetria
Matematica Curso Moderno Sangiorgi (1967)
Capitulo de matematica de Sdo Paulo (1975) Bastos, Lamparelli e
Franchi (1975)
As transformagdes geométricas e o ensino Catunda et al (1988)

Fonte: Os Autores



72

Com base no Quadro 5, inicialmente foram analisadas as obras com énfase em isometria.
Em seguida, aquelas com énfase em simetria. Posteriormente as obras que enfatizam isometria
e simetria, ficando por ultimo as que apresentam somente alguns tipos de isometria ou de

simetria.
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6. FUNDAMENTOS MATEMATICOS

No Capitulo 3 foi visto que o MMM esté diretamente ligado as estruturas algébricas.
Além disso, algumas obras que compdem a amostra, e que serdo apresentadas no préximo
capitulo, também recorrem a estruturas algébricas para abordar a isometria e simetria e outras
recorrem as fungdes. Desse modo, tornou-se necessario uma breve retomada de alguns assuntos,
para compreender como eles se relacionam com a isometria e simetria.

Essa retomada busca valorizar as diferentes linguagens, em consonancia com a Teoria
dos Registros das RepresentacGes Semioticas de Duval, tanto para construir alguns
fundamentos matematicos, como para analisar a amostra, nos capitulos seguintes. A referéncia
para o estudo de funcdes € Lima (2013) e para o estudo de estruturas algébricas sdo Monteiro
(1969), Domingues e lezzi (2003) e Vieira (2013).

6.1 FUNCOES

Uma fun¢@o ¢ uma correspondéncia entre dois conjuntos 4 e B, com uma regra que diz
como relacionar cada elemento de A, a um unico elemento de B. O conjunto A ¢ chamado
dominio e o conjunto B contradominio. O subconjunto de B formado pelos elementos pelo qual
foram associados os elementos de A, ¢ chamado imagem /. Em alguns casos B = I e quando
1sso ocorre, a fun¢do € dita sobrejetiva. Quando dois elementos quaisquer do dominio, jamais
sdo relacionados a um mesmo elemento do contradominio, essa fungdo € injetiva. Em uma
linguagem formal, se f ¢ uma fun¢do e para todo a; # a, € A = f(a,) # f(a,), entdo f &
injetiva. Se uma funcdo f for injetiva e sobrejetiva, entdo ela serd, bijetiva (LIMA, 2013).

Geralmente ndo se define conjunto, mas pode ser compreendido como sindnimo de
classe ou colecdo e seus elementos podem ser qualquer coisa. Segundo lezzi e Domingues

(2003, p. 8):

N&do ha restricbes quanto a escolha dos elementos de um conjunto, salvo que
excluiremos a possibilidade de um conjunto ser elemento dele mesmo. Assim nao ha
nenhum inconveniente em considerar, por exemplo, um conjunto formado por um
namero natural, uma bola de futebol e um automaovel.

A néo restricdo dos elementos de um conjunto permite a criagdo dos mais diversos tipos
de funcdes. Desse modo, o dominio pode ser um conjunto de pontos, um conjunto de funcdes,

entre outros. Para exemplificar, como a ndo restricdo dos elementos de um conjunto permite
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criar variados tipos de funcdes, serd definida uma funcdo g de modo que, 0 dominio dessa
funcéo seja o conjunto K, 0 conjunto das permutacdes de um conjunto discreto® A.

Para explicar o que ¢ o conjunto das permutacdes K4, ¢ tomado um conjunto A =
{a, b, c,d} como exemplo. Para um estudo mais generalizado e axiomatico, veja a se¢do seis,
do capitulo IV de Domingues e Iezzi (2003) ou a se¢do 3.5 de Vieira (2013). O conjunto K4 € o
conjunto das fungdes f:A —» A, bijetivas, tal que f(a),f(b),f(c),f(d) formam,
respectivamente, todas as permutacdes dos elementos de A. Como o conjunto A tem quatro
elementos e 4! = 24, entdo o conjunto K, devera ter 24 elementos, que sdo, 24 fungdes
bijetivas.

Com a finalidade de definir as 24 fung¢des, serda usado um esquema, nao usual, criado
pelos autores dessa dissertagdo, o qual sera também usado em capitulos posteriores para analise
dos dados. Dado dois circulos concéntricos, ambos divididos em quatro arcos congruentes.
Coloca-se um ponto em cada extremidade dos arcos, tanto do circulo menor quanto do maior e
relaciona a cada um dos pontos de cada circulo, um elemento do conjunto A. Os elementos
relacionados ao circulo menor sdo fixos durante a constru¢do de todas as fungdes, ja os
elementos relacionados ao circulo maior poderdo ser trocados, ao longo da construgdo das

funcdes. A Figura 15 representa o esquema em sua fase inicial.

Figura 15: Esquema em fase inicial

Fonte: Os Autores

18 um conjunto é continuo, quando, entre dois de seus elementos, hd sempre infinitos elementos. Por
exemplo, o conjunto dos nimeros racionais é continuo, pois entre dois nimeros racionais quaisquer, existem
infinitos nimeros racionais. Os conjuntos que ndo possuem essa propriedade sdo os conjuntos discretos. O
conjunto dos nimeros inteiros é discreto, pois por exemplo, entre 0s nimeros 6 e 7 ndo ha nenhum ndmero inteiro.
Desse modo, um conjunto continuo sempre terd infinitos elementos e um conjunto discreto, pode ou ndo, ter
infinitos elementos. O conjunto dos nimeros inteiros, por exemplo, tem infinitos elementos, mas € discreto
(WEYL, 1997 e LIMA, 2003).
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Os dois elementos que estdo no mesmo raio, sao valores de entrada e saida da funcéo f,
de modo que, o elemento que estiver no circulo menor é o valor de entrada e o elemento que
estiver no circulo maior, o valor de saida. Os elementos relacionados ao circulo maior, seréo
alternados, até que sejam esgotadas todas as opcles, ou seja, até que formem todas as
permutacdes. Todas as funcdes produzidas nesse esquema serdo injetivas, pois em cada raio,
havera apenas um elemento do dominio relacionado a um Unico elemento da imagem. Sem
perda de generalidade, se 0 elemento a € A estivesse em dois pontos distintos P e Q do circulo
maior, a fungdo ndo seria injetiva, pois o elemento a seria imagem de dois elementos distintos
do dominio. Além disso, as fung¢bes produzidas nesse esquema sao sobrejetivas, pois todos 0s
elementos relacionados aos pontos do circulo maior terdo um correspondente no circulo menor.
Desse modo, as func@es serdo bijetivas, assim como devem ser as fun¢des do conjunto K,.

Como os dois circulos foram divididos em quatro arcos iguais, cada arco com 90°, ao
girar o circulo maior em torno do seu centro, por angulos multiplos de 90° em qualquer sentido,
0s quatro pontos do circulo maior, que estdo destacados na Figura 15, ficardo no mesmo raio
do circulo menor. Desse modo, pode-se definir quatro fungdes, fi, f2, f3, fa, girando o circulo
maior no sentido anti-horario, em torno do seu centro com angulos de 0°, 90°, 180°, 270°
respectivamente. Desta forma tem-se:

> fi:A—> A | Um giro de 0° em relagdo a Figura 15. Nesse caso, a Figura 15 fica
inalterada. Tem-se ainda que: f(a) =d, f(b) =c¢,f(c) =be f(d) = a.
> f,:A— A | Um giro de 90° no sentido anti-horario, em relagdo a Figura 15. Desse

modo,f(a) =a,f(b) =d, f(c) =ce f(d) = b conforme Figura 16.

Figura 16: Funcéo f,

Fonte: Os Autores
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f3:A— A | Um giro de 180° no sentido anti-horario, em relagdo a Figura 15. Desse
modo fica: f(a) = b, f(b) = a, f(c) = d e f(d) = c conforme a Figura 17 (esquerda).

fa:A— A | Um giro de 270° no sentido anti-horéario, em relacdo a Figura 15. Desse
modo fica: f(a) = ¢, f(b) =b,f(c) = ae f(d) = d, conforme a Figura 17 (direita).

Figura 17: Funcao f3 (esquerda) e f, (direita)

Q) x--xXO
QY X--XO)

S%xb e d% ke bkt s dk kd

QX--XO
QD X--%6)

Fonte: Os Autores

Na Figura 15, os elementos de A foram colocados, no circulo maior, naordem d, c, b, a,
guando se observa o sentido anti-horario. Se os pontos forem colocados na ordem inversa, isto
é, na ordem a, b, c, d, no sentido anti-horario (Figura 18) e seguindo 0 mesmo esquema, pode-
se obter mais quatro func@es, ao girar essa nova figura com angulos de 0°2,90°,180°,270° no
sentido anti-horario. S&o elas:

> fs: A — A | Elementos invertidos, em rela¢do a Figura 15, obtendo assim a Figura 18
(esquerda). Desse modo tem-se a fungdo identidade, isto €, f(a) = a, f(b) = b, f(c) =
cef(d)=d.

> fe:A = A | Um giro de 90° no sentido anti-horario, em relagdo a Figura 18 (esquerda).
Desse modo tem-se f(a) =d, f(b) =a,f(c) =b e f(d) = c conforme a Figura 18
(direita).

Figura 18: Funcao f; (esquerda) e f, (direita)

a d
% X
X X
; 3
bx %P Adx*d Ak -p--eOx-%C
c ¢
X X
X X
C b

Fonte: Os Autores
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> f;:A - A|Um giro de 180° no sentido anti-horario, em relagdo a Figura 18 (esquerda),
obtendo f(a) =c, f(b) =d, f(c) =ace f(d) = b conforme a Figura 19 (esquerda).

> fg:A—> A | Um giro de 270° no sentido anti-horario, em relagdo a Figura 18
(esquerda). Desse modo, f(a) =d, f(b) =¢, f(c)=d ¢ f(d) = a conforme a
Figura 19 (direita).

Figura 19: Funcdo f; (esquerda) e funcéo fg (direita)

C b
X X
X x
5 a
dx--xb----+---dx--xb cx--x-b----«:»----dx—-xa
c c
X x
5 d

Fonte: Os Autores

Mantendo-se os elementos nas ordens a,b,c,d e d,c,b,a, esgotaram-se todas as
opcdes. Nas oito fungdes definidas, os elementos a e ¢ estiveram diametralmente opostos,
considerando o esquema dos circulos concéntricos. O mesmo ocorreu com os elementos b e d.
Se a ordem for modificada, de modo que ae b fiquem diametralmente opostos e
consequentemente ¢ e d também, os elementos do conjunto A ficardo organizados da forma
a,c,b,d, e assim pode-se obter mais oito fungdes, quatro delas, girando o circulo maior com
angulos de 0°,90°,1809,270° no sentido horario e outras quatro, invertendo a ordem
parad, b, c,ae girando com as mesmas amplitudes. Mais oito fun¢des podem ser obtidas,
organizando os elementos de A na forma a, ¢, d, b e na sua forma inversa b, d, ¢, a. Em ambos
os casos,a ¢ de be cficam diametralmente opostos. Desse modo, completam-se
as 24 fungdes. Pode-se notar que, fi(a), fi(b), fi(c), fi(d) com i = (1,2,3,...,23,24),
formam todas as permutagdes do conjunto A. Portanto, o conjunto procurado ¢ K, =
{f1,f2,1f3,...,f23, f24}.

O conjunto K, € o conjunto de todas as permutacdes de A e pode ser generalizado para
qualquer conjunto finito. Assim, se A tiver n elementos, K, serd um conjunto de n! fungdes.

Inicialmente foi proposto definir uma funcdo g de modo que K, fosse o dominio. Essa

fun¢do pode ser definida da seguinte maneira: g: K ;xKy, > Al g:fiofj com i,j=
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(1,2,...,n!). Ou seja, g ¢ uma funcdo que toma dois elementos do conjunto K, e faz a fungado
composta dessas duas funcdes selecionadas. Por exemplo: g(f,, fg) = f> © fg. A fungdo ge
algumas variagdes dela sdo importantes para o estudo de certas estruturas algébricas e sera

retomada em capitulos posteriores.

6.2 ESTRUTURAS ALGEBRICAS

6.2.1 Dos semigrupos aos grupos comutativos

Estrutura Algébrica é a unido de um conjunto A munido de uma operacao binaria. Uma
operacao binaria sobre um conjunto A é uma funcdo f: A X A —» A. Desse modo, uma estrutura
algébrica do conjunto A com a operagéo f: A X A — A pode ser representada por (4, f) ou por,
(4, °), nesse ultimo caso tem-se que ° = f: A X A — A.

A subtracdo de numeros inteiros € um exemplo de estrutura algébrica, pois ha um
conjunto, que é o conjunto dos nimeros inteiros Z, e uma operacao, que é a subtracdo. A
subtracdo de nimeros inteiros em termos de funcdo pode ser escrita como f:Z X Z — Z de
modo que para todo a, b € Z tem-se f(a,b) = a — b. Um exemplo de subtracéo, escrita nessa
linguagem é f(2,9) = 2 —9 = —7. Essa era uma das no¢des que os idealizadores do MMM
defendiam, que deveriam ser ensinadas aos alunos da Educacdo Basica, abordar as operacGes
basicas através de estruturas algébricas.

Uma estrutura algébrica ¢ um semigrupo, se a operacdo bindria da estrutura for
associativa com os elementos do conjunto da estrutura. Em linguagem objetiva, (4, °) ¢ um
semigrupo, se para todo a, b, c € A tem-se que (a°h)°c = a°(b°c). A estrutura algébrica vista
no paragrafo anterior, que trata do conjunto dos inteiros munido da subtragdo, ndo ¢ um

semigrupo. Para mostrar, basta um contraexemplo:

5—(3-7) (5-3)-7
5— (—4) 2-7
9 -5

Este foi um exemplo em que a — (b —c¢) # (a — b) — ¢, e, portanto, a estrutura do
conjunto dos nimeros inteiros munido da operagdao subtra¢do, ndo ¢ um semigrupo. Se a
subtracdo fosse trocada pela adi¢do, entdo seria um semigrupo, pois a + (b +c) = (a+ b) +

¢ paratodo a, b, c € Z.
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Se um semigrupo tiver um elemento neutro, entdo ele € um monoide. Ou seja, se (A4, °)
¢ um semigrupo e existe um elemento e € A tal que, paratodoa € Atem-seque,a e =e°a =
a, entdo e ¢ o elemento neutro de (4, °) ¢, portanto, (4, °) ¢ um monoide.

Dado um monoide (4, °), se todo a € A tiver um inverso, entao (4, °) ¢ um grupo. Ou
seja, se para todo a € A existiruma’ € A tal que a®a’ = a’°a = e, entdo diz-se que a’ é o
inverso de a e (4, °) ¢ um grupo. O grupo ¢ uma das estruturas algébricas mais importantes da
matematica, e foi visto no Capitulo 3, que em certo momento do século XIX, comecou-se a
pensar que toda a matematica nao passaria de um estudo de grupos. Os grupos ganham uma
notagdo especial, que em vez de usar A como o conjunto da estrutura, usa-se G. Desse modo,
quando uma estrutura algébrica for escrita da forma (G, °) subentende-se que é um grupo, ou
seja, ¢ uma estrutura algébrica, associativa, que possui elemento neutro ¢ que todos os
elementos de G possuem um inverso em relagdo a operacao °.

Se um grupo for comutativo, entdo ele ¢ chamado de grupo abeliano ou grupo
comutativo. Isto ¢, dado (G, °), se para todo a,b € G for valido que a®°h = b°a entdo (G,°) ¢é
um grupo comutativo.

Uma estrutura algébrica (4, °) em que A ¢ um conjunto de funcdes e ° ¢ a composicao
das funcdes do conjunto A, assim como a fun¢do g visto no mesmo capitulo, ¢ um estudo de
grande interesse na algebra moderna. Dadas as fungdes f:A = B ¢ g:B = C a fungdo f
composta por g ¢ a fungdo f o g tal que (f ° g)(x) = f(g(x)) paratodo x € A. A composi¢ao
de fungdes, € associativa. Isso porque, dado trés fungdes f:A = B,g:B — C,h:C = D para
calcular ((ho g) o f)(a) paratodo a € A, calcula-se inicialmente f(a). Como f ¢é fungdo, com
imagem em B, vai existir um Unico b € B tal quef(a) = b. Desse modo ((he g) o f)(a) =
((hog)eof(a)) = ((heog)(b)). Para calcular h o g(b) calcula-se inicialmente g(b), € como
g ¢ uma fungdo com imagem em C, tem-se que g(b) = ¢ para c € C e, portanto, h o g(b) =
h(c). Finalmente, como h ¢ uma fun¢do com imagem em D, tem-se que h(c) =d € D. Em
resumo, ((heg)e f)(a) =d € D para todo a € A. Por outro lado, tem-se que (ho (geo
(@) =he(g(f(a)) = h(g(b)) = h(c) =d €D. Desse modo, ((heg)e°f)(a)=(heo
(g ° f))(a) paratodo a € A, e, portanto, a composicao de fungdes € associativa.

A composicao de fungdes possui elemento neutro, sendo que este ¢ a fungdo identidade.
Mais precisamente, a fun¢ao identidade ¢ tal que Id: A - Aeld(a) = aparatodo a € A. Logo,
para qualquer funcdo f: A — B tem-se que (f o Id)(a) = f(Id(a)) = f(a), e por outro lado,
(Id o f)(a) =1d(f(a)) = f(a). Sendo assim, (f o Id)(a) = (Id o f)(a) = f(a) para todo
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a € A, e, portanto, a composi¢ao de fungdes possui elemento neutro, e o elemento neutro ¢ a
funcao identidade.

Desse modo, toda a estrutura algébrica (K, °), de modo que K seja um conjunto de
funcdes, todas com o mesmo dominio e a mesma imagem e ° seja a composicao de fungdes.
Essa estrutura sera um semigrupo, pois como foi demonstrado, a composicao de fungdes ¢
associativa. Se K contém a fun¢do identidade, entdo (K,°) serd um monoide, pois a fungao
identidade ¢ o elemento neutro da composi¢ao de fungdes. No entanto, (K, °) pode ou ndo, ser
um grupo. Isto porque, algumas fungdes tém inversa e outras ndo. Além disso, (K, °) pode ou
ndo, ser um grupo comutativo, porque a composi¢do de duas fungdes, pode ou ndo, ser

comutativa.
6.2.2 Grupos Diedrais

Na secdo 6.1 foi visto o conjunto K4, que € o conjunto de todas as permutacdes de A.
Ao tomar um conjunto K, ={f1,f2,f3,...,fn!} e uma operacio g:KuxK, = K4 |
g(fi,fj)=fiofji,j =(123,...,n!), ou seja, a composicdo das fun¢des do conjunto Ky,
entdo (Ky, g) € um grupo, ¢ chamado de grupo de permutacdes de A. Vieira (2013) mostra que
(Ky, g) € um grupo.

Um grupo diedral ¢ um subgrupo de um grupo de permutagao (Ky, g). Isto €, um grupo
com a mesma operagao g, mas com um conjunto S, € K, que possui as mesmas propriedades
de (K4, g). Para exemplificar quais sdo os elementos de Sy, sera recorrido ao esquema dos dois
circulos concéntricos, que foi usado na secao 6.1. Naquele esquema, foi usado um conjunto A
com 4 elementos, mas ele pode ser generalizado para um conjunto A com n elementos. Neste
caso, os circulos deverdo ser divididos em n arcos congruentes. Para definir o conjunto Ky, o
circulo externo serd alterado, até completar todas as permutagdes de A. Para definir o conjunto
S, 0 esquema serd mais simples. Inicialmente os elementos de A serdo postos no circulo, de
modo que se obtenha a funcdo identidade. Uma vez fixados os elementos de A na ordem
a,,a,,as,...,ay eles sé poderdo ser alterados para a forma a,, a,_4, .., a,, a;. Além disso, o

circulo maior serd girado n vezes em um sentido escolhido (horario ou anti-horario) e todos os
. . ~ A 360° cr e .
giros em torno do centro do circulo terdo um angulo — Como ja foi visto, o conjunto K, tem

n! elementos, j& o conjunto S, terd, 2n elementos.
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Para exemplificar, serd determinado o grupo diedral do conjunto M = {a, 3,7, 9, €}.

Como sdo 5 elementos, as circunferéncias serdo divididas em 5 arcos congruentes. Cada arco

. 360° ) , , :
tera —— = 72° e consequentemente, cada giro do circulo externo, tera 72°. A Figura 20

(esquerda), mostra a fun¢do identidade, e a partir dela serdo dadas 5 voltas no sentido anti-
horéario, em que cada volta definird uma fun¢do. Como na Figura 20 (esquerda) a ordem dos
elementos, no sentido anti-horario, é a, 8, v, 8, €, a outra ordem permitida sera essa mesma lista
de traz para frente, ou seja, €,6,y, 5, a, conforme mostra a Figura 21. Assim, poderdo ser
definidas mais 5 fun¢des, totalizando as 10 fungdes, e o conjunto Sy, terd 10 fungdes bijetivas.
As primeiras 5 fungdes, fi, f>, f3, f4, f5, serdo obtidas a partir de giros de 02, 722, 1442, 2169,
2882, respectivamente, todas no sentido anti-horario na ordema, 3, y, §, €. As outras 5 fungdes,
fo . f7, fsr fo, f10, Obtidas a partir da ordem ¢, §,y, 5, a. A Figura 20 (direita) mostra uma forma

de obter a fungdo f, depois de um giro de 72° no sentido anti-horario.

Figura 20: Funcao f; (esquerda) e funcao f, (direita)

a £
X x
; x
Bxuxﬁ‘n(i,'f*”xs ax\xﬁ‘jxgx,xﬁ
J 8 N
Y B B" Y

Fonte: Os Autores

A Figura 21 (esquerda) mostra a ordem dos elementos, oposta a Figura 20, ou seja,
£,0,v, B, a e define a funcdo f,. J& a Figura 21 (direita), mostra a forma de obter a funcéo f3,

obtida a partir da ordem ¢, §,y, B, @ com um giro de 144°.

Figura 21: Funcéo f, (esquerda) e funcéo fg (direita)

£ B

6x"x * x"xa ax‘x cnx x’xy
Bow s Pk ®
J 8 Y &
Yx xB Ex ><6

Fonte: Os Autores
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Desse modo, o conjunto Sy € tal que, Sy = {f1, f2, f3, far f5, f6r f7, [o for f10}- J& 0 grupo
diedral € o grupo (Sy,°), mais especificamente ° = g: Sy X Sy =S4 | g(fi, f;) = fie fj. O
grupo diedral geralmente tem a notagdo D,,, ou seja, D,, = (S, °) em que n indica a quantidade

de elementos de A.

6.2.3 Grupos Ciclicos

Antes de verificar o que ¢ um grupo ciclico, deve-se saber como funcionam as poténcias
em um grupo. Seja um grupo (G,°) e a € G, a™ é o elemento a operado n vezes por ele mesmo,
usando a operagdo °. Por exemplo, a* = a°a°a’a. Ao tomar o grupo (Z, +, ), tem-se que 53 =
15, pois 5 + 5 + 5 = 15. Se, n poténcias de a gerarem todos os elementos de G, entdo (G, °) ¢
um grupo ciclico. No caso de conjuntos G finitos, usa-se a notacao C,, para designar um grupo

ciclico e n ¢ o nimero de poténcias necessarias, para gerar todo o conjunto.

6.3 UNIVERSO DE TRABALHO

De acordo com Rohde (1982), a simetria € objeto de estudo na cristalografia, petrologia
(ciéncias das rochas), estratigrafia, sedimentologia, geologia estrutural, zoologia, botanica,
virologia, anatomia. Ainda de acordo com 0 mesmo autor, na matematica a simetria é estudada
em equac0es, funcdes, matrizes, jogos, tensores, curvas, geometria plana, geometria espacial e
estatistica. Na quimica esta presente nas moléculas, isomeria, ligacdes polares, apolares e
multicéntricas. Na fisica, em energia potencial, estruturas elétricas e antimatéria. Na filosofia é
estudada na filosofia da arte e estética, filosofia dialética e na metafilosofia zen. Também se
encontra simetria na arquitetura, urbanismo, design, escultura e pintura.

Em Weyl (1997), também pode ser vista a simetria na arte da antiguidade, na filosofia,
na teoria da relatividade, na cristalografia e na botanica. Além disso, os autores dessa
dissertagdo, ao selecionarem a amostra, encontraram trabalhos de simetria em numeros
complexos, probabilidade e equagdes diferenciais, além de trabalhos de isometria na area de
Educacdo Fisica.

Devido a simetria ser objeto de estudo em diversas areas das ciéncias, é necessario
delimitar em qual ambito elas estdo estudadas neste trabalho. Desse modo, o estudo considera

as isometrias e simetrias de figuras no plano euclidiano.
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Figura 22: Figura em um plano euclidiano

vetor v

. ~——

Fonte: Os Autores

A Figura 22 mostra o exemplo de um plano I, representado na cor azul. O vetor v, é 0
vetor normal ao plano IT . Sendo assim, todas as retas contidas em I1 sdo perpendiculares a v.
Jaafigura F é um subconjunto ndo vazio de I1. Este é 0 conjunto universo para essa dissertacao,

pois sdo analisadas somente isometrias e simetrias de figuras planas.
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7. ANALISE DA AMOSTRA

Neste capitulo sdo analisadas as onze obras que compdem a amostra. Sera investigado
em cada obra: O que é isometria? O que é simetria? Como as isometrias e simetrias sdo
classificadas? Qual a relacdo entre isometria e simetria? A exposi¢do das respostas dessas
questdes, sera feito em linguagem natural e depois convertido em linguagem figural, de modo
a valorizar as multiplas linguagens, defendidas por Duval (2004), como fundamentais para a
aprendizagem conceitual. E para verificar quando dois autores estdo referindo-se ao mesmo

objeto, sera usado o tratamento ou a conversao.

7.1 OBRAS COM ENFASE EM ISOMETRIA

7.1.1 Introducéo

As obras que tém uma énfase em isometria sdo: o livro Isometria, de Elon Lages Lima
(LIMA, 2007); e o livro Isometrias no Plano: Uma abordagem segundo a Geometria Analitica,
de Helena de Fatima Souza Melo (MELO, 2010).

O matemaético Elon Lages Lima (1929 — 2017) foi apresentado no Capitulo 3, como um
dos estudiosos que fez doutorado nos Estados Unidos com uma bolsa da Rockefeller
Foundation e depois tornou-se um destacado matematico brasileiro, importante também na
histéria do IMPA. Ele reapareceu no Capitulo 5, como o autor mais citado na amostra das 74
dissertagdes, teses e artigos, conforme mostram os quadros do Anexo V. Entre as suas obras,
uma delas é Isometria (LIMA, 2007), que € o livro mais citado nos 74 documentos da amostra.

O livro Isometria, conforme o autor comenta no prefacio, é fruto de um curso para
professores que ele lecionou na Argentina em 1995. A primeira edi¢do da obra foi em 1996 e a
segunda edicdo, que sera utilizada para a analise, é de 2007. De acordo com 0s comentarios de
Elon L. Lima na contracapa, a obra € de nivel elementar e tem o objetivo de estudar as
isometrias de forma singela.

Lima (2007) estuda as isometrias com fungdes e coordenadas. Ele divide o estudo em
trés partes. As isometrias nareta, isto €, as fun¢des isometrias onde o dominio e o contradominio
sdo retas, essa parte abrange os trés primeiros capitulos. As isometrias no plano, isto &, as
fungdes isometrias onde o dominio e o contradominio s&o planos, essa parte inicia no capitulo

IV e finaliza no capitulo VII. E a terceira parte, as isometrias no espaco, ou seja, as funcdes
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isometrias em que o dominio e o contradominio sdo o espago euclidiano tridimensional, essa
parte inicia no capitulo VI1II e vai até o XII, que é o dltimo do livro. Como a presente pesquisa
procura investigar as isometrias no plano, entdo os capitulos IV ao VI séo objetos de estudo,
salvo as situacBes em que o autor usa definicbes ou conceitos explicados em capitulos
anteriores.

Helena F. S. Melo é portuguesa, professora do Departamento de Matematica da
Universidade dos Acores em Portugal. A obra Isometrias no Plano: Uma abordagem segundo
a Geometria Analitica (MELO, 2010), é, de acordo com a autora no prefécio da obra, o resultado
de lecionar vérias disciplinas de matematica em licenciaturas e bacharelados. A obra encontra-
se disponivel gratuitamente para download, no site do repositorio da Universidade dos
Acores®®. Enquanto Lima (2007) da uma énfase as funcdes, no estudo de isometrias, Melo
(2010) aborda as isometrias com coordenadas e matrizes de transformacdes, além de focar nas
isometrias de figuras. Nos quatro primeiros capitulos da obra, a autora faz um estudo de
coordenadas, matrizes e a relagdo com a isometria. Do capitulo cinco ao dez, em cada capitulo
ela faz um estudo de uma isometria em especifica e no tltimo capitulo, alguns teoremas gerais

e conclusdo do estudo.

7.1.2 O que é isometria para Lima (2007) e Melo (2010)?

Para Lima (2007), uma isometria é qualquer funcdo, onde o seu dominio pode ser uma
reta, um plano ou o espaco euclidiano tridimensional, desde que essa funcao preserve distancias.
Ou seja, qualquer funcdo que faz uma correspondéncia entre os pontos de uma reta, plano ou
espaco que preservam a distancia, pode ser chamada de isometria.

Para Melo (2010), a isometria é uma transformacao geométrica que preserva distancias.
Para ela, uma transformacdo geométrica no plano é uma aplicacdo bijetiva de figuras
geométricas, que a partir de uma figura, forma-se outra. Sendo assim, uma transformacéo
geomeétrica é uma funcdo, pois o dominio e a imagem sdo figuras (conjunto de pontos) e ha uma
lei que corresponde os pontos dessa figura, e essa lei tem que atender os critérios da bijetividade,

e no caso especifico da isometria, a lei preserva distancias.

PDisponivel em
<https://repositorio.uac.pt/bitstream/10400.3/2513/1/Isometrias%20no%20plano_%20uma%?20abordagem%
20segundo%?20a%?20geometria%?20analitica.pdf> acesso em 10 jan. 2022.


https://repositorio.uac.pt/bitstream/10400.3/2513/1/Isometrias%20no%20plano_%20uma%20abordagem%20segundo%20a%20geometria%20analitica.pdf
https://repositorio.uac.pt/bitstream/10400.3/2513/1/Isometrias%20no%20plano_%20uma%20abordagem%20segundo%20a%20geometria%20analitica.pdf
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A nocdo de preservar distancias foi visto no Capitulo 2 e foi dado um exemplo, com a

Figura 1. No entanto, esses autores trazem uma definicdo formal de preservar distancias,

conforme o Quadro 6.

Quadro 5: Definicdo de isometria e de preservar distancias em Lima (2007) e Melo (2010)

Referéncia

Citagao direta

O que ¢ isometria?

Lima (2007, p. 17)

“Uma isometria entre os planos IT e IT' ¢ uma fungdo T: IT — II' que preserva

distancias”.

Melo (2010, p. 39)

“Uma isometria no plano euclidiano ¢ uma transformagdo geométrica de Py
sobre Pr que preserva distancias”.

OBS: O simbolo P representa o plano euclidiano.

O que ¢ preservar distancias?

Lima (2007, p. 17)

“...para quaisquer pontos X,Y € I1,pondo X' = T(X) e Y' = T(Y)
tem-se d(X,Y) = d (X", Y")".

Melo (2010, p. 39)

“... se {2 é uma isometria e P e Q) s@o dois pontos arbitrarios do plano
euclidiano, P, Q € Py sendo P' = 2(P) e Q' = 2(Q) entdo a medida do
comprimento do segmento [PQ] ¢é igual a medida do comprimento do

segmento [P'Q’'] simbolicamente, PQ = PQ”.

Fonte: Adaptado de Lima (2007) e Melo (2010)

Desse modo, ambos os autores concordam sobre o que € uma isometria, que é uma

funcdo, onde o dominio e a imagem sdo planos, e que preserva distancias. Sobre preservar

distancias, eles definiram formalmente a nocéo que foi vista no Capitulo 2.

Destaca-se ainda que Lima (2007) apresenta trés definicdes para isometria. A isometria

nas retas, onde o dominio e o contradominio séo retas. A isometria nos planos, conforme mostra

0 Quadro 6, e isometria no espaco euclidiano tridimensional. Em todos os casos, sdo funcdes

que preservam distancias, o que muda sdo o dominio e o contradominio. Diante do exposto,

fica respondido o que é isometria para Lima (2007) e Melo (2010).
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7.1.3 Classificagdo das isometrias para Lima (2007) e Melo (2010)

Ambos os autores destacam seis funcGes que sdo isometrias, sdo elas: identidade,
simetria em torno de um ponto, translacao, rotacao, reflexdo em reta e reflexdo deslizante, sendo
que a reflexdo deslizante é uma composicdo das funcGes reflexdo e translagdo. Os autores se
diferem em algumas nomenclaturas, mas a definicdo € a mesma. O Quadro 7 mostra a

equivaléncia das nomenclaturas.

Quadro 6: Equivaléncia das nomenclaturas dos tipos de isometrias em Lima (2007) e Melo

(2010)
Lima (2007) Melo (2010)

Identidade Identidade
Simetria em torno de um ponto Meia-volta / reflexdo em ponto / simetria pontual

Translacdo Translacdo

Rotagado Rotagdo
Reflexdao em torno de uma reta Reflexdo em recta / Simetria Axial
Reflexao deslizante Reflexao com deslizamento

Fonte: Os Autores

Lima (2007) demonstra que as seis fungdes que ele definiu (Quadro 7) sdo isometrias.
Ja Melo (2010), demonstra que a identidade e a reflexdo sdo isometrias, também mostra que a
composta de um ndmero finito de isometrias é também uma isometria. Além disso, mostra que
a translacéo, a rotagéo e a reflexdo com deslizamento podem ser obtidas a partir de duas ou trés
reflexdes, consequentemente, as seis fungdes definidas (Quadro 7) sdo isometrias. No proxima
subsecdo, tais demonstracdes serdo trazidas, com auxilio de linguagem figural.

A partir das seis isometrias definidas por Lima (2007) e Melo (2010), pode-se definir
infinitas isometrias, basta fazer a composicéo delas. Por exemplo, seja fi, 1>, f3, fa fs, fe @S
seis isometrias definidas por Lima (2007) e Melo (2010). Como a composi¢édo de isometrias &
ainda uma isometria, pode-se formar fungGes do tipo f; o f; com i,j = {1,2,3,4,5,6}. Desse
modo, havera 6> = 36 possibilidades para formar isometrias do tipo f; o f;. Se for a composigé&o
de trés isometrias, serdo 63 = 216 possibilidades. Generalizando, para uma composicdo de n
funcgdes, havera 6™ possibilidades. Diante disso, Lima (2007) prova que qualquer isometria que

se possa fazer com essas composicdes, serd igual a uma dessas quatro seguintes isometrias:
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translagéo, rotacéo, reflexdo e reflexdo com deslizamento. Ambos os autores ainda destacam
que a simetria em torno de um ponto P, por exemplo, € 0 mesmo que uma rotacdo de 180° em
torno do ponto P. Ja a identidade, pode ser obtida tanto por uma translacdo por um vetor nulo,
quanto por uma rotagdo em torno de um ponto P qualquer, com um angulo de n - 360° com

n € 7.
7.1.4 Representacdo Figural das isometrias para Lima (2007) e Melo (2010)

A funcéo identidade é funcdo que associa cada elemento P do dominio a ele mesmo,
isto ¢, a funcdo, Id: X — X, de modo que para todo P € X, tem-se que Id(P) = P. No caso em
que a fungdo é uma transformacéo geométrica, isto é, quando o dominio e o contradominio sdo
conjuntos de pontos, de acordo com Melo (2010), a funcéo identidade pode ser classificada
como uma isometria pois ela preserva distancias. Ou seja, seja a funcdo identidade Id: IT — 11,
onde IT é o plano euclidiano, como para quaisquer dois pontos P, Q € II, tem-se que Id(P) =
Peld(Q) = Q,entdo d(ld(P), Id(Q)) = d(P, Q) . Portanto a identidade é uma transformacéo
geomeétrica que preserva distancias, isto é, é uma isometria.

Em relacéo a translacdo, o Quadro 8 mostra a definicdo na integra, que consta em Lima
(2007) e em Melo (2010).

Quadro 7: Definicdo de translacédo para Lima (2007) e Melo (2010)

Translagao
Referéncia Definigao
Lima “Sejam A, B pontos distintos do plano I1. A translagdo Typ: [ — II é a fung@o assim

(2007, p. 23) | definida: Dado X € IT sua imagem X' = T,5(X) é o quarto vértice do paralelogramo
que tem AB ¢ AX como lados.”

Melo “Seja T, uma translagdo associada ao vector v = (i, t,). Dado um ponto P de
(2010, p. 23) | coordenadas cartesianas (x,y), pela translacdo T,,, este é transportado para o ponto
P’ de coordenadas cartesianas (x + t,,y + t;).”

Fonte: Adaptado de Lima (2007) e Melo (2010)

Nota-se que Lima (2007) usa a definicdo de paralelogramo, da geometria euclidiana
elementar, para definir a translagdo no registro algébrico. Sabe-se da geometria euclidiana, que
o paralelogramo é um quadrilatero com lados opostos paralelos e consequentemente sdo

congruentes (DOLCE e POMPEOQ, 2005). Assim, um ponto P e sua imagem por uma translagéo
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por um vetor ¥ formam um dos lados de um paralelogramo em que ¥ é o lado oposto desse
mesmo paralelogramo. J& Melo (2010) usa o recurso das coordenadas. Para a autora, basta
somar as coordenadas do vetor as coordenadas dos pontos do dominio da funcdo para obter as
coordenadas da imagem do ponto.

Partindo-se da representacdo da translacdo no registro algébrico, apresentada pelos
autores no Quadro 8, é feita a conversao entre os registros algébrico e figural, chegando-se a

representacédo da translagéo no registro figural, conforme Figuras 23 e 24.

Figura 23: Translacéo em Lima (2007)

Figura F

Figura F'

Fonte: Os Autores

Na Figura 23 ha uma figura F e um segmento AB que define uma translagdo Tz € F' =
T,z (F). Ou seja, foi obtida a imagem de F pela translacdo T,5. Essa figura destaca a
transformacédo de um ponto especifico de F que é o ponto X. O ponto X' é o quarto vértice do
paralelogramo que tem AB e AX como lados. Desse modo, X' = T,z (X), conforme indica a
definicdo de translacdo de Lima (2007) como indica no Quadro 8.

A Figura 24 exemplifica a representac¢do figural da translagdo, de acordo com Melo
(2010).

Figura 24: Translacéo para Melo (2010)
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10 12

B =(9,-3)

P' = (10, 6)

Figura F'

-8

Fonte: Os Autores

No exemplo da Figura 24, tem-se o vetor ¥ = B — A = (9, —3) que define a translagido
T,,. Tem-se ainda o ponto P = (1, —3) que ¢ um dos elementos do dominio. De acordo com a
defini¢do de Melo (2010), a translagdo de P por T, ¢ (1+9,—3 —3) = (10,—6) = P'. Ao
encontrar a imagem de F por T, obtém-se a figura F'. Sendo assim, a definigdo de Lima (2007)
e Melo (2010), referem-se ao mesmo objeto matematico. Considerando a Teoria dos Registros
de Representacdes Semiodticas de Duval, Lima (2007) e Melo (2010) usaram a mesma
linguagem para definir o mesmo objeto, a linguagem algébrica, embora de forma diferente. Para
compreender que ambos os autores definem o mesmo objeto € necessario fazer tratamento.
Assim, o que se observa € a translacdo como um tratamento no registro das figuras, como afirma
Duval (2004).

A demonstracio de que a translagdo ¢ uma isometria estd fundamentada na
demonstracdo de Lima (2007), por ser mais simples que a demonstragdao de Melo (2010). De
fato, sejam dois pontos P e Q e um segmento AB conforme mostra a Figura 25. E define-se

uma translacao Typ.

Figura 25: Elementos iniciais para a demonstragao
P

Fonte: Os Autores
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Encontra-se P’ = T45(P) que é o quarto vértice do paralelogramo que tem AP e AB
como lados. Analogamente, encontra-se Q' = T45(Q). Como AB, PP’,QQ’ sdo lados opostos
de paralelogramos, implica que eles sdo congruentes ¢ paralelos. A Figura 26, acrescenta a

Figura 25, os pontos P’ = T45(P), Q' = T,5(Q) e os segmentos PP’ e QQ'.

Figura 26: Transformadas de P e Q

Fonte: Os Autores

Para mostrar que a transla¢do é uma isometria, deve-se mostrar que a translagao preserva

distancias, isto &, que d(P, Q) = d(P',Q"), conforme Figura 27.

Figura 27: A translacdo € uma isometria

P

Qe .P'

QI.

Fonte: Os Autores

Observando a figura acima, como PP’ ¢ QQ’ tém a mesma medida e sdo paralelos, eles
sdo um dos pares de lados opostos do paralelogramo PP'Q'Q. Como PQ e P'Q’ sdo o outro par
de lados opostos do mesmo paralelogramo, entdo tem-se que PQ = P'Q' = d(P,Q) =
d(P’, Q") e fica provado que a translagdo é uma isometria.

Quanto a rotagdo, o Quadro 9 mostra a definicdo que consta nas duas obras.
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Quadro 8: Defini¢do de rotacdo para Lima (2007) e Melo (2010)

Rotagao

Referéncia Definicao

“Sejam O um ponto tomado no plano IT ¢ « = AOB um angulo de vértice 0. A

(203?’11;1 27) rotagdo de dngulo a em torno do ponto O ¢ a fun¢@do pg ,: I1 — II definida:
P0.¢(0) = O e, para todo ponto X # 0 em I1,pp o(X) = X' é o ponto do plano IT tal
que d(X,0) = d(X',0), XOX' = a e o “sentido de rotacio” de A para B é o mesmo

de X para X'”.
“Uma rotagd@o, em torno de um ponto O com amplitude igual a a no sentido anti-
Melo horario ¢ a transformacéo geométrica que transforma um ponto P = (x, y) num

(2010, p. 25) | Pponto P’ = (x',y")de modo que OP = OP',x = OP - cosp, y = OP - seng, x' =
OP' - cos(@ + a)ey' = OP' - sen(¢ + a). Obtendo assim, por coordenadas
cartesianas do ponto P’ em fungéo do dngulo a, (x - cosa — y - sena, x - sena +y -

cosa)”.

Fonte: Os Autores

A Figura 28 procura converter em uma linguagem figural, a representacéo algébrica de

Lima (2007), com um exemplo.

Figura 28: Rotacdo em Lima (2007)

Figura F'

‘OOV A

& [©
O
A A
b o
0] Figura F

Fonte: Os Autores

Na Figura 28 ha um ponto O e um angulo a que podem definir uma rotagéo pg ,: I1 —
I1. Tem-se ainda, um ponto X e a sua imagem X' obtido pela funcdo p, ,: 1T — II, ou seja,
Po.«(X) = X'. Nota-se ainda, que OX = 0X'. Fazendo esse processo com todos os pontos da

figura F, é obtida a figura F’, ou seja, po ,(F) = F'.
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A Figura 29 mostra um exemplo de conversdo da representacdo da rotacdo no registro
algébrico para o registro da figura, segundo a defini¢do de Melo (2010).

Figura 29: Rotacao para Melo (2010)

Fonte: Os Autores

Na Figura 29 ha uma rotacdo em torno de um ponto O, com amplitude igual a a, no
sentido anti-horério. Essa transformacao exige que OP = OP'. Note que, se 0 segmento OP é a
hipotenusa de um triangulo de cateto contido no eixo x, de modo que OP forma um angulo ¢
com o eixo x. Desse modo, as coordenadas do ponto P podem ser escritas da forma P = (OP -
cosg, OP - seng). Analogamente, considerando o segmento OP’ como a hipotenusa de um
triangulo de cateto contido no eixo x e o angulo a formado entre OP’ e 0 eixo x, pode-se
escrever as coordenadas de P’ como P’ = (OP' - cos(a + @), OP' - sen(a + ¢)). Pela equagéo
do cosseno e do seno da soma de dois arcos, as coordenadas do ponto P’ podem ser escritas
ainda, na forma P’ = (0P -cosg -cosa — OP'-seng - sena, OP' - cosg - sena — OP' -
seng - cosa) . Como OP = OP' , pode-se escrever ainda as coordenadas do ponto P’ da
seguinte forma: P’ = (OP - cos¢ - cosa — OP - seng - sena, OP - cos¢ - sena — OP - seng -
cosa). O ponto P é um ponto qualquer, por isso, tem-se que P = (x,y) e desse modo (x,y) =
(OP - cosg, OP - seng) ou ainda, x = OP - cosg e y = OP - seng. Substituindo essas duas
ultimas equacgdes nas coordenadas de P’ tem-se que P’ = (x - cosa — y - sena, x - sena@ — y -
cosa). Esse € o processo, pelo qual Melo (2010) definiu uma rotacéo.

A defini¢do de Melo (2010) e de Lima (2007) referem-se ao mesmo objeto. Da mesma
forma como ocorreu na definicdo de translacdo, ambos usam a linguagem algébrica, porém com

mecanismos diferentes. Segundo a teoria de Duval, ambos usaram signos diferentes para
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demonstrar, mas como ha uma infinidade de signos que representam o mesmo objeto, pode-se
compreender que os dois conjuntos de signos usados por cada autor fazem referéncia ao mesmo
objeto matematico.

A seguir, é demonstrado que a rotagdo € uma isometria, tendo como base a demonstracao
de Lima (2007). De fato, tomando inicialmente trés pontos 4, B, P € I1 e um angulo a conforme

mostra a Figura 30.

Figura 30: Elementos iniciais para a demonstracdo
A

O
P

B.

Fonte: Os Autores

O ponto P que esta na cor vermelha, é o ponto de rotacdo, e desse modo é definida a

rotacdo po ,: 11 — I1. Efetua-se entdo, a rotagdo de A e B em torno de P com amplitude «,

conforme mostra a Figura 31. Ou seja, encontra-se A" = py 4 (A) € B' = pp «(B).

Figura 31: Transformadas dos pontos A e B
A

Fonte: Os Autores

Observa-se que B'PA forma um angulo y (Figura 32). Desse modo, os tridngulos APB
e A'PB’ sdo congruentes por LAL, pois AP = AP’ por definicdo, APB = A’PB’ tém amplitude
a + v, e BP = BP’ por definicdo. Consequentemente, AB = A’'B’ e desse modo, d(4,B) =

d(A', B". Isso prova que a rotacdo é uma isometria.
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Figura 32: A rotacdo é uma isometria
A

a .\a .A'
B P

Fonte: Os Autores

Lima (2007, p. 20) define a simetria em torno de um ponto, da seguinte maneira:
“Tomemos um ponto A no plano I1. A simetria em torno de A é a funcdo S,: IT — IT assim
definida: S,(A) = Aepara X # A, S,(X) = X' é 0 simétrico de X relativamente a A”. Lima
(2007) havia definido no primeiro capitulo de sua obra, que o simétrico de X relativamente a A
é 0 ponto X’ de modo que A é o ponto médio do segmento XX’. A Figura 33 procura exemplificar
a definicdo de Lima (2007) através de uma linguagem figural.

Figura 33: Simetria em torno de um ponto, em Lima (2007)

xl

Yl

Figura F Figura F'

Fonte: Os Autores

Na Figura 33, o ponto A ¢ o ponto médio dos segmentos XX', YY' e ZZ' por isso S, (X) =
X', S,(Y)=Y"eS4(Z) =Z'. Esses trés pontos estdo destacados, no entanto, a transformagao
geométrica foi aplicada em todos os pontos da figura F e a imagem dessa transformagao
originou a figura F'. Logo, S,(F) = F'.

Também, ¢ demonstrado que a simetria em torno de um ponto ¢ uma isometria,
fundamentado em Lima (2007). Para isso, ao tomar trés pontos, P, Q, A, ilustrados na Figura

34. Estabeleca a simetria em torno do ponto A, ou seja, Sy: I1 — II.
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Figura 34: Elementos iniciais para a demonstragao
P

Fonte: Os Autores

Encontre os pontos P’ e Q' de modo que, P’ = S4(P) e Q' = S4(Q), conforme mostra a
Figura 35.
Figura 35: A simetria em torno de um ponto é uma isometria

Q'

Fonte: Os Autores

Os triangulos PAQ e P'AQ’ sdo congruentes por LAL. Isso porque PA = AP’, ja que A
é 0 ponto médio de PP’. Também, PAQ = P'AQ’, pois sdo angulos opostos pelo Vértice, e
QA = AQ’, pois A é o ponto médio de QQ’. Desse modo, PQ = P'Q’, ou ainda, d(P, Q) =
d(P', Q") e, portanto, a simetria em torno de um ponto é uma isometria.

Lima (2007) diz que a simetria em torno de um ponto A ¢ um caso especifico de rotacao.
A isometria S,: [T — II coincide com a rota¢do p, , quando a = 180°. A Figura 36 mostra, a
mesma imagem da Figura 33, s6 que dessa vez, destacando a rotagdo de 180° em torno do

ponto A.
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Figura 36: Rotacao de 180°
X

Figura F Figura F'

Fonte: Os Autores

Para a simetria em torno de um ponto, Melo (2010) diz que € nomeada como, meia-
volta, reflexdo em ponto ou simetria pontual. A autora ndo define essa isometria, mas destaca
que ela é um caso especifico de rotacdo, mais especificamente, uma rotacdo de 180°,
concordando assim com Lima (2007).

O Quadro 10 mostra a definicéo de reflexdo em torno de uma reta, dada por Lima (2007)
e por Melo (2010).

Quadro 9: Definigdo de reflexdo em reta em Lima (2007) e Melo (2010)

Reflexdo em reta

Referéncia Definigao

Lima “Seja r uma reta no plano II. A reflexdo em torno da reta r é a fungdo R,: 1 = II
(2007, p. 21) assim definida: R,-(X) = X paratodo X € re,se X € r, R.(X) = X' é tal que a
mediatriz do segmento XX’ é aretar.”

“Dado um ponto P qualquer, de coordenadas cartesianas (x, y), este é transformado,

Melo pela reflexdo na recta r, no ponto P’ de coordenadas (x',y"), onde PP’ L r. Sendo
(2010, p. 29) | {M} = PP' N r entdo M ¢ o ponto médio do segmento [PP’]e a recta r é a mediatriz
deste mesmo segmento.”

Fonte: Adaptado de Lima (2007, p. 21) e Melo (2010, p. 29)

Mais uma vez, as definigdes designam o mesmo objeto. Porém, desta vez, as definigdes
estdo bem proximas, mudando somente o nome dos pontos, a ordem das oracdes e a referéncia
que Melo (2010) faz as coordenadas dos pontos. Como exemplo em linguagem figural da
reflexdo em torno de uma reta, que para Melo (2010) ¢ chamada também de simetria axial,
pode-se observar a Figura 2, no Capitulo 2. A seguir ¢ demonstrado que a simetria em torno de

uma reta ou simetria axial, € uma isometria, novamente tomando por base Lima (2007). Esse
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autor divide a demonstracdo em dois casos, um caso em que os dois pontos estdo em um mesmo
lado da reta e outro caso, onde os pontos estio em lados opostos da reta. E mostrado em
linguagem figural, somente o caso em que os pontos estdo em lados opostos da reta, o outro
caso ¢ ainda mais simples e pode ser consultado na obra. De fato, considere uma reta r e dois

pontos P ¢ Q em lados opostos de 7:

Figura 37: Elementos iniciais para demonstragao

retar
—

Fonte: Os Autores

Para encontrar P’ = R,.(P) e Q' = R,(Q), considere os segmentos PQ e P'Q’ que se
intersectam no ponto I, como mostra a Figura 38. Tem-se 0 segmento PP’ comPP' Nr = M,
e 0 segmento QQ’ com QQ' N r = M,. Os tridngulos PIM1 e P'IM1 sdo congruentes por LAL,
uma vez que PM; = P'M, e PM,1 = P'M;I por consequéncia imediata da definicdo (Quadro
10) e o fato de M, I ser lado comum aos tridngulos. Analogamente, os tridngulos QIM, e Q'IM,
sdo congruentes por LAL. Essas congruéncias implicam que PI = IP' e Q'I = QI. Desse modo,
pondo a = d(PI) =d(IP")eb =d(Q'I) = d(QI) tem-se que d(PQ) = d(P'Q") = a + b.

Figura 38: Reflexdo em torno de uma reta
€ uma isometria

Fonte: Os Autores

Como d(PQ) = d(P'Q") = a + b, entdo fica demonstrado que a reflexdo em torno de

uma reta, quando os pontos estdo em lados opostos da reta, &€ uma isometria.
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O Quadro 11 mostra a definicdo de reflexdo com deslizamento para Lima (2007) e para

Melo (2010).

Quadro 10: Definicdo de reflexdo com deslizamento em Lima (2007) e Melo (2010)
Reflexdo com deslizamento

Referéncia Definicao

Lima “Sejam v = AB um vetor ndo nulo e r uma reta paralela a v no plano I1. A
(2007, p. 29-30) reflexdo com deslizamento, determinada pelo vetor v e pela reta r € a isometria

T =T, o R,: 11 - Il obtida, fazendo a translacdo T,, seguir-se a reflexao R,.”

“Passemos a reflexdo deslizante, ou translagao refletida, que denotaremos por

( Melo ) 8, € que pode ser definida como o resultado da composi¢ao entre uma
2010, p. 33

reflexdo em recta e uma translagdo cujo vector tem a mesma direccdo da recta.”

Fonte: Adaptado de Lima (2007, p. 29-30) e Melo (2010, p. 33)
Lima (2007) e Melo (2010) mais uma vez definem o mesmo objeto. Neste caso, a

reflexdo com deslizamento é a composicdo de duas isometrias e como 0s autores mostram que
a composicdo de isometrias é ainda uma isometria, entdo a reflexdo deslizante é uma isometria.
A Figura 39 mostra um exemplo de representacdo da reflexdo com deslizamento, no registro

das figuras.

Figura 39: Reflexdo com deslizamento

Fl

F2

Fonte: Os Autores

Lima (2010) diz que T, o R, = R, o T,, ou seja, fazer uma translagio pelo vetor ¥ e

depois a reflexdo em torno da reta v ¢ o mesmo que fazer a reflexdo pela reta r e depois a
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translagdo pelo vetor ¥. Na Figura 39, a figura F foi transformada por uma reflexdo por
deslizamento, na figura F'. Se for feita a translagdo primeiro ¢ depois a reflexdo, entdo F sera
levada a F2 e depois a F', mas se for feita a reflexdo primeiro e depois a translagdo, entdo F
serd levada a F1 e depois a F'. Ou seja, em ambas as formas, levara a figura F'.

Lima (2007) e Melo (2010) ainda classificam as isometrias em proprias € improprias,
ou respectivamente, par e impar. Essa classificagdo leva em consideragdo a orientagdo da figura.
Se uma figura F foi transformada em F' por uma isometria e se F' mantém a orientagdo de F,
entdo essa isometria ¢ propria ou par. Caso contrario, se ndo mantém a orientagdo, ¢ impropria
ou impar. Outra forma de explicar essa classificagdo ¢é: dado duas figuras F e F' em um mesmo
plano, sendo a ultima obtida da primeira através de uma isometria, se ha alguma forma de levar
F até F' sem sair do plano, entdo a isometria que transformou F e F' é propria ou par. E se para
levar F até F' é necessario sair do plano, entdo a isomeria é impropria ou impar. A Figura 40
procura exemplificar essa ideia, em linguagem figural. Considere na Figura 40, a figura F como
inicial € F'e F'' como duas transformadas de F.

A figura F' tem orientagdo diferente da figura F. Ja a figura F" tem a mesma orientagio
da figura F. Pode-se observar nos vértices das figuras F e F”', que 4, B, C, ..., L estio no mesmo
sentido anti-horario e na figura F' estdo no sentido horario. Observe que, ao olhar cada uma das
figuras da direita para a esquerda, as figuras F ¢ F'"' a flechinha que antecede a figura esta
apontando para baixo e a flechinha que sucede estd apontando para cima. O mesmo nao
acontece com a F', onde a flechinha que antecede estd apontando para cima e a flechinha que
sucede, apontando para baixo, além disso, para mover F até F' para ambas coincidirem ponto
a ponto, seria necessario move-la fora do plano, uma forma seria fazer uma rotacao no espaco
em torno da reta. Mas para mover F até F'', bastaria fazer uma rota¢do, sem sair do plano, em

torno do ponto P (Figura 40).
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Figura 40: Orientacao de uma figura
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Fonte: Os Autores

Lima (2007) e Melo (2010), ainda dizem que a translacdo e a rotacdo sdo isometrias
préprias ou par, enquanto a reflexdo e reflexdo com deslizamento sao isometrias impréprias ou
impar.

Desse modo, fica respondida a questdo: Como Lima (2007) e Melo (2010) classificam
as isometrias. Eles a classificam em identidade, translacdo, simetria em torno de um ponto,
rotacdo, reflexdo e reflexdo com deslizamento. Dizem ainda que qualquer uma dessas
isometrias e qualquer composicao delas, resultard em uma dessas quatro: translacdo, rotacéo,
reflexdo e reflexdo com deslizamento. Além disso, classificam essas em proprias ou impréprias,
as proprias sdo as que preservam a orientacdo e as improprias nao preservam a orientacao, sendo
que a translacdo e rotacdo sdo isometrias proprias, e a reflexao e reflexdo com deslizamento séo

isometrias improprias.
7.2 OBRAS COM ENFASE EM SIMETRIA

7.2.1 Introducao

As obras que enfatizam simetria sdo: O terceiro volume da série original Mathematics
for Junior High School que foi traduzida como Matematica Curso Ginasial, de autoria do grupo
Scholl Matematics Study Group; o livro Symmetry, traduzido em lingua portuguesa para

Simetria, de Hermann Weyl (WEYL, 1997); e o livro Groups and Symmetry — A Guide to
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Discovering Mathematics, ou seja, Grupos e Simetria: Um guia para descobrir a matematica,
de David W. Farmer (FARMER, 1999).

O professor Lafayette de Moraes ja foi apresentado no Capitulo 3, como um professor
de matematica que foi levado ao Estados Unidos na década de 1960 por fundacGes norte-
americanas, no contexto do MMM, e que traduziu a colecdo de livros didaticos Mathematics
for Junior High School. Essa cole¢do tem quatro volumes, sendo que o terceiro contém um
breve estudo sobre simetria.

O terceiro volume apresenta seis capitulos, sendo o capitulo quatro intitulado:
“Construgdes, Tridangulos Congruentes e Propriedade Pitagorica” (SMSG, 1969, p. 155). Neste
capitulo hd um breve estudo sobre simetrias na se¢do 4.3 denominado “Simetria”, e contém
apenas quatro paginas. A secdo 4.3 apresenta inicialmente duas atividades experimentais, em
que sugerem ao aluno recortar e fazer dobraduras. Nessas atividades ¢ explicado o que ¢ um
eixo de simetria e em seguida ha mais atividades para identificar eixos de simetrias em figuras.
Depois dos exercicios hd uma definicdo de simetria e uma se¢do de exercicios, encerrando o
assunto sobre simetria. O termo isometria ndo ¢ mencionado, por isso ndo faz sentido buscar
respostas as questdes: O que ¢ isometria? Ou, qual a classificagdo das isometrias? Ou ainda,
qual a relacdo entre isometria e simetria? Desse modo, sera analisado quais as definigdes e
conceitos de simetria em SMSG (1969).

Hermann Weyl (1885 — 1955) é autor da obra intitulada original Symmetry, traduzida
como Simetria (WEYL, 1997). De acordo com Eves (2004), Weyl é um dos matematicos que
ocupa posicao de destaque, ao lado de grandes nomes como David Hilbert (1862 - 1943), Carl
Runge (1856 - 1927) e Emmy Noether (1882 - 1935) que fazem parte dos “dignos sucessores
de Gauss, Dirichlet e Riemann, fazendo da escola de matematica de Gottingen uma das mais
famosas dos tempos modernos” (EVES, 2004, p. 607-8). O historiador ainda destaca que Weyl
ficou conhecido por seu trabalho sobre a filosofia e os fundamentos da matematica.

Em 1952 Weyl publicou Symmetry a qual teve a tradugdo, em lingua portuguesa,
publicada pela Editora da Universidade de S&o Paulo em 1997 (WEYL, 1997). E uma obra de
filosofia matematica, em que Weyl discorre sobre as implicacdes filosoficas da simetria. Ele
inicia mostrando a simetria na arte das mais diversas civilizagcbes da antiguidade, chega na
filosofia matematica da esquerda e direita, que € uma discussdo em torno da questdo: A
esquerda e a direta € uma escolha arbitraria ou ndo? Essa questao envolve aspectos historicos e
religiosos, biologia, quimica e principalmente a teoria da relatividade. Em seguida discorre

sobre a simetria na botanica, em animais principalmente marinhos, e por Gltimo na simetria dos
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cristais, estudados em fisica, que de acordo com o autor é o aspecto mais abrangente e
impressionante da simetria. Assim como em SMSG (1969) ndo consta, uma Unica vez, o termo
isometria em Weyl (1997), por isso sera investigado na obra: O que € simetria? Quais sdo 0s
tipos de simetria de figuras planas?

Em relacdo a David W. Farmer, ele é norte-americano, doutorou-se em matematica pela
Oklahoma State University?® em 1993, é diretor do American Institute of Mathematics. Sua
obra Groups and Symmetry — A Guide to Discovering Mathematics, foi editada pela primeira
vez em 1996 pela The American Mathematical Society foi traduzida para o portugués e
publicada pela editora portuguesa Gradiva em 1999 com o titulo Grupos e Simetria: Um guia
para descobrir a matematica (FARMER, 1999).

O tipo de literatura de Farmer (1999) ndo é muito comum no Brasil, é o estilo Descubra
Por Vocé Mesmo, um tipo de literatura matematica onde o autor ndo tem interesse em citar os
axiomas e postulados, e a partir deles demonstrar teoremas e proposi¢cdes em geral. A
caracteristica central dessa literatura € propor problemas ao leitor, para que, por conta propria
possa descobrir alguns padrdes e conceitos matematicos. Os problemas mais simples, o autor
ndo apresenta as solucdes, mas usa esses problemas simples para explicar alguns conceitos. Em
relacdo as definigdes, algumas vezes apresenta uma definicdo proviséria e empirica e depois
leva o leitor a encontrar problemas nessa definicdo, em seguida ele discute se essa definicéo
deve ser modificada ou se permanece com ela e define-se outro objeto para resolver os
obstaculos encontrados. Outra caracteristica é que o0 autor apresenta 0s conceitos mais gerais e
indica obras para aprofundamento do assunto. Frequentemente aponta quem foram o0s
matematicos que demonstraram pela primeira vez, determinados teoremas ou proposi¢des mais
gerais.

Embora o foco de Farmer (1999) seja as simetrias de figuras planas, também faz um
breve estudo das isometrias, pois para Farmer (1999) as simetrias sdo casos particulares de
isometrias. No entanto, o termo isometria ndo aparece uma Unica vez na obra, é usado o termo
movimentos rigido como sindnimo de isometria. Como o autor fala em isometria e simetria,
sdo investigados na obra, as trés categorias de analise, pré-definidas. Como essa obra possuli
um contedo mais vasto, é analisado por primeiro, depois é analisado Weyl (1997) e por altimo
SMSG (1969).

OInformagdes sobre a formagdo de David W. Farmer, pode ser encontrada em
<https://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=43436> acesso em 12 jan. 2022.


https://www.genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=43436
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7.2.2. Isometrias em Farmer (1999)

O capitulo dois de Farmer (1999) trata dos movimentos rigidos no plano, que ele define
como “Um MOVIMENTO RIiGIDO do plano ¢ qualquer maneira de mover todos 0s pontos do
plano de modo que — A distancia relativa entre pontos permanega a mesma — A posicéo relativa
dos pontos permanega a mesma” (FARMER, 199, p. 27, grifo do autor). Em seguida ele d&d um

exemplo:

... se os pontos A e Bestéo afastados 2 m, entéo, apds aplicar um movimento rigido,
eles devem manter 2 m de distancia; e se o ponto C esta a meio caminho entre A e B,
entdo, apos aplicar um movimento rigido, este deve permanecer a meio caminho entre
Ae B. (FARMER, 1999, p. 27)

Desse modo, o movimento rigido coincide com o conceito de isometria visto em Lima
(2007) e Melo (2010), pois Farmer (1999) destaca que 0 movimento rigido € uma transformacéo
geométrica que preserva distancias e procura usar uma linguagem natural para defini-lo,
enquanto Lima (2007) e Melo (2010) usaram uma linguagem formal. Além disso, Farmer
(1999) usa uma representacdo diferente para designar a isometria. 1sso vai ao encontro do
conceito da arbitrariedade do signo, conceituada por Duval e Saussure, pois usou 0 signo
movimento rigido para designar a isometria, o qual ndo tem relacdo com a isometria. Desse
modo, a resposta para a questdo: O que é isometria para Farmer (1999)? O autor nao fala em
isometria, mas estuda os movimentos rigidos que coincidem com o conceito de isometria de
Lima (2007) e Melo (2010).

Farmer (1999) ainda define (Quadro 12) quatro isometrias como basilares, das seis
isometrias vistas em Lima (2007) e Melo (2010).

Quadro 11: Classificacdo dos movimentos rigidos em Farmer (1999)

Movimento Definigao / Explicacdo
Rigido

“Numa translacdo, tudo € movido pela mesma distancia ¢ na mesma dire¢do.”

Translagéo (FARMER, 1999, p. 28).

“A rotagdo fixa um ponto e tudo roda a mesma quantidade em torno desse ponto. Para
especificar uma rotagdo define-se qual o ponto que ¢ fixado e a quantidade pela qual o
Rotaciio todo roda em torno desse ponto. O ponto fixo chamado CENTRO DE ROTACAO,

actua como um eixo ¢ as duas linhas desenhadas indicam a rotagcdo como se fosse os

raios de uma roda.” (FARMER, 1999, p. 28).
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“A reflexdo ¢ determinada por uma linha de espelho (...) Os dois lados sdo realmente
Reflexdo «imagens de espelho» um do outro (...) Duas outras observagdes uteis: Pontos do
ezr;léldheo espelho ndo se movem por efeito da reflex@o. A distancia de um ponto ao espelho ¢
igual a distdncia da imagem desse ponto ao espelho.” (FARMER, 1999, p. 33).
Reflexdo “Uma REFLEXAO DESLIZANTE ¢ uma reflexdo de espelho, seguida de uma
deslizante translacao paralela ao espelho.” (FARMER, 1999, p. 36).

Fonte: Adaptado de Farmer (1999)

Os quatro movimentos rigidos de Farmer (1999) coincidem com a translag&o, rotacéo,
reflexdo em torno de uma reta, e reflexdo com deslizamento, propostas por Lima (2007) e Melo
(2010), que sdo as quatro isometrias basilares. A reflexdo em torno de uma reta, denominada
por Lima (2007), e que em Melo (2010) recebe o0 nome de reflex&o em reta e simetria axial, em
Farmer (1999) recebe 0 nome: Reflexdo em espelho.

Desse modo, qual a resposta a questdo: Como Farmer classifica 0s movimentos rigidos
(isometria)? O autor classifica em translacdo, rotacdo, reflexdo em espelho e reflexdo

deslizante.

7.2.3 Simetria em Farmer (1999)

Para Farmer (1999, p. 43): “Uma SIMETRIA, de uma figura ¢ um movimento rigido
que deixa a figura exactamente na mesma”. Isso coincide com o conceito de simetria de
Pasquini e Bortolossi (2015). Desse modo, ja se pode responder duas questdes: 1) O que €
simetria para Farmer (1999)? E um movimento rigido que deixa a figura na mesma figura
(invariante) e 2) Qual a relacdo entre movimento rigido (isometria) e simetria para Farmer
(1999)? A simetria ¢ um caso especifico de movimento rigido. Enquanto o movimento rigido
ndo necessariamente deve deixar uma figura invariante, a simetria deixa a figura invariante.

A discussdo sobre os tipos de simetria, em Farmer (1999), inicia quando ele procura
mostrar que algumas figuras permanecem invariantes por uma translagcdo. Ele inicia com
simetria de translacdo, pois depende disso para definir figura finita, “Uma FIGURA FINITA é
uma figura que ndo tem nenhuma simetria de transla¢do nao trivial” (FARMER, 1999, p. 45,
grifo do autor). A translacéo trivial € aquela feita pelo vetor nulo, que é um tipo de identidade
e desse modo, figuras finitas sdo aquelas que ndo tém nenhuma simetria de translacdo, exceto

atrivial. Vale destacar ainda que as figuras finitas nem sempre sdo finitas no sentido coloquial
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da palavra. Algumas se estendem indefinidamente, e, portanto, a figura finita é simplesmente a
figura que ndo tem translagéo diferente da trivial. A partir de entdo, ele inicia os estudos sobre
os tipos de figuras finitas. Farmer (1999) destaca que algumas figuras finitas possuem um
numero finito de simetrias, isto €, existe um namero finito de isometrias que tornam a figura
invariante e dados uma figura F e S o conjunto de isometrias que deixam F invariante, isto é, 0
conjunto de simetrias de F e dada a operacdo de composicao de isometrias, entdo S munido da
operacdo de composicao de isometrias € um grupo. Desse modo, Farmer (1999) faz um estudo
das simetrias das figuras, fundamentando-se na estrutura algébrica de grupo.

Farmer (1999) mostra, com exemplos, que uma figura finita s6 pode ter simetria de
espelho e simetria de rotacdo, isto ¢, uma figura F finita s6 pode tornar-se invariante por
reflexdo em espelho ou por rotagdo. Além disso, ele diz que as figuras finitas tém “ou apenas
simetria de rotacdo, ou um numero igual de simetrias de rotacdo e reflexdo em espelho”
(FARMER, 1999, p. 54). Por exemplo, se uma figura tem sete simetrias de rotacdo, entdo ela
ndo tem nenhuma simetria de espelho ou tem sete simetrias de espelho. Generalizando, se uma
figura tem n simetrias de rotacdo, entdo ela tem O simetrias de espelho ou n simetrias de
espelho. Vale lembrar que entre as n simetrias de rotagdo, esta inclusa a simetria de rotagao
trivial, isto ¢, a identidade, a rotacdo com amplitude de z - 3602 com z € Z. Por outro lado,
Farmer (1999) afirma que, se uma figura tem n eixos de simetria de espelho, implica que tem
n simetrias de rotagdo, incluindo a trivial (identidade). Desse modo, a figura que tem 1 eixo de
simetria, tem somente a rotagdo trivial, esse tipo de simetria ¢ chamado de simetria bilateral.
Assim, ha dois tipos de simetria de figuras finitas: as que tem n rotagdes e n simetrias de espelho
e as que tém n rotacdes e 0 simetria de espelho e € a partir disso que ele classifica as figuras
finitas.

Farmer (1999) classifica as figuras finitas em dois tipos: 1) “Se uma figura finita tem
exatamente N simetrias de rotagdo e nenhuma simetria de reflexdo de espelho, diz-se que a
figura tem simetria de tipo Cy” (FARMER, 1999, p. 55) e 2) “Se uma figura finita tem
exatamente N simetrias de rotagdo e N de reflexdo de espelho, diz-se que a figura tem simetria
do tipo Dy” (FARMER, 1999, p. 56). As notac¢des Cy e Dy remetem a grupo ciclico e grupo
diedral, estudados no capitulo seis. Na proxima subsecao esses grupos serdo relacionados com
as figuras, em linguagem figural. Desse modo, uma figura que tem 5 simetrias de rotagdo e
nenhuma simetria de espelho € do tipo Cs, se uma figura tem 8 simetrias de rota¢@o e 8 simetrias

de espelho, entdo ela ¢ uma figura do tipo Dg. Vale destacar ainda, que toda a figura finita é do
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tipo Cy ou Dy, isso porque, se uma figura ndo tem nenhuma simetria além da trivial, ela ¢ do
tipo Cy, ou seja, € invariante por uma rotagdo de 360°.

As figuras ndo-finitas, a qual Farmer (1999) nao atribui um nome especifico, sao
classificadas em padrdes de faixa e papel de parede, esses dois tipos de figuras, por definicao,
possuem simetria de translacdo. Os padrdes de faixas sdo figuras limitadas por duas retas
paralelas, que contém figuras discretas e tem tamanho indefinido em uma direcdo. Outra
caracteristica dos padroes de faixa ¢ que além de terem simetria de translagcdo, podem ter
também simetria de espelho, de rotacao e de reflexdo com deslizamento e algumas combinagdes
dessas. Farmer (1999) nao detalha sobre os tipos de padrdes de faixa, mas deixa a cargo do
leitor descobrir. No entanto, diz que existem oito tipos de padrdes de faixa: “O matematico John
Conway, da Universidade de Pinceton, deu nome divertidos aos diferentes tipos de simetria dos
padroes de faixas. Os seus nomes eram: pulo, passo, salto, patinagem, pular a roda, andar a
roda, saltar a roda e patinar a roda” (FARMER, 1999, p. 63, grifo do autor). Essa ¢ a tinica
informac¢do que tem em Farmer (1999) sobre a classificagdo dos padrdes de faixa. O seu
objetivo parece ter sido, explicar o que sdo os padrdes de faixa e algumas de suas caracteristicas,
e ndo entrar em muitos detalhes sobre as classificagdes deles, embora deixe a cargo do leitor
descobrir quais sdo os oito tipos de padrdes de faixa.

Enquanto os padr@es de faixa se prolongam indefinidamente em uma direcdo, os papéis
de paredes se prolongam indefinidamente em duas dire¢es. Assim como os padrdes de faixa,
0s papéis de parede também sdo compostos por figuras discretas, tém simetria de translagédo por
definicdo e podem ter simetria de rotacéo, reflexdo em reta e reflexdo com deslizamento e
combinacgbes dessas. Existem 17 tipos de papel de parede, isto é, existem 17 tipos de simetrias
em papel de parede. De acordo com Farmer (1999), o matematico russo E. S. Fedorov, publicou
em 1891 um artigo em russo, que demonstrava que existem somente 17 tipos de simetria em
padrdes de faixa, no entanto, esse conhecimento sé se tornou conhecido no ocidente a partir de
1924 quando George Pdélya publicou artigos na lingua alemd, contendo esses resultados.

Desse modo, Farmer (1999) destaca as figuras que tém simetria de translacdo e as que
ndo tém. As que ndo tém simetria de translacéo sdo classificadas em dois tipos, as Cy € as Dy.
Farmer (1999) distingue dois tipos de figuras que tém simetria de translacdo: os padrbes de
faixas, onde séo possiveis 8 tipos de simetria; e os papéis de parede que existem 17 tipos de
simetria. Desse modo, para a questdo: Qual a classificacdo de simetria para Farmer (1999)?
Tem-se como resposta: As figuras finitas e as ndo finitas. As finitas podem ter simetria de

reflexdo de espelho e simetria de rotacdo, sendo que ha dois tipos, aquelas que tém n simetrias
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de rotagdo e 0 simetrias de reflexdo de espelho, essas sdo chamadas de Cy em referéncia ao
grupo ciclico; e as que tém n simetrias de rotacdo e n simetrias de reflexdo de espelho,
chamadas de D, em referéncia ao grupo diedral. Entre as figuras que ndo sao finitas, existem
0s padrdes de faixa e os papéis de parede, essas figuras podem ter simetria de rotacéo, simetria
de reflex&@o de espelho, simetria de reflexdo deslizante e algumas combinacgdes dessas. Existem
oito tipo de padr@es de faixas e 17 tipos de papéis de parede.

Destaca-se ainda, que Farmer (1999) procura diferenciar simetria e figura simétrica. A
simetria, como ja visto € um movimento rigido que deixa uma figura invariante, ja a figura
simétrica € aquela que possui pelo menos uma simetria diferente da trivial. A figura que s6 tem
a simetria trivial é dita assimétrica. Desse modo, para Farmer (1999) todas as figuras tém
simetria, mas nem todas sdo simétricas. Todas as figuras tém simetria, pois todas as figuras
ficam invariante pela identidade, que € um movimento rigido, mas nem todas as figuras tem

alguma simetria alem da identidade, essas, sdo as figuras simétricas.

7.2.4 Simetrias em Farmer (1999) em linguagem figural

NEsta subsecdo, alguns conceitos abordados por Farmer (1999) sdo explorados a partir

de representacdes no registro das figuras:

(&) Invariancia por translagdo

Como foi visto anteriormente, as figuras sdo classificadas pelo critério da simetria de
translacdo. Nao é possivel fazer uma representacdo causal de uma figura com simetria de
translacdo, isso porque essas figuras se estendem indefinidamente em uma ou duas direcdes.
Desse modo, considere que a Figura 41 se prolongue indefinidamente na horizontal e na

vertical.
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Figura 41: Simetria de translagéo

Fonte: Os Autores

Essa figura é composta por quadrados com duas cores. Considere dois vetores i € ¥, de
modo que o vetor U seja paralelo e congruente a uma das diagonais dos quadrados, e o vetor ¥,
paralelo e congruente a um dos lados dos quadrados. Considere ainda os vetores w e Z, tal que
Wliuew=1ualémdissoZ L ¥ e Z = v. Ao fazer uma transla¢do da figura de um quadrado
contido na Figura 41, por qualquer um dos seguintes vetores, a - U, a - W, 2a - U € 2a - Z com
a € 7, a figura ficard exatamente a mesma. Neste caso, diz-se que a Figura 41 tem simetria de
translagdo, pois existe pelo menos uma forma de torna-la invariante por uma translagdo. As
figuras que nao tém esse tipo de simetria, sdo chamadas de figuras finitas.

No entanto, uma figura finita, nem sempre ¢ finita no sentido coloquial. Por exemplo,
considere uma figura Y que ¢ a unido de duas retas perpendiculares. A figura Y ¢ infinita no
sentido coloquial pois se prolonga indefinidamente. Porém de acordo com Farmer (1999) a
figura Y ¢ finita pois ndo tem simetria de translacao, além disso, ela ¢ uma figura D, pois terd

4 simetrias de rotagao e 4 simetrias de reflexdo em reta.

(b) Invariancia por rotagdo

Farmer (1999) diz que ha figuras que se tornam invariantes por rotacdo. Para
exemplificar isso, sdo utilizadas algumas imagens de uma animacdo feita no GeoGebra.
Considere a Figura 42 que sera rotacionada em torno do ponto O, com amplitude a de rotagao,

no modo controle deslizante. Na Figura 42, a rotagdo é de 0°, portanto a figura fica invariante.
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Figura 42: Figura invariante por rotagéo

oa=0°
[ ]

Fonte: Os Autores

Ao mover o ponto do controle deslizante para a direita, 0 angulo « vai alterando. A

Figura 43 mostra o controle deslizante indicando 24°, em que a figura ndo ficou invariante.

Figura 43: Com uma rotagéao de 24°, a figura néo fica invariante

o = 24°
[ 2

Fonte: Os Autores

Observando a Figura 43, a figura cinza que aparece no fundo indica a posicdao inicial da
figura rosa. Percebe-se que a figura rosa ndo coincide com a figura cinza.
A Figura 44 mostra mais quatro rotacfes, com amplitudes diferentes, da mesma

animacao.
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Figura 44 : Quatro rotacdes com amplitudes diferentes

36° 51°
® ®

Fonte: Os Autores

De todas as rotacdes contidas na Figura 44, somente a rotacdo de 72° deixou a figura
invariante, isto é, a figura rosa coincidiu com a cinza. Em suma, a figura rosa, torna-se
invariante a partir de rotagdes em torno de O com qualquer amplitude multipla de 72°. Outra
caracteristica da figura rosa € que ela ndo tem eixo de simetria. A Figura 45 mostra a figura rosa
com sua imagem resultado de uma reflex&do em torno de um eixo que passa pelo centro da figura

e coincide com um dos lados dos triangulos que compdem a figura rosa.

Figura 45 : Reflexdo da figura original em torno de uma reta

Fonte: Os Autores

A figura verde é a imagem da figura rosa, por uma reflexdo em torno da reta que aparece

na Figura 45. Se essa reflexdo deixasse a figura original invariante, as cores rosa e verde iriam



112

coincidir em toda a superficie da figura original, no entanto, em algumas superficies as duas
cores ndo coincidiram, indicando que ndo deixou a figura original invariante. Portanto, a figura
original ¢ mais um exemplo de figura que se torna invariante por uma rotacdo, mas que ndo tem
eixo de simetria. Na classificacdo de Farmer (1999) essa figura é do tipo Cg pois possui 5
rotacfes e nenhum eixo de simetria.

J& a Figura 46 € invariante por seis rotagcdes e tem seis eixos de simetria, sendo

classificada como Dy.

Figura 46: Exemplo de figura com seis simetrias de rotac&o e seis simetria de espelho

Fonte: Os Autores

Além destas figuras que representam o conceito de invariancia por rotagdo, o Anexo V
traz outros exemplos de figuras que tém simetria dos tipos C, e D,,, criadas pelos autores usando

a ferramenta GeoGebra.

(¢) Relagdo entre as figuras finitas e os grupos Cy, e D,

As préximas imagens procuram exemplificar a relacdo entre figuras e os tipos C,, € Dy,
que séo os grupos ciclicos e diedrais, respectivamente. Para esse exemplo, é tomada uma figura
gue Conte (2008) denomina Y pitagdrico (Figura 47). De acordo com esse autor a figura tinha
um valor muito grande na escola pitagdrica, pois representava uma estrada que inicialmente é
Unica e que na metade, bifurca-se em dois caminhos divergentes. A estrada Unica significa as
primeiras décadas de vida e a bifurcacao representa a vida adulta, quando a pessoa deve decidir
qual caminho tomard, se a direita ou a esquerda.

O'Y pitagdrico é composto por trés segmentos congruentes com origem no ponto O e os

angulos AOB = BOC = COA, conforme Figura 47.
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Figura 47: Y pitagorico

A C
O

B

Fonte: Adaptado de Conte (2008)

Para relacionar com o grupo diedral, é retomado o esquema dos circulos concéntricos,
criado pelos autores no Capitulo 6. Serdo relacionadas as isometrias que deixam o Y pitagérico
invariante com as fungdes geradas pelos circulos concéntricos, considerando 0s casos:

> Caso 1: S;:Y - Y, funcdo identidade. Rotagao de 0° em torno do ponto 0. Conforme
mostra a Figura 48. Considerando somente os vértices A,B,C do Y pitagorico, tem-se

que S;(A) = A, S;(B) =Be S;(C) =C.

Figura 48 : Esquema inicial. Fungéo S;

A C

Fonte: Os Autores

> Caso 2: S,:Y = Y. Rotagdo em torno do ponto O com amplitude de 120° em sentido
anti-horario, conforme a Figura 49. Neste caso tem-se, S,(4) =C, S,(B) =A ¢

S,(C) = B.

Figura 49 : Funcéo S,

Fonte: Os Autores
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> Caso 3: S5:Y - Y. Rotagdo em torno do ponto O com amplitude de 240°, em sentido

anti-horério:

Figura 50 : Funcéo S;

Fonte: Os Autores

No esquema dos circulos concéntricos, no sentido anti-horario, os pontos estdo
organizados na forma A, B, C, assim como estes pontos aparecem no Y pitagérico. Os trés casos
apresentados esgotam todas as opcGes de simetria de rotacdo, ou seja, 0 Y pitagérico tem
somente trés simetrias de rotacao.

O Y pitagorico ainda tem trés simetrias de espelho, respectivamente nas retas r > 0A,
s D OB et > 0C e no esquema dos circulos concéntricos € valido inverter a ordem dos pontos
de tras para frente. Desse modo, € invertido para C, B, A. A reflexdo do Y pitagdrico em torno
da reta s coincide com a inversdo dos pontos do circulo maior dos concéntricos, conforme

mostra a Figura 51. Desse modo, tem-se 0s casos:

> Caso4:S,:Y — Y, simetria de espelho em torno da reta s © OB (Figura 51).

Figura 51: Funcéo S,

Fonte: Os Autores

> Caso5: S5 : Y > Y, simetria de espelho em torno da reta r © 0OA (Figura 52).
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Figura 52 : Fungéo Ss

Fonte: Os Autores

> Caso 6: Sg : Y - Y, simetria de espelho em torno da reta t © OC (Figura 53).

Figura 53 : Funcéo S,

Fonte: Os Autores

Essas sdo todas as simetrias do Y pitagorico, qualquer tentativa de compor duas ou mais
dessas simetrias coincidird com uma das seis definidas. Portanto, seja o conjunto S = {S;, S,,
S3, S4, S5, S }eaoperagdo o que é acomposicao de simetrias, entdo (S,o) € um grupo diedral.
Com uma pequena alteracao Y no pitagorico (Figura 54), ele ndo tera mais simetria de

espelho.

Figura 54 : Y pitagdrico modificado

Fonte: Os Autores

A Figura 54 tem somente simetria de rotacao. Considere S; a simetria de rotagdo dessa

figura, com uma amplitude de 120°. S ¢ a composi¢io de S; com ela mesmo, isto é, duas
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rotagdes de 120° , ela permanecera invariante, por isso, ¢ também uma simetria. Considere
também S3, isto ¢, a composi¢do de S; com ela mesma, trés vezes, ou seja, S3 = S; 0S; 0S5y,
isso ¢ o mesmo que, trés rotagdes de 120° , que resulta numa rotacdo de 360° e, portanto, a
funcdo identidade. Essas sdo, as trés simetrias da figura, geradas a partir de poténcias de S,
desse modo o conjunto S = {S;,52,53}, munido da operagio, composi¢io de fungdes ¢ um
grupo ciclico, como foi visto no Capitulo 6. Neste caso, onde o conjunto tem 3 elementos, ¢ o
grupo ciclico Cs.

Voltando ao exemplo da figura rosa (Figuras 42, 43, 44 e 45), ela se torna invariante
somente por rotacbes em torno do seu centro, com amplitudes mdaltiplas de 72°. Cinco
composicdes de rotacOes de 72° determinam todas as fungdes que deixam a figura rosa
invariante. Desse modo, 0 conjunto das cinco rotacfes que deixam a figura rosa invariante,

munido da operacao de composicao de isometrias € um grupo ciclico.
(d) Simetrias em faixa

Farmer (1999) classifica as figuras que tém simetria de translacdo em faixas e papel de

parede. A Figura 55 mostra um exemplo de faixa.

Figura 55 : Exemplo de faixa

A N AR AR AR AR AR RN AR AR AN AR A AR
SIS L L LT

Fonte: Autores

Nas faixas, as figuras ficam limitadas entre duas retas paralelas e se prolongam em uma
direcdo. No caso da Figura 55, ela se prolonga na direcdo horizontal, indefinidamente para a
direita e para a esquerda. As faixas, além da simetria de translacdo podem ter simetria de
rotagdo, reflexdo, reflexdo deslizante e combinagdes destas. No caso da Figura 55, ela tem

reflexao deslizante.

(e) Simetrias em papel de parede

A Figura 56 ¢ um exemplo de papel de parede, pois se prolonga indefinidamente em

duas dire¢des, horizontal (direita e esquerda) e vertical (para cima e para baixo), e tem simetria
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de translagdo. Outro exemplo de papel de parede ¢ a Figura 41, ja vista no inicio dessa subsecao,

em que era composta por quadrados.

Figura 56 : Exemplo de papel de parede

=D D D <4
DX DR Pr P P
C DL DX | <4

<
S8 DX e R e
SGGGEES
€€ €

Fonte: Os Autores

A Figura 56 ¢ composta por tridngulos equilateros. Considere que a figura, se prolongue

indefinidamente em duas diregdes. Considere também os vetores U ,Ue W, paralelos e
—
congruentes a cada um dos lados dos triangulos e o vetor h paralelo e congruente a altura deles.

S
Qualquer transla¢do pelos vetores a-u ,a -V, a-w e 2a-h com a € Z deixara a figura

invariante.
7.2.5 Simetria em Weyl (1997)

A énfase da obra Weyl (1997) é fazer uma discussao filosofica da simetria e envolve
principalmente teoria da relatividade, biologia, quimica e fisica, sendo que a simetria em
questdo € principalmente de objetos tridimensionais. O autor ndo procura enunciar axiomas e
postulados, nem demonstrar teoremas e proposi¢cbes em geral ou fazer o leitor descobrir
padrdes, como em Farmer (1999). Weyl (1997) faz uma discussao filos6fica em nivel avancado.
Embora o foco seja simetrias tridimensionais e sua relacdo com diversas areas das ciéncias,
alguns textos da obra referem-se a figuras planas. O Quadro 13 mostra algumas citacdes que
podem ser relacionadas a simetria de figuras planas. Embora as duas primeiras cita¢fes sejam
de corpos, ou seja, de objetos tridimensionais, a ideia de simetria esta ligada com o conceito de
invariancia, concordando assim com Farmer (1999) e Pasquini e Bortolossi (2015).
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Quadro 12 : Simetria para Weyl (1997)

Conceito Citagdo na integra
“a simetria bilateral ¢ um conceito absolutamente preciso e estritamente geométrico.
Si@etria Um corpo ou uma configuracdo espacial ¢ simétrica com relagdo a um dado plano E, se
Bilateral possuir em si também sua propria reflexdo E”. (WEYL, 1997, p. 16).
Simetria “Uma figura tem simetria rotacional em torno do eixo [ se trouxer em si mesma todas
Rotacional as rotagdes em torno de [”. (WEYL, 1997, p. 17).
“temos duas possibilidades para os grupos finitos de rotagcdes em torno do centro O na
geometria plana (...) (1) o grupo que consiste em repeticdes de uma rotagdo simples
in propria por uma parte aliquota @ = 360°/n de 360°; (2) o grupo dessas rotagdes
D, combinada com as reflexdes emneixos que formam angulos de 1/2 a. O primeiro
grupo ¢ chamado de grupo ciclico C,, e o segundo grupo diedral D,,. Assim, essas sdo
as unicas possiveis simetrias centrais em duas dimensoes”. (WEYL, 1997, p. 75).

Fonte: Adaptado Weyl (1997)

Ainda no quadro acima, observa-se a referéncia dos grupos de simetria C,, e D,,, indo ao
encontro das simetrias vistas em Farmer (1999). Weyl (1997) também fala de simetrias
translacionais e menciona os 17 tipos de papel de parede citados por Farmer (1999). Contudo,
Wey! (1997) chama dos papéis de parede de ornamento bidimensional, como pode ser visto em
“... existem dezessete espécies diferentes de simetria possivel para um ornamento
bidimensional” (WEYL, 1997, p. 111). O autor ainda cita obras de George Polya para verificar
as demonstracfes desses 17 tipos e diz ainda, que embora essas demonstracdes apareceram
somente com PAlya no século XIX, os artesaos egipcios ja tinham esse conhecimento.

Respondendo as questdes: O que ¢ simetria para Weyl (1997)? A simetria ¢ uma
transformagdo geométrica que deixa a figura invariante. Quais os tipos de simetria em Weyl
(1997)? As Unicas simetrias centrais em duas dire¢des sdo as Cy,, que sdo aquelas que tém n
rotagdes em torno do seu centro, e as D,, que além de ter n rotacdes em torno do seu centro, tém
também, n eixos de reflexdo. Em relacdao aos ornamentos bidimensionais, ha 17 tipos, os quais

podem ser verificadas nas obras de George Polya.

7.2.5 Simetria em SMSG (1969)

O estudo de simetria em SMSG (1969) é breve, sdo dedicadas apenas quatro paginas.

Inicialmente os autores propdem duas atividades experimentais para explicar o que € eixo de
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simetria e posteriormente ha diversas atividades para encontrar eixos de simetria em figuras
planas. Depois héa a definicdo de figura simétrica, que aparece na integra na Figura 57, seguida

de alguns exercicios que encerram o0 assunto sobre simetria.

Figura 57 : Definicdo de figura simétrica em SMSG (1969

Fonte: SMSG (1969, p. 163)

De acordo com a defini¢do de SMSG (1969), uma figura é simétrica se permanecer
invariante por uma reflexdo em torno de uma reta. E invariante, pois os autores dizem que a
transformada de cada ponto A de uma figura ¢ o ponto B que também esta na figura. Essa
invariancia ocorre por reflexdo em torno de uma reta pois ha uma reta [ que é o ‘bissector’ e
perpendicular ao segmento AB, ou seja, divide o segmento AB em duas partes congruentes e
forma com a reta, angulos de 90°.

Apesar da teoria em SMSG (1969) conter somente esse tipo de simetria, dentre os oito
exercicios que os autores propdem apos essa defini¢do, alguns apontam para um outro tipo de

simetria, como pode ser visto na Figura 58 que traz os Exercicios 7 e 8.

Figura 58 : Exercicios 7 e 8 da se¢@o de simetria em SMSG (1969)

Fonte: SMSG (1969, p. 172)
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O primeiro exercicio da Figura 58 ¢ o Exercicio 7. Nele, os autores procuram
desenvolver a no¢do de simetria em torno de um ponto, dando exemplos de figuras que sdo
simétricas em relagdo a um ponto: o circulo, a elipse e a figura composta por segmentos de reta.
Estas figuras permanecem invariantes ap6s todos os seus pontos serem transformados por uma
simetria em torno de um ponto. No Exercicio 8, os autores procuram desenvolver a nogdo de
simetria em torno de um plano.

Em suma, SMSG (1969) nédo diz o que é simetria, apenas define o que é uma figura
simétrica em relacdo a uma reta [, que é a invariancia por uma reflexdo em torno de [. Além
disso, apontam que ha a simetria em torno de um ponto, sem maiores explicacoes, e pedem para

0 proprio leitor explicar o que entendeu, a partir de alguns exemplos.

7.2.7 Simetria de SMSG (1969) em linguagem figural

A simetria central em SMSG (1969) € analisada a partir do Exercicio 7 da Figura 58. De
acordo com o enunciado do exercicio, ha uma elipse cujo centro sera o ponto C e quatro outros
pontos sobre ela, P, P',Q, Q', conforme Figura 59. Como C ¢ o ponto médio dos segmentos

PP’ e QQ’, entdo P ¢ P', bem como Q e Q' sdo simétricos em relagdo a C.

Figura 59 : Invariancia por uma simetria em torno de um ponto
A B

B b= A'

Fonte: Os Autores

A figura ao lado da elipse é a mesma figura do Exercicio 7. Nesse caso, 0 ponto O é 0

centro da figura e os pares de pontos (4,4"), (B,B"),(D,D"), (E, E") sdo simétricos em relacdo

a 0. Assim, o ponto O é o ponto médio dos segmentos AA’, BB', DD', EE'. Em suma, para
cada ponto dessa figura, o simétrico do ponto em relagédo a O, estd também nessa figura. Desse
modo, a fungdo que transforma a figura nela mesma, é o que Lima (2007) e Melo (2010)
chamaram de simetria em torno de um ponto, 0 mesmo nome atribuido em SMSG (1969). Lima
(2007) e Melo (2010) também apontaram que esse tipo de isometria coincide com uma rotagéo
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de 180°. A rotagdo em torno de um ponto, que deixa uma figura invariante nao foi contemplada
em nenhum dos autores ja analisados.

Apesar dos autores procurarem desenvolver a nocdo de invariancia de uma figura,
através de uma simetria em torno de um ponto, o estudo sobre simetria se desenrola em torno
das figuras que tém eixos de simetria, como € o caso do Exercicio 4 mostrado a seguir.

Figura 60 : Exercicio 4 da secdo de simetria em SMSG (1969)

Fonte: SMSG (1969, p. 170)

O Exercicio 4 pede para desenhar e identificar quantos eixos de simetria em cada figura.
Além disso, o exercicio 7 pede quais figuras do exercicio 4 possuem simetria em relacdo a um
ponto. Desse modo, as figuras dos itens a e b apresentam um eixo de simetria. As figuras dos
itens ¢, d, f, tém dois eixos de simetria. A figura do item h tem trés eixos de simetria. A figura
do item e, tem quatro eixos de simetria enquanto a figura do item g, se for semelhante a Figura
3 ja discutida no Capitulo 2, ndo tem nenhum eixo de simetria. As figuras que possuem simetria
em relacdo a um ponto, sdo as figuras dos itens ¢, d, e, f, g, h.

Para mostrar que a figura do item e possui quatro eixos de simetria, considere a Figura
61.
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Figura 61 : Simetrias da figura do item ‘e’ do exercicio 4 de SMSG (1969)

Fonte: Os Autores

A Figura 61 mostra os quatro eixos de simetria da figura do item e, do Exercicio 4. Além
disso, a figura € simétrica em relagdo ao ponto O que é a intersec¢do dos quatro eixos de

simetria.

7.3 OBRAS COM ENFASE EM ISOMETRIA E SIMETRIA

7.3.1 Introducéo

As obras que tém uma énfase em isometria e simetria sdo: Isometrias e Ornamentos no
Plano Euclidiano, de Erika Brigitta Ledergerber-Ruoff (LEDERGERBER — RUOFF, 1982);
Um Estudo Geométrico das Transformacdes Elementares, de Sérgio Alves e Maria Elisa
Esteves Lopes Galvao (ALVES e GALVAO, 1996); e Simetria e Transformagdes Geométricas,
de Eduardo Veloso (VELOSO, 2012).

Erika Brigitta Ledergerber-Ruoff nasceu na Suica, concluiu seu doutorado em
matematica pura em 1973 em Zurique. Veio para o Brasil ainda na década de 1970 e atuou
como professora na USP e depois mudou para a PUC-SP. Como foi visto no Capitulo 3, durante
o MMM, uma disciplina de transformacdes geométricas foi inserida nos cursos de licenciatura
em matematica na USP e na PUC — SP e Erika ministrou essas disciplinas. Ela diz, no prefacio
da sua obra, que também lecionou sobre esse tema na Suica.

Quando Erika publicou sua obra em 1982, praticamente n&o havia obras que tratavam o
tema isometrias a nivel universitario, em portugués brasileiro. Alias, mesmo Elon Lages Lima
quando publicou sua primeira edi¢do do livro Isometrias, em 1996, comenta que obras com esse

foco eram muito raras. Erika faz uma construcio axiomatica das isometrias e simetrias, citando
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axiomas, dando defini¢des e demonstrando teoremas, corolarios e outras proposi¢des. No
primeiro capitulo faz um breve estudo sobre teoria dos conjuntos, operagdes e grupos, sempre
relacionando a geometria, o segundo capitulo trata sobre isometrias, e no terceiro faz um estudo
de alguns tipos especificos de simetrias de figuras.

Sérgio Alves e Maria Elisa E. L. Galvdo, sdo brasileiros, doutores em matematica e
professores na Universidade de S&o Paulo — USP. Eles ministraram a disciplina de
transformacdes geométricas, depois da mudanca de Erika Ledergerber-Ruoff da USP para a
PUC - SP. A obra foi produzida a partir de notas de aulas dessa disciplina na USP. A obra de
Alves e Galvdo (1996) é uma construgao axiomatica das isometrias e possui bastante exercicios.
As simetrias sdo estudadas brevemente no apéndice.

Eduardo Veloso é portugués, destacado matematico em Portugal. Em 2010 foi atribuido
a ele, pelo presidente daquele pais, o titulo de Grande-Oficial da Ordem de Mérito e em 2014
recebeu o Prémio Ciéncia Viva Montepio Media, também de 6rgéos do governo federal de
Portugal?. Escritor de diversos livros voltados ao ensino de matematica, dentre eles esté o livro
Simetria e Transformacdes Geomeétricas (VELOSO, 2012).

O livro Simetria e TransformacGes Geomeétricas, de acordo com o autor no prefacio da
obra, surgiu em resposta a uma renovacao curricular da Educacdo Basica, que ocorreu na década
de 1990 em Portugal. Segundo Veloso (2012), nessa reforma, os contetdos de transformacGes
geométricas foram ampliados, mas ndo houve formacdo para os professores sobre essa
ampliacdo. Por esta razdo, o foco da obra é, principalmente, oferecer aos professores de
matematica de Portugal um material que possa complementar a formacdo a respeito de

transformacgdes geométricas, especialmente sobre isometrias e simetrias.

7.3.2 O que é isometria e simetria para esses trés autores?

Os trés autores ddo a mesma defini¢do para isometria, mudam apenas as notagdes € a

forma de definir, como pode ser visto no Quadro 14.

ZIMais detalhes sobre esses prémios, pode ser encontrado em <https://observador.pt/especiais/eduardo-veloso-de-
navegador-da-tap-ao-ensino-da-matematica/> acesso em 14 jan. 2022.


https://observador.pt/especiais/eduardo-veloso-de-navegador-da-tap-ao-ensino-da-matematica/
https://observador.pt/especiais/eduardo-veloso-de-navegador-da-tap-ao-ensino-da-matematica/
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Quadro 13: Definicdo de isometria nas trés obras com énfase em isometria e simetria
Referéncia Definicdo na integra

“Uma aplicag¢do de P em Pg, que conserva distancias, chama-se isometria,
Ledergerber — Ruoff

isto ¢, se Q) é uma isometria, e P e Qdois pontos arbitrarios e se P = (P)Q e
(1982, p. 58)

Q = (@9, entdo [PQ| = |PQ|”

“Uma transformagao do plano F ¢ chamada uma isometria do plano, ou

Alves e Galvao ainda, uma congruéncia do plano, se P'Q" = PQ para todo o par de pontos

(1996, p. 20) o )
distintos P e Q do plano, onde P' = F(P) e Q' = F(Q)” (grifo do autor).
“Diz-se que a transformacgdo geométrica T é uma isometria se, para
Veloso quaisquer dois pontos P e Q, se tem dist(P, Q) = dist(P,Q) em que P' =
(2012, p. 21)

T(P) e Q' = T(Q).” (grifo do autor).

Fonte: Adaptado de Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012)

Ledergerber-Ruoff (1982) diz que a isometria ¢ uma aplicacdo no plano, que conserva
distancias. Ja Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012) dizem que a isometria ¢ uma
transformagdo geométrica que preserva distancias. No entanto, € possivel afirmar que tanto o
termo ‘aplicacdo’ quanto ‘transformacdo geométrica’ referem-se a fungdes, uma vez que na
definicdo de isometria, hda um dominio e uma imagem, que sao o plano euclidiano, ¢ ha uma lei
que diz como associar os elementos do dominio. Esses sdo os trés elementos que caracterizam
uma fung¢do, conforme foi visto no Capitulo 6. Ja o conceito e a defini¢do de preservar distancias
¢ o mesmo visto no Capitulo 2, exemplificado na Figura 1, o qual apareceu novamente na se¢ao
7.1, quando foi analisado Lima (2007) e Melo (2010).

Desse modo, diante da questao: O que ¢ isometria para Ledergerber-Ruoff (1982), para
Alves e Galvao (1996) e para Veloso (2012)? a resposta ¢: Uma fun¢do f:I1 — II, sendo II o
plano euclidiano, de modo que para qualquer P, Q € Il tem-se que d(P, Q) = d(f(P), f(Q)).

Em relacdo a simetria, os trés autores concordam entre si, pois para eles a simetria ¢

uma isometria que deixa uma figura invariante, conforme Quadro 15.

Quadro 14 : : Definicdo de simetria nas trés obras com énfase em isometria e simetria

Referéncia Defini¢do na integra

“Seja F uma figura no Plano Euclidiano, isto €, um conjunto ndo vazio de
pontos de Pg. Considerando o conjunto das isometrias que aplicam F sobre
si, isto €, que deixam F fixa (...) o conjunto dessas isometrias forma um

subgrupo do grupo de todas as isometrias. Definimos entéo:
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Ledergerber — Ruoff | 1.1. Grupo simétrico de uma figura. O grupo G de todas as isometrias que

(1982, p. 146) deixam fixa uma figura F no Plano Euclidiano chama-se grupo simétrico de
F.

Se o grupo simétrico de uma figura contém somente a identidade a figura &

chamada assimétrica.” (grifo do autor).

“Definicao: Uma isometria F do plano é uma simetria de uma figura

Alves e Galvéo (1996, geométrica A do plano, se A € invariante por F, isto &, F(4) = A” (grifo do
p- 147) autor).
“Dada uma figura plana F, chama-se simetria de F toda a isometria S do
plano que deixe F (globalmente) invariante, isto ¢ S(F) = F.
Veloso E importante salientar que esta definigdo ndo implica que todos os pontos de
(2012, p. 56) F fiquem invariantes para a isometria S mas sim que a imagem de F por meio

de S coincide com F (dai a palavra globalmente)” (grifo do autor).

Fonte: Adaptado de Ledergeber-Ruoff (1982), Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012)

A obra de Ledergerber-Ruoft (1982) esta tio atrelada ao estudo de grupos, que a autora
ndo fala explicitamente o que ¢ simetria ou o que ¢ uma figura simétrica, apenas fala o que ¢
um grupo simétrico de uma figura. Para Ledergerber-Ruoff (1982) o grupo simétrico de uma
figura € o conjunto de todas as isometrias de uma figura F que deixam F fixa. O termo ‘fixa’ ¢
0 mesmo que invariante, que foi visto no Capitulo 2 e na se¢@o 7.2 quando foi analisada a obra
de Farmer (1999).

Desse modo, ao definir o grupo simétrico de uma figura, Ledergerber-Ruoff diz
implicitamente que ha isometrias que deixam uma figura invariante e que o conjunto dessas
isometrias compdem o grupo simétrico da figura. Além disso, afirma que se uma figura so se
torna invariante pela identidade, entdo essa figura € assimétrica. Tudo isso leva ao conceito de
que a simetria ¢ a isometria que deixa a figura invariante, e as figuras simétricas sao aquelas
que permanecem invariantes ap0s uma simetria.

Ja Alves e Galvio (1996) ddo uma definigio direta sobre simetria: E uma isometria que
deixa a figura invariante.

Veloso (2012) acrescenta ainda na defini¢do, o conceito de globalmente invariante. Esse
conceito ¢ acrescentado, devido a preocupagdo do autor em nao reduzir a definicao de simetria
na func¢do identidade. Essa mesma preocupacgdo foi visa em Pasquini e Bortolossi (2015) no
capitulo 2. Por isso, Veloso (2012) diz que, deixar uma figura invariante, ndo € 0 mesmo que

deixar invariante todos os pontos da figura, mas deixar a figura, de um modo global, invariante.
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Em suma, os trés autores concordam que a simetria ¢ uma isometria que deixa uma
figura invariante. Além disso, uma figura simétrica ¢ aquela que tem pelo menos uma simetria,
ou seja, uma figura simétrica € aquela que se torna invariante por, pelo menos uma isometria

Para responder a questdo: O que ¢ simetria para Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e
Galvao (1996) e Veloso (2012)? ¢ apresentada a seguinte resposta: Simetria ¢ uma isometria
que deixa uma figura invariante. Com os dados levantados, também pode ser respondida a
questao: Qual a relagdo entre isometria e simetria para Ledergerber-Ruoff (1982), para Alves e
Galvao (1996) e para Veloso (2012)? A resposta ¢é: A simetria ¢ um tipo especifico de isometria,

mais especificamente, a simetria ¢ uma isometria que deixa uma figura invariante.

7.3.3 Classificagéo das isometrias para os trés autores

Os trés autores supracitados, além de trazerem conceitos que se equivalem para
isometria e simetria, também classificam as isometrias da mesma maneira, modificando
somente 0 nome das isometrias e os termos usados para defini-las. O Quadro 16 mostra a

definicéo de reflexdo numa reta, para os trés autores.

Quadro 15 : Definicdo de reflexdo em reta nas trés obras com énfase em isometria e simetria
Reflexdo Numa Reta

Referéncia Definicdo na integra

“Seja g uma reta. A aplicacdo que leva cada ponto P ao ponto P, simétrico em

Ledergerber-Ruoff relagdo a reta g, chama-se reflexdo na reta g e indica-se por Z;”
(1982, p. 64)
“Definicao: Dada uma reta m do plano, a reflexao em relacioam ¢ a
Alves e Galvao aplicag@o que fixa todos os pontos de m e associa a cada ponto P do plano,P
(1996, p. 97) ndo pertencente a m, o ponto P’ tal que m ¢ a reta mediatriz do segmentoPP’.”

(grifo do autor)

“Dada uma recta e, diz-se reflexdo E de eixo e a transformagdo geométrica
que faz corresponder a cada ponto P do plano P’ = E(P) que verifica as
Veloso (2012, p. 8) seguintes condi¢des:

» SeP pertenceae,P = P’
« Se P nio pertence a e, a mediatriz do segmento PP’ é a recta e.”
Fonte: Adaptado de Lederger-Ruoff (1982), Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012)

Ledergeber-Ruoft (1982) define a reflexdo numa reta, praticamente da mesma forma

que Lima (2007), usando a nogao de simétrico de um ponto em relagdo a uma reta, para
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simplificar a defini¢cdo. Ou seja, o simétrico de um ponto P em relacdo a uma reta g ¢ o ponto
P’ tal que g é a mediatriz do segmento PP’. Logo, a reflexdo em torno da reta g ¢ a fungéo
R,.:TI = II que associa cada ponto P ao seu simétrico em relagdo a g. Ja Alves e Galvao (1996)
e Veloso (2012) ndao usam a nogao de ponto simétrico a uma reta, mas explicitam esse conceito
na definigio, quando falam que a reta r ¢ a mediatriz de PP’. Esses dois autores também
chamam a atengdo, que, se P € r entdo f(P) = P, o ponto fixo que Alves e Galvao (1996) se
referem, ¢ quandof (P) = P. Ou seja, quando os pontos do dominio pertencem a reta de
reflexdo, a imagem sera o proprio ponto.

Destaca-se ainda um comentéario que Veloso (2012) faz em relacdo a simetria e a
reflexdo, que vai ao encontro da discussao feita no Capitulo 2, onde foram apresentadas algumas

divergéncias sobre os conceitos de reflexao e simetria:

A reflexdo tem sido tradicionalmente designada em portugués, por simetria axial. E
por isso 0 ponto P’ = E(P) costuma chamar-se o ponto simétrico de P em relagéo ao
eixo e. Tendo em atencdo que a palavra simetria esté reservada, em matematica, para
um conceito diferente —que &, de resto, um dos temas principais desse livro -, devemos
fazer esforgos para perder o habito de chamar de simetria axial ou bilateral a
transformac&o reflexdo. Esta <mera> questdo de nomes tem-se revelado como o maior
fator de confusdes na introducéo deste novo tema no ensino béasico. (VELOSO, 2012,

p. 9).

Desse modo, Veloso (2012) sugere ndo usar 0s termos simetria, para designar tipos
especificos de isometria, pois isso pode gerar confusdo. Uma discussao semelhante a essa foi
vista em Ribeiro, Gibim e Alves (2021) que dizem que a BNCC considera a reflexdo e a simetria
como sindnimos, o que ndo deveria acontecer. Também foi visto no capitulo dois que os PCNs
usam simetria axial como sindbnimo de reflexdo em reta e simetria central como sinénimo de
reflexdo em ponto. Na subsecdo 7.1.3 também foi visto que Lima (2007) usa o termo simetria
em torno de um ponto para designar a reflexdo de um ponto e Melo (2010) também usa o termo
simetria pontual. Essa discussdo serd retomada no capitulo 9, que sdo as consideracdes finais.

Ledergeber-Ruoftf (1982) e Alves e Galvao (1996) demonstram que a reflexdo numa reta
¢ uma isometria, de modo similar a demonstracdo que foi feita na secdo 7.1. Em suma, o
conceito de reflexdo numa reta ¢ 0 mesmo para os trés autores.

Os trés autores também trazem equivalentes representagdes no registro das linguas,

acerca do conceito de transla¢ao, como mostra o Quadro 17.
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Quadro 16: Definicdo de translacio nas trés obras com énfase em isometria e simetria

Translagdo

Referéncia Definigao na integra

“O produto X;%,; de duas reflexdes em retas paralelas, f € g, € a translagdo
Ledergerber-Ruoff

(1982, p. 88) T(Zci), cujo vetor ¢ o dobro do vetor da distancia da reta f areta g.”

“A soma de ponto com vetor permite definir a aplicacdo chamada translagdo na
Alves e Galvao

direc¢do do vetor ¥, ou translagio de vetor ¥, ou simplesmente translagdo no
(1996, p. 30)

plano por:

T3 = (P) = P + v, para todo ponto P do plano”

“Dado um segmento orientado MN, diz-se translagdo definida por MN a
transformagdo geométrica T que faz corresponder, a cada ponto P do plano, o
Veloso (2012, p. 7)
ponto P' que é extremidade do segmento orientado PP’ equipolente a MN e

tendo P como origem” (grifo do autor).

Fonte: Adaptado de Lederger-Ruoff (1982), Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012)

Ledergerber-Ruoff (1982) define a translacio em termos de reflexdo. Para ela, a
translacdo ¢ a composi¢ao de duas reflexdes. Alves e Galvao (1996) usam a nogao de soma de
ponto com vetor € Veloso (2012) usa a nocao de segmentos equipolentes.

As nocgodes que Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012) usam para definir a translagao
sd0 equivalentes, pois somar um ponto P com um vetor U, leva P & P' = P + ¥, ou seja, € 0
mesmo que levar o ponto P até a extremidade do segmento PP’, de modo que PP’ seja

equipolente a MN sendo MN = . Jana defini¢dao de Ledergerber-Ruoft (1982), o ponto P ¢

levado até P; pela reflexdo na reta r, de modo que P—Pl) = % - U, depois P, € levado a P, pela

b+

N |-

~ _— 1 —_ —_
reflexdo na reta s, de modo que, r || s e PP, = 3 ¥. Desse modo, como PP, + P,P, =

%- v = U, implica que P, = P + 7, e, portanto, P, = P'. Assim, a defini¢do de Ledergerber-

Ruoff (1982) refere-se ao mesmo tipo de funcao definida em Alves e Galvao (1996) e Veloso
(2012), ou seja, os trés autores usam o signo translagao para referir-se a0 mesmo objeto.
Ledergerber-Ruoff (1982, p. 67) afirma e demonstra que “Todo produto finito de
reflexdes em retas ¢ uma isometria”. O produto de reflexdes ¢ o mesmo que composi¢ao de
reflexdes, e desse modo, como a translacao ¢ a composi¢ao de duas reflexdes, entdo a translagdo
¢ uma isometria. Ja Alves e Galvao (1996) demonstram que a translagdo ¢ uma isometria. Os

trés autores também concordam com o conceito de rotagdo, como pode ser visto no Quadro 18.
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Quadro 17: Definicdo de rotacdo nas trés obras com énfase em isometria e simetria

Rotacao
Referéncia Definigao na integra
Ledergerber- “Seja F um ponto ¢ 9 um angulo orientado. A aplicagdo que tem Fcomo ponto

Ruoff

fixo e aplica todo o ponto P # F no ponto P, tal que (PFP) =3 e |FP| = |FP|,
(1982, p. 106)

chama-se rotagdo de centro F e angulo 97

“Definicao: Dados um ponto O do plano e um nimero real a satisfazendo —m <
a < m, arotagdo de centro O e angulo « ¢ a aplicac@o que fixa o ponto O e
Alves e Galvao associa a cada ponto P do plano, P distinto de O, o ponto P’ pertencente a
(1996, p. 61) | circunferéncia de centro O e raio OP e tal que a medida do 4ngulo orientado POP'
¢ igual a a.” (grifo do autor).

“Sejam dados um ponto C e um angulo ¢. Diz-se rotagdo R de centro C e angulo
Veloso @ a transformacao geométrica que faz corresponder, a cada ponto P do plano, o
(2012,p.7) ponto P’ = R(P) nas seguintes condigdes:
1) R(C) = C, isto ¢, o ponto C ¢ fixo para a rotagdo R.
2) Se P # C: o angulo PCP' igual a @; os segmentos CP e CP’ sdo iguais.”
Fonte: Adaptado de Lederger-Ruoff (1982), Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012)

Nas trés defini¢des que constam no Quadro 18, hd um ponto fixo: ponto F para

Ledergerber-Ruoff (1982), O para Alves e Galvao (1996) e C para Veloso (2012); e uma

amplitude fixa: g para Ledergerber-Ruoff (1982), a para Alves e Galvao (1996) e ¢ para Veloso
(2012). Ou seja, s6 mudam as notagdes. A imagem P’ de um ponto P, por uma rotagdo em torno
do ponto fixo e com a amplitude fixa, ¢ tal que, o ponto fixo ¢ a extremidade comum de dois
segmentos, um deles com a outra extremidade em P e o outro segmento com extremidade em
P’, de modo que esses segmentos formem um angulo, com a amplitude fixada. Desse modo, os
trés autores apresentam a definicdo de rotacdo de forma equivalente, mas com termos
diferentes.

Ledergerber-Ruoff (1982) demonstra que a rotagdo € a composicao de duas reflexdes
em retas, assim como ¢ também a translacdo. Como a composic¢ao de reflexdes em retas € uma
isometria, a rotagdo ¢ uma isometria. Alves e Galvao (1996) demonstram que a rotagdo ¢ uma
isometria.

Os trés autores também estao em consonancia quanto ao conceito de reflexdo deslizante,

como se observa no Quadro 19.
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Quadro 18: Definicdo de reflexao deslizante nas trés obras com énfase em isometria e
simetria

Reflexdo deslizante

Referéncia Definicdo na integra

Ledergerber-Ruoff | “A isometria p = 7(¥)Z4, com g Il ¥ chama-se translagdo refletida de eixo g e
(1982, p. 134) vetor v

“Definigdo: Sejam r ¢ s retas distintas do plano, ambas perpendiculares a uma
Alves e Galvdo | reta t. A isometria Ry o R; o R, é chamada uma reflexio transladada de eixot,
(1996, p. 111) ou ainda, uma translacio refletida de eixo t” (grifo do autor).

“Dados um segmento orientado KL ¢ uma recta g paralela ao segmento KL,
Veloso

sejam T a translacdo definida pelo segmento KL e G a reflexdo definida pelo
(2012, p.9)

eixo g. Diz-se reflexdo deslizante definida pela recta g e pelo segmento

orientado KL a transformacdo geométrica T.G.”

Fonte: Adaptado de Lederger-Ruoff (1982), Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012)

Para Ledergerber-Ruoff (1982), a reflexdo deslizante ¢ a composicao de uma translacéo
com uma reflexdo. Sabendo que translacdo é a composicdo de duas reflexdes, a reflexdo
deslizante é a composicao de trés reflexdes. Como a autora demonstrou que a composi¢do de
reflexdes é uma isometria, entdo a reflexdo deslizante é uma isometria. J& Alves e Galvdo
(1996) definem a reflexdo deslizante como a composicao de trés reflexdes, isso vai ao encontro
da definicdo de Ledergerber-Ruoff (1982). E para Veloso (2012), a reflexdo deslizante é
também a composicéo de uma translacdo e uma reflexdo. Em suma, os trés autores referem-se
ao mesmo objeto, ao definir reflexdo deslizante.

Os trés autores mencionam a identidade como um caso de isometria. Em relacdo a
simetria em torno de um ponto, Ledergerber-Ruoff (1982) e Alves e Galvédo (1996), definem e
discorrem sobre ela, a definicdo é semelhante em ambos os autores, se diferem somente no
nome, enquanto Ledergerber-Ruoff (1982) nomeia como simétrico de um ponto, Alves e
Galvédo (1996) nomeia como reflexdo em relacdo a um ponto. Alves e Galvdo (1996) ainda
destacam que a reflexdo em relacdo a um ponto é um caso particular de rotagdo. Veloso (2012)
ndo menciona esse tipo de isometria.

Alves e Galvao (1996) demonstram que qualquer composicdo de isometria, coincidira
com uma dessas: translacéo, rotacdo, reflexdo em reta ou reflexdo deslizante. Veloso (2012)
ndo demonstra, mas destaca esse resultado como um dos principais no estudo de isometrias.
Isso vai ao encontro de Lima (2007) e Melo (2010) que também demonstram ou destacam esse
resultado, conforme foi visto na subsecéo 7.1.3. Ja Ledergeber-Ruoff (1982) coloca a reflexao
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em reta com destaque maior as outras isometrias, como foi visto nessa subsecéo, ela define a
translacdo a partir da definicéo de reflexdo. Além disso, ela demonstra que qualquer isometria
pode ser obtida através de reflexdes em retas. Alves e Galvédo (1996) além de demonstrarem as
quatro isometrias basilares, também demonstram que todas as isometrias podem ser obtidas a
partir de reflexdo e Veloso (2012) embora ndo demonstre isso, destaca esse resultado.
Ledergerber-Ruoff (1982) ainda demonstra que as isometrias que podem ser obtidas por duas
reflexdes ndo mudam a orientacdo da figura, conceito visto na se¢do 7.1. Essas isometrias séo
as translacdes e rotacGes, que podem ser obtidas pela composicéo de duas reflexdes em retas.
Jé as isometrias que podem ser obtidas por uma ou trés reflexdes em retas, que sdo a reflexdo

em reta e a reflex&o transladada, mudam a orientagdo da figura.

7.3.4 Classificagdo das simetrias para os trés autores

Como foi visto na subsecdo 7.3.2, para Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvao
(1996) e Veloso (2012), a simetria € um tipo especifico de isometria, que deixa a figura
invariante.

Ao tratar sobre simetrias, Ledergerber-Ruoff (1982) faz um estudo atrelado aos grupos
e é no estudo desses grupos que serdo analisados quais sdo os tipos de simetria. A autora
distingue inicialmente trés grupos simétricos: 0 grupo roseta, grupo de fita e grupo
cristalogréfico de dimensdo dois. O grupo roseta € o grupo simétrico que ndo contém
translacOes diferentes da identidade. Esses sdo divididos em dois subgrupos, o grupo ciclico,
onde contém somente rotacdes, e 0 grupos diedral que contém o mesmo numero de rotacdes e
reflexdes em reta, ja o grupo de fita possui translacdes. As fitas sdo figuras que coincidem com
0 que Farmer (1999) chamou de padrdes de faixa. Ledergerber-Ruoff (1982) divide o grupo de
fita em quatro subgrupos: 1) Grupo que possui somente translacées; 2) Grupo de fita que possui
rotacbes; 3) Grupo de fita que possui reflexdo numa reta; e 4) Grupo de fita que possui
translacéo refletida. Em relagéo ao grupo cristalogréfico de dimenséo dois, refere-se aos grupos
que contém translagdes, mas restringido aos ornamentos de dimensao dois, o que Farmer (1999)
chama de papel de parede. Ela ndo faz um estudo sobre esses grupos, mas adianta que existem
17 tipos de simetrias nesse grupo. Em suma, de acordo com Ledergerber-Ruoff (1982), ha
translagdes, rotacOes, reflexdes em retas e reflexdes deslizantes que deixam uma figura
invariante. No entanto, a autora ndo atribui um nome especifico para as isometrias que deixam

as figuras invariantes, ou seja, nao fala em simetria de translacéo, simetria de rotacéo e assim
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por diante. SO fala em isometrias que deixam as figuras invariantes e que essas isometrias
definem o conjunto dos grupos simétricos.

Alves e Galvao (1996), no apéndice da obra, fazem um estudo relacionando 0s grupos
C, e D,, com as simetrias, de forma andloga, mas mais aprofundado do que foi feito na secédo
7.2. A partir do estudo de Alves e Galvao (1996), pode-se afirmar que existem figuras que
permanecem invariantes por rotagéo e por reflexdo em torno de uma reta. Do mesmo modo que
Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvdo (1996) ndo ddo um nome especifico para as
isometrias que deixam uma figura invariante, apenas dizem que tais isometrias pertencem ao
grupo simétrico da figura.

Jé a classificacdo das simetrias em Veloso (2012) pode ser vista no Quadro 20.

Quadro 19: Classificacéo das simetrias em Veloso (2012)
“Seja entdo F uma figura qualquer. Procurar as simetrias de F é encontrar as isometrias do plano

que deixam invariante F (ou que fixam F, como também ¢& habitual dizer). Mas sabemos, pelo
Teo.2.04, que existem apenas quatro tipos de isometrias: as translagdes, as rotagdes, as reflexdes e
as reflexdes deslizantes.

Sendo assim, a pesquisa das simetrias de F consistem em:

* Procurar as translagdes que deixam F invariante; se T for uma tal translacdo, entdo T é uma
simetria (de translagdo) de F;

* Procurar as rotagdes que deixam F invariante; se R for uma tal rota¢do, entdo R € uma simetria
(de rotacdo) de F;

» Procurar as reflexdes que deixam F invariante; se E for uma tal reflexdo, entdo E' é uma simetria
(de reflexdo) de F;

* Procurar as reflexdes deslizantes que deixam F invariante; se Rd for uma tal reflexdo deslizante,

entdo Rd é uma simetria (de reflexdo deslizante) de F.

Fonte: Os Autores

Desse modo, pesquisar simetrias de uma figura, para Veloso (2012) é pesquisar quais
sdo as isometrias que deixam essa figura invariante. Se as isometrias que deixam a figura
invariante séo translacdo, rotagdo, reflexdo ou reflexdo deslizante, entdo essa isometria é
simetria de translacdo, simetria de rotacdo, simetria de reflexdo e simetria de reflexdo
deslizante, respectivamente.

Em relacdo a questdo: Qual a classificacao das simetrias para Ledergerber-Ruoff (1982),
Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012)? A resposta é: Para Ledergerber-Ruoff (1982) e Veloso
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(2012) hé translacdes, rotacdes, reflexdes e reflexdes deslizantes que podem deixar uma figura
invariante. Como as simetrias sdo as isometrias que deixam uma figura invariante, entdo essas
sdo as classificacdes das simetrias. Veloso (2012) atribui um nome especifico para elas, chama
de simetria de translacdo, simetria de rotacdo, simetria de reflexdo e simetria de reflexdo
deslizante enquanto Ledergerber-Ruoff (1982) ndo atribui um nome especifico. Alves e Galvao
(1996) fazem um breve estudo sobre rotacOes e reflexdes em retas que deixam uma figura
invariante. Também néo atribuem um nome especifico para essas isometrias, mas por definirem
as simetrias como as isometrias que deixam as figuras invariantes, as rotacdes e reflexdes que
podem deixar uma figura invariante sdo algumas simetrias abordadas por Alves e Galvéo
(1996).

7.4 OBRAS COM ENFASE EM TIPOS ESPECIFICOS DE ISOMETRIA OU SIMETRIA

7.4.1 Introducéo

As trés obras que tém uma énfase em alguns tipos especificos de isometria e/ou simetria
fizeram parte do contexto do MMM. Sao elas: o terceiro volume da colecdo Matematica Curso
Moderno, de Osvaldo Sangiorgi (SANGIORGI, 1967); o capitulo de matematica nos Guias
Curriculares Propostos para as Matérias do Nucleo Comum do 1° Grau, escrito por Almerindo
M. Bastos, Anna Franchi e Lydia C. Lamparelli (BASTOS, LAMPARELLI e FRANCHI,
1975); e o livro As Transformagdes Geométricas ¢ o Ensino da Geometria, de Martha Dantas,
Omar Catunda e colaboradoras (CATUNDA et al., 1988).

Osvaldo Sangiorgi foi apresentado no capitulo como um lider do MMM autor da colecao
Matematica Curso Moderno, a qual possivelmente foi a cole¢do de livros didaticos de
matematica para o ginasio mais vendida no Brasil na década de 1960. Um estudo sobre
isometrias e simetrias estd no apéndice do terceiro volume, direcionado a 3* série ginasial.
Almerindo M. Bastos, que liderou o grupo que escreveu o capitulo de matematica nos Guias
Curriculares Propostos para as Matérias do Nucleo Comum do 1° Grau, também esteve a frente
do MMM, defendendo os contetidos de isometria e simetria na Educacdo Bésica. Lydia C.
Lamparelli que fez parte da equipe de Bastos, ganhou bolsa para ir aos Estados Unidos
participar de eventos relacionados ao MMM. A exemplo dos autores supracitados, Martha
Dantas e Omar Catunda também lideraram o0 MMM no Brasil e se propuseram a escrever a

geometria euclidiana plana a partir das transformagdes geométricas. Martha Dantas e
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colaboradoras sintetizaram esse projeto com o livro intitulado As Transformagdes Geométricas

e o0 Ensino da Geometria.

7.4.2 Isometrias e Simetrias em Sangiorgi (1967)

Sangiorgi (1967) divide o estudo das isometrias e simetrias em trés partes: 1) Grupo das
translagdes, 2) Grupo das rotacOes e 3) Simetria.

Na primeira parte, Sangiorgi (1967) explica o que sdo segmentos equipolentes e depois
define translacdo em termos de segmentos equipolentes. A defini¢éo de translacdo de Sangiorgi
(1967) coincide com o conceito de translagédo de Lima (2007), Melo (2010), Ledergerber-Ruoff
(1982), Alves e Galvéo (2006) e Veloso (2012). Como ele usa os segmentos equipolentes para
explicar as translacdes, sua definicdo é mais proxima de Veloso (2012). Sangiorgi (1967) ainda
diz que o conjunto das translacbes no plano, munido da adi¢do de translagdes que segundo ele
€ 0 mesmo que composi¢do de translagdes, € um grupo comutativo.

Na segunda parte, que trata dos grupos de rotacGes, Sangiorgi (1967) explica o que é
uma rotacdo em torno de um ponto. Suas explicacdes coincidem com o conceito de rotacdo em
Lima (2007), Melo (2010), Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvao (2006) e Veloso (2012).
Sangiorgi (1967) ainda diz que o conjunto de rotagdes do plano, munido da composicéo de
rotacdes, € um grupo comutativo.

Na terceira parte, o assunto € simetria, Sangiorgi (1967) divide as simetrias em duas, a
simetria axial e simetria central. A simetria axial coincide com a reflexdo em reta, de Lima
(2007), Melo (2010), Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvdo (2006) e Veloso (2012),
enquanto a simetria central coincide com a simetria em torno de um ponto. No entanto, ele ndo
se refere a invariancia de figuras e os exemplos que mostra ndo sdo de figuras que permanecem
invariantes. Também ndo se refere a grupos ao discorrer sobre as simetrias.

O termo isometria esta ausente em Sangiorgi (1967). As translacdes, rotacdes e simetrias
que ele explica, sdo casos especificos de transformacdes geométricas. Desse modo, em relagédo
a questdo: O que € simetria em Sangiorgi (1967)? A resposta é: Uma transformacdo geométrica.
E em relacdo a questdo: Quais os tipos de simetria em Sangiorgi (1967)? A resposta € simetria
axial e simetria central, que coincidem com reflexdo em reta e simetria em torno de um ponto,
de Lima (2007), Melo (2010), Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvdo (2006) e Veloso
(2012). Como a palavra isometria ndo esta presente nesta obra, ndo convém perguntar ao autor

0 que é isometria e nem qual a relagdo entre isometria e simetria.
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7.4.3 Isometrias e simetrias em Bastos, Lamparelli e Franchi (1975)

O capitulo de matematica dos Guias Curriculares Propostos para as Matérias do Nucleo
Comum do 1° Grau (SAO PAULO, 1975), pode ser dividido em duas partes. A primeira parte
é constituida pelo indice, introducdo, objetivos gerais e varios quadros, esquemas e mapas
conceituais, sobre a organizagio dos contetidos de matematica. E explicado, na introducéo, que
0 programa proposto é dividido em quatro temas, sendo eles: | Relagdes e funcdes, |1 Campos
numéricos, 111 Equacdes e Inequacdes e 1V Geometria. Nessa primeira parte ndo ha nenhum
comentario sobre isometria e simetria, mas elas aparecem algumas vezes como palavras-chave
dentro de algum esquema, ou em uma lista dentro de algum quadro. A segunda parte do capitulo
é dividida em quatro secdes e em cada secdo ha um dos quatro temas definidos. Cada secao é
dividida ainda em seis subsecdes. Cada subsecao refere-se a um nivel de ensino, ou seja, a
primeira subsecdo sdo contetdo do nivel I, que sdo a 1% e a 22 série do 1° Grau. A segunda
subsecdo, o nivel Il, referentes a 3% e 42 série do 1° Grau, e as proximas quatro subsecdes,
referentes a 52, 62, 72 e 82 série do 1° Grau, respectivamente. Assim, a secdo a ser analisada neste
trabalho é a se¢do quatro, que trata da geometria, onde estdo a isometria e a simetria. A primeira
subsecdo da se¢do quatro inicia trazendo os contetidos de geometria da 12 e 22 série, a segunda
subsecdo os contelidos de geometria da 3% e 42 série, e as quatro subsecdes seguintes, 0s
conteddos de geometria da 5% 6%, 72 e 82 série.

As paginas da segunda parte do capitulo sdo divididas em trés colunas, com excecao
apenas da primeira pagina de cada secéo e das duas Ultimas. Na coluna da esquerda constam 0s
contetidos, na coluna do meio os objetivos referentes a estes contetidos, na coluna da direita ha
‘observacdes’ que sdo sugestdes de atividades ou orientacdes sobre o conteudo (Figuras 62 a
66). Esses quadros sdo a Unica fonte de dados sobre isometria e simetria em Bastos, Lamparelli

e Franchi (1975) e por isso sdo apresentados na integra, conforme Figuras 62, 63, 64, 65 e 66.
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Figura 62 : Sugestdes de contetidos de transformacgdes geométricas para a 62 série do 1° Grau

CONTEUDO OBJETIVOS OBSERVACOES

1. NOGAO DE TRANS- . Relacionar a id

6i
FORMAGAO. transformagéio d Slans nangio & de

o plano nele mesmo.

- Saber que a isometria & um tipo de

transformagéio que ¢ ia.
tAncias. q onserva as dis

. Reconhecer figuras congruentes como

figuras que se correspondem por
Isometria. g por uma

Fonte: Bastos, Lamparelli e Franchi (1975, p. 223)

A Figura 62 mostra a unica subsecdo que se refere a 62 série do 1° Grau. Ela trata de
nogdes sobre transformagdes.
Jé as Figuras 63 a 66 tratam de contetdos da 72 série do 1° Grau- A Figura 63 trata da

simetria axial.

Figura 63 : Conteudos de simetria axial e outros, para a 72 série do 1° Grau

CONTEUDO OBJETIVOS OBSERVACOES
1. SIMETRIA AXIAL, RE- . Construir os pontos simétricos de pon- Explorar a seguinte situagfio:
TAS PERPENDICULA- tos dados em relaglo a uma reta. Dada uma reta R @ um ponto p de um dos
RES; MEDIATRIZ DE semi-planos determinados por R, cons-
DE UM SEGMENTO. . Fazer diagramas de “é o simétrico de" truir, usando uma distancia r, o losango
em relagdo a uma reta (vice-versa). pabp; sendo a, b € R.

. Reconhecer a propriedade simétrica da  Considerar a transformag8o:
relaglo "6 o simétrico de'".

s:p—>p
. Reconhecer o0s eixos de simetria numa -
figura geométrica. Verificar que:
. Determinar a figura simétrica de uma — s nfo depende de r;

figura relativa a um eixo de simetria. — s conserva as distancias.

. Determinar os Invariantes por uma si- -s.é a simetria axial determinada por R.
metria axial.

Fonte: Bastos, Lamparelli e Franchi (1975, p. 225)

Em relacdo a simetria axial, na Figura 63, ndo ha uma defini¢do ou explicag¢do sobre o
que ela é. Da mesma forma, ndo ¢ apresentado o conceito para simetria central, como se observa

na Figura 64.
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Figura 64: Simetria Central, para a 72 série do 1° Grau

2. SIMETRIA CENTRAL

. Construir 0s pontos simétricos de pon-

tos dados em relaco a um ponto.

., Fazer diagramas de “'é o simétrico de”

em relagio a um ponto (vice-versa).

. Reconhecer a propriedade simétrica

da relagla “é o simétrico de" em re-

Observar que:

a) R permanece invariante por s;
b) A reta pp * corta R em o, tal que

do,p) = d{o,p') @
dlo,a) = dio,b)
' 1l R

lagho a um ponto.

. Determinar a figura simétrica de um c) s 6 uma isometria.

tigura relativa a um ponto. i gslln!r mediatriz a partir da observag8o

. Determniar os invariantes por uma sl-
metria central.

. Relacionar a simetria central com a si-
metria axial.

Fonte: Bastos, Lamparelli e Franchi (1975, p. 225)

De modo geral, a simetria ndo ¢ conceituada. As Figura 63 ¢ a Figura 64 mostram as
trés colunas sobre o primeiro e o segundo conteido de geometria para a 7* série. Os autores
chamam a atencdo para a existéncia de uma diferenga entre o simétrico de uma figura e uma
figura simétrica, aquelas mesmas discussoes presentes em alguns Guias dos Livros Didaticos,
conforme descritos no Capitulo 2. Isso pode ser visto nos dois ultimos objetivos do conteudo
de simetria axial (Figura 63) e no quarto e quinto objetivo do conteudo de simetria central
(Figura 64), pois os autores falam em determinar a figura simétrica de uma figura e distinguem
de determinar os invariantes por uma simetria. Desse modo, mesmo que os autores nao
discorram sobre a relacao da invariancia e da ndo-invariancia com a isometria ¢ a simetria, eles
apontam para essa discussao.

A Figura 65 trata da congruéncia de triangulos e sua relacdo com as simetrias axiais:

Figura 65 : Congruéncia de triangulos para 72 série do 1° Grau

. Construlr tridngulos, sendo dados iréds

3. CONGRUENCIA DE Se a classe permitir, mostrar que, se dois

TRIANGULOS; dos seus elementos. tridngulos sBo congruentes, um pode ser
APL"DAGEG AD . . obtide do outro, compondo no mixime 3
ESTUDD DOS . Identilicar 03 qualro casos de con- simetrlas axiais,

CQUADRILATEROS, grubncia de tridngulos.

. Ltilizar o3 conhecimentos adquiridos
para demonstrar as principals proprie-
dades dos tridngulos.

. Aplicar os conhecimentos adquiridos

para demonsirer as propriedades doa
quadrilateros.

Fonte: Bastos, Lamparelli e Franchi (1975, p. 225)
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Por fim, a Figura 66 aborda as translagdes.

Figura 66: Conteudo de translagdes para a 72 série do 1° Grau

4, TRANSLACOES. . Construir os pontos correspondentes
por uma translagdo.

. Fazer diagramas de 'é o correspon-
dente de” por uma lranslagdo.

. Determinar os invarlantes por uma
translagéo. -

. Demonstrar as propriedades dos qua-
drilateros sobre lados opostos, angulos
opostos e diagonais.

Fonte: Bastos, Lamparelli e Franchi (1975, p. 226)

Ao analisar a sugestdo de atividades relacionada a simetria axial (Figuras 63 e 64), pode-
se notar que os autores definem uma funcédo s, e dizem que é uma simetria axial (ver ultima
linha da terceira coluna da Figura 63) e depois que s é uma isometria. Desse modo, pode-se
inferir que a simetria axial € um tipo de isometria. No entanto, ao analisar as Figuras 62 a 66,
0s autores ndo comentam como a simetria central e a translacdo sdo classificadas. Como o0s
autores ndo explicam o que é simetria, sem se referir a simetria axial ou simetria central, entdo

ndo é adequado compara-la com a isometria.

7.4.4 Linguagem Figural em Bastos, Lamparelli e Franchi (1975)

Esta subse¢cao mostra uma maneira de resolver a atividade proposta na Observagao da
Figura 63, sobre simetria axial. Os autores iniciam a atividade com uma reta R, um ponto p e

uma distancia r conforme a figura a seguir:

Figura 67 : Elementos iniciais da atividade proposta por Bastos, Lamparelli e Franchi
(1975)

Reta P:\

Fonte: Os Autores
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Pede-se entdo para construir um losango pabp’ sendo a,b € R. Como os autores ndo

mencionam de que forma a figura devera ser construida, uma opg¢ao ¢ utilizar as técnicas do

desenho geométrico, com régua e compasso. Se for assim, pode-se inicialmente construir o

circulo de cor verde, com centro em p e raio r, mostrado na Figura 68. Em seguida, marcar os

pontos de interseccdo desse circulo com a reta R, representados pelos pontos a € b. Também,

construir dois circulos, de cor vermelha, um com centro em a € outro com centro em b, ambos

com raio . O ponto p’ é a intersecgéo desses circulos.

Figura 68: Exercicio proposto por Bastos, Lamparelli e Franchi (1975), resolvido

Fonte: Os Autores

Os autores entdo, dizem para considerar a transformagdo s:p — p’ e verificar as

seguintes situagoes:

1) “s ndo depende de r”, ou seja, independente da medida r que for tomada, o vértice
oposto do losango, em relagdo ao ponto p, serd o ponto p'.
2) “s conserva distancias”. Aqui os autores nao dizem quais distancias sdo conservadas.
Se eles quiseram dizer que a distancia de p até areta R é a mesma que de p’ até R, entdo
esse conceito de preservar distancias ndo ¢ o mesmo que foi visto no Capitulo 2 e nos
subsecdos 7.1.2,7.2.2 e 7.3.2 pois para verificar aquele conceito seria necessario mostrar
pelo menos dois pontos sendo transformados pela transformagao s.
3) “s ¢ a simetria axial determinada por R”. Aqui os autores pressupdem que os leitores
conhegam a definicdo de simetria axial ou que consigam relacionar esse exemplo com
o pouco que foi escrito sobre simetria axial.
4) “R permanece invariante por s”. O dominio da fun¢do s ¢ um dos semiplanos

formados por R, conforme os autores definem no enunciado da atividade, eles nao

dizem, no enunciado, se R pertence também ao dominio. No entanto, quando eles pedem
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para verificar que R permanece invariante pela transformacao s , fica evidente que R
pertence ao dominio. Desse modo, os autores chamam atengdo que para todo ponto Q €
R, tem-se que s(Q) = Q.

5) A distancia de p até a reta R é a mesma que de p’ até R ¢ a reta que passa por p e p’
¢ perpendicular a reta R.

6) “s ¢ uma isometria”. Como os autores falaram que s preserva distancias € que a
isometria € uma transformagdo que preserva distancias, acabam por concluir que s ¢

uma isometria.

7.4.5. As transformac6es geométricas em Catunda et al. (1988)

A obra de Catunda et al. (1988) ¢é organizada em fichas de trabalho, num total de 55. As
fichas de trabalhos s&o os roteiros de aulas. Os roteiros iniciam com atividades que procuram
desenvolver os conceitos empiricamente e no final apresentam alguma defini¢do ou explicacédo
mais formal de tais conceitos. Antes de apresentar as fichas de trabalho, ha alguns pequenos
textos que falam sobre o ensino da geometria no mundo e no Brasil, bem como justificativas
do porqué ensinar geometria pelas transformacfes geométricas. Nesses textos é destacada a
importancia da teoria de grupos no estudo de simetrias. Contudo, 0s autores deixam explicito
gue ndo defendem o ensino de grupos na Educacdo Basica, mas que tal conceito esta implicito.

O termo isometria é inexistente em Catunda et al. (1988). Ao longo da obra séo
estudados dois tipos de transformacgdes geométricas, as que transformam uma figura F em uma
figura F’, e as homotetias que transformam F em uma figura F’ semelhante. Os autores ndo déo
um nome especifico para as transformagdes que mantém a transformada congruente. Desse
modo, as perguntas sobre quais os tipos de isometria e simetria, bem como as relagdes entre
elas devem ser reformuladas para: Quais os tipos de transformacbes geométricas que
transformam uma figura em outra figura congruente? Como é abordado (se for abordado) o
conceito de invariancia? E quais as relagGes entre tais transformagdes?

Catunda et al. (1988) abordam trés tipos de transformacdes de figuras que mantém a
congruéncia: translagdo, simetria central e simetria axial. Os autores também estudam a rotagao
de um ponto P em torno de um ponto @, com um angulo dado, mas ndo estudam rotacéo de
figuras.

Os vetores sdo estudados desde a primeira ficha de atividade e com eles, a translacdo de

pontos. Em seguida, o conceito € ampliado para a translacdo de figuras. Desse modo, a
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translacdo de uma figura F por um vetor v ¢ a transformagdo geométrica que leva todos os
pontos P € F aos pontos P’ através do vetor v.

Em relagdo a simetria central, inicialmente os autores explicam o que sao dois pontos
simétricos em relagdo a um ponto C: dois pontos P € P’ sdo simétricos em relagdo a C, se o
ponto C é a origem de dois vetores U e W que tém o mesmo comprimento e diregdo, mas sentidos
opostos, sendo P e P’ as extremidades desses vetores. Em seguida, estendem o conceito para
simetria central de figuras, ou seja, a simetria de centro C de uma figura F ¢ aquela que
corresponde todos os pontos de F ao seu ponto simétrico em relagao a C.

Em relagdo a simetria axial, inicialmente fazem alguns experimentos com dobraduras
até chegarem a uma explicacao do que ¢ eixo de simetria e simetria axial. Dada uma folha com
duas figuras A e B, se existir uma maneira de dobrar essa folha de forma que essas figuras
fiquem justapostas, ou seja, que cada ponto de A tenha um correspondente em B, entdo ¢
possivel afirmar que houve uma transformagao por simetria axial, ¢ a dobra da folha, por onde
passa uma reta, ¢ o eixo de simetria. Diz-se também, que A ¢ B sdo simétricas.

Catunda et al. (1988) destacam que, se dadas duas figuras F e F’, se uma figura pode
ser obtida a partir da outra por transla¢do, simetria central ou simetria axial, entdo elas sdo

congruentes. A Figura 69 mostra a defini¢do de congruéncia por translacao.

Figura 69: Definicéo de figuras congruentes por translacdo em Catunda et al. (1988)

Fonte: Catunda et al. (1988, p. 24)

A Figura 69 mostra a definicao de figuras congruentes que estd na ficha 2 de trabalho,
em que relaciona a translagdo com a congruéncia. Os autores chamam a atencao para um tipo
de transformacdo identidade, que € a translagao por um vetor nulo.

A Figura 70 apresenta a defini¢do de congruéncia por simetria axial.
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Figura 70: Definicéo de figuras congruentes por Simetria Axial em Catunda et al. (1988)

Fonte: Catunda et al. (1988, p. 104)

Esta figura mostra uma definicdo que relaciona a simetria axial com congruéncia. Ela
esta localizada na ficha 21 de trabalho.
J& a congruéncia por simetria central esta definida de acordo com a Figura 71.

Figura 71: Definicao de congruéncia por simetria central em Catunda et al. (1988)

Fonte: Catunda et al. (1988 p. 42)

Por altimo, na Figura 71, tem-se uma definicdo que esta na ficha 5 de trabalho,
relacionando a simetria central com congruéncia.

Catunda et al. (1988) diferenciam a figura simétrica do simétrico de uma figura, ou seja,
chamam a atencdo para as figuras que ficam invariantes por uma transformagdo, mais

especificamente pela simetria central e simetria axial.

Figura 72: Simétrico de uma figura e figura simétrica em Catunda et al. (1988)

Fonte: Catunda et al. (1988, p. 43)
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Na Figura 72 pode-se observar que Catunda et al. (1988) apresentam um exemplo de
uma figura que fica invariante apds uma simetria central em torno de um ponto C. Eles
comentam essa figura e em seguida generalizam, dizendo que figura que apresenta essa
caracteristica ¢ chamada de “figura simeétrica em relacdo a C”.

Mais adiante, Catunda et al. (1988) também destacam a invariancia, mas dessa vez com
a simetria axial, conforme mostra a Figura 73. As figuras que tém essa caracteristica sao

chamadas de “figura simétrica em relagdo a reta r”".

Figura 73: Invariéncia por simetria axial em Catunda et al. (1988)

Fonte: Catunda et al. (1988, p. 104)

Em suma, Catunda et al. (1988) estudam trés tipos de transformagdes geométricas que
transformam uma figura F em F', de modo que F = F'. Essas transformagdes sdo a translagéo,
a simetria central e a simetria axial. Os autores diferenciam uma figura simétrica, do simétrico
de uma figura, destacando que existem figuras que permanecem invariantes por uma simetria
axial e uma simetria central. Eles ndo usam o termo invariante, mas usam o termo ‘simétrica de
si mesma’ ou ‘uma figura F se transforma em si mesma’. Destaca-se também que a maior parte
do estudo ¢ dedicado a figuras que ndo se mantém invariante por uma dessas transformagoes.
As Figuras 72 e 73 mostram algumas das poucas vezes que os autores se referem a elas.

Pode-se notar ainda na Figura 69, que os autores chamam a atengdo para um tipo de
transformagdo identidade, que ¢ a translacdo por um vetor nulo. Quando uma figura ¢
transformada por um vetor nulo, ela mantém-se invariante. Sendo assim, Catunda et al. (1988)
dao exemplos de invariancia nos trés tipos de transformagdes que eles discorreram.

Catunda et al. (1988) explicam o que ¢ a rotacdo de um ponto, mas ndo estendem o
conceito para rotacdo de figuras. A partir da rotacdo de um ponto, eles vao em direcdo a um

estudo de angulos.
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8. CONFRONTO DE DADOS

8.1 O QUE E ISOMETRIA?

Na secdo 7.1 foram investigadas as obras que tém énfase em isometria, que sdo Lima
(2007) e Melo (2010). Foi visto que nessas duas obras a isometria € uma fungédo/transformacéo
que preserva distancias. Isto é, a isometria é uma funcéo f tal que f: IT — I sendo IT o plano
euclidiano, de modo que para quaisquer P, Q € I1, tem-se que d(P, Q) = d(f(P), £(Q)).

Na secédo 7.2 foram investigadas as trés obras com énfase em simetria: SMSG (1969),
Weyl (1997) e Farmer (1999). Dentre elas, somente Farmer (1999) discorre sobre isometria,
mesmo que indiretamente. Apesar de o titulo de sua obra abordar o termo simetria, o autor
dedicou um capitulo para o estudo dos movimentos rigidos. Foi analisado que 0 movimento
rigido coincide com as isometrias de Lima (2007) e Melo (2010), pois o conceito de movimento
rigido esta relacionado a funcéo que preserva distancias. Desse modo, Farmer (1999) se difere
de Lima (2007) e de Melo (2010) somente na nomenclatura.

Na secdo 7.3 foram investigadas as obras com énfase em isometria e simetria, que sao
Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvdo (1996) e Veloso (2012). Dentro dessa secdo, Na
subsecdo 7.3.2 foi analisado o que é isometria nessas trés obras. Foi verificado que nas trés
obras, o conceito de isometria coincide com a isometria de Lima (2007) e Melo (2010) e com
0s movimentos rigidos de Farmer (1999).

Na sec¢do 7.4, foram investigadas as trés obras que tém uma énfase em tipos especificos
de isometria e/ou simetria. Dentre elas, somente em Bastos, Lamparelli e Franchi (1975) consta
0 termo isometria. A isometria nessa obra € uma transformacdo geométrica que preserva
distancias, coincidindo com os autores ja mencionados.

De modo geral, em todas as obras que consta o termo isometria, que sdo: Lima (2007),
Melo (2010), Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvao (1996), Veloso (2012) e Bastos,
Lamparelli e Franchi (1975), os autores concordam que a isometria é uma
funcdo/transformacéo/aplicacdo que preserva distancias. Até mesmo Farmer (1999), ao usar o
conceito de movimento rigido como funcdo que preserva distancias, sinaliza que tal conceito
equivale a isometria, estando em consonancia com os autores que abordam explicitamente o

termo isometria.
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8.2 CLASSIFICACAO DAS ISOMETRIAS

Na secdo 7.1 foram abordadas as duas obras com énfase em isometria: Lima (2007) e
Melo (2010). Na subsecdo 7.1.2 foi constatado que, em cada uma dessas obras, ha seis tipos de
isometrias, as quais sdo equivalentes, mas se diferem somente na nomenclatura. O Quadro 7
que esta na subsecdo 7.1.2 mostra a equivaléncia entre a nomenclatura de Lima (2007) e Melo
(2010). Adotando as nomenclaturas dos autores, as seis isometrias sdo: identidade, translacao,
rotacédo, reflexdo em um ponto, reflexdo em reta e reflex&o deslizante.

Na subsecdo 7.1.3 foi demonstrado que a translacdo, rotacdo, reflexdo em ponto e
reflexdo em reta, sdo isometrias. As demonstracdes foram fundamentadas em Lima (2007),
sendo usada a linguagem figural articulada com a linguagem natural e formal. Em relacdo a
reflexdo deslizante, como os dois autores mostram que a composicdo de isometrias € uma
isometria, e considerando que a reflexdo deslizante € uma destas composicdes, entdo a reflexdo
deslizante é uma isometria. Lima (2007) demonstrou que qualquer composicdo de isometrias
coincide com uma dessas quatro isometrias: translacdo, rotacao, reflexdo em reta e reflexao
deslizante. A reflexdo de um ponto, € um caso especifico de rotacdo, e a identidade é um caso
especifico de rotacdo ou translagdo. Lima (2007) ainda chamou a atencdo para as isometrias
préprias e improprias, sendo as préprias aquelas que mantém a orientacdo da figura e as
improprias, que invertem a orientacdo das figuras. Esse conceito também foi explicado em
linguagem figural. Na subsecdo 7.1.3 e a Figura 40 procura destaca-lo, Outrossim Lima (2007)
provou que a translacdo e a rotacdo sdo isometrias proprias, € a reflexdo em reta e a reflexéo
deslizante sdo isometrias improprias.

Na secdo 7.2 foram estudadas as obras cujo foco é a simetria. Dentre as trés obras
analisadas, em 7.2.2 Farmer (1999) distinguiu quatro tipo de isometrias (movimentos rigidos),
a saber, translacdo, rotacdo, reflexdo de espelho, e reflexdo deslizante, que coincidem com
quatro, das seis isometrias propostas por Lima (2007) e Melo (2010). Contudo, Farmer (1999)
usa a nomenclatura reflexdo de espelho em vez de reflexdo em reta.

Na sec¢do 7.3, as trés obras estudadas enfatizam isometria e simetria: Ledergerber-Ruoff
(1982), Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012). Nessas obras, as seis isometrias indicadas e
demonstradas em Lima (2007) e em Melo (2010) também s&o definidas nas trés obras e
demonstradas em Ledergerber-Ruoff (1982) e Alves e Galvéo (1996). As seis isometrias sao

equivalentes e diferem-se somente na nomenclatura.
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Na secdo 7.4 foram investigadas trés obras com énfase em tipos especificos de isometria
e/ou simetria. Elas foram classificadas assim, pois os autores ndo deixam explicito se estudam
isometria ou simetria. Todas as obras classificadas nesse grupo trazem, no titulo, o termo
transformacbes geométricas, e segundo o entendimento destes autores, transformacdes
geomeétricas sao funcdes, em que o dominio e a imagem sdo conjuntos de pontos.

Na subsecdo 7.4.2 estd a andlise de Sangiorgi (1967). Esse autor estudou quatro
transformacdes geométricas que sdo: translacdo, rotacdo, simetria axial e simetria central.
Sangiorgi (1967) inicialmente discorreu sobre as translacdes e rotagdes, as quais coincidem
com a translagéo e rotagéo definidas por Lima (2007), Melo (2010), Ledergerber-Ruoff (1982),
Alves e Galvao (2006) e Veloso (2012). Na segunda parte do apéndice de Sangiorgi (1967),
que trata das simetrias, ele distingue duas simetrias: a simetria axial e a simetria central. A
simetria axial coincide com a reflexdo em reta e a simetria central coincide com a reflexdo em
um ponto. Desse modo, as quatro transformacdes geométricas que Sangiorgi (1967) discorreu,
séo quatro isometrias.

A subsecdo 7.4.3 contempla o estudo do capitulo de matematica da obra Bastos,
Lamparelli e Franchi (1975). A simetria axial e a simetria central usada em Sangiorgi (1967)
séo encontradas em Bastos, Lamparelli e Franchi (1975), sendo que os conceitos se equivalem.
Dentre as quatro isometrias de Sangiorgi (1967), a saber translacéo, rotacdo, simetria axial e
simetria central, somente a rotagdo ndo aparece em Bastos, Lamparelli e Franchi (1975).

Na subsecdo 7.4.5 foi investigada a obra Catunda et al. (1988), cujo titulo é
TransformacBes Geométricas e 0 Ensino da Geometria. A translacdo, a simetria central e a
simetria axial estudadas nessa obra sdo transformacbes geométricas. Além disso, essas trés
transformacgdes geométricas coincidem com aquelas vistas em Sangiorgi (1967) e Bastos et al
(1975).

Em suma, somente as obras Weyl (1997) e SMSG (1969) ndo classificam as isometrias.
As outras nove obras distinguem pelo menos trés das seis isometrias: identidade, translacao,
rotacdo, reflexdo na reta, reflexdo de um ponto e reflexdo deslizante. O Quadro 21 mostra a

equivaléncia dos conceitos, apesar das diferentes nomenclaturas.
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Sangiorgi
Alves e Veloso (1967)
Lima Melo Ledergerber- Galvéo (2012) | Farmer Bastos,
(2007) (2010) Ruoff (1982) |  (1996) (1999) | Lamparellie
Franchi (1975)
Catunda et al.
(1988)
Identidade Identidade Identidade Identidade |Identidade |Identidade| Identidade
Meia-volta;
Simetria em | Reflexdoem | Simétrico de | Reflexdo em Simetria
torno de um ponto; um ponto relacdo a um Central
ponto Simetria ponto
pontual;

Translagdo Translagdo Translagdo Transla¢do |Translac¢do|Translagdo| Translag¢do
Rotacgao Rotacgao Rotacgdo Rotacgado Rotacdo | Rotacdo Rotacgao
Reflexdo Reflexdo em Reflexdo na | Reflexdo em Reflexdo

em torno de recta; reta relacdo a reta| Reflexdo |de espelho | Simetria Axial
umareta | Simetria Axial
Reflexdo | Reflexdo com Translagdo Translagdo | Reflexdo | Reflexdo | ----------n-

deslizante | deslizamento Refletida Refletida | Deslizante | Deslizante

Fonte: Autores

Analisando o0 Quadro 21, pode-se ver que a identidade, a translacdo e a rotacdo sdo
nomeadas da mesma forma nas nove obras. Ja a reflexdo em ponto, recebe sete nomes distintos:
Simetria em torno de um ponto, Meia-volta, Reflexdo em ponto, Simetria pontual, Simétrico de
um ponto, Reflexdo em relagdo a um ponto, e Simetria central. A reflexdo na reta também
recebe sete nomes distintos: Reflexdo em torno de uma reta, Reflexdo em reta (Na obra diz
recta, lembrando que a obra foi escrita em portugués Portugal, traduzindo para o portugués do
Brasil, seria reta), Simetria Axial, Reflex&o na reta, Reflexdo em relacéo a reta, Reflexdo e
Reflex&o de espelho. J& a reflexdo deslizante, recebe trés nomes: Reflex&o deslizante, Reflexdo
com deslizamento e Translagéo refletida.

H& certas similaridades em Sangiorgi (1967), Bastos, Lamparelli e Franchi (1975) e

Catunda et al. (1988). Essas trés obras foram escritas no contexto do MMM, chamam de
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transformacfes geométricas o estudo das isometrias e chamam de simetria axial e de simetria
central a reflex&o na reta e reflexdo de um ponto, respectivamente (Quadro 21). Nota-se ainda,
que Sangiorgi (1967) e Catunda et al. (1988) ndo mencionam nenhuma vez o termo isometria.
As pesquisas sobre a lideranca de Sangiorgi no MMM e o sucesso de sua colecdo Matematica
Curso Moderno, apontam a grande influéncia desse autor e de suas obras nos materiais
referentes ao MMM, segundo Oliveira et al. (2011) e Valente et al. (2012). Essa influéncia pode
ser evidenciada também nos estudos das isometrias, conforme discorrido nos paragrafos
anteriores. Outra evidéncia é que as obras posteriores a Sangiorgi (1967), como Bastos et al
(1975) e Catunda et al. (1988), parecem ter sido influenciadas por este autor e ndo por obras
norte-americanas, como a obra SMSG (1969) que foi traduzida de uma cole¢éo norte americana

e que teve uma abordagem totalmente diferente de Sangiorgi (1967).

8.3 O QUE E SIMETRIA?

Na subsecgdo 7.1.3 encontra-se a classificagdo das isometrias em Lima (2007) e Melo
(2010). Nessa classificacdo apareceram os termos simetria em torno de um ponto (LIMA, 2007)
e simetria pontual (MELO, 2010), mas apesar de aparecer o termo simetria, sdo consideradas
pelos autores como um tipo especifico de isometria. Alids, os autores demonstram que sao
isometrias e comentam que esse tipo de isometria (simetria em torno de um ponto ou simetria
pontual) é um caso especifico de rotacao.

Na subsecdo 7.2.3 foi investigado o que é simetria para Farmer (1999). Nessa obra a
simetria foi definida como “um movimento rigido que deixa a figura exactamente na mesma”
(FARMER, 1999, p. 43). Isso € 0 mesmo que dizer que a simetria de uma figura é uma isometria
que deixa a figura invariante. J& Na subsec¢do 7.2.5, o conceito de simetria em Weyl (1997) é o
mesmo que de Farmer (1999), esté relacionado a invariancia da figura por um mapeamento
(funcdo/transformacdo/aplicacdo). Também foi investigado o que é simetria em SMSG (1969)
e mais uma vez, a simetria esta relacionada a invariancia de uma figura. Desse modo, nas trés
obras que falam especificamente sobre simetria, 0s autores concordam que a simetria € uma
isometria que deixa uma figura invariante.

Na subsecdo 7.3.2 foi investigado o que sdo isometria e simetria. Em relacdo a simetria,
0s trés autores, Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012), concordam

que a simetria € uma isometria que deixa uma figura invariante.
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Na subsec¢éo 7.4.2 foi investigado o que sdo e quais sdo as transformacbes geométricas
estudadas por Sangiorgi (1967), Bastos, Lamparelli e Franchi (1975) e Catunda et al. (1988).
Para Sangiorgi (1967), dentre as transformacdes geométricas esta a simetria, que ele classifica
em simetria axial e simetria central. As duas simetrias de Sangiorgi (1967) coincidem com a
reflexdo em reta e reflexdo de um ponto de Lima (2007), Melo (2010), Ledergerber-Ruoff
(1982), Alves e Galvéo (1996) e Veloso (2012). Desse modo, as simetrias de Sangiorgi (1967)
sdo casos especificos de isometria e o0 autor ndo relaciona a simetria com a invariancia, alias 0s
exemplos e exercicios que ele discorre, ndo sdo de figuras que permanecem invariantes por
simetria.

Na subsecdo 7.4.3 foram investigadas as transformacdes geométricas que constam em
Bastos, Lamparelli e Franchi (1975). Entre elas estdo a simetria axial e a simetria central, que
também coincidem com reflexdo em reta e reflexdo de um ponto, respectivamente. No entanto,
em Bastos, Lamparelli e Franchi (1975) ndo fica explicito se elas sdo tipos de isometria ou
simetria.

Na subsecdo 7.4.5 constam as transformacdes geométricas para Catunda et al. (1988).
Nessa obra os termos, simetria axial e simetria central também aparecem e coincidem com
reflexdo em reta e reflexdo em um ponto, respectivamente. Os autores classificam a simetria
axial e a simetria central como transformac6es geométricas, e como foi visto na secdo 8.2, essas
transformacfes geométricas sdo isometrias. Ainda discorrem sobre a invariancia de figuras.
Para eles, uma simetria axial e uma central podem ou ndo, deixar a figura invariante. Desse
modo, a invaridncia ndo é uma condicdo para ter simetria axial ou central. Além disso, 0s
autores nao atribuem um nome especifico para as transformacGes geométricas que deixam uma
figura invariante.

Em suma, Farmer (1999), Weyl (1997), SMSG (1967), Ledergerber-Ruoff (1982),
Alves e Galvdo (1996) e Veloso (2012) concordam que a simetria € uma isometria que deixa
uma figura invariante. J& em Sangiorgi (1967) as simetrias sdo as reflexdes, as reflexdes em
retas e as reflexdes em pontos. Embora Bastos, Lamparelli e Franchi (1975) e Catunda et al.
(1988) ndo deixem explicitos, eles também abordam as simetrias como reflexdes em retas e em
pontos. Sendo assim, ha dois conceitos distintos de simetria. 1) A simetria € uma isometria que
deixa uma figura invariante. Os autores que concordam com esse conceito sdo: Farmer (1999),
Weyl (1997), SMSG (1967), Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvdo (1996) e Veloso

(2012). 2) A simetria séo as reflexdes que podem ou néo deixar uma figura invariante. Quem
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concorda com esse conceito é Sangiorgi (1967), e possivelmente Bastos, Lamparelli e Franchi
(1975) e Catunda et al. (1988).

8.4 A CLASSIFICACAO DAS SIMETRIAS

Na secédo 7.1 foram investigadas as obras com énfase em isometria, que sdo Lima (2007)
e Melo (2010). Essas obras ndo fazem um estudo sobre simetria e ndo a classificam.

Na secdo 7.2 as obras analisadas enfatizam simetria. Na subsecdo 7.2.3, sobre as
simetrias em Farmer (1999), o autor explica que ha figuras que tém simetria por translacéo, isto
é, existe pelo menos uma translacdo que deixa a figura invariante. Desse modo, o autor
classifica as figuras simétricas em trés grupos: as figuras finitas, que nao tem simetria de
translacdo; as faixas, que sdo figuras limitadas por duas retas paralelas que se estendem
indefinidamente em uma direcdo; e 0s papéis de parede, que se estendem indefinidamente em
duas direcOes, ambas possuem simetria de translacéo.

Farmer (1999) diz que as figuras finitas, podem ter simetria de reflexdo em reta ou
rotacdo, diz ainda que ha dois tipos de figuras finitas, aquelas que tém n simetrias de rotacéo e
0 simetrias de reflexdo em reta, e 0 outro tipo tem n simetrias de rotacdo e n simetrias de
reflexdo em reta. No primeiro caso, o grupo de simetria dessas figuras, ou seja, 0 conjunto de
simetrias dessas figuras munido com a operacdo de composi¢do de simetrias, formam um grupo
ciclico, enquanto no segundo caso, o grupo de simetria forma um grupo diedral. J& em relacédo
as figuras que possuem simetria de translagdo, elas podem ter, além da simetria de translacéo,
simetria de rotag&o, simetria de reflexdo em reta e simetria de reflexdo deslizante e combinagoes
dessas. Isso € valido tanto para as faixas quanto para os papéis de parede. Farmer (1999) ainda
diz que ha 17 tipos diferentes de simetrias em papéis de parede, que sdo combinacdes de
rotacOes, reflexdes em retas e reflexdes deslizantes.

Na subsecdo 7.2.5 foram observadas as simetrias em Weyl (1997). Nesta obra, as
simetrias de figuras finitas também estdo relacionadas aos grupos ciclicos e diedrais. E
comentado sobre os 17 tipos de simetrias de papel de parede, que Weyl (1997) chama de
ornamento bidimensional.

Na subsecdo 7.2.6 foram investigadas as simetrias em SMSG (1969). Nessa obra, séo
apontados dois tipos de simetria, as simetrias de reflexdo em reta e a simetria central que

coincide com a simetria em torno de um ponto.
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A secdo 7.3 tratou das obras com énfase em isometria e simetria, que séo Ledergerber-
Ruoff (1982), Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012). Para esses trés autores, ha figuras que
tém simetria de translacdo e outras ndo. As figuras que ndo tém simetria de translacdo sé@o
classificadas em dois grupos (tanto no sentido coloquial da palavra, quanto no sentido de
estruturas algébricas): as figuras C,, que tém n simetrias de rotacdo e nenhuma simetria de
reflexdo em reta; e as figuras D,, que tém n simetrias de rotacdo e n simetria de reflexdo.
Ledergerber-Ruoff (1982) e Veloso (2012) ainda apontam para as faixas e papéis de parede,
afirmando que esses dois tipos de figura tém simetria de translagdo, além disso, podem ter
simetria de rotagéo, reflexdo em reta, reflexdo deslizante e pares dessas.

Na secdo 7.4 foram investigadas as obras com énfase em alguns tipos especificos de
isometria e simetria. Na subsecdo 7.4.2 Sangiorgi (1967) classifica em dois tipos de simetria, a
simetria axial, que é a reflexdo em reta, e a simetria central que é a reflexdo em ponto. No
entanto, para Sangiorgi (1967) a simetria ndo deixa a figura invariante. Na subsecéo 7.4.3 foi
investigado Bastos, Lamparelli e Franchi (1975). Nesta obra, a simetria axial e simetria central
também estdo presentes, mas 0s autores ndo classificam como isometria ou simetrias, apenas
como transformacdo geométrica. Porém, analisando o contexto da obra, possivelmente elas
podem ser consideradas tipos de simetria. De modo semelhante acontece em Catunda et al.
(1988): ha a simetria axial e a simetria central que podem deixar ou ndo a figura invariante, mas
essas sdo classificadas como transformacdes geométricas.

De modo geral, ha duas classificacdes de simetrias. A primeira delas, vista em Farmer
(1999), SMSG (1969), Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012), diz
que, as figuras que ndo tém simetrias de translacdo sdo do tipo C,, ou D,, isto €, aquelas que
tém n simetrias de rotacdo, mas nenhuma simetria de reflexdo em reta, e aquelas que tém n
simetrias de rotacdo e reflexdo. Além disso, as figuras que tém simetria de translacdo também
podem ter simetrias de rotacdo, reflexdo, reflexdo deslizante e combinac@es dessas. A segunda
delas, vista em Sangiorgi (1967) e possivelmente em Bastos, Lamparelli e Franchi (1975) e
Catunda et al. (1988), classifica as simetrias em simetria axial e simetria central, que sdo duas

reflexdes, e que podem ou ndo deixar uma figura invariante.

8.5 A SIMETRIA E A FIGURA SIMETRICA

A proposta inicial em relacdo a simetria, era investigar o que é simetria e quais as

classificagOes dela. Mas no desenrolar desse trabalho surgiu a necessidade de analisar um outro
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tema, importante para responder a questdo norteadora que remete a relacdo de isometria e
simetria. A discussdo é sobre a simetria e a figura simétrica. Das onze obras analisadas, somente
Farmer (1999) e Catunda et al. (1988) dizem explicitamente o que é uma figura simétrica.
Conforme visto Na subsecéo 7.2.3, para Farmer (1999), uma figura F € simétrica se existir pelo
menos um movimento rigido, diferente da identidade, que deixa F invariante. Ja Catunda et al.
(1988) fala em figura simétrica por simetria axial e central, sendo que nesses casos, uma figura
é simétrica quando se transforma em si mesma por uma dessas simetrias.

Ja em Ledergerber-Ruoff (1988), Alves e Galvao (1996) e Veloso (2012), o estudo de
simetria esta atrelado aos grupos, e eles ndo falam explicitamente o que € uma figura simétrica,
mas o dizem de forma indireta. Veloso (2012) fala em procurar as simetrias de F, que consiste
em encontrar todas as isometrias que deixam F invariante. O autor ainda define Sim(F), como
0 conjunto das simetrias de F. Ja Ledergerber-Ruoff (1982) fala em grupo de simetria de uma
figura F, que é o conjunto de todas as isometrias que deixam F invariante, munido da operagdo
de composicéo de isometrias. Por sua vez, Alves e Galvao (1996) falam em simetria de uma
figura, que sdo as isometrias que a deixam invariante. No entanto, esses conceitos estdo muito
préximos, pois simetria € uma funcao/transformacéo/aplicacdo/mapeamento que deixa uma
figura F invariante. Desse modo, s6 se pode falar na transformacdo geométrica chamada
simetria, se falar em alguma figura F, ou seja, a simetria é definida em termos de uma figura F.

Deve-se observar que toda figura tem pelo menos uma simetria, mas nem todas as
figuras sdo simétricas. Toda figura tem ao menos uma simetria, pois toda a figura fica invariante
pela identidade e a identidade é uma isometria. Portanto, toda figura fica invariante por uma
isometria e consequentemente, toda figura tem ao menos uma simetria. Mas para Farmer
(1999), a figura que s6 tem a identidade como simetria ndo é considerada uma figura simétrica.
Desse modo, o0 adjetivo simétrico indica uma caracteristica que algumas figuras tém e outras

~

nao.

8.6 A RELACAO ENTRE ISOMETRIA E SIMETRIA

Depois dessa discussdo, cabe responder: Qual € a relacdo entre isometria e simetria de
figuras planas? Como h& dois conceitos distintos de simetria, ha duas respostas para essa
questdo. Para Farmer (1999), SMSG (1969), Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvao (1996)
e Veloso (2012), a simetria é um caso especifico de isometria, ou seja, a simetria é uma

isometria que deixa uma figura F invariante. Ja para Sangiorgi (1967), e possivelmente para
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Bastos, Lamparelli e Franchi (1975) e Catunda et al. (1988), a simetria & também um tipo
especifico de isometria: as simetrias sdo reflexdes em torno de uma reta ou em torno de um

ponto e que podem ou nado deixar a figura invariante.
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9. CONSIDERACOES FINAIS

O estudo de isometria e simetria de figuras planas exige um cuidado especial com o0s
termos utilizados, pois 0s conceitos estdo muito proximos e podem confundir até mesmo os
estudiosos mais experientes. Usar o0 mesmo termo para conceitos distintos pode afetar a
compreensdo de conceitos matematicos, como apontam Veloso (2012), Pasquini e Bortolossi
(2015) e Ribeiro, Alves e Gibim (2021).

As isometrias e simetrias sdo fungdes em que o dominio e o contradominio sdo conjuntos
de pontos. Um conjunto de pontos pode ser uma reta, uma figura, o plano, o espaco
tridimensional, espacos euclidianos de dimensdo n e qualquer outro espaco nao-euclidiano.
Como o conceito de fungdes é muito amplo, geralmente usa-se o termo transformacGes
geométricas para referir as funcdes em que o dominio e o contradominio sdo conjuntos de
pontos (SANGIORGI, 1967; Bastos, Lamparelli e Franchi, 1975; CATUNDA et al., 1988;
ALVES e GALVAO, 1996; MELO, 2010; VELOSO, 2012; PASQUINI e BORTOLOSSI,
2015; RIBEIRO, GIBIM E ALVES, 2021). Menos frequente, aparece o termo mapeamento
(WEYL, 1997), ou o termo aplicacdo (LEDERGERBER-RUOFF, 1982). Dentre as obras
analisadas, somente Lima (2007) usa exclusivamente o termo funcéo.

O estudo direcionado a transformacdo geométrica é vasto, tanto pelo fato de existirem
muitas possibilidades para o dominio e o contradominio, pois ha diversos tipos diferentes de
conjuntos de pontos, tanto pelo fato de existirem muitos tipos de transformacdes geométricas
gue ndo sdo isometrias. A homotetia, por exemplo, que aparece na BNCC, em Bastos,
Lamparelli e Franchi (1988), em Catunda et al. (1988) e em Veloso (2012), ndo preserva
distancias quando a razdo da homotetia é diferente de um. Veloso (2012) ainda discorre sobre
dilatacdo rotativa, alongamento e inversao, que também sdo transformac6es geométricas, mas
gue nado sdo isometrias. Desse modo, transformacdo geométrica é um conceito muito vasto e
que se for usado, no lugar de isometria, como é o caso de Sangiorgi (1967) e Catunda et al.
(1988), pode gerar confusdo. Em Alves e Galvao (1996), Melo (2010) e Veloso (2012), os
autores iniciam definindo e explicando o que é uma transformacao geométrica e depois iniciam
0 estudo de isometrias, como um tipo especifico de transformagdo geométrica, dessa maneira,
os termos ficam diferenciados.

Conforme visto no Capitulo 8, ha dois conceitos distintos para a simetria, sdo eles: (1)

A simetria de uma figura F € qualquer isometria que deixa F invariante e (2) A simetria € a
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reflexdo em torno de uma reta ou de um ponto. Serd chamado, a partir de agora, o conceito do
item (1) de conceito da invariancia e o conceito do item (2) de conceito da reflex&o.

Ao analisar toda a dissertacdo, incluindo principalmente a historia da matematica
relacionada as estruturas matematicas e a analise das onze obras da amostra, fica evidente que
0 conceito de invariancia é o mais apropriado para a simetria. As descobertas das estruturas
matematicas no século XX, conforme visto no Capitulo 3, geraram grande impacto no avango
da matematica, e dentre tais estruturas estdo os grupos que tém um papel de destaque nessas
descobertas. Ao relacionar as simetrias com as estruturas matematicas, principalmente com os
grupos, a simetria pode ser explorada em conceitos matematicos precisos. Mas o conceito de
simetria que esté atrelado ao estudo de grupos € o conceito da invariancia. Omitir ou ignorar a
invariancia no estudo de simetria é desconsiderar toda a relacdo que as simetrias tém com os
grupos. Além disso, Weyl (1997) mostra que a simetria que esta presente em diversas areas do
conhecimento como a fisica, quimica, botanica, biologia entre outros, é aquela relacionada a
invariancia, e Pasquini e Bortolossi (2015) também destacam essa informacao.

Vérios problemas foram analisados ao longo dessa dissertacdo, em torno dos termos
isometria e simetria. No entanto, os autores dessa dissertacao ndo foram os pioneiros a observa-
los. Desde pelo menos o ano de 2006, os Guias dos Livros Didatico vém apontando tais
problemas nos livros didaticos. Veloso (2012), Pasquini e Bortolossi (2015) e Ribeiro, Gibim
e Alves (2021) também chamam a atencdo para essa questdo. Nos Guias dos Livros didaticos
de 2008 e 2017 (BRASIL, 2007; 2016), os avaliadores indicam que parte desse problema é o
ndo esclarecimento das diferencas entre isometria e simetria. Ja Pasquini e Bortolossi (2015)
afirmam que parte do problema é a omissao do conceito de invariancia, enquanto Ribeiro, Alves
e Gibim (2021) apontam a ndo diferenciagdo conceitual entre a simetria e a reflexdo. Se for
considerado que a diferenca entre isometria e simetria consiste no conceito da invariancia, entdo
Brasil (2007; 2016) e Pasquini e Bortolossi (2015) estdo sinalizando para 0 mesmo problema.

Os outros conceitos de simetria, que ndo estdo relacionados ao conceito de invariancia,
sdo produtores de diversas confusdes. Se forem consideradas as obras discutidas na
problemética (Capitulo 2), outras concepgdes de simetria podem ser observadas, além do
conceito de reflexdo. No entanto, todas elas geram confusBes. Cada concepgédo diferente é
retomada e discorrida a seguir:

I.  Simetria como sindnimo de reflexao.

Nas obras Sangiorgi (1967), Bastos, Lamparelli e Franchi (1975) e Catunda et al. (1988)

a simetria é a reflexdo. A simetria axial é a reflexdo em torno de uma reta, e a simetria central
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é a reflexo em torno de um ponto. Nesse caso, 0 conceito de simetria ndo tem relagdo com a
invariancia, j4 que a simetria axial e a simetria central podem ou ndo deixar uma figura
invariante. Os problemas desse tipo de concepg¢do sao 0s seguintes:

(a) A simetria ganha um conceito diferente da simetria usada na fisica, quimica, biologia
entra outras.

(b) Os autores que abordam a simetria com esse conceito, ndo entram em consenso
guanto ao nome que se da as transformacbes geométricas que deixam a figura invariante.
Sangiorgi (1967) ndo comenta e ndo apresenta nenhum exemplo de figura que permanece
invariante. Bastos, Lamparelli e Franchi (1975) apontam para o conceito de invariancia, mas
ndo atribuem um nome especifico, e Catunda et al. (1988) ndo atribuem um nome para a
transformacdo geométrica que deixa a figura invariante, mas nomeiam as figuras que se tornam
invariantes por alguns tipos especificos de transformacdes geométricas. Mais precisamente,
eles chamam de figuras simétricas em relacdo a um ponto C, as figuras que ficam invariantes
por uma reflexdo em ponto, e de figuras simétricas em relacdo a uma reta r as figuras que ficam
invariantes por uma reflexdo em reta. No entanto, ndo apresentam um nome especifico para as
figuras que permanecem invariantes por translagéo ou rotacéo.

(c) Sangiorgi (1967) e Catunda et al. (1988) ndo citam nenhuma vez o termo isometria,
usam o termo genérico transformacdo geométrica para as simetrias, translacdes e rotacoes. Ja
Bastos, Lamparelli e Franchi (1975) mencionam as isometrias somente uma vez, mesmo assim,
classificam as simetrias, translacdes e rotacGes, como transformacBes geométricas. Também,
conforme visto no Capitulo 8, a colecdo Matematica Curso Moderno, de Osvaldo Sangiorgi,
influenciou as produc¢des de materiais didaticos de matematica na época do MMM, e como este
autor ndo comentou sobre o conceito de invariancia, parece que os demais autores também
seguiram esse caminho.

[l.  Simetria como sindnimo de isometria.

Se Sangiorgi (1967) considera a simetria como a reflexdo em reta e a reflexdo em ponto,
Barbosa (1993) e Brito e Carvalho (2009), além das reflexdes, consideram as rotagdes, as
translacdes e as reflexdes com translagdes como simetrias. A isometria aparece nessas obras
como a caracteristica que as simetrias tém, de preservar distancias, como visto no Capitulo 2.
No entanto, o conceito de invariancia também é posto de lado por Brito e Carvalho (2009), que
ndo mencionam e nem dao exemplos de figuras que permanecem invariantes. Barbosa (1993)
atribui um nome as figuras que permanecem invariantes por uma isometria, chamando-as de

‘figuras que possuem estruturas simétricas’ e as figuras que ndo permanecem invariantes, séo
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denominadas ‘figuras com estruturas assimétricas’. No entanto, essa nomenclatura é somente
para as figuras que permanecem invariantes por reflexdo em reta, e 0 autor ndo apresenta
exemplos de invariancia por rotacdo, translacéo e reflexdo deslizante. Os problemas para esse
tipo de nomenclatura sdo 0s mesmos vistos na simetria como sinénimo de reflexao, pois ndo
evidenciam as invariancias que consequentemente ndo ficam atreladas as outras ciéncias que
estudam simetria e nem ao estudo de grupos.

[1l. Simetria ndo é uma transformacéo geometrica?

Embora Ribeiro, Gibim e Alves (2021) apontem para os problemas de ndo diferenciar
0s conceitos de reflexdo e de simetria, acabam criando outro problema ao dizer que as simetrias
ndo sdo transformacgdes geométricas, mas apenas uma caracteristica das figuras. Analisando
todo o estudo desenvolvido nesse trabalho, € um absurdo dizer que a simetria ndo é uma
transformacédo geométrica. De fato, as figuras simétricas definidas por Ribeiro, Alves e Gibim
(2021) ficam invariantes por uma reflexdo em reta, e a reflexdo em reta é uma isometria, que
por sua vez é uma transformacdo geométrica.

Desse modo, o presente trabalho procurou investigar qual a relacdo entre isometria e
simetria. A resposta é: A simetria € um tipo especifico de isometria. A simetria de uma figura
F é uma isometria que deixa F invariante. Esse simples esclarecimento esta faltando em
diversas obras, como nos PCNs, na BNCC, em livros didaticos e em diversos livros destinados
principalmente a professores de matematica. A Teoria dos Registros das Representacfes
Semidticas foi importante em dois momentos: 1) Ndo foram encontrados dois autores que
trazem exatamente a mesma definicdo, ou seja, a mesma representacao no registro das linguas.
Eles se diferem nas nomenclaturas, na organizacdo das oraces e nos conceitos envolvidos.
Assim, como a Teoria dos Registros Semidticos destaca que um mesmo objeto pode ser
representado por diferentes signos, desse modo, para compreender que diferentes defini¢des se
referem ao mesmo objeto, foi necessario realizar tratamentos, no caso em que as defini¢oes
estavam em um mesmo tipo de registro. 2) A abordagem dos conceitos e a demonstracdo de
algumas proposicoes, partindo do registro figural para o registro algebrico ou vice-versa, foi
importante para esclarecer e exemplificar tais conceitos e proposic¢des, além de mostrar os casos
em que determinadas explicagOes e conceitos, se referiam ao mesmo objeto.

Quanto aos objetivos desse trabalho, um deles é contribuir para a discussdo em torno
dos conceitos de simetria e isometria no &mbito da Educagdo Matematica do Brasil, e oferecer
a alunos e professores de matematica resultados que possam, possivelmente, preencher as

lacunas deixadas pelos documentos orientadores e livros didaticos quanto a esse tema. De fato,
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uma discussao foi feita em torno desses termos, e para essa discusséo foram trazidos sete livros
mais citados em uma amostra de 73 dissertacOes, teses e artigos, 4 obras relacionadas ao MMM,
além das obras analisadas na problematica. Os conceitos e definicdes foram amplamente
debatidos e representados em linguagem algebrica e figural. A principal lacuna a ser preenchida
é a relagdo entre a isometria e simetria, a qual pode ser preenchida pela simples explicacao de
que a simetria € um tipo especifico de isometria, a isometria que deixa uma figura invariante.

Outro objetivo é apontar caminhos para uma visao unificada da relacéo entre isometria
e simetria. A Figura 74 apresenta uma classificacdo das isometrias e simetrias, bem como de
relagdes entre elas, proposta pelos autores da dissertacdo. Essas classificacOes e relagdes séo
fundamentadas principalmente em Ledergerber-Ruoff (1982), Alves e Galvao (1996), Farmer
(1999), Lima (2007), Melo (2010), Veloso (2012) e Pasquini e Bortolossi (2015).

Figura 74: Classificacdo e relacdo entre isometria e simetria
Transformacdo Geométrica

Fungdo f:X = ¥, X e Y sdo conjuntos de pontos

\ -
[ ] L
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B _ ™ ( dilatagdo rotativa, )
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SIMETRIA

Isometvia que deixa uma figura
invariante

Fonte: Os Autores

No topo dessa figura ha o termo Transformacgdo Geomeétrica, definida como uma fungéo
onde o dominio e a imagem sdo conjuntos de pontos. Essa definicdo pode ser vista em Melo
(2010), Veloso (2012) e Pasquini e Bortolossi (2015). A transformacdo geomeétrica esta
conectada a duas elipses, uma delas contém o termo Isometria e a outra contém o termo
Homotetia seguido de demais transformacgdes geométricas ndo-isométricas. Isso procura

apontar que as isometrias sao um tipo especifico de transformacao geométrica, mas que existem
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outras, como a homotetia, as inversdes e a dilatacdes rotativa, essas ultimas podem ser vistas
em Veloso (2012). A elipse da Isometria esta ligada as Isometrias basilares, que sdo quatro:
reflexdo em reta, reflexdo com deslizamento, translacao e rotacdo. Os autores que demonstram
que essas isometrias sdo basilares sdo Alves e Galvéao (1996) e Lima (2007), enquanto Melo
(2010), Veloso (2012) e ndo fazem as demonstragdes, mas mencionam esse fato. A Reflexédo
em ponto € um caso especifico de rotacdo, conforme mostra Alves e Galvao (1996), Lima
(2007), Melo (2010) e Veloso (2012). Por sugestdo de Veloso (2012), que afirma, que usar 0s
termos simetria axial e simetria em torno de um ponto para as isometrias pode causar grande
confuséo na compreensdo dos conceitos, foram utilizados neste esquema os termos: reflexdo
em reta, em vez de simetria axial; e reflexdo em ponto, em vez de simetria em torno de um
ponto e simetria pontual. Também, a elipse da Isometria esta ligada a Identidade, pois essa
também preserva distancias.

Ainda observando a Figura 74, percebe-se que cada uma das seis isometrias esta
conectada a uma simetria. Isto porque, todos os tipos de isometrias podem deixar alguma figura
invariante. De fato, a Identidade deixa qualquer figura invariante e por sugestdo de Farmer
(1999), a simetria pela identidade foi chamada de Simetria trivial. A Reflexdo em reta que deixa
uma figura invariante é chamada de Simetria de reflexdo. Fundamentando-se em Veloso (2012),
a Reflexdo com deslizamento que deixa uma figura invariante é chamada de Simetria de
reflexdo com deslizamento, a translacdo que deixa uma figura invariante é chamada de Simetria
de translacdo, a Rotacdo que deixa uma figura invariante é chamada de Simetria de rotacdo e a
Reflexdo em ponto, que é um caso particular de rotacdo, que deixa uma figura invariante é
chamada de Simetria central. Na parte inferior da figura, conectando-se as seis simetrias, esté a
Simetria, definida como a isometria que deixa uma figura invariante.

A finalidade dessa dissertacdo € esclarecer a relacdo entre a isometria e simetria. No
percurso para esclarecer essa relacdo, foram envolvidas discussdes sobre a definicdo e o
conceito de isometria e simetria e a classificacdo delas, além de aspectos historicos que
contextualizaram a discussdo. Foi visto que ndo ha divergéncias sobre o conceito de isometria,
todos os autores concordam direta ou indiretamente que é uma transformacdo geométrica que
preserva distancias, 0 mesmo ndo ocorreu com o conceito de simetria e as classificacdes das
isometrias e simetrias e essas divergéncias implicaram em uma confusdo sobre a relacéo entre
isometria e simetria. No entanto, foi visto que o conceito de invariancia é o mais apropriado

guando se discute simetria, por ser mais preciso formalmente, estar intrinseco ao estudo de



160

estruturas algébricas e relacionado as demais ciéncias. Além disso, todas as outras
interpretacdes que omitem ou ignoram o conceito de invariancia, acabam por gerar confusoes.

Desse modo, o esquema da Figura 74 apresenta uma sintese da dissertacdo, mostrando
as relaces e classificacdes das isometrias e simetrias quando se adota o conceito de simetria
de figuras planas, como uma isometria que deixa uma figura invariante. Adotando esse
conceito, as relacOes e classificagOes das isometrias e simetrias ficam claras e precisas, como
pretendiam clarificar os autores da dissertacdo. Além disso, essas relacoes e classificacdes sao
importantes para estudos mais avancados da matematica e estudo em outras ciéncias.

Embora a questdo norteadora foi respondida, outras questdes surgiram ao longo do
trabalho. Essas questfes os autores deixardo como sugestao para futuras pesquisas. Sao elas:

Pasquini e Bortolossi (2015) e Weyl (1997) afirmam que a simetria usada em outras
ciéncias, como biologia, fisica, quimica, entre outras, fundamenta-se na ideia de invariancia. A
sugestdo de pesquisa é investigar como a simetria esta atrelada a essas outras ciéncias e quais
as possibilidades de fazer um trabalho interdisciplinar entre matematica e essas outras ciéncias,
com o tema simetria.

Os autores dessa dissertacdo usaram os Guias dos Livros Didaticos para comentar como
é o conceito de isometria e simetria nos livros didaticos. Foram usados esses guias, para
observar, de forma inicial, se existem criticas a cerca de tais conceitos, pois o objetivo ndo era
analisar os livros didaticos. Desse modo, uma sugestdo de pesquisa €, investigar os conceitos,
as explicacOes de isometria e simetria nos livros didaticos. Se estdo ausentes ou presentes e qual
concepcao de simetria é abordado. Além disso, verificar se os problemas apontados pelos guias
ainda permanecem.

Foi visto durante o trabalho que ha varias concepcdes de simetria. Os autores adotaram
uma dessas concepcdes, pois chegaram a conclusdo de que essa é a mais conveniente. No
entanto, os que nao defendem essa concepc¢édo tem o direito de argumentar a favor de outras
concepcdes. Para esses autores s@o deixadas as seguintes questdes: Como ficaria o estudo de
estruturas algébricas, como grupos de permutacgéo, grupos diedrais e ciclicos, caso a simetria
ndo fosse uma isometria que deixa a figura invariante? Outra questdo que emerge dessa
discussdo: O que dizer das figuras que ndo tem eixo de simetria, mas ficam invariantes por
rotacdo ou por translacdo? Essas figuras sdo simétricas ou ndo? Como explicar essa simetria?

Veloso (2012), Pasquini e Bortolossi (2015) e Ribeiro, Alves e Gibim (2021), dizem
gue usar 0 mesmo termo para conceitos distintos pode afetar a compreensdo de conceitos

matematicos. No entanto, tais autores ndo detalham e ndo ddo exemplos de como 0 mesmo
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termo para conceitos distintos pode afetar a compreensdo de conceitos matematicos. Essa
questé@o poderia ser investigada.
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ANEXO | - AMOSTRA COLETADA NO CATALOGO DE TESES E
DISSERTACOES

A primeira coluna, apresenta a palavra-chave colocada no sistema de buscas do
Catalogo de Teses e Dissertagdes. A segunda coluna mostra, a quantidade de resultados
retornados sendo que esses resultados, incluem todas as areas de conhecimento. Depois disso,
foi selecionado areas de conhecimento relacionado ao ensino de matematica, a terceira coluna
mostra qual &rea de conhecimento foi selecionada e a quarta coluna, os resultados obtidos.
Dentre os resultados obtidos, foram lidos os titulos e alguns foi lido o resumo para ver se 0
trabalho estava relacionado a geometria plana, pois muitos trabalhos eram no ambito dos
numeros complexos, fractais, grafos, muasica, funcdes, equactes diferenciais, jogos e areas da
fisica. A quinta coluna mostra o nimero de dissertacdes e teses, que estavam relacionados a
geometria euclidiana. A sexta coluna, mostra o numero de dissertacOes e teses que j& faziam
parte da amostra, quando foram digitadas outras palavras-chave. A pendltima coluna, as que
ndo foram encontradas, geralmente porque o link ndo remetia a nenhuma péagina vélida e a

ultima coluna, as dissertacGes e teses selecionadas para amostra.

Quadro 21: Escolha da amostra no Catalogo de Teses e Dissertacdes

Termo Resulta Area de Resultados na | Situado na |Ja faziam Nao Selecionados
pesquisado | totais | conhecimento area de geometria | parte da |encontrados | para amostra
selecionada | conhecimento | euclidiana | amostra
selecionada
simetria 4.129 Matematica 98 30 0 2 28
isometria 167 Matematica 33 12 3 1 8
“transforma Ensino de
coes 130 Ciéncias e 11 7 0 1 6
geométricas Matematica
Matematica 48 30 7 4 19
Total 61

Fonte: Os Autores



ANEXO Il — AS DEZ REVISTAS SELECIONADAS E O NUMERO DE ARTIGOS

SOBRE ISOMETRIA E SIMETRIA

O quadro mostra as dez revistas selecionadas e o nimero de artigos que foi selecionado
em cada revista. Foram procurados artigos que tivessem os seguintes requisitos: 1) Tivesse no

titulo ou resumo, o termo isometria, simetria ou transformacdo geométrica e 2) Tivessem na

referéncia, pelo menos um livro de matematica em lingua portuguesa.
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Quadro 22 : Revistas e quantidade de artigos selecionados para a amostra

ISSN Nome da revista Selecionados
para a
amostra
1517-4492 Acta Scientiae (Ulbra) 0
1982-5153 Alexandria (UFSC) 0
2317-5125 | Amazonia - Revista de Educacdo em ciéncias e matematica 0
0103-636X BOLEMA: Boletim de Educagdo Matematica 5
1983-3156 Educacdo Matematica e Pesquisa (online) 0
1517-3941 Educacdo Matematica em Revista (Sdo Paulo) 2
1518-8221 Educacao Matematica em Revista (RS) 2
1981-1322 REVEMAT: Revista eletronica de educa¢do matematica 2
2238-2380 Revista de Educagao, ciéncias e matematica 1
2176-1744 Zetetiké (online) 1
Total 13

Fonte: Os Autores




ANEXO 111 — AS 74 DISSERTACOES, TESES OU ARTIGOS
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Os quadros mostram as dissertacdes e teses, selecionadas do Catalogo de Teses e

Dissertagdes, bem como, das revistas selecionadas. A numeracao da primeira coluna, identifica

os trabalhos, que sera importante para o anexo IV.

Quadro 23: As 61 dissertacOes ou teses da amostra

Ident
ifica
¢do

Referéncia (Copiada do catdlogo de Teses e Dissertacdes

Palavra-chave
pesquisada

ALVES, CLAUDIA MARIA FIUZA. O estudo da simetria através da
arte de Maurits Cornelis Escher.' 17/03/2014 76 f. Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional Institui¢io de Ensino: ASSOCIACAO
INSTITUTO NACIONAL DE MATEMATICA PURA E APLICADA, Rio
de Janeiro Biblioteca Depositaria: impa

Simetria

ALVES, DANIELE SIMAS PEREIRA. PAVIMENTAC()ES E
CALEIDOSCOPIOS UMA EXPERIENCIA EM SALA DE AULA '
03/05/2019 98 f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Institui¢do de Ensino: COLEGIO PEDRO II, Rio de Janeiro Biblioteca
Depositaria: Biblioteca Silvia Becker PROPGPEC Colégio Pedro 11

Simetria

ASSUNCAO, RICARDO GOMES. Um Estudo das Transformacoes
Geométricas no Plano via Congruéncia e Semelhanca de Figuras
Planas' 27/05/2015 113 f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS,
Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: Biblioteca da Universidade Federal
de Goias

Transformagdes
geométricas

AZEVEDO, HERBERT WESLEY. Transformacées geométricas na
formacao inicial e continuada de professores de Matematica:
atividades investigativas envolvendo reflexdes por retas e Geogebra'
23/11/2016 undefined f. Mestrado Profissional em Ensino de Matematica
Instituicdo de Ensino: UNIVERSIDADE DE SAO PAULO, Sio Paulo
Biblioteca Depositaria: undefined

Transformagoes
geométricas

BARBOSA, MAURICIO DE OLIVEIRA HORTA. O USO DE
TRANSFORMACOES GEOMETRICAS EM TEMAS DO ENSINO
MEDIO' 11/04/2013 84 f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE ESTADUAL DO
NORTE FLUMINENSE DARCY RIBEIRO, Rio de Janeiro Biblioteca
Depositaria: biblioteca do centro de ciéncia e tecnologia CCT - UENF

Transformagoes
geométricas

BARROS, FELIPE DE CARVALHO. PAVIMENTACAO DO PLANO:
PROPOSTAS LUDICAS DE AULA. TRABALHANDO COM
ANGULOS INTERNOS, SIMETRIA, ISOMETRIAS, OBRAS DE
ARTE E MEDIATRIZES' 22/02/2016 96 f. Mestrado Profissional em
Matemética em Rede Nacional Institui¢io de Ensino: ASSOCIACAO
INSTITUTO NACIONAL DE MATEMATICA PURA E APLICADA, Rio
de Janeiro Biblioteca Depositaria: IMPA

Simetria

BILAC, CRISTINA ULIAN. Possibilidades da aprendizagem de
transformacodes geométricas com o uso do Cabri-Géométre' 01/10/2008

Transformagoes




192 f. Profissionalizante em EDUCACAO MATEMATICA Instituicdo de
Ensino: PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO,
SAO PAULO Biblioteca Depositaria: PUC/SP
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geométricas

Brito, Luciana Patrocinio de. Scipione di Pierro Neto e sua proposta para
o0 ensino da geometria na Cole¢cdo Curso Colegial Moderno' 01/09/2008
135 f. Profissionalizante em EDUCACAO MATEMATICA Instituigdo de
Ensino: PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO,
SAO PAULO Biblioteca Depositaria: PUC/SP

Transformagdes
geométricas

BULGARELLI, CAMILA DE CASSIA. Isometrias no ensino basico'
03/04/2018 259 f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Instituicdo de Ensino: UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS,
Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: undefined

Isometria

10

CAMPANHOLO, JULIO CESAR. Aplicacées do conceito de simetria na
Matematica' 21/12/2016 54 f. Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DE

MATO GROSSO, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria:
https://sca.profmat-
sbm.org.br/tcc_get.php?cpf=06381061847&d=20170209191533&h=ad5cc
381ab04854839f56a2c6e465329¢0944717

Simetria

11

CARINHA, MARILENE DOS SANTOS. A OBRA DE M.C.ESCHER
COMO SUBSIDIO AO ENSINO DAS ISOMETRIAS' 27/02/2018 139
f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Instituicdo de

Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC, Rio de Janeiro Biblioteca
Depositaria: UFABC

Isometria

12

CARNEIRO, FRANCISCO DE ASSIS SARAIVA. Isometrias e
Homotetias no Plano' 30/11/2015 68 f. Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional Instituicdo de Ensino: UNIVERSIDADE
ESTADUAL DO CEARA, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria:
Biblioteca da Universidade Estadual do Ceara

Isometria

13

CARREIRO, LEANDRO SOPELETTO. SUBSECAOS DE
MATEMATICA DISCRETA: UMA PROPOSTA PARA A
EDUCACAO DE JOVENS E ADULTOS SOB A PERSPECTIVA DA
ETNOMATEMATICA' 26/11/2014 86 f. Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional Instituicdo de Ensino: UNIVERSIDADE
ESTADUAL DO NORTE FLUMINENSE DARCY RIBEIRO, Rio de
Janeiro Biblioteca Depositaria: Biblioteca do Centro de Ciéncia e
Tecnologia da Universidade Estadual do Norte Fluminense - Darcy Ribeiro

Simetria

14

CERQUEIRA, LUCIANO DE SOUZA. ISOMETRIAS NO PLANO:
UMA PROPOSTA DE ATIVIDADE PARA EDUCACAO BASICA
COM USO DO GEOGEBRA' 05/08/2016 undefined f. Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de Ensino:
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RECONCAVO DA BAHIA, Rio de
Janeiro Biblioteca Depositaria: undefined

Isometria

15

CHIREIA, JOSE VAGNER. TRANSFORMACOES GEOMETRICAS E
A SIMETRIA: Uma proposta para o Ensino Médio' 26/06/2013
undefined f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE ESTADUAL DE LONDRINA,
Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: undefined

Simetria

16

COSTA, MARCELO DE MOURA. Uma abordagem introdutoéria de
cOnicas para o ensino médio através do Geogebra' 25/03/2013 61 f.

Simetria




Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Instituicdo de
Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DE JUIZ DE FORA, Rio de Janeiro
Biblioteca Depositaria: Biblioteca Central da UFJF
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17

EIRAS, MARCO ANTONIO SINHORELLI. UMA VISAO
ANTECIPADA DO ESPACO TRIDIMENSIONAL NO ENSINO
MEDIO' 28/11/2014 87 f. Mestrado Profissional em Matemética em Rede
Nacional Instituicdo de Ensino: UNIVERSIDADE ESTADUAL DO
NORTE FLUMINENSE DARCY RIBEIRO, Rio de Janeiro Biblioteca
Depositaria: Biblioteca do Centro de Ciéncia e Tecnologia da Universidade
Estadual do Norte Fluminense - Darcy Ribeiro

Simetria

18

FABRICIO, MARIANA CAPELIN. A CONFIGURACAO DE
POLIGONOS REGULARES E SIMETRIA PARA A CONSTRUCAO
DE MOSAICOS NO 60 ANO DO ENSINO FUNDAMENTAL'
31/05/2016 109 f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS,
Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: Biblioteca Comunitéaria da UFSCar

Simetria

19

FILHA, CLAUDIA BRUM DE OLIVEIRA FOGLIARINI. USO DE
APLICATIVOS COMPUTACIONAIS E PRODUTO MATRICIAL:
DUAS PROPOSTAS DE APLICACAO' 14/05/2015 undefined f.
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢ao de
Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA MARIA, Rio de Janeiro
Biblioteca Depositaria: undefined

Transformagdes
geométricas

20

FILHO, EGIDIO COSTA. Matrizes: uma aplicacdo no ensino médio a
partir de transformacées geométricas' 02/08/2013 102 f. Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de Ensino:

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA, Rio de
Janeiro Biblioteca Depositaria:
http://repositorio.utfpr.edu.br/jspui/handle/1/577

Transformagoes
geométricas

21

FRANCA, JOSE BENICIO DOS ANJOS. Uso de Programacio no
Ensino das Transformac¢oes Geométricas no Plano' 18/03/2016 181 f.
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de

Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA, Rio de Janeiro

Biblioteca Depositaria: http://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes

Transformagoes
geométricas

22

GOMES, ANDRE ARRUDA. O USO DAS TRANSFORMAC()ES
GEOMETRICAS E DE SOFTWARES DE GEOMETRIA DINAMICA
NO ENSINO DE MATRIZES E SUAS OPERACOES' 20/08/2013
undefined f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Instituicdo de Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE
JANEIRO, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: undefined

Transformagdes
geométricas

23

GUIMARAES, MARCIA CRISTINA LEMOS. Simetria' 08/06/2015
undefined f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS,
Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: undefined

Simetria

24

HOLANDA, KENIA COSTA. Uma Proposta Didatica Utilizando
Caleidociclos De Maurits Cornelis Escher' 29/06/2018 undefined f.
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢ao de
Ensino: UNIVERSIDADE DE BRASILIA, Rio de Janeiro Biblioteca
Depositaria: undefined

Simetria

25

INFORSATO, ANA PAULA. Grupos de friso' 04/05/2018 66 f. Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢cdo de Ensino:

Transformagdes




UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA JULIO DE MESQUITA
FILHO ( RIO CLARO ), Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria:
IGCE/UNESP/Rio Claro

175

geométricas

26

JESUS, IVANILTON SALES DE. Isometrias no Plano: Uma Abordagem
Apliavel ao Ensino Basico' 30/03/2017 64 f. Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE

FEDERAL DA BAHIA, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria:
http://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes

Simetria

27

KWASINSKI, JORGE RICARDO MUNIZ. "Aplicacoes das
transformacoes geométricas no Ensino Médio".' 08/10/2015 90 f.
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de
Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE, Rio de Janeiro
Biblioteca Depositaria: Biblioteca de Pos-Graduagao em Matematica da
UFF

Transformagoes
geométricas

28

LIMA, CARLOS HENRIQUE. Grupos de Simetria no Plano Euclidiano'
25/09/2017 136 f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Institui¢dao de Ensino: UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS,
Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: Biblioteca central UNICAMP

Simetria

29

LIMA, HENRIQUE ALMEIDA. Ensino de Matrizes com enfoque
Geométrico' 15/01/2016 54 f. Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DO

MARANHAO, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: undefined

Transformagoes
geométricas

30

LOPES, MARCOS PAULO BARROS. Simetrias e transformacées
isométricas nas resolucoes de problemas' 29/01/2021 115 f. Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de Ensino:
UNIVERSIDADE DA INTEGRACAO INTERNACIONAL DA
LUSOFONIA AFRO-BRASILEIRA - REDENCAO, Rio de Janeiro
Biblioteca Depositaria: undefined

Simetria

31

MIR, MICHEL. Uma Abordagem de Isometria em Sala de Aula'
11/11/2014 88 f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE EST.PAULISTA JULIO DE
MESQUITA FILHO/SJR. PRETO, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria:
undefined

Isometria

32

MIRANDA, GINA MAGALI HORVATH. Um sistema baseado em
conhecimento com interface em lingua natural para o ensino de
transformacdes geométricas' 01/05/2009 294 f. Mestrado em
EDUCACAO MATEMATICA Instituicdo de Ensino: PONTIFICIA
UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO, SAO PAULO Biblioteca
Depositaria: PUC/SP

Transformagoes
geométricas

33

NARDELLI, RENAN EDUARDO. O estudo de simetrias com frisos e
questoes da OBMEP' 21/08/2015 62 f. Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional Instituicdo de Ensino: UNIVERSIDADE
FEDERAL DE SAO CARLOS, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria:
Biblioteca Comunitaria da UFSCar

Simetria

34

NASCIMENTO, ELIMAR MOREIRA DO. Integracao entre Algebra e
Geometria no Ensino da Matematica.' 12/05/2017 undefined f. Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de Ensino:
UNIVERSIDADE FEDERAL DE VICOSA, Rio de Janeiro Biblioteca
Depositaria: undefined

Simetria

35

NERY, DIEGO CUNHA. CONJUNTOS CONVEXOS E SUAS




APLICACOES NO ENSINO MEDIO' 23/03/2013 38 f. Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de Ensino:
UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA, Rio de Janeiro Biblioteca

Depositaria: Matematica, UFC
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Simetria

36

OLIVEIRA, MANOELA DO VALE DE. Congruéncia: uma experiéncia
com alunos surdos' 25/08/2014 undefined f. Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional Instituicdo de Ensino: UNIVERSIDADE
FEDERAL DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO, Rio de Janeiro
Biblioteca Depositaria: Biblioteca Digital do PROFMAT

Isometria

37

OLIVEIRA, MARIA APARECIDA DOMINGUES GARBIN DE.
ESTUDO DIDATICO DO GRUPO DE FRISOS' 28/08/2015 63 f.
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de
Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC, Rio de Janeiro Biblioteca
Depositaria: Ufabe

Simetria

38

OLIVEIRA, VLADIERE SOUSA TORRES. Uso do GeoGebra para
Motivar Estudo de Problemas de Minimos Geomeétricos Através de
Simetrias' 27/06/2014 undefined f. Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL
DO CEARA, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: undefined

Simetria

39

OLIVEIRA, WELTON FRANCISCO DE. Uma proposta para ampliar a
perspectiva de professores e alunos em relacio ao estudo de matrizes.'
24/02/2017 129 f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA JULIO
DE MESQUITA FILHO ( SAO JOSE DO RIO PRETO ), Rio de Janeiro
Biblioteca Depositaria: UNESP/Campus de Sdo José do Rio Preto

Transformagdes
geométricas

40

PEREIRA, DIOGO PELAES FRANCO. Transformacées Geométricas
com Aplicagdoes no GeoGebra para o ensino médio ' 14/12/2017 88 f.
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de

Ensino: UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS, Rio de Janeiro

Biblioteca Depositaria: Biblioteca central UNICAMP

Transformagdes
geométricas

41

PIMENTEL, LUIZ FERNANDO GARCIA. UMA SEQUENCIA
DIDATICA PARA O ENSINO DE TRANSFORMACOES
GEOMETRICAS COM O GEOGEBRA' 17/09/2016 125 f. Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de Ensino:
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS, Rio de Janeiro
Biblioteca Depositaria: Biblioteca Comunitaria da UFSCar

Transformagoes
geométricas

4

P1ZZO, ALAN MACHADO. O CONCEITO MODERNO DE
SIMETRIA: UMA PROPOSTA DE ABORDAGEM PARA O ENSINO
MEDIO.' 07/02/2017 96 f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede

Nacional Instituicdo de Ensino: UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
LONDRINA, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: Biblioteca Central da
Universidade Estadual de Londrina

Simetria

43

RAMIRO, LEANDRO. Situacées didaticas no ensino de geometria com
o aplicativo GeoGebra' 19/12/2014 139 f. Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional Instituicdo de Ensino: UNIVERSIDADE
EST.PAULISTA JULIO DE MESQUITA FILHO/ILHA SOLT, Rio de
Janeiro Biblioteca Depositaria:
http://repositorio.unesp.br/handle/11449/127559

Simetria

44

RIBEIRO, MARCO ANTONIO DA SILVA. Transformacdes geométricas
planas: um estudo experimental e dinAmico' 28/06/2016 undefined f.

Transformagdes




Mestrado Profissional em Ensino de Matematica Instituicdo de Ensino:
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO, Sao Paulo Biblioteca Depositaria:
undefined

177

geométricas

45

Rossi, Gicele da Rocha. O ENSINO E APRENDIZAGEM DE
POLIGONOS E DE TRANSFORMACOES GEOMETRICAS NO
PLANO: RELACIONANDO ARTE E MATEMATICA POR MEIO
DE FRISOS E DOS LADRILHOS' 01/06/2009 317 f. Profissionalizante
em ENSINO DE FiSICA E DE MATEMATICA Instituigio de Ensino:
CENTRO UNIVERSITARIO FRANCISCANO, SANTA MARIA
Biblioteca Depositaria: Centro Universitario Franciscano - UNIFRA

Transformagoes
geométricas

46

ROSSI, IZABELA CAROLINE. Aprendendo Isometria com Mosaicos'
04/12/2014 68 f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
Instituicdo de Ensino: UNIVERSIDADE EST.PAULISTA JULIO DE
MESQUITA FILHO/SJR. PRETO, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria:
undefined

Isometria

47

SALAZAR, JESUS VICTORIA FLORES. "Génese instrumental na
interacdo com Cabri 3D: um estudo de transformacgoes geométricas no
espaco'' 01/06/2009 317 f. Doutorado em EDUCACAO MATEMATICA

Institui¢do de Ensino: PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE
SAO PAULO, SAO PAULO Biblioteca Depositéaria: PUC/SP

Transformagoes
geométricas

48

SAMPAIO, ELISANDRA REGINA. Estudo de simetria e seu ensino no
nivel fundamental e médio' 06/09/2013 52 f. Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional Institui¢ao de Ensino: UNIVERSIDADE
DE SAO PAULO/SAO CARLOS, Rio de Janeiro Biblioteca Depositéria:
Prof. Dr. Achille Bassi - ICMC-USP

Simetria

49

SANTOS, DREYKO HEMERLY RODRIGUES. Uma sequéncia de
atividade para o ensino da simetria por meio da arte' 29/04/2016 46 f.
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de
Ensino: UNIVERSIDADE ESTADUAL DE SANTA CRUZ, Rio de Janeiro
Biblioteca Depositaria: BC - UESC

Simetria

50

SANTOS, NAYRA MILLA DA SILVA. MOSAICOS: CONSTRUCAO
ATRAVES DO GEOGEBRA E APLICACOES PARA O ENSINO
BASICO' 16/10/2017 89 f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE ESTADUAL DE FEIRA
DE SANTANA, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: Biblioteca Central
Julieta Carteado UEFS

Simetria

51

SILVA, EWERTON ROOSEWELT BERNARDO DA. UM CUBO EM
SEIS PIRAMIDES: AULAS DE MATEMATICAS' 27/02/2015 91 f.
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢ao de
Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALAGOAS, Rio de Janeiro
Biblioteca Depositaria: BIBLIOTECA CENTRAL DA UFAL

Simetria

52

SILVA, PAULO ARAUIJO DA. Transformacdes Geométricas no Plano'
21/11/2014 undefined f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional Instituicdo de Ensino: FUNDACAO UNIVERSIDADE
FEDERAL DE SERGIPE, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: undefined

Transformagdes
geométricas

53

SILVA, REGINALDO ALEXANDRE DA. Caleidociclos' 13/01/2017 113
f. Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Instituicdo de
Ensino: UNIVERSIDADE DE SAO PAULO (SAO CARLOS), Rio de
Janeiro Biblioteca Depositaria: Prof. Achille Bassi

Simetria

54

SILVA, RENAD FERREIRA DA. Transformacées Geométricas no Plano




e no Espaco' 14/08/2013 74 f. Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DA
PARAIBA/JOAO PESSOA, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria:
Biblioteca Central da UFPB
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Transformagoes
geométricas

55

SILVA, RENATO OLIVEIRA. ISOMETRIAS' 16/06/2016 112 f.
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de
Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE, Rio de
Janeiro Biblioteca Depositaria: Biblioteca Central da UFCG

Transformagoes
geométricas

56

SIMONINI, ANDREA RIBEIRO FERNANDES. Mosaicos geométricos:
Estudo de angulos e simetrias.' 14/12/2017 100 f. Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional Institui¢cdo de Ensino:
UNIVERSIDADE ESTADUAL DO NORTE FLUMINENSE DARCY
RIBEIRO, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: Biblioteca do CCT da
Universidade Estadual do Norte Fluminense Darcy Ribeiro

Simetria

57

SOUZA, ANDRE LOPES CARMO DE. Ensino das transformacdes
Geométricas' 09/05/2014 65 f. Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL
FLUMINENSE, Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: Biblioteca de Pos
Graduagdo da UFF

Transformagdes
geométricas

58

SOUZA, CARLA FERNANDES E. Estudo de quadrilateros, reflexdes e
rotacdes no plano, segundo a teoria de van Hiele: uma experiéncia com
alunos do 9° ano do ensino fundamental' 22/08/2014 undefined f.
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢ao de
Ensino: UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO,
Rio de Janeiro Biblioteca Depositaria: undefined

Isometria

59

SOUZA, DEMETRIUS MELO DE. Uso de transformagdes geométricas
na revigorac¢io do ensino da geometria plana.' 15/08/2014 125 f.
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de
Ensino: ASSOCIACAO INSTITUTO NACIONAL DE MATEMATICA
PURA E APLICADA, Rio de Janeiro Biblioteca Depositéria: impa

Transformagdes
geométricas

60

SOUZA, MARCELO TAVARES. FRACTAIS NA EDUCACAO
BASICA: CONSTRUINDO FRACTAIS CLASSICOS ATRAVES DE
TRANSFORMACOES GEOMETRICAS' 30/10/2018 109 f. Mestrado

Profissional em Matematica em Rede Nacional Institui¢do de Ensino:
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA, Rio de Janeiro Biblioteca
Depositaria: undefined

Simetria

61

STORMOWSKI, VANDOIR. Estudando Matrizes a partir de
Transformacgoes Geométricas' 01/10/2008 110 f. Profissionalizante em
ENSINO DE MATEMATICA Institui¢do de Ensino: UNIVERSIDADE
FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL, PORTO ALEGRE Biblioteca

Depositaria: Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Transformagdes
Geométricas
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Quadro 24: Os 13 artigos de revistas da amostra

62

Maciel, Anibal de Menezes, R&go, Rogéria Gaudencio do e Carlos, Erenildo JodoPossibilidades
Pedagogicas do Uso da Imagem Fotografica no Livro Didatico de Matematica. Bolema: Boletim
de Educa¢ao Matematica [online]. 2017, v. 31, n. 57

63

Vieira, Gilberto, Paulo, Rosa Monteiro e Allevato, Norma Suely Gomes. Simetria no ensino
fundamental através da resolugao de problemas: possibilidades para um trabalho em sala de aula.
Bolema: Boletim de Educagdao Matematica [online]. 2013, v. 27, n. 46

64

Santos, Luciana Ferreira dos e Teles, Rosinalda Aurora de MeloPintar, dobrar, recortar ¢ desenhar:
o0 ensino da Simetria e Artes Visuais em livros didaticos de matematica para os anos iniciais do
Ensino Fundamental. Bolema: Boletim de Educagdo Matematica [online]. 2012, v. 26, n. 42a

65

FAINGUELERNT, E. K. Representagdo do Conhecimento em Matematica:
transformagdes no plano - Translagdo e Simetria. Bolema, Rio Claro — SP, v. 9, n. ESPECIAL 3,
1994

66

MURARI, C. PEREZ, G.O Uso de Espelhos e Caleidoscopios em Atividades Educacionais de
Geometria para 7% e 8 séries. ISBN 978-85-89082-23-5 Bolema, Rio Claro — SP, v. 15, n. 18, set.
2002

67

SANTOS, L. F. GUIMARAES. Geometria e Artes Visuais no Ensino Fundamental. Educacéo
Matematica em Revista — SBEM. n. 35, 2012.

68

BIEMBERGUT, M. S. SILVA, V. C. Ormamentos versus Criatividade: Uma alternativa para
ensinar geometria plana e simetria. A Educacao Matematica em Revista - SBEM. n.4. 1°
semestre, 1995

69

SANTOS, L. F. TELES, R. A. M. Oficinas de Geometria e Artes Visuais: Espaco Para o Dialogo,
Troca de Experiéncia e Constru¢do de Conhecimento. Educacdo Matematica em Revista RS.
EMR-RS - ANO 21 - 2020 - numero 21 -v.2 —p. 17 - 27

70

JELINEK, K. R. A geometria que existe alem do olhar: Levando a geometria da natureza para
dentro da escola. Educacdo Matematica em Revista EMR - RS. Ano 10 -v 1 - pp - 75 a 81. 2009.

71

VISEU, F. MENEZES, L. ALMEIDA, J. Conhecimento de Geometria e perspectivas de
professores do 1 ciclo do Ensino Bésico sobre o seu ensino. REVEMAT. Floriandpolis (SC), v.
08, n. 1, p. 156-178, 2013.

72

DETONI, A. R. Compreensdes Filosoficas para uma alternativa do pensamento geométrico.
REVEMAT. Floriandpolis (SC), v.11, Ed. Filosofia da Educ. Matematica, p. 232 - 243, 2016.

73

COSTA, W. R. J. SOUZA, F. S. Construindo o conceito de simetria na educagdo de jovens e
adultos. Revista de Educacao, Ciéncias e Matematica v.4 n.3 set/dez 2014.

74

KALEFF, A. M. R. Uma aplicagdo do conceito de simetria axial plana visando um ensino
interdisciplinar. Zetetiké, Ano 2 n 2, 1994.

Fonte: Os Autores
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ANEXO IV - 0S 63 LIVROS CITADOS NAS DISSERTACOES, TESES OU
ARTIGOS

A seguir h& seis quadros, cada quadro, uma lista de livros. S@o os livros citados nas
dissertagdes, teses e artigos. A primeira coluna classifica os livros, pelos mais citados. A
segunda coluna, o titulo do livro. Na terceira coluna, o autor do livro. O quadro ndo tem essa
coluna, pois todos os livros sdo de autoria de Elon Lages Lima. A quarta coluna indica, em
quais dissertacOes, teses ou artigos eles foram citados e a ultima coluna, o nimero de vezes em

que foram citados.

Quadro 25: Livros com énfase em isometria e/ou simetria mais citados na amostra de
dissertacoes, teses e artigos

Pos. Titulo do livro Autor (es) Referéncias (teses, n’
dissertacdes ou artigos)

[31, [9], [11], [12], [14], [20],

1 Isometrias Elon Lages Lima [26], [28], [30], [31], [34], [42],| 20
[44], [45], [47], [50], [53], [55],
[57], [61]
Isometrias ¢ Ornamentos no Erika Brigitta [4], [117, [23], [26], [28], [30], 12
2 Plano Euclidiano Ledergerber-Ruoff | [32], [44], [45], [65], [68], [74]
3 Simetria Hermann Weyl [23], [26], [28], [37], [42], [53], 8
[57], [62]
Sérgio Alves
4 | Um estudo geométrico das [4], [11], [32], [37], [44], [47] 6

transformagoes elementares | Maria Elisa Esteves
Lopes Galvao

5 Simetria: historia de um | Regina C. G. Pasquini
conceito e suas implicagdes [24], [33], [42] 3
no contexto escolar Humberto J. Bortolossi
6 Grupos e Simetria David W. Farmer [37], [45] 2
Simetria e Transformagdes Eduardo Veloso [10], [47] 2
Geométricas
Uma historia da simetria na Ian Stewart [42], [62] 2
matematica

Fonte: Os Autores
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Quadro 26: Livros de autoria de Elon Lages Lima mais citados na amostra de dissertacoes,
teses e artigos

Pos. Titulo do livro Obras que referenciaram n’
1 Coordenadas no Plano [3], [15],[17], [20], [29],[30], 11
[50], [52], [55], [60], [61]
2 | Amatematica do Ensino Médio vol 3 | [5], [15], [17], [22], [31], [51], [55], [61] 8
3 Algebra Linear [21], [39], [50], [54] 4
4 Medida e Forma em Geometria [3], [30], [43], [57] 4
5 Matematica e Ensino [12], [27] 2
6 | Geometria Analitica e Algebra Linear [60] 1
7 Meu professor de matematica e
outras historias [12] 1

Fonte: Os Autores

Quadro 27: Livros de geometria euclidiana plana mais citados na amostra de dissertacdes,
teses e artigos

Pos. Titulo do livro Autor (es) Referencias em n°
1 Geometria Anto6nio C. Muniz Neto [3], [9], [12], [23],
[28], [30], [52], [55]
2 Geometria Euclidiana Plana | Jodo Lucas M. Barbosa [3],[12], [14], [15], 7
[43], [45], [57]
3 | Geometria Euclidiana Plana e Eliane Q. F. Rezende [18], [26], [31], 6
Construcdes Geométricas Maria Lucia B. Queiroz [45], [46], [55]
4 Geometria - Temas Actuais Eduardo Veloso [9], [23], [28], 5
[47], [71]
5 Os Elementos Euclides (31, [21], [57], [72] 4
6 Curso de Geometria Paulo Ventura Aratjo [4], [55] 2
Geometria Plana Osvaldo Dolce [3],[15] 2
José Nicolau Pompeo
Subsecaos de Geometria Sérgio Lima Neto [27], [46] 2
Elementar
7 Geometria Plana e Espacial Jodo R. Geronimo [14] 1
Valdeni S. Franco
Geometria: Curso Moderno Benedito Castrucci [8] 1
Historia da Geometria Howard Eves [16] 1
Um curso basico de geometria Lilian Nasser [45] 1
Lucia Tinoco

Fonte: Os Autores
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Quadro 28: Livros de Algebra Linear e/ou Geometria Analitica mais citados na amostra de
dissertacoes, teses e artigos

Pos. Titulo do livro Autor (es) Referencias em n’°
1 Algebra Linear José Luiz Boldrini [20], [21], [39], [40],
[50], [52], [54]
Jorge Delgado [16], [21], [22], [52],
Geometria Analitica Katia Frensel [55], [58], [60] 7
Lhaylla Crissaff
2 Algebra de Linear Howard Anton [19], [20], [40], 6
Contemporanea Robert Busby [52], [60], [61]
Introdugio a Algebra Linear Abramo Hefez [19], [21], [40], 6
Cecilia S. Fernandez [48], [50], [60]
3 Algebra Linear e suas David C. Lay [20], [39], [54], [61] | 4
aplica(;f)es Steven R. Lay
Judi J. McDonald
4 Algebra Linear David Poole [19], [50] 2
Geometria Analitica Um Paulo Boulos [11],[31] 2
Tratamento Vetorial Ivan de Camargo
Introdugio a Algebra Linear Bernard Kolman [19], [60] 2
com aplicagdes
5 Algebra Linear Seymou Lipschutz [35], [61] 1
Algebra Linear Ralph Costa Teixeira [35] 1
Algebra Linear e Antdnio dos Santos [17] 1
Geometria Analitica Machado

Tabela 29: Livros de Algebra Moderna mais citados na amostra de dissertacdes, teses e

Fonte: Os Autores

artigos
Pos. Titulo do livro Autor (es) Referencias em n°
1 Algebra Moderna Hygino H. Domingues [21], [25], [34], [61]
Gelson lezzi
2 Subsecdos de Algebra Isracl Nathan Herstein [23], [28] 2
3 Introdugdo a Algebra Adilson Gongalves [61] 1
Introducdo a Teoria de Grupos Alberto Azevedo [48] 1
Renzo Piccinini

Fonte: Os Autores
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Quadro 30: Livros que ndo se encaixam em nenhuma das categorias anteriores, da amostra
de dissertacOes, teses e artigos

Posicao Titulo do livro Autor (es) Referencias em
1 Descobrindo Padroes em Ruy Mandsen Barbosa [6], [24], [34], [45],
Mosaicos [46], [49], [50], [66]
2 Geometria dos Mosaicos Luis Marcio Imenes [45], [46], [56]
Marcelo Lellis
O Mundo Maégico De Escher Pieter Tjabbes [6], [46], [56]
3 Belas formas em Claudemir Murari [2], [57]
caleidocopios, caleidosciclos Ruy Madsen Barbosa
e
caleidostrétons
Célia Maria C. Pires [7],[67]
Espaco e Forma Edda Curi
Tania Maria M. Campos
Fazendo Arte com a Estela K. Fainguelernt [64], [69]
Matematica Katia Regina A. Nunes
Geometria Segundo a Teoria Lilian Nasser [45], [58]
de Van Hiele Neide P. Sant’ Anna
4 A gramatica dos ornamentos Rodney C. Bassanezi [68]
e a cultura arica Maria Salett Biembengut
A ciéncia dos padroes Keith Devlin [21]
A matematica na vida e na Paulo Roberto M. [64]
arte Contador
Katia Stocco Smole
Figuras e Formas Maria Ignez Diniz [70]
Patricia Candido
Geometria na era da imagem | Maria Laura M. L. Lopes [45]
e do movimento Lilian Nasser
Matematica e Arte Ubiratan D’ambroésio [62]
Dirceu Zaleski Filho
Matematica no Ensino John A. Van de Walle [63]
Fundamental
O programa de Erlangen Félix Klein [72]
Félix Klein

Fonte: Os Autores
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ANEXO V - FIGURAS SIMETRICAS CRIADAS PELO AUTOR

Todas as figuras a seguir foram criadas pelo autor, no GeoGebra. Podem ser usadas em
trabalhos académicos e ndo académicos, desde que cite o autor. Maiores informagdes podem

entrar em contato pelo email: ozeiastrO7@gmail.com .

Figura 75: Figura com grupo D1 ou simetria bilateral

Fonte: Os Autores

Figura 76: Figura com grupo D1 ou simetria bilateral

Fonte: Os Autores

Figura 77: Figura com grupo D2

Fonte: Os Autores


mailto:ozeiastr07@gmail.com

Figura 78: Figura com grupo D2

Fonte: Os Autores

Figura 79: Figura com grupo D3

Fonte: Os Autores

Figura 80: Figura com grupo D4

Fonte: Os Autores
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Figura 81: Figura com grupo D5

Fonte: Os Autores

Figura 82: Figura com grupo D7

Fonte: Os Autores

Figura 83: Figura com grupo C2

Fonte: Os Autores
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Figura 84: Figura com grupo C3

Fonte: Os Autores

Figura 85: Figura com grupo C3

Fonte: Os Autores

Figura 86: Figura com grupo C4

Fonte: Os Autores
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Figura 87: Figura com grupo C5

Fonte: Os Autores

Figura 88: Figura com grupo C6

Fonte: Os Autores

Figura 89: Figura com grupo C8

Fonte: Os Autores
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Figura 90: Figura com grupo C12

Fonte: Os Autores



