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Resumo

Este trabalho propde um estudo sobre cédigos numéricos e deteccao de erros
de transmissdo. Os c6digos sdo de uso rotineiro, sua estrutura é simples e motiva
alguns aspectos da teoria de divisibilidade, de uma forma diferenciada. A pesquisa
trata da estrutura de alguns cédigos e, com célculos simples, detecta-se a presenca de
um erro de transmissdo. Por fim, fazemos uma proposta pedagogica, a qual almeja
fomentar habitos de pesquisa no aprendiz e, especialmente, colocar a Matematica
como uma ciéncia do seu cotidiano.

Palavras-chave: Aritmética. Algebra. Digitos Verificadores.



Abstract

This work proposes the study of numerical codes and the detection of trans-
mission errors. The codes are commonly used, their structure is simple and they
motivate the study of some aspects of the theory of divisibility using a different
approach. The research focuses on the structures of some of these codes and by
performing simple calculations we try to detect the presence of transmission errors.
We also propose a pedagogical approach wich aims to teach the student research
skills and tries to showcase mathematics as an everyday science.

Keywords: Arithmetics, Algebra, Check Digits
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Introducao

A educagao tem como principio a transferéncia cultural e como resultado a evolu-
¢ao da sociedade. Almejando a eficacia desse processo, estdo acontecendo investimentos
importantes tanto nos aspectos fisicos de algumas escolas, como na formacao continuada
dos professores e gestores. Um exemplo disso é o PROFMAT, que também visa acoes

pedagdgicas transformadoras.

Na Matematica existem varios estudos interessantes que abordam o uso das tecno-
logias, da Resolucao de Problemas, Modelagem Matematica, Etnomatematica, utilizagao
de jogos, etc. Este trabalho juntar-se-a a varios outros no intuito de contribuir para o

ensino-aprendizagem de Matematica no Brasil.

Acreditamos que a contextualizagdo é um recurso didatico capaz de auxiliar a
aprendizagem significativa e por isso elaboramos esta proposta de trabalho. Entretanto,

na ampliacdo dos PCN’s para o Ensino Médio [9], encontramos a adverténcia:

E preciso, no entanto, cuidar para que essa generalizacdo nao induza &
banalizacao, com o risco de perder o essencial da aprendizagem escolar
que é seu carater sistematico, consciente e deliberado. Em outras pa-
lavras: contextualizar os contetidos escolares nao é libera-los do plano
abstrato da transposicao didatica para aprisiond-los no espontaneismo
e na cotidianidade.

Levando em consideracao esta adverténcia, nos propomos ao estudo dos conceitos
matematicos que embasam os sitemas verificadores de digitos e também ao estudo formal
de tais sistemas, fornecendo ao professor tanto conhecimento aprofundado quanto a visao

da possibilidade de levar as ideias basicas de tais conhecimentos aos estudantes.

Desejamos mostrar a Matematica como ciéncia em construcao, focada na atua-
lidade, por isso construimos esse trabalho. Abordaremos o aspecto em que os codigos

numéricos asseguram uma transmissao correta de informacoes.

A comunicagao ampliou-se devido a tecnologia. Assim, cada pessoa, cada empresa,
cada produto precisa ser identificado de forma tnica. Essa identificacdo, em muitos
casos, é feita através de sequéncias numéricas que carregam consigo informagoes das mais
variadas. Para que estas informacgoes sejam comunicadas, ou transmitidas de maneira

eficiente, utilizam-se conceitos Sistemas de Verificacao de Digitos.

No Capitulo 1, lembramos subsidios tedricos necessarios ao leitor para o estudo

sobre Codigos Numéricos e Detecgdo de Erros de Transmissdao, utilizando como referéncias
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principalmente as obras [3], [6] e [5].

No Capitulo 2, destacamos a importancia dos Digitos Verificadores na transmissao
correta de informacoes. Utilizamos alguns aspectos da teoria de divisibilidade e mostramos
exemplos. Com isso, buscamos chamar aten¢ao para a real possibilidade desse estudo no

FEnsino Bdsico. Este capitulo é referenciado por [1], [10], [7] e [4].

No Capitulo 3, a partir de exemplos formalizamos os conceitos abordados no Ca-
pitulo 2. Destacamos justificativas algébricas dos algoritmos utilizados na deteccao de

erros e também ressaltamos os tipos de erros mais comuns, tendo como referéncias [10] e
[2].

No Capitulo 4, apresentamos uma proposta de atividade educacional, onde su-
gerimos uma sequéncia de agdes que podem ser adaptadas a diferentes etapas e anos

do Ensino Basico, orientando-nos com os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino

Fundamental e Médio.
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1 Conceitos Preliminares

Este capitulo é dedicado a apresentagao de alguns conceitos, defini¢oes e resultados

algébricos que embasam a teoria de c6digos verificadores de erros.

1.1 Divisao de Inteiros

Definigao 1.1.1. (Divisibilidade nos Inteiros) Sejam a e b € Z, diz-se que a é divisor
de b, se e somente se existe ¢ € Z tal que b = a.c. Utiliza-se a seguite notagao al|b e 1é-se
a divide b.

Se nao existe ¢ € Z tal que b = a.c, temos que a [ b e 1é&-se a nao divide b.
Definicao 1.1.2. Sejam a e b dois ntimeros inteiros, onde a # 0 ou b # 0, chama-se
mdzximo divisor comum (mdc) de a e b o inteiro d (d > 0), que satisfaz as seguintes
condigoes:

i) dla e d|b;
ii) Se d’ é um inteiro tal que d'|a e d'|b, entao d'|d, ou seja, todo divisor comum de a e
b é também divisor de d.
Usaremos como notagao para esta relagao mdc(a, b) = d.

Teorema 1.1.1. (Agoritmo da Divisao de Euclides) Dados os inteiros positivos a e
b, existe um tnico par de inteiros g e r (denominados respectivamente quociente e resto)

talque b=q-a+r,com 0 <r <a.

Definicao 1.1.3. Um ntmero p € Z é dito primo se satisfaz as seguintes condigoes:
i) p#0;
i) p#lep# —1;

iii) Os tnicos divisores de p sdo 1, —1, p e —p.

Teorema 1.1.2. (Teorema Fundamenal da Aritmética) Todo nimero inteiro a > 1
¢ um numero primo ou pode ser escrito de maneira tinica como produto de niimeros primos
(desconsiderando a ordem), ou seja, a = py - pa + ... * Pp, COM P1, P2, ..., P NUMETOS Primos

positivos.
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Definig¢ao 1.1.4. Dados dois inteiros a e b se mdc(a,b) = 1, diz-se que a e b sdo primos

entre si.

1.2 Congruéncias

Definicao 1.2.1. Sejam a e b ntimeros inteiros quaisquer e m inteiro diferente de zero,
diz-se que a € congruo a b mdédulo m se m|(a — b), em outros termos, se a —b =m - g,

para um conveniente inteiro gq.

Utilizaremos a notagdo de Gauss:

a =b (mod m)

Simbolicamente:

a=b (modm) < m|(a—b).

Ressaltamos que a = b (mod m) se e somente se a = b (mod — m), pois se
a—b=m-q, para um inteiro ¢ conveniente, decorre que a —b = (—m) - (—¢). Entao nos

restringiremos as congruéncias com modulos inteiros positivos.

Ainda, como a = b (mod 1) para todo e qualquer a e b pertencentes aos inteiros,

entao considera-se somente m > 1.
Em geral, se a = b (modm) e 0 <r < m — 1, dizemos que r é o residuo de a.

Chamamos a atencao que o termo residuo se aplica a qualquer nimero inteiro,
positivo ou negativo, mas erroneamente ¢ compreendido como o resto da divisao de um

numero inteior positivo.
A congruéncia médulo m é uma relagao de equivaléncia em Z.
Sexe€Z,T={a€Z: a =x(modm)},ea €T a = z (modm).
Assim, T = {x + km : k € Z}.

Definicao 1.2.2. Chamamos de conjunto quociente de Z, pela relagao de equivaléncia

= (mod m), e denotamos por Z/= (med m), @0 conjunto das classes de equivaléncia relati-

vamente a relagdo = (mod m).

Assim,

Z)= modm) = T2 € Z} = {0,1,2,...;m —1}.

Que é representado por Z,, = {0,1,2,...,m — 1}.

Ainda,
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i) a=0b<% a=b(modm);
ii) Seanb# 2 =a=1";

i) (Ja=2.

a€Z

1.3 Grupos

Definicao 1.3.1. Seja um conjunto G nao vazio onde esta definida uma operagao * entre

os pares de G, denotada por,

x: GxG—=d
(z,y) ~ x *y.

Dizemos que o par (G, *) é um grupo se sdo validas as seguintes propriedades,

respectivamente, associatividade, elemento neutro eo inverso em relacdo a operacao *:
i) (axb)xc=ax(bxc) VYa,beceG;

iil) JeeGtalqueaxe=exa=ua, Va € G,

iii) Va € G, 3a’ € G tal que axa' = d' xa = e.

Se, além disso cumprir a propriedade da comutatividade, ou seja, se a x b = b x a,

para quaisquer a e b € GG, o grupo ¢ chamado de grupo abeliano.

Defini¢do 1.3.2. Um grupo (G, *) em que o conjunto G é finito é chamado de grupo

finito. Neste caso o nimero de elementos de GG é chamado ordem do grupo, denotado por

o(G).

Sao alguns exemplos de grupos:
Grupos de Permutacoes:

Permutagao é o termo usado na teoria de grupos para designar uma bijecao de
um conjunto nele mesmo. Se F indica um conjunto finito nao vazio, denotaremos S(F)

o conjunto das permutacoes dos elementos de E.

Um caso particular dos Grupos de Permutagoes, é aquele em que E = {1,2,...,n},

quando n > 1, chamado entao de Grupo Simétrico de grau n, denotado por S,,.

Usaremos a notagao usual para o estudo de Grupos Simétricos:
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Seo e S,eo(l)=1iy,0(2) =iy, ...,0(n) =i, comi; € E, 1 <j<n, entao:

1 2 .. n
O—: . . .
1 12 ... 1n

Grupos de Simetrias (Grupos Dihedrais):

Um tipo de grupo de permutagoes muito particular sao os grupos das simetrias do

poligono regular.

Chama-se simetria de um poligono regular P qualquer aplicagao bijetora
o : P — P que preserva as distancias. Preservar distancias significa que se a e b sao
pontos quaisquer do poligono, entao a distancia de o(a) a o(b) é igual a distancia de a a
b. O nuimero de simetrias de um poligono regular de n lados é o dobro do seu nimero de

lados, ou seja, 2n.

Em particular, considerando o pentagono regular, as simetrias que se aplicam neste

pentagono sao as rotacoes, as reflexoes.

Geometricamente, seguem as rotacoes e as possiveis reflexdes do pentagono regular:

4 3 o 1 5
5 3 ! 7 3 ! 2 > B 4
/3] /’“ﬂ fﬂ /‘j
! > s ! 1 s i 4 P f
I 5 ] 2 3
28

5 + { s 2 1 3 3

3 2 4 3 il 4 h 5

Figura 1 — Simetrias do Pentdgono Regular.

Que sao descritas por:

1 4 12 3 4

7": ’,":
°~ 1 4 RV 2

34 5 293 4 5

7": 7”:
e 5 s 3
2 3 4 2 3 4

7”: 8:
27 3 1 P 4
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A partir do grupo Dihedral de ordem 10, denotado por D5, construimos uma tabela

para a operagao composi¢ao (o). Usaremos 0, 1,2, 3,4 para as rotagoes e 5,6,7,8,9 para

as reflexoes:

Tabela 1 — Composigdo em

o0 1]213[4[5|6]7|8]9
0101234 |5[6|7|8]9
11(2|13]4]0]6]7[8[9]2
212(3[4(0/17[8]9|5|6
3131410/ 1](2|8|6[5|6|7
41410[1(2]3]9|5]6|7]8
5151918176043 ]|2]1
616598710432
THT7T16(5191812]1[0]4(3
8I8|7]65[9(3]2]1]|0/4
9198|7654 |3]2|1]0
D5

A incompreensao deste capitulo nao impede que o leitor prossiga, pois no capitulo

seguinte, a partir de operagoes elementares com os Nineros Inteiros, abordamos os Digitos

Verificadores nos Cédigos Numéricos.
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2 Digitos Verificadores no Cotidiano

Existe a necessidade de que todo tipo de comunicacao seja eficiente. Para que as
pessoas se comuniquem, através da tecnologia, de forma satisfatoria é importante que cada
produto, cada documento seja identificado de forma tinica. Inicialmente essa identificacao
era feita com nomes, com o tempo passou-se a usar Codigos Numéricos. A partir de entao,
verificou-se dois principais problemas: as falhas ocorridas nas transmissoes dos dados e a

seguranca destas transmissoes.

Quanto a seguranca, temos a Criptografia, que estuda métodos para modificar as

informagoes, com o objetivo de torné-las acessiveis apenas ao destinatario real.

Quanto as falhas de transmissao, ocorridas por erros humanos, temos os Digitos

Verificadores. Sua estrutura é simples e capaz de detectar a maioria dos erros cometidos.

No que segue, vamos dar exemplos cotidianos onde ha o uso de Cédigos Numéricos
e fazer a analise do Digito Verificador. Para facilitar o entendimento, usaremos a notagao

de vetor e produto escalar:

Defini¢ao 2.0.3. Diz-se que x é um vetor do R" se © = (z1, 22, ..., z,) com z; € R onde
1< <n.

Definigao 2.0.4. Sejam = = (21, 2, ..., ) € ¥y = (Y1, Y2, ..., Yn) vetores do R™. O produto

escalar entre = e y é definido por:

T-Y=2T1 Y1 +To Yo+ ... +Tp, " Yn.

2.1 Cédigo de Barras

O cbédigo de barras é uma forma de identificar produtos mundialmente utilizada,
é representado por uma sequéncia numeérica, que passou por alteragoes no decorrer do
tempo. Atualmente, o Sistema "European Article Numbering"com 13 digitos (EAN - 13)
é o mais utilizado. Mas existem varia¢des, como por exemplo o Universal Product Code
(UPC), muito utilizado nos EUA e no Canada.

O EAN-13: da esquerda para a direita, os trés primeiros digitos identificam o pais

de origem do produto, os quatro seguintes identificam a empresa fabricante filiada, os
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proximos cinco indicam um produto especifico e o ultimo é o digito verificador. Para

33

71898 71410015

ilustrar, segue a Figura 2':

Figura 2 — Distribuigao dos digitos do Codigos de Barras.

Agora, definiremos o algoritmo para determinar o Digito Verificador no sistema
EAN-13.

Suponhamos que um determinado produto esté identificado, no sistema EAN-13,
pela sequéncia de digitos ajas...aj2a13, onde os doze primeiros sao determinados através
de um método padrao em cada pais, por um orgao com tal responsabilidade. Qual é

o décimo terceiro digito? Este é o chamado Digito Verificador, aqui denotado por z e

calculado da seguinte forma:

Primeiramente, escrevemos a sequéncia como um vetor o

a = (ay,az, ..., a1, 012, T).
O Sistema EAN-13 utiliza o vetor fixo chamado de vetor peso

w=(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1).

Entao, calcula-se o produto escalar

a-w=(a,...,a2,2)(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)

= a1 + 3ag + az + 3a4 + as + 3as + a7 + 3ag + ag + 3ai0 + a1 + 3a12 + 7.

Agora, o Digito Verificador z é escolhido de forma que a soma acima seja um
multiplo de 10, isto é:
a-w =0 (mod 10).

Disponivel em: <http://www.proteste.org.br/familia/nc/noticia/entenda-o-codigo-de-barras>.
Acesso em: 29/05/2013.

1
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A titulo de exemplo, utilizamos o c6digo da Figura 2 para verificar o algoritmo:

a'w:(778a9787375a7747170a0717$)'(1737173a1737173a1737173a1>
=7-1+8-3+9-14+48-34+3-1+5-3+7-1+4-34+1-140-34+0-1+1-3+2x

=105+ z = 0 (mod 10).

Entao, o Digito Verificador ¢ 5, confirmando o cédigo da Figura 2.

2.2 ISBN

Outro sistema universalmente adotado é o que se usa na identificacao de livros,
o 'International Standard Book Number'(ISBN). Ele também sofreu altera¢oes com o
passar dos anos, de 1969 até o final de 2006 ele era composto por 10 digitos. Os dois
primeiros digitos identificam um determinado grupo, os quatro seguintes, o editor, os

proximos trés identificam o titulo do livro e o ultimo é o digito de verificagdo, denotado
aqui por y.

Como feito anteriormente, vamos escrever essa sequéncia através de um vetor «
o = (ala az, ..., ayg, y)

O Sistema ISBN utiliza o vetor peso w

w=(10,9,8,7,6,5,4,3,2,1).
E, entao calcula-se o produto escalar entre a e w :
a-w=(ay,..,a9,y)-(10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)
= 10a; + 9as + 8as + Tas + 6as + dag + 4ar + 3ag + 2a9 + y.

O digito verificador y é escolhido para que a soma anterior seja um multiplo de
11, ou seja:
a-w =0 (mod 11).

Este método possui um inconveniente. E necessario acrescentar mais um simbolo
para representar a situacao onde y = 10. A convenc¢ao usual é utilizar o simbolo X

(ndmero 10, em romanos).

Como ilustracao temos a Figura 3%

2 Disponivel em:<http://www.abebooks.com/books/search-number-code-10-13-digit/ISBN.shtml>.
Acesso em: 29/05/2013.
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\ " ISBN 0-7645-2641-3 |
: ‘:“ , A]V, ,f" ;

,3\\\4 m\ e

i '\‘MV‘ M :‘:
:uﬂva::':‘ht W‘“ﬁ“m ﬁ‘.‘n,,t.\! \
Gy B\

L Adem

__ar

Figura 3 — ISBN.

Aplicando o algoritmo a esse exemplo, temos:
a-w=(0,7,6,4,5,2,6,4,1,9) - (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)

=10-04+9-7+8-6+7-44+6-5+5-24+4-6+3-4+2-1+y
= 2174y =0 (mod 11).

Logo, y = 3 confirmando o cédigo de nosso exemplo.

A partir de janeiro de 2007, o novo ISBN é composto de 13 digitos, ficando idéntico
ao codigo de barras do sistema EAN-13.

2.3 CPF

O Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF), do Brasil, da Receita Federal * é um banco
de dados que armazena informagoes dos cidadaos que se inscrevem voluntariamente no
cadastro. Este cadastro possui 11 digitos: os 8 primeiros identificam este contribuinte,
o nono indica o estado brasileiro onde ele é registrado e os dois ultimos sao os digitos

verificadores.

Diferente do Registro Geral (RG), o CPF é padrao em todo o Brasil e é tinico para

cada cidadao.

O CPF possui dois digitos verificadores, calculados separadamente. A seguir temos

o algoritmo para determinacao destes dois digitos.

Suponhamos que um determinado cidadao tem por nimero de CPF a sequéncia
de digitos ajas...ajpai;. Os digitos verificadores aqui serao denotados por z e y, respecti-

vamente.

Vamos escrever esta sequéncia através de um vetor «

o = (&17a27 "-aa97x7y)'

3 http://www.receita.fazenda.gov.br/pessoafisica/cpf/InscricaoCPF.htm
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Calcula-se inicialmente o digito z, ou seja, considera-se o vetor a; com os 10

primeiros digitos de . Utilizando o vetor fixo w;

wy = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1).

Entao, calcula-se o produto escalar

ap - wy = (ag, ..., a9,2).(10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)

= 10a; 4+ 9as + 8asz + Tay + 6as + dag + 4a7; + 3ag + 2a9 + x.
Agora, o digito verificador x é escolhido de forma que a soma acima seja um
multiplo de 11,
ag -wy =0 (mod 11).

Se o digito verificador for 10, ele sera substituido por zero.

Definindo o digito por zg, é substituido em « e calculamos y utilizando o vetor

fixo woy

wy = (11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1).
Por fim, calcula-se o produto escalar destes vetores:
a-wy = (ag,...,a9, g, y) - (11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) =
= 1la; + 10as + 9as + 8ay + Tas + 6ag + day + 4ag + 3ag + 224 + y.

Agora, o segundo digito verificador y é escolhido de forma que a soma acima

também seja um multiplo de 11, isto é:

a-wy =0 (mod 11).

Se o digito verificador for 10, ele sera substituido por zero.

Como exemplo, vamos considerar o CPF da Figura 4, destacando a sua sequéncia

numérica e escrevendo-a em forma vetorial.

Calcularemos, conforme o algoritmo, o digito . Temos oy = (4,6,7,5,3,9,1,5,0, x).

Assim,

ar-wy = (4,6,7,5,3,9,1,5,0,2) - (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)
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Figura 4 — CPF

=10-449-64+8-74+7-546-34+5-944-14+3-54+2-0+2x
=267+ x =0 (mod 11).

Portanto, = 8, o que confirma o primeiro digito verificador.

Incluimos tal digito ao vetor o = (4,6,7,5,3,9,1,5,0,8,y), e calculamos y utili-

zando o vetor fixo ws. Segue o produto escalar,

oa-wy=11-4410-64+9-7+8-54+7-3+6-94+5-14+4-5+3-5+2x+y
=323+ y =0 (mod 11).

O que nos confirma y = 7, como o segundo digito verificador deste CPF, e garante

sua validade.

2.4 Titulo Eleitoral

O Titulo de Eleitor é o documento necessario para que o brasileiro vote e participe
da vida politica do Pafs. E exigido a quitagao eleitoral do servidor publico na hora da
contratacdo, para tirar ou renovar o Passaporte ou fazer o Cadastro de Pessoa Fisica

(CPF). Como ilustracdo temos a Figura 5:

O numero do titulo eleitoral é composto por 12 digitos. Os 8 primeiros sao se-
quenciais e identificam o eleitor, os 2 seguintes sao referentes a Unidade da Federacao de
origem da inscricao e os dois ultimos constituem os digitos verificadores, determinados
com base no médulo 11, sendo o primeiro calculado sobre o niimero sequencial e o segundo

sobre o codigo da Unidade da Federagao seguido do primeiro digito verificador.

Para a verificacao da validade do codigo referente ao Titulo Eleitoral, procede-
se de forma semelhante ao CPF. Vetorialmente, escrevemos a sequéncia referente a um

determinado eleitor, como:

a = (ay,ag, ..., ar, as, g, A10, T, Y).
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Figura 5 — Titulo de Eleitor
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Calcula-se inicialmente o digito z, considerando a; com os 8 primeiros digitos de

«. Utilizando o vetor fixo wy

wy = (9,8,7,6,5,4,3,2,1).

Calcula-se o produto escalar

a1 - W = (al, ...,CLS,I) : (9,8, 7,6,5,4,3, 2, 1)

= 9ay + 8ay + Tas + 6ay + das + 4ag + 3ar; + 2as + x.

E determina-se o primeiro digito verificador de tal forma que:

ag -wy =0 (mod 11).

Determinado o valor zy do primeiro digito verificador, calcula-se o segundo, y,

utilizando a sequéncia (ag, aig, To,y) € o vetor fixo we = (4,3,2,1). Assim,

((19, @10, Zo, y) cWo = (a’97 10, o, y) ' (47 37 27 1)

= 4dag + +3a19 + 229 + Yy

Agora, o segundo digito verificador y é escolhido de forma que a soma acima seja

um multiplo de 11, isto é,

(ag,aw,x,y)~

Verificaremos a validade de um Titulo Eleitoral cujo niimero é 666952404 — 42.

Temos a = (0,6,6,6,9,5,2,4,0,4,z,y).

wy =0 (mod 11).
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Calcula-se o produto escalar a; - wi:
a;-wy =(0,6,6,6,9,5,2,4,0,4,x)-(9,8,7,6,5,4,3,2,1)
=9-0+8-6+7-64+6-6+5-94+4-5+3-2+2-4+42x

=205+ x =0 (mod 11).

Portanto x = 4. Agora calcularemos v,

(a97a107$7y) tWa = (4737271> = (07474ay) : (4737251)
=0+124+8+y=20+y =0 (mod 11).

De onde temos y = 2, o que nos garante que a sequéncia refere-se a um Titulo

Eleitoral valido.

2.5 Cartao de Crédito

O ntimero de um cartao de crédito é formado pos 16 digitos. Eles estao organizados

da seguinte forma: os quatro primeiros digitos sao o niimero de identificacao da entidade

que proporciona o cartdo, o digito seguinte indica o tipo de cartdo e a identificacao da

entidade financeira (American Express, VISA, etc), os dez seguintes determinam a quem

pertence o cartao e, o digito final é o digito de verificacao.

Como ilustragao, temos a Figura 6:

Figura 6 — Cartao de Crédito

Para determinacao do digito verificador usa-se o Algoritmo de Luhn, criado por

Hans Peter Luhn, em 1954.

Consideremos o vetor, referente a sequéncia numérica do cartao de crédito:

o= (@1, a2, ...,0a12, 413, A14, A15, 1’)
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O algoritmo consiste em:

i) Multiplicar por 2 os digitos que aparecem nas posi¢oes impares ay, as, ..., a15 € tomar

o resto da divisao por 9 de cada um destes resultados;
ii) Somar todos estes restos e denotar tal soma por A;

iii) Somar todos os digitos que aparecem nas posigoes pares as, dy, ..., a4, T, denotar por
B;

iv) Finalmente, calcular A + B = 0 (mod 10).

Ou seja, sao aplicadas as seguintes permutacoes a cada digito do cédigo numérico:

v=(o,1,0,1,..,0,1),

0123456789
0246813579/

onde I é a permutacao identidade e 0 = (

Aplicando ao exemplo da ilustracao, temos:
A=246+14+54+24+6+1+5=28e¢eB=24+4+6+8+2+4+6+x=32+ux.

Concluindo a utilizacao do algoritmo,

A+ B=28+32+2 =060+ 2z =0 (mod 10).

Logo o digito verificador deveria ser x = 0, o que nos garante que o cartao de

crédito da Figura 6 é falso.

2.6 Marco Alemao

Outro exemplo interessante, embora nao cotidiano, é a numeragao utilizada pelo
Deusche Bundesbank, 6rgao emissor de dinheiro da Alemanha, utilizado antes do Euro *.
As cédulas do Marco Alemao sdo identificadas com 11 digitos. Além dos dez algarismos
utiliza as letras A, D, G, K, L, N, S, U, V e Z. Para verificar a validade da nota, as letras

sao trocadas por niimeros, conforme a tabela:

O codigo usado pelo banco, para a verificacao da validade da cédula, utiliza a
tabela de operacao do grupo Dj, ao invés de utilizar uma permutagao e suas poténcias,

utiliza dez permutacgoes diferentes.

Estas dez permutagoes sao dadas na Tabela 3

4 Mesmo depois de mais de 10 anos de sua substituicio, ainda aceito. Disponivel

em:<http://viagem.uol.com.br/ultnot/deutsche-welle/2012/01/07 /marco-alemao-a-forca-de-uma-
moeda-morta-viva.jhtm.> Acesso em 02/05/2013.
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A|ID|G|K|L|N|S|U|V|Z
0|1 2|3 [4|5]6]7|8]9

Tabela 2 — Letras e seus respectivos algarismos

0111234567819
op |[1|5]7/6[2|8[3[0]|9]4
o2 | 58]0 |3|7]9|6]1|4]2
o3 8191160435 |2]|7
o4 |914]5|3]1]2]6]8|7]0
o5 | 412816573901
o ||2]7]19]3[8[0|64]|1]5
o7 | 7101416913258
og 01123456789
og |1 |5]716[28[3[0]|9]4

ow || 58]013[7[9]6]1|4]2

Tabela 3 — Permutagoes

A Figura 7, é uma cédula de Marco Alemao. Vamos verificar a sua validade,

referente ao c6digo numérico.

AABLETADEND

 “pankote
i '_\ g

8 DEUTSCHE BUNTESHANK
F .i!:.l.-el"ai‘ﬁl' CEUTSCRE .;-J..I.Il

LATAITARE N '%\

Figura 7 — Cédula de Marco Alemao

O ntimero de série da cédula da Figura 7 ¢ AA3457494N2. Utilizando a Tabela 2,

o reescrevemos somente com algarismos 00345749452.
Aplicamos ordenadamente as permutacoes dadas na Tabela 3:

Por oy temos 0 — 1, 09 : 0 — 5, 03: 3 —6,04: 4 — 1, 05: 5 — T,
og: T —4,07: 4—9,08: 9—9,09: 4—2,010: b — 9 e a ultima é fixa,
2 — 2.

Agora operaremos com os resultados das permutacoes. Para isso, utilizamos a

tabela da operagao composicao (o) do Grupo Dihedral 5, na Tabela 1 (pagina 19):

1:5=6-6=0-1=1-7=8:-4=9-9=0:-9=9-2=7-9=3-2=0.
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De onde podemos concluir que a cédula em questao é verdadeira.

Abordando estes exemplos, mostramos algoritmos para determinacao do Digito
verificador de alguns sistemas de verificacao de digitos. No proximo capitulo, destacamos
justificativas algébricas destes algoritmos e também ressaltamos os tipos de erros mais

comuns.
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3 Sistemas de Verificacao de Digitos

Perguntamos, por que tais algoritmos geram Digitos de Verificagdo capazes de
detectar erros na transmissao dos dados? Todos os tipos de erros sao detectados? Vamos

analisar estas questoes, observando inicialmente que podemos ter muitos tipos de erros.

Por exemplo, no Sistema EAN-13 antes mencionado, temos 10'? possiveis cédigos
compostos por 13 digitos e somente 10 possiveis Digitos Verificadores. Assim, conside-
rando que cada digito verificador tenha o mesmo niimero de codigos ligados a ele, existem
1012 codigos para cada digito verificador. Sao muitas as possibilidades de cédigos pareci-

dos e por isso muitas possibilidades de erros nao detectados.

A teoria de codigos verificadores nao quer somente analisar os possiveis erros,
mas sim detectar e, talvez até corrigir, os mais comuns. Por exemplo, o nimero do
CPF conforme definido no capitulo anterior; imaginemos que seja criado um sistema para
detectar o erro de permutar os digitos az e ag. A constru¢do matematica de tal sistema
pode vir a ser interessante, mas a chance de tal erro ser cometido é bastante baixa,

conforme Jacobus Koos Verhoeff.

O matematico holandés, nascido em 1927, Jacobus Koos Verhoeff investigou de
forma sistematica os tipos de erros cometidos por operadores humanos e apresentou a

seguinte tabela com as frequéncias relativas dos erros mais comuns.

Tipo de erro Frequéncia relativa
erro nico ...a... — ...b... 79%
transposicao adjacente ...ab... — ...ba... 10,2%
transposicao alterna ...abc... — ...cba... 0,8%
erro gémeo ...ad... — ...bb... 0,6%
erro gémeo alternado ...aba... — ...cbc... 0,3%
outros 9,1%

Tabela 4 — Tipos de erros e suas frequéncias segundo Verhoeff

No que segue, abordaremos os casos de maior frequéncia.

3.1 Erro Unico e Erros de Transposicao

De acordo com a tabela de Verhoeff, o erro tinico é o mais comum. Se nos re-

metermos ao primeiro exemplo visto no Capitulo 2 referente ao EAN-13, percebemos a
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presenga do vetor de identificacdo () e um vetor peso (w). Vimos que o ultimo digito
do vetor de identificagao é o digito verificador. Para determina-lo, procede-se do seguinte

modo:

a-w = 0(mod 10).

Neste sistema, suponhamos que um determinado produto tenha recebido o coédigo
de barras
7891200009183.

Quando essa informacéo foi transmitida, cometeu-se um Erro Unico. A sequéncia
numérica digitada foi 7891200008183.

O computador, ao verificar a leitura, calcula:
a-w=(7,8,912000028,1,83)-(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)
=7+244+94+3+24+0+0+04+04+24+1+24+3=09T7.

Como o resultado obtido nao é multiplo de 10, o computador emitird um sinal
indicando que aconteceu um erro, possibilitando sua corre¢do. Mas, o erro também seria
detectado se nao houvesse o vetor peso, pois a soma dos digitos seria diferente. Contudo,

ele é fundamental para a detecgao dos erros onde existe uma mudanca de ordem de dois

digitos consecutivos, a chamada Transposi¢io Adjacente.

No exemplo da Figura 2 do Capitulo anterior, se acontecer uma 7Transposicao

Adjacente entre os digitos a; e ag, a verificagdo acontece da seguinte forma:

a-w=(7,8,938,3,54,7,1,0,0,1,5) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)
=7-14+8-3+9-14+8-3+3-145-3+4-14+7-3+1-140-3+0-1+1-3+5-1=116

Como 116 nao é equivalente a zero modulo 10, o erro seria detectado.

Mas, existem transposi¢oes onde isso nao acontece, nesse mesmo exemplo, se a

transposicao fosse nos digitos a4 e as, terfamos:

a-w=(7,8,9,38,574,1,001,2).(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)
—7-148:349-14+3-3+8 1+5-3+7-144-34+1-140-34+0-1+1-3+5-1

=100 = 0(mod 10).

Onde o erro nao seria detectado e assim, podemos afirmar que este sistema nao

detecta toda Transposi¢cao Adjacente.
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Teorema 3.1.1. Uma Transposicao Adjacente é detectada pelo EAN-13, se e somente

se, |a; — aj11] # 5.

Demonstracao:

(=) Seja ay,as, ..., a;, aiy1, ..., 12, a13, a sequéncia de digitos de um determinado
produto no sistema EAN-13, que utiliza digitos de 0 a 9. Pelo algoritmo verificador:
a; + 3as + ... + 3a; + ajy1 + ... + 3a12 + a;3 = 0 (mod 10). (1)

Suponhamos que essa sequéncia tenha sido erroneamente digitada, com a seguinte

transposicao adjacente:

A1,A2, ..oy Qjy1, Ajy ..., A12, A13.

Faremos o calculo para verificar o algoritmo de detecgao de erro:

ay + 3(12 + ...+ 3@1'4_1 +a; + ...+ 3@12 + a3 = 0 (mod 10) (2)

De (2) — (1), temos:

2a; — 2a;41 = 0 ( modl0) < 2(a; — a;+1) = 0 (mod 10).

Dai,

2- (CLZ' — ai+1> =0 (mod 10) <~ ]ai — Gi+1| =35.
Pois, se a; — a;11 = 0 terifamos a; = a;11, € nao teria problema de tal erro de
digitacao.
(<) A demonstragao ¢ analoga.

Portanto, conclui-se que o erro por transposicao adjacente sera detectado se, e

somente se, |a; — a;11| # 5.

!
Para darmos continuidade a analise dos erros mais comuns, vamos utilizar o que
segue.

Definicao 3.1.1. Consideremos A como o conjunto de digitos usados na codificacao.

Sejam o = (ay,as, ...,a,), a; € A, 1 < i < n, para um certo inteiro n positivo, o vetor
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de identificacdo, w = (wy, wy, ..., w,), com w; € A, 1 < i < n, um vetor peso e ¢ € A um
numero inteiro fixado.

Para m, um inteiro positivo fixo (o nimero de elementos do conjunto A), define-se

o numero de identificacao a, como o Unico elemento de A que verifica a equacao:

> a;w; = ¢ (mod m).

i=1

Um Sistema de Verificacao de Digitos assim definido serda denotado por:

C = (A,m,n,c,w).

Note que A ={0,1,2,...,m—1}. Nesse caso, tomando as classes residuais modulo

m, temos que o digito verificador a,, é o tnico elemento de A tal que:

n—1
T =1, '(c— Y @ W),
=1

quando w; € A possuir elemento inverso em A.

Para dar continuidade ao nosso estudo:

Teorema 3.1.2. Suponhamos um sistema C' = (A, m,n, c,w), onde w = (wy, wa, ..., w,),
w; €A, 1<i<nea=(ayas,..,a,), a; € A, 1 <i<n. De modo que
Q- w=aj-w;+as - wy+ ...+ a, - w, =c(modm).

Entao,

i) Todo erro consistente numa tnica altera¢do na posigao i-ésima serd detectado se e
somente se mdc(w;, m) = 1;
ii) Todo erro de transposi¢ao da forma

Qi Qe 2 Qe Gy

serd detectado se e somente se mdc(w; — w;,m) = 1.

Demonstracgao:
Seja C' = (A, m,n,c,w) com o = (ay, as, ...,a,), a; € A, 1 < i < n a sequéncia de
digitos do cédigo nas condicoes do teorema e w = (wy, wa, ..., w,), w; € A; 1 <i<no

vetor peso.
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i) (=) Suponhamos que a sequéncia de digitos tenha sido digitada com o erro
unico, ou seja, o digito a; (1 < i < n) fora substituido por um b; e a; # b;. Ao vetor

resultante, chamamos de 8 = (a1, ag, ..., by, ..., ay).

Segue que, a-w — - w = (a; — b;)w;, e 0 erro nao sera detectado se e somente se

(a; — bj))w; =0 (mod m) <= m | (a; — b;)w;.

Seja T a classe residual de um inteiro x em Z,,, pode-se reescrever tal afirmacao

COomao:

a-w—LF-w=0(modm) < (a;—b)w; =0 em Zy,.

Se mdc(w;, m) = 1, w; é invertivel em Z,,. Como a; # b; temos @; # b;, € 0 erro

sera detectado.

(<) Se mde(w;,m) = d # 1, d inteirto positivo. egue que b; = a; + m/d ou
b; = a; — m/d verifica a condi¢ao 0 < b; < m — 1 e o erro de substituir a; por esse b; nao

seria detectado.

Entao, todo erro que consiste numa tnica alteragao na posi¢ao i-ésima sera detec-

tado se e somente se mdc(w;, m) = 1.

i1) (=) Suponhamos que o erro cometido seja do tipo

/
a = ..0....05... — & = ..0;....05....

Nesse caso podemos calcular a diferenga

a-w—a -w=(aw; + ajw;) — (a;w; + aw;) = (a; — a;)(w; — w;).

Assim, este erro nao seria detectado se e somente se

(a; — a;)(w; —w;) =0 (mod m).

Ou seja,

(a; — a;)(w; —w;) =0 (mod m) <= m | (a; — a;)(w; — wj).

Denotando por T a classe residual de um inteiro x em Z,, pode-se reescrever tal

afirmacao como:

a-w—a -w=0(modm) s (@—a;)(w—w;)=0 em ZLy.
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A demonstragao é andloga a de 7).

Portanto, todo erro de transposicao da forma
Qe Qe = Oy Qe

sera detectado se e somente se mdc(w; — w;,m) = 1.
0J

A partir desse teorema concluimos que para detectar todos os erros tinicos e todos
erros de transposicao, um sistema de verificacdo de digitos deve ter um nimero primo

como numero de elementos de A, ou seja, m deve ser primo.

Dando continuidade, observamos que se tomarmos o niimero m primo e o conjunto
A formado por todos os inteiros positivos menores que m, m é primo com cada componente

do vetor peso. Isso sugere escolher o vetor peso da seguinte forma:

Definigao 3.1.2. Dado um vetor de informagao o = (ay, as, ..., a,_1, a,) podemos escolher
n permutagoes oy, 09, ..., 0, do conjunto A. Considerando o vetor peso o = (01,03, ..., 0y,),

fixado ¢ € A, o digito a,, deve verificar a equacao:

o(a) =o1(ar) + ... + on(a,) = ¢ (mod m).

Neste caso o digito verificador pode ser determinado por:

Esse tipo de codificagao ¢é utilizado nos cartoes de crédito (pagina 27).
De maneira geral:

Se o cédigo numérico que identifica o objeto possuir um nimero par de digitos é

considerada a seguinte permutacao:

v=(o,1,0,1,...,0,1I).

Mas, se o codigo numérico que identifica o objeto possuir um ntmero impar de

digitos ¢ considerada a seguinte permutacao:

vy=,0,1,...,0,1).

Onde I é a permutagao identidade e 0 = (

0123456789
0246813579
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Note que esta codificacdo permite detectar todo erro tinico de digitacdo e toda
transposicao adjacente exceto nos casos onde a; e a; assumem os valores 0 e 9 ou 9 e 0,

pois estes digitos sao fixos por o.

O codigo que utiliza m primo detecta todo erro tinico e todo erro de transposicao.
Serd que existe um cédigo com essa capacidade de deteccdo com modulo par? Como

resposta a essa pergunta:

Teorema 3.1.3. Se um sistema numérico de deteccdo de erros, com modulo par, de-
tecta todo erro tinico de digitagao, entao para todo par de indices ¢, 7 existe um erro de

transposi¢ao entre as posicoes i e j que nao ¢ detectado pelo sistema.

Demonstragao: Pelo sistema de verificagdao de digito C' = (A, m,n, c,w) consi-
derado. Tome m par, e vamos trabalhar com os nimeros entre 0 a 2m — 1, inclusive.

Usando a congruéncia médulo 2m, e os digitos como elementos de Zs,,.

Suponha que o sistema transforma o vetor « = (ay, as, ..., a,) em um outro vetor,
cuja notagao serd o = (01(ay), 02(as), ...,on(ay)). Como, por hipétese, o sistema é capaz
de detectar todo erro tinico de digitacao, temos que a aplicacao na posicao ¢ — ésima deve

ser uma permutacao de Zg,,.

Para que o sistema detecte todo erro de transposicdo entre as posigoes 7 e j €

necessario que

oi(a) + 0;(b) # oj(a) + 0i(b),

para todo par de elementos diferentes a, b € Z,,,, ou seja, esta aplicagao 0 = 0, —0;

¢ uma permutacao em Zo,,.

Mas como m varia entre 0 e 2m — 1, inclusive, temos

2m —1) -2
O—|—1+2—|—...+2m:M:%n-m—mzm(mod%n).
Ou seja,
0+1+24...+2m—1=memZs,,.
Logo,

m=Y 7= Y o)=Y @) -a)= Y a@- Y o) =m-m=0

TELom TELom TELom TELom TELom
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em Zo,, e isto é uma contradicao.

Portanto, existe um erro de transposi¢ao que nao é detectado por este sistema de

verificacao de digitos.

Assim, o c6digo que considera m com modulo par é falho!

Em nosso estudo vimos varios sistemas para deteccao de erros usando digitos de
verificacao, e dentre eles o inico capaz de detectar todos os erros tinicos e todos os erros

de transposicao ¢ o caso Zq1, mas com o inconveniente de precisar o digito extra.

Em 1969, Verhoeff desenvolveu, em sua tese, um método simples, com os com-
ponentes do grupo dihedral D5 que também detecta todos os erros tnicos e todas as
transposicoes adjacentes, sem a necessidade de simbolos extras. A ideia de Verhoeff con-

siste em escolher o digito verificador de forma que

n—l(

o(ay) - o*(ay) - ...- 0" Ya,_1) =0 em Ds.

Note que ¢ é uma permutacgdo de Ds. Por isso, ela foi escolhida para desenvolver

esse sistema pois, por verificacao direta:

a-o(b)#b-o(a)

para todo a, b € Ds.

Como o* é também uma permutacao de Ds, para todo inteiro positivo i temos que

o sistema detecta todo erro unico.

As transposigoes adjacentes sao detectadas se e somente se

o'(a;) - 0 ai) # o' (@) - o (@)

Mas sabemos que a-0(b) # b-0(a) para todo a, b € Dj, se aplicarmos a permutagao

o', obtemos

o'(a) - " (b) # o'(b) - 0" (a) a,b € Ds.

Uma variante desse método é o nosso tltimo exemplo, visto no Capitulo 2 (pagina
28). Embora nao seja do nosso cotidiano, é um sistema capaz de detectar todos os erros
tnicos e todas as transposigdes (com o incoveniente de nao distinguir entre a letra e o

nimero que lhe é atribuido), e por isso, interessante ser mencionado.
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Tendo destacado algumas justificativas algébricas dos Sistemas Verificadores de
Erros e ressaltado os tipos de erros mais comuns, vamos apresentar uma Proposta Peda-

gbgica que almeja levar estes conhecimentos ao Ensino Basico.
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4 Proposta Pedagdgica

Os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN’s), elaborados pelo Ministério da
Educagao e do Desporto, nos comunicam uma referéncia para o trabalho dos professores
do Ensino Fundamental e Médio. Tendo-os por base e destacando alguns dos objetivos
neles propostos (Anexo A) elaboramos uma sequéncia de agoes pedagdgicas buscando

levar o tema "Digitos Verificadores e Deteccao de Erros" para a Educaciao Basica.

Queremos proporcionar, aos estudantes, a oportunidade de vivenciar a sequéncia

de atividades que buscam leva-lo a:

e saber informar-se, comunicar-se, argumentar, compreender informacoes, agucar sua

criatividade e seu espirito investigativo;
e utilizar os recursos disponiveis para pesquisa;
e analisar e valorizar informacoes;
e participar socialmente, de forma pratica e solidaria;
e utilizar algoritmos para determinar digitos verificadores;
e claborar conjecturas sobre os possiveis erros;

e perceber a Matematica como ciéncia voltada a solucao de problemas da atualidade.

Essa proposta pedagogica tem como publico alvo os estudantes da Educagao Ba-
sica, podendo ser adaptada as suas diferentes etapas e anos. Mas, de uma forma especial
pode ser utilizada no componente curricular Seminério Integrado, fazendo parte da nova

modalidade do Ensino Médio da Rede Estadual de Educacido do Rio Grande do Sul - o

Ensino Politécnico - implantado em 2012, que busca desenvolver projetos diversificados.

Nossa proposta, infere que os alunos saibam operar com niimeros naturais e intei-

ros, em especial dominem o algoritmo da divisao de inteiros.

Durante o processo, propomos a nomeacao de objetos que sejam identificados
com codigos numéricos, exemplificando a presenca dos digitos verificadores. Como por
exemplo: embalagens de produtos, cartoes de crédito, livros, documentos, instigando a
criatividade do estudante. Fazemos questao de utilizar recursos tecnoldgicos pois acre-
ditamos que eles podem ser ferramentas para o ensino, atuando com varias finalidades,
[8]:
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e como fonte de informagao, poderoso recurso para alimentar o processo
de ensino e aprendizagem;

e como auxiliar no processo de construcao de conhecimento;

e como ferramenta para realizar determinadas atividades — uso de pla-
nilhas eletrénicas, processadores de texto, banco de dados, etc.

Neste sentido, utilizar a internet como uma fonte de pesquisa, e o projetor multi-

midia que favorece a apresentacao, para o grande grupo, dos assuntos estudados.

No que segue vamos detalhar a sequéncia de agdoes que compoem nossa proposta

pedagdgica:

4.1 Descricao Geral

Pretende-se desenvolver este trabalho em uma turma de 35 alunos em 4 etapas,

na escola, com duracgao de aproximadamente 90 minutos.

4.1.1 Primeira etapa:

Esta sera dividida em duas partes:

4111 Partel

Inicia-se a aula com uma conversa informal, abordando o assunto comunicacao.

Instigando a participacao dos estudantes.

Queremos destacar que a comunicacao é fundamental nas relagoes e que existem
muitos aspectos que podem ser considerados quando falamos sobre o assunto como, por
exemplo, as artes, as tecnologias, as subjetividades da comunicagdo nao verbal, entre
outros. Através desse didlogo, levar a turma a se restringir na comunicacdo escrita,
e a considerar a Matematica como uma ciéncia envolvida neste processo. Ressaltar a
importancia das sequéncias numéricas que identificam uma pessoa, um produto, uma
situagao. Perguntar: utilizando as sequéncias numéricas, elas podem contribuir para que

a transmissao de dados seja feita sem equivocos, quais os possiveis erros cometidos?

Proporcionaremos condi¢oes para que o aluno tenha a possibilidade de perceber
que, quando nos comunicamos através de palavras, fica relativamente facil identificar um
erro de digitacado. Muitas vezes, esta palavra se torna um agrupamento de letras que nao
comunicam no nosso idioma. Isso nao acontece com a comunicagao através de nimeros,
pois qualquer sequéncia numérica pode ser vista como uma "palavra" valida. Destacar que
a Matematica busca resolver tais problemas através da teoria dos Digitos Verificadores.
E, informaremos que estes sao digitos acrescentados a sequéncia numérica, no intuito de

detectar e até corrigir erros.
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A seguir pode ser proposto, como exercicio, a questdo do ANEXO B!.

Apos resolver a questao, comentar sobre situagoes onde a troca de um digito pode

gerar problemas indesejaveis.

4.1.1.2 Parte?2

Com a ajuda dos aprendizes listar exemplos, onde sequéncias numéricas sao uti-
lizadas na comunicacao de informacgoes e, devido a isso precisam ser feitas sem erros.
Orientar para que surjam os nimeros de documentos (CPF e Titulo de Eleitor), de ISBN,

dos cartoes de crédito e dos codigos de barras (Capitulo 2 deste trabalho).

Como continuidade, dar inicio a organiza¢ao em grupos de no maximo 5 estudantes.
Apds a divisao, cada grupo sera responsabilizado da pesquisa sobre um dos assuntos antes
listados. Neste momento serao dirigidos ao laboratério de informéatica onde darao inicio a
pesquisa, buscando as informagoes iniciais na internet. Tal pesquisa devera ser concluida

em ambiente extra-escola, utilizando, de preferéncia, outras fontes.

Com as informacoes obtidas os grupos deverao elaborar uma apresentagao de 8 a
12 minutos para socializacao das informacoes com os demais, sendo assuntos do proximo

encontro.

4.1.2 Segunda etapa:

Cada grupo fara sua apresentacao, no tempo de 8 a 12 minutos.

Apos o término das apresentagoes, solicitar que cada aluno traga no préximo en-
contro um documento, ou um livro, ou um cartao de crédito, para aplicacao dos algoritmos

a exemplos reais.

4.1.3 Terceira etapa:

Esta serd dividida em 3 partes.

4131 Partel

A concatenacao das informacoes da segunda etapa, e explanacao pela professora
sobre a Teoria dos Codigos de Verificagdo de Digitos destacando a sua importancia para

a transmissao de dados eficaz.

4132 Parte?2

Aplicacao de algoritmos para célculo dos Digitos Verificadores e anélise de alguns

€ITosS comuns.

! Disponivel em:<http://www.questoesdeconcursos.com.br /home/public>. Acesso em: 30/05/2013.
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4.1.3.3 Parte 3

Propor a leitura de algum material que trate do assunto, a critério do professor

(vide referéncias deste trabalho).

4.1.4 Quarta etapa:

Esta também sera desenvolvida em duas partes.

414.1 Partel

Propor a resolucao dos exercicios do ENEM e de concurso publico que abordem o

assunto. (sugestao no ANEXO C 2).

4142 Parte?2

Avaliacao das atividades desenvolvidas, a critério do professor ministrante.

2 Disponiveis em: <http://www.questoesdeconcursos.com.br/home/public> e

<http://inep.gov.br/web/enem /edicoes-anteriores/provas-e-gabaritos>. Acesso em:30/05/2013.
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5 Conclusao

Esse trabalho reflete nosso intuito, como professores, em buscar a Matematica de-
senvolvida no Educagao Basica como ciéncia do cotidiano, focada em auxiliar na resolucao

de diversos problemas.

Ele motivou reflexdes amplas sobre o curriculo do Ensino Fundamental e Médio,
sua necessidade e importancia. Mas também fortaleceu a convicgao de que se pode e deve
trabalhar com "temas novos", que estao ou nao diretamente relacionados com os contetidos
programaticos. Pois estes tem a capacidade de entusiasmar estudantes, desperta-los,

ampliar seus conhecimentos.

Neste sentido, ao abordar o tema Digitos Verificadores e a Detec¢io de Erros,
reiteramos conceitos matematicos de forma diferenciada, os aplicamos aos Sistemas Veri-
ficadores de Digitos. E através de alguns exemplos, fixamos a teoria de divisibilidade. Por
fim, elaboramos uma sequéncia de acoes pedagogicas com o objetivo de tornar acessivel,

esses conhecimentos, aos estudantes.

Pretendemos, como continuidade natural para este trabalho o estudo da Cripto-
grafia, que trabalha com métodos para codificar informacgoes, com o objetivo de torna-las
acessiveis apenas ao destinatario. O que é util também na questdao da transmissao de
dados.

Portanto, desejamos que este trabalho possa ser um incentivo aos professores da
Educagao Basica, seja em relagdo ao continuo estudo ou em consequente dominio de
assuntos aqui abordados. Frisamos, a ousadia e a coragem andam juntas na busca de
acoes que possam vir a ser motivadoras e promotoras de uma aprendizagem ativa dos

estudantes.



Anexos
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ANEXO A — Os Parametros Curriculares Na-

cionais na Proposta Pedagdgica

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), elaborados pelo Ministério da
Educacao e do Desporto, nos comunicam uma referéncia para o trabalho dos professores
do Ensino Fundamental e Médio. Eles tém por objetivo garantir as criancas e jovens
brasileiros os conhecimentos necessarios para o exercicio da cidadania. Embora nao se-
jam uma diretriz obrigatoria, orientam as reflexdes dos envolvidos no processo educativo,
em especial ao professor norteando as agdes do cotidiano escolar. Citamos alguns dos
objetivos gerais propostos pelos PCNs para o Ensino Fundamental[8], que almejam levar

os alunos a:

e compreender a cidadania como participacao social e politica, assim como exercicio
de direitos e deveres politicos, civis e sociais, adotando, no dia a dia, atitudes de
solidariedade, cooperacao e repudio as injusticas, respeitando o outro e exigindo

para si o mesmo respeito;

e posicionar-se de maneira critica, responsavel e construtiva nas diferentes situacoes so-
ciais, utilizando o didlogo como forma de mediar conflitos e de tomar decisoes cole-

tivas;

e conhecer caracteristicas fundamentais do Brasil nas dimensdes sociais, materiais e cul-
turais como meio para construir progressivamente a nocao de identidade nacional e

pessoal e o sentimento de pertinéncia ao pais;

e conhecer e valorizar a pluralidade do patrimonio sociocultural brasileiro, bem como
aspectos socioculturais de outros povos e nacoes, posicionando-se contra qualquer
discriminacao baseada em diferencas culturais, de classe social, de crencas, de sexo,

de etnia ou outras caracteristicas individuais e sociais;

e desenvolver o conhecimento ajustado de si mesmo e o sentimento de confianca em suas
capacidades afetiva, fisica, cognitiva, ética, estética, de inter-relacdo pessoal e de
insercao social, para agir com perseveranca na busca de conhecimento e no exercicio

da cidadania;

e utilizar as diferentes linguagens - verbal, matematica, grafica, plastica e corporal -

como meio para produzir, expressar e comunicar suas ideias, interpretar e usufruir
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das producgoes culturais, em contextos publicos e privados, atendendo a diferentes

intengoes e situacoes de comunicagao;

e saber utilizar diferentes fontes de informacgao e recursos tecnolégicos para adquirir e

construir conhecimentos;

e questionar a realidade formulando problemas e tratando de resolvé-los, utilizando para
isso o pensamento logico, a criatividade, a intuicao, a capacidade de analise critica,

selecionando procedimentos e verificando sua adequacao.
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ANEXO B - EXERCICIO

PRIMEIRO ENCONTRO

Exercicio B.0.1. (TRT-MS) Nicanor deveria efetuar a divisdo de um ndmero inteiro e
positivo N, de trés algarismos, por 63; entretanto, ao copiar N, ele enganou-se, invertendo
as posigoes dos digitos extremos e mantendo o seu digito central. Assim, ao efetuar a
divisao do nimero obtido por 63, obteve quociente 14 e resto 24. Nessas condigoes, se q

e r sao, respectivamente, o quociente e o resto da divisao de N por 63, entao:

d) r é multiplo de 4.
e) q é um quadrado perfeito.
Resolucdo: Seja N’ o ntimero inteiro escrito por engano, entao:
N =63-14 + 24
N =906
Portanto, NV é obtido invertendo os digitos extremos e mantendo o central, logo:
N =609 =63 -9+ 42

Entao ¢g =9 e r = 42.

A alternativa "e" é a correta.
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ANEXO C - EXERCICIOS

QUARTO ENCONTRO

Exercicio C.0.2. ENEM(2005) Os numeros de identifica¢ao utilizados no cotidiano (de
contas bancarias, de CPF, de Carteira de Identidade, etc) usualmente possuem um digito
de verificagao, normalmente representado apds o hifen, como em 17326 — 9. Esse digito
adicional tem a finalidade de evitar erros no preenchimento ou digitacao de documentos.

Um dos métodos usados para gerar esse digito utiliza os seguintes passos:

e multiplica-se o ultimo algarismo por 1, o peniiltimo por 2, o antepeniltimo por 1 e

assim por diante, sempre alternando multiplicagoes por 1 e por 2;

e soma-se 1 a cada um dos resultados dessas multiplicagoes que for maior do que ou

igual a 10;
e somam-se os resultados obtidos;

e calcula-se o resto da divisao dessa soma por 10, obtendo-se assim o digito verificador.

O digito de verificacao fornecido pelo processo acima para o nimero 24685 é:

d) 6
e) 8

Exercicio C.0.3. ENEM (2009) Para cada individuo, a sua inscri¢ao no Cadastro de
Pessoas Fisicas (CPF) é composto por um ntimero de 9 algarismos e outro nimero de 2
algarismos, na forma d;ds, em que os digitos d; e ds s@o denominados digitos verificadores.
Os digitos verificadores sao calculados, a partir da esquerda, da seguinte maneira: os 9
primeiros algarismos sdo multiplicados pela sequéncia 10,9,8,7,6, 5,4, 3,2 (o primeiro por
10, o segundo por 9, e assim sucessivamente); em seguida, calcula-se o resto r da divisao

da soma dos resultados das multiplicagoes por 11, e se esse resto r for 0 ou 1, d; é zero,
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caso contrario d; = (11—r). O digito ds é calculado pela mesma regra, na qual os niimeros
a serem multiplicados pela sequéncia dada sao contados a partir do segundo algarismo,
sendo d; o ultimo algarismo, isto é, ds é zero se o resto s da divisao por 11 das somas das

multiplicagoes for 0 ou 1, caso contrério, dy = (11 — s).

Suponha que Joao tenha perdido seus documentos, inclusive o cartao de CPF
e, ao dar queixa da perda na delegacia, nao conseguisse lembrar quais eram os digitos
verificadores, recordando-se apenas que os nove primeiros algarismos eram 123.456.789.

Neste caso, os digitos verificadores d; e dy esquecidos sao, respectivamente,

a) 0e9
b) 1e4
c)leT7
d)9el
e) Del

Exercicio C.0.4. CESPE(2010) Uma rede bancéria, denominada Banco X, é formada por
inimeras agéncias. As contas-correntes de seus clientes sao identificadas pelos nimeros da
agéncia e conta. O numero da agéncia é composto de quatro digitos, que sao algarismos
escolhidos entre 0 e 9, seguidos por um digito verificador; o nimero da conta é composto
de seis digitos, também escolhidos entre os algarismos de 0 a 9, mais um digito verificador.
Em ambos os casos, o digito verificador é computado a partir dos demais digitos. Contas-
correntes em agéncias distintas, mesmo com igual nimero de conta, sao contas-correntes

diferentes.

O digito verificador do nimero da agéncia é determinado da seguinte forma:
multiplica-se cada um dos digitos desse niimero, da esquerda para a direita, por 5, 4,
3 e 2, respectivamente; somam-se esses produtos; divide-se essa soma por 11 e separa-se
o resto r dessa divisao. O digito verificador é obtido subtraindo-se de 11 esse resto, da
seguinte forma: se esse valor for maior que 10, considera-se Y como sendo o digito ve-
rificador; se for 10, o digito verificador sera igual a 0; em qualquer outro caso, o digito
verificador serd igual a 11 —r. Por exemplo, 1234 — 3 poderia ser o nimero de uma agéncia
do Banco X.

Com base no texto acima, julgue o item seguinte: Se 4321 — ¢ é o niimero de uma

agéncia do Banco X, em que t é o digito identificador, entao t = 4.

( JCERTO ( )ERRADO

Resolugoes:
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Exercicio C.0.2: Utilizando os passos do enunciado da questdo para gerar o digito

verificador:
5-1=5
8-2=16
6-1=6
4.-2=28

A seguir, temos:
54+17+6+8+2=38=3-10+8.
Portanto o digito verificador é 8 e alternativa correta é a "e".
Exercicio C.0.3: Calculando o primeiro digito verificador:
1-1042-943-844-74+5-64+6-54+7-44+8-34+9-2
=10+ 18424+ 28 + 30+ 30+ 28 + 24 4 18
=28 +52+ 60+ 52+ 18 =80+ 112 + 18 = 210.

Como 210 =11-19+ 1, temos d; = 0.
Calculando o segundo digito veridicador:
2:1043-94+4-845-74+6-64+7-54+8-4+9-34+0-2
=204+27+32+35+4+36+ 35+ 32+ 27
=474 67+ 71+ 59 = 114 + 130 = 244.

Como
244 = 11-224+2

temos
dy=11—-2=09.
A alternativa "a" é a correta.
Exercicio C.0.4: Utilizando os passos do enunciado da questao para gerar o digito
verificador:
5-4=20
4.3=12
3:-2=6
2.1=2

A seguir, temos:
20+1246+2=40=3-11+T7.

Portanto o digito verificador é d = 11 — 7 =4 e o item est4 "correto".
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