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Resumo: A Programacao Linear (PL) é uma ferramenta de otimiza¢do que auxilia uma tomada
de decisao garantindo o gerenciamento de recursos de forma eficiente. Envolve problemas que
apresentam caracteristicas lineares e uma unica funcao objetivo, podendo ser utilizada tanto para
maximiza¢ao quanto para minimizagao. O presente trabalho apresenta algumas maneiras de soluci-
onar problemas de otimizacdo com base em Programacao Linear, dando énfase em conceitos bésicos
para consolidacao e entendimento do método. Destaca-se a importancia de se compreender quando
o problema apresenta solucao étima, a mesma se encontra em um dos vértices de um poligono
convexo formado pelas restrigoes impostas ao problema. Além disso, a Programacao Linear é um
otimo recurso para mostrar aos alunos do Ensino Médio que a matematica estd em tudo e respon-
der aqueles famosos questionamentos “para que estudar isso?”, “onde vou aplicar tais conceitos em
minha vida?”etc, comumente enfrentados pelos professores. Alguns conteidos necessarios para o
desenvolvimento de PL sao vistos no Ensino Médio, sendo assim o professor podera apresentar um
determinado tema mostrando que o mesmo se aplica em PL, ou seja, na busca de maximizar lucros
ou minimizar perdas. E isso por si s é uma grande motivagao para o estudo do tema.

Palavras-chave: Programacao Linear; Maximizar; Minimizar; Método Simplex

Abstract: Linear Programming (PL) is an optimization tool that helps decision making by ensuring
efficient resource management. It involves problems that present linear characteristics and a single
objective function, which can be used for both maximization and minimization. The present study
presents some ways to solve optimization problems based on Linear Programming, emphasizing
basic concepts for consolidation and understanding of the method. It is important to understand
when the problem has an optimal solution, it is at one of the vertices of a convex polygon formed by
the constraints. In addition, Linear Programming is a great resource to show high school students
that mathematics is in everything and answer those famous questions “why should I study this”,
“where will I apply these concepts in my life?”faced by teachers. Some contents necessary for the
development of PL are seen in High School, so the teacher can present a certain theme showing that
the same applies in PL, that is, in the search for maximizing profits or minimizing losses. And this
is a great motivation for studying the topic.
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1 Introducao

Alocar recursos escassos, visando o aumento de produtividade econémica por meio de processos
e modelos que impactam na melhoria da eficiéncia, é interesse antigo da sociedade, e esta ligado ao
conceito de otimizacao [6].

A Pesquisa Operacional (PO), oriunda da Segunda Guerra Mundial, baseia-se no uso de técnicas,
com embasamento légico-cientifico, que auxiliam nessa tomada de decisao, tornando-a mais pratica,
garantido o gerenciamento de recursos de forma eficiente [11].

Na dédaca de 50, a Pesquisa Operacional passou a ser aplicada em organizacoes nao militares,
que passaram a apresentar operacoes mais complexas com a expansao economica. Essa expansao
econOmica trouxe problemas que se assemelhavam aos tratados em questoes militares. Com o
desenvolvimento computacional, capaz de potencializar a capacidade de célculo, as técnicas de PO
tiveram seu uso alavancado [11].

A Programacao Linear (PL) é uma das técnicas mais comuns de Pesquisa Operacional, e estd
entre os principais avancos cientificos do século XX. Atualmente, os paises industrializados a utili-
zam como ferramenta padrao de otimizacao em diversars areas; transporte, dosagem, investimento,
avaliacao de recursos, compras, fluxo de redes, e em destaque, o setor industrial [1].

Problemas de programagao linear buscam distribuir recursos de forma eficiente, com a finalidade
de atender a um determinado objetivo, como maximizacao de lucros ou minimizagao de custos. Para
tal, informagcoes sdo fornecidas por meio de equagoes e inequacoes lineares que delimitam a utilizacao
de cada um desses recursos [9].

A solugao dos problemas em PO baseia-se em coleta de dados, formulagao e andlise do problema
[11]. Os recursos podem ser distribuidos de formas variadas para uma tomada de decisao, devendo
garantir que as restri¢oes de um problema sejam satisfeitas [1].

Com informagodes coletadas, cria-se um modelo que represente o problema real estudado. Esse
modelo deve ser de simples representacao, apresentando complexidade apenas em aspectos relevantes
a solugao do problema [11]. As simplificagbes necessdria para viabilizar a solu¢do do problema,
devem ser suficientes para garantir que as conclusoes possam ser estendidas a realidade, de modo a
nao prejudicar a interpretagao dos resultados [4].

Um problema de otimizagao é dito Programagao Linear se satisfazer as seguintes propriedades
[3]:

Quando tiver uma unica funcdo objetivo, ou seja, uma tunica fungdo que expresa o que se
pretende encontrar na solugao, seja maximizacao, seja minimizagao.

e Sempre que a varidvel de decisao aparecer tanto na funcao objetivo quanto nas funcgoes res-
tricoes, deve-se aparecer somente como poténcias de expoente 1 e quando muito, multiplicada
apenas por uma constante. Ou seja, deve-se garantir a linearidade.

e Nenhum termo da funcao objetivo ou de qualquer restricdo pode conter produto de varidveis
de decisao, pois isso compromete a linearidade.

e Os coeficientes das varidveis de decisao da funcao objetivo e de cada restricao sao constantes.

o As variaveis de decisdo assumem valores reais.

O presente trabalho sera dividido em 7 secoes, contando com essa primeira se¢ao introdutéria que
apresenta a programacao linear baseada em revisao bibliografica. A secao 2 aborda a modelagem do
problema de programacao linear. Enquanto a secao 3 trabalha os diferentes modos de se encontrar
uma solugao para um problema, baseada em programacao linear.



A secao 4 é destinada para demonstracio de exemplos que ilustram tanto a modelagem abordada
na se¢ao 2 quanto a obtencao de resultados para o problema com os modos apresentados na segao
3. A secao 5 ilustra que ao se trabalhar com programacao linear, estaremos sempre trabalhando
com um plano convexo.

Na secao 6 trata-se da importancia do contetido matematico proveniente do ensino médio, base
de todo contetido para aplicagdo da programacao linear. Por fim, a secao 7 é destinada a conclusao
do trabalho.

As figuras presentes no trabalho s&do de autoria propria, com excessao da Figura 2, que apresenta
a fonte de autoria na mesma.

2 Modelagem Matematica

O processo de modelagem consiste em formular um problema matematico & partir de um problema
real definido. Apds essa formulagao, faz-se uma simulagdo do modelo e um teste de validagao. Caso
o resultado desse teste seja consistente o modelo estara apto a ser utilizado. Caso negativo, o modelo
passa por uma reformulacao, para que possa novamente ser testado e validado.

O processo de modelagem pode ser resumido por passos, como apresentado na Figura 1

Definicdo do problema
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h

Aplicacdo do Modelo

Figura 1: O processo de construgao de modelos

Importante ressaltar que a natureza nao fornece férmulas e equagoes prontas, portanto, elas de-
vem ser identificadas e criadas pelo elaborador do modelo, que deve adequé-las da forma pretendida,
levando em consideragao o contetido técnico e sua propria percepgao(4].

A vantagem de se utilizar modelos matematicos é a economia de tempo e dinheiro, além de
diminuir possiveis impactos que poderiam ser causados se fossem testadas todas as possiveis solugoes
de uma estrutura real replicada [11].



Modelos matematicos geralmente sao representados por equagoes ou expressoes matematicas,
sendo associada a cada decisdo quantificavel, uma varidvel do modelo. Uma fungao objetivo estru-
tura essas varidaveis de modo a fornecer a eficicia procurada. Em programacao linear, essa funcao
e as varidveis sdo expressoes lineares [4].

No exemplo 4.1, na secao 4.2 é demonstrado o processo de modelagem para um problema ficticio
de logistica de autoria prépria.

3 Metodologia

E realizada uma anélise comparativa de possiveis métodos que podem ser utilizados para so-
lucionar problemas de programacao linear: gréfico, algébrico e computacional (através do método
Simplex). Destacando que o resultado obtido é sempre o mesmo, independente do método escolhido.

O contetido trabalhado apresenta uma forte ligagdo com a base de conteiidos matemaéticos pro-
venientes do ensino médio, e por isso, o trabalho apresenta os principais contelidos em um tépico a
parte.

Para o desenvolvimento do trabalho foram utilizados recursos computacionais: LINDO 6.1 Edu-
cational e Geogebra. Ambos em versoes disponiveis de forma gratuita.

O LINDO 6.1 Educational é uma ferramenta de resolucao de problemas de otimizacao. E um
programa leve e de facil utilizagdo, que pode ser baixado diretamente do site do desenvolvedor:
https://www.lindo.com/lindoforms/download Wayne.php.

O GEOGEBRA é um programa escrito em linguagem JAVA que combina conceitos mateméticos
de geometria e dlgebra. Pode ser baixado do site do desenvolvedor ou utilizado de forma online:
https://www.geogebra.org/classic?lang=pt

4 Solucao

A resolugao do problema de Programacao Linear baseia-se em hip6teses que podem ser limitantes,
como: proporcionalidade, aditividade, divisibilidade, certeza [9].

A proporcionalidade nao permite que se leve em conta o fator de economia de producdao em
escala, por exemplo. Isso ocorre, pois considera-se o valor da fungao objetivo proporcional ao valor
de cada variavel de decisao que a compoe.

A aditividade considera que as variaveis de decisdo sdo sempre independentes, impossibilitando
considerar situagoes em que uma varidvel interfere no valor de outra.

A divisibilidade se deve ao fato de que as varidveis podem apresentar nimero fracionario, por-
tanto, quando o modelo exige que as varidveis sejam sempre nimeros inteiros, deve-se impor essa
condicao no modelo.

A certeza ocorre por considerar-se que os parametros dos modelos sdo sempre conhecidos e
constantes, o que dificilmente é verificado em problemas reais. Por isso hd a necessidade de fazer
uma analise de sensibilidade dos resultados.

As solugoes possuem a seguinte classificacao [7], e podem ser representadas pela Figura 2.

e Solucao: Qualquer especificagao de valores, dentro do dominio da funcao-objetivo, Z, para as
varidveis de decisdo, independentemente de se tratar de uma escolha desejavel ou permissivel.

e Solucao vidvel: Uma solugao em que todas as restrigoes sao satisfeitas.

e Solucao 6tima: Uma solucao vidvel que tem o valor mais favoravel da funcao-objetivo, Z, isto
é, maximiza ou minimiza a fungao-objetivo, podendo ser tinica ou nao.
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Figura 2: Classificacao das solucoes
Fonte: Mailto

4.1 Solugao Grafica

Sistemas com equagdes ou inequagoes lineares podem ser classificados como impossivel, possivel
e determinado, ou possivel e indeterminado, e entdo apresentarem solu¢ao pelo método grafico [6].

O Método Grafico soluciona problemas mais simples, com até duas varidveis, com relativa fa-
cilidade. Com mais variaveis o método passa a apresentar complexidade e se torna cada vez mais
dificil de ser executado [11].

Em problemas envolvendo duas varidveis de decisao, o método grafico pode ser utilizado para
encontrar a solucao étima do problema de programacao linear. Uma vez que restrigcoes lineares
definem um poligono convexo, conjunto de pontos vidveis. [1].

O ponto 6timo estda em um dos vértices do poligono convexo, pontos de extremo. A regiao
factivel limitada é formada pelo poligono, e, graficamente, a solucao, ponto 6timo, é um de seus
vértices [2].

A utilizacdo do método grafico auxilia na demonstracao de importantes conceitos, como:

e solucao viavel ou factivel - consiste em todos os valores de uma varidavel que satisfacam o
sistema de inequacao, busca-se encontrar o valor 6timo;

e solucao inviavel ou infactivel - consiste em valores que nao satisfacam ao menos uma das
inequacoes ;



e solucao étima - é a solugcao que apresenta o melhor valor para a funcao objetivo, ou seja, a
otimizagao.

Os passos a seguir permitem empregar o método grafico em problemas de Programacao Linear
de pequeno porte [10]:

e Representar cada restricao de maneira geométrica, como uma reta ou uma regiao;

e Marcar os pontos de interseccao entre as retas ou regioes e verificar o poligono que representa
as solugoes possiveis;

e Representar a fungdo objetivo de maneira geométrica, através de uma reta;
e Encontrar o vetor gradiente, que fornece a direcao de maior crescimento da funcao objetivo;

e Deslocar a reta representada pela funcao objetivo, paralelamente a si, na direcao oposta ao
vetor gradiente (em casos de minimizagao de z), até encontrar o ponto Gtimo.

4.1.1 Tipos de graficos

Nesta secao serao definidos, como exemplo, 6 tipos de regioes: infactivel; factivel limitada
com solucgdo étima tnica ou infinitas solucoes; factivel ilimitada com solucdo étima tnica, infinitas
solugoes, ou sem solugao étima.

Um problema de Programagao Linear é infactivel, quando as restrigoes forem conflitantes, ou
seja, quando nao existe um valor para determinada varidvel que atenda a todas as inequacoes ao
mesmo tempo. Se acontecer de ao menos uma inequacao nao ser satisfeita, a regiao factivel é
vazia, portanto, ndo apresenta solucao Otima, sendo classificada como impossivel. Na Figura 3
¢é apresentada uma situagao em que valores internos ao poligono nao podem satisfazer uma das
inequacoes.

Figura 3: Sem solugao 6tima

O problema pode possuir regiao factivel limitada, possuindo solugdo 6tima tnica ou infinitas
solugoes 6timas. Nesse caso, a0 menos uma solugao étima estara no vértice da regiao factivel.

Na Figura 4 é apresentada uma regiao factivel limitada com solu¢ao unica, ou seja, os valores
assumidos pelas varidveis atendem simultaneamente a todas as inequacoes do problema. E, como
ha apenas um ponto que retorna o valor méximo, tem-se solucao étima tunica.
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Figura 4: Regiao factivel limitada com solugao tnica

possiveis valores de minimo do problema, tem-se multiplas solucoes 6timas.
)

- - - fungédo objetivo

Regido factivel

limitada

/

Figura 5: Regiao factivel limitada com multiplas solugoes

Na Figura 5 é apresentada uma regiao factivel limitada com multiplas solugbes, ou seja, os

valores assumidos pelas varidveis atendem simultaneamente a todas as inequacoes do problema.

E, como multiplos pontos retornam o valor minimo, hd um segmento de reta que caracteriza os

Quando o problema possuir regiao factivel ilimitada, ele pode nao apresentar solucao étima,
apresentar solucao 6tima unica, ou ainda, multiplas solugoes, nesse caso, ao menos uma solugao



Otima estard no vértice da regiao factivel.
Na Figura 6 é apresentada uma regiao factivel ilimitada que devido a fungao objetivo buscar
uma minimizacao foi possivel encontrar uma solugao étima tnica.

- - - fungéo objetivo

7|Solugéo
/| étima ’ / / /

/ e e
4 ’ ’ ’ ’ Regido factivel

ilimitada

Figura 6: Regiao factivel ilimitada com solugao dnica

Enquanto na Figura 7 é apresentada uma regiao factivel ilimitada que devido a func¢ao objetivo
buscar uma maximizacao nao foi possivel encontrar uma solucao 6tima.

- - - fung&o objetivo ’ / / / /
/

Regiéo factivel / / / / ’
ilimitada ’ / ’ / ’

Figura 7: Regiao factivel ilimitada com multiplas solugoes



Na Figura 8 é apresentada ainda uma situacao em que foi possivel encontrar infinitas solugoes
Otimas para otimizagdo em uma regiao factivel ilimitada. Isso foi possivel pois, apesar da regiao
factivel ser ilimitada, esse fato ocorre apenas para valores cada vez maiores da funcao objetivo.
Quando busca-se a minimizagao da fungao objetivo nesse caso, é possivel encontrar solugao 6tima.
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Figura 8: Regiao factivel ilimitada sem solugao 6tima

As Figuras 2 a 8 apenas ilustram possiveis situagoes, nao esgotando todas as possibilidades.
4.2 Solugao Algébrica

Se o problema de Programacao Linear apresentar um niimero finito de solucoes, entao ela ocorrera
em pelo menos um ponto extremo [8].

A solucao algébrica se baseia em alguns teoremas, e, portanto, a compreensao desses é importante
para que se possa entender o funcionamento do método.
conjunto convexo.

Teorema 4.1 O conjunto de todas as solugoes vidveis do modelo de programagdo linear € um
Demonstragao:

Considere o seguinte problema de Programagao Linear
Maximizar Cx onde, Cx o conjunto formado por Ax > b e x > 0. sujeito a

Ax >0
x>0

viavel do problema. Em termos algébricos:

Sendo C' a regiao factivel, vamos verificar que C' é convexo. Ou seja, que qualquer ponto que
pertenca ao segmento de reta que ligue duas solucoes viaveis do problema, também serd uma solugao



z1€C N r=x1+(1—-a)za el
x2 € C 0<a<l1
para x1 # s
Sendo x1 e x2 solugoes compativeis, temos:
A.Z'l >b
- >
{ 21> 0 aAzxy > ab (1)
Axo >b
2 B > (1_
{ — (1 —a)Azy > (1 —a)b (2)

Pois, como o > 0 e (1 — «) > 0, ao multiplicar os dois lados das inequagdes por o mantém-se
os sinais das desigualdades.

Considerando o vetor:
r=oar;+ (1 —a)r (3)
0<a<l1

Sendo o vetor que determina o segmento de reta que liga duas solucoes viaveis.
Deve-se provar que:
x>0 (4)

Az >b (5)
A Inequagao (4) é demonstrada pelas relagoes:

1‘120

.TQZO

0<a<l1

Considerando (3) sabe-se que x = ax1 + (1 — o)z e portanto, podemos desenvolver (5):

Az = Alaz + (1 — a)z] = cAzy + (1 — o) Axa
Aplicando as relagoes de (1) e (2), tem-se:

aAxy > ab
e
(1—a)Azy > (1 —a)b
logo:
Az > ab+ (1 —a)b
ou
Ax > b
De forma andloga, temos o resultado para as relagoes Ar =be Ax <b O

Teorema 4.2 Um ponto € uma solucdo bdsica do problema, se e somente se € um ponto extremo.
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Sendo solugao basica uma solucdo que satisfaca Az = b, ou seja, é uma solucdo que satisfaca a
equacao que da origem a inequagao. Ou ainda, é a solugao obtida quando se fixa as varidaveis nao
bésicas sendo iguais a zero.

E ponto extremo definido como um dos vértices de um poligono. Em um conjunto convexo, o
ponto extremo é um ponto que pertence a regiao delimitada pelo poligono mas nao estd no interior
de nenhum segmento de reta contida nessa mesma regiao.

Demonstragao: Considere o seguinte problema de Programacao Linear

Minimizar Cx

sujeito a

Ar=b

x>0

(=) Se x é um ponto extremo da regiao factivel, queremos demonstrar que x é solugao bdsica
factivel do sistema Az =b, > 0.

Como x é ponto extremo, ha n hiperplanos linearmente independentes ativos em x. Az = b
fornece m hiperplanos ativos. Existe portanto, p = n — m hiperplanos adicionais provenientes de
restrigoes de nao negatividade. Chamando p de xx = 0, onde z € vetor vetor p de componentes,
sendo N um conjunto de indices que indica quais sao os componentes P. Portanto, o sistema Ax = b,
xn = 0 tem solugao tnica:

Ar=b< Brzp+ Nay=boap=B 'bexy =0

Sendo N submatriz de A cujas colunas sdo varidveis sdo zy. E, B submatriz formada pelo
restante das colunas de A. Portanto, o ponto extremo (zp, zn5)> 0, pois x é factivel.

(<) Se x for solugao bésica factivel do sistema, queremos mostrar que x é ponto extremo. Ou
seja: © = (zp,zy) onde A = (B,N) tal que zg = B~'b > 0 e xny = 0 O que significa dizer que n
hiperplanos sao ativos em z, portanto,  é um ponto extremo. O

Portanto, chegamos a conclusao de que os possiveis pontos analisados, se tratam da interseccao
de planos. Mas como estamos tratando de um plano bidimensional, temos que esses pontos a serem
analisados s@o os pontos que caracterizam encontro de retas. Pensando no conjunto convexo a ser
analisado, esses encontros de retas caracterizam os vértices.

Obtém-se, entao, alguns resultados.

e A colecdo de pontos extremos corresponde a de solugdes bésicas factiveis, sendo ambas néo
nulas quando a regiao factivel for nao nula;

e sendo a regiao factivel nao vazia, entao existe solugao 6tima, se, e somente se, a fungao objetivo
caminhar ao encontro de diregoes extremas da regiao factivel. Caso contrario, o valor étimo
tenderd ao infinito;

e se uma solugao 6tima existir, também existirda um ponto extremo.

A resolucao de problemas de Programacao Linear por meio de solugao algébrica pode ser baseada
nos seguintes passos, desde que o problema apresente regiao factivel limitada [12]:

e Encontre os pontos de interseccao das restrigoes;
e determine os pontos de interseccao vidveis para obtencao dos pontos extremos;

e avalie a funcao objetivo em cada ponto extremo;
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e escolher o ponto extremo que otimize a funcao objetivo, seja para maximizacao ou mini-
mizagao.

4.3 Meétodo Simplex

O Método Simplex, publicado em 1951 por George Dantzig, é um algoritmo baseado em Algebra
Linear que busca a solugao étima de um problema de Programacao Linear através de método
iterativo [4].

O algoritmo trabalha a partir de uma solugao viavel do problema, normalmente de um ponto
extremo, e a partir dessa, encontra novas solugoes e as compara com a solugao corrente, de modo a
adotar sempre a de melhor valor, se mostrando um método simples e eficiente.

Geometricamente, o método consiste nas andlises de valores dos pontos extremos da regiao
factivel. De modo, que ao final da iteragao, o método retorna a solucao étima para o sistema. Isso
é possivel, pois como visto anteriormente, se existir a solucao 6tima do sistema, ela estard em um
dos pontos extremos [6].

O algoritmo simplex estd associado a programas computacionais e trabalha com a base matricial,
de modo que se torne possivel descrever a seguinte sequéncia de passos para a obtencao da solugao
do problema [4]:

1. Inversao da matriz basica mxm deduzida da matriz A, de restricbes mxn.
2. Condigoes de mudanca de varidaveis de modo a garantir solu¢ées com resultados melhores.

3. Regra de parada do algoritmo.

5 Exemplos de aplicacao da Programacao Linear

Dois exemplos serao trabalhados a seguir. O primeiro, com um ntmero menor de varidveis e de
menor complexidade, serd desenvolvidos por cada um dos metédos, de modo a exemplificar cada um
deles, ao mesmo tempo que deve servir de base comparativa. Posteriormente, serd desenvolvido um
exemplo com mais varidaveis e um nivel maior de complexidade, de modo a demonstrar a facilidade
de se trabalhar com o método simplex, ou o método dual.

5.1 Problema genérico de maximizagao

O seguinte problema de otimizagao sera resolvido por cada um dos métodos:

Maximizar
Z =3x1 + Txo (6)
sujeito a
x1 + 229 < 20 (7)
2x1 + Txg < 49 (8)
T2 2 0 (10)
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5.1.1 Resolugao pelo Método Grafico

Inicialmente, delimita-se o problema com base nas restricoes apresentadas, e posteriormente,
traca-se retas paralelas baseadas no vetor que representa a fungéo objetivo. Como é um problema
de maximizagao, o valor de Z, vai aumentando até que, a partir do valor encontrado, nao seja mais
possivel encontrar uma solugao factivel.

O valor encontrado para Z, serd o maximo da funcao objetivo. E o(s) ponto(s) de intersecgao
da reta que representa a funcao objetivo, com as retas que representam as restrigoes, serd o ponto
que as variaveis retornam o valor maximo quando substituidos na funcao objetivo, Z.

As Restrigoes (9) e (10) coincidem com os semieixos do plano cartesiano.

A reta referente a Restricao (7) é tragada no plano cartesiano, e estd apresentada na Figura 9,
juntamente com as Restrigoes (9) e (10).

x4+ 229 < 20

Figura 9: Restrigdes (7), (9) e (10)

A reta referente a Restricao (8) também é tragada no plano cartesiano e é apresentada na Figura
10, onde esta apresentado o conjunto de todas as restrigoes.
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x1+ 229 < 20

2x1 + Txg < 49

Figura 10: Restricoes (7), (8), (9) e (10)

Com a delimitagao do problema tragada a partir das restrigoes, a fungao objetivo comeca a
ser trabalhada. Na solucao em questao, inicialmente foi tragada a reta que representa z = 0,
apresentada na Figura 11.

4

~
NN

~

S~
Z:3x1+Teg =0 ~~~

Figura 11: Funcao objetivo: Z =0

Por fim, retas paralelas a reta que representa z = 0 sao tragadas. No exemplo em questao, foram
tracadas as retas referentes a z = 21, z = 42 e z = 63, conforme é apresentado na Figura 12.
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Figura 12: Maximizacao da funcao objetivo

Como pode ser observado pela Figura 12, z = 63 é o valor maximo para z que satisfaz as restrigoes
do problema. Portanto, as varidveis que fornecem a maximizagao do problema sdo: x1 = 14 e x5 = 3.

5.1.2 Resolugao pelo Método Algébrico

Para converter as inequagoes em equagoes, deve-se adicionar varidveis de folga y; e yo, nao
negativas, de modo a garantir que os valores de x1 e xo respeitem sempre os permitidos para a
inequacao inicial. Portanto, o problema pode ser reescrito da seguinte forma:

Maximar

Z =3x1+ Txo

sujeito a
r1 +2x9 +y1 =20 (11)

2x1 + Taxo +y2 = 49 (12)
r1 >0
To >0
y1 20
y2 >0

Considerando o problema com 4 variaveis, para determinar possiveis pontos de interseccao em
um plano atribui-se valor 0 duas a duas varidveis. O que fornece 6 possiveis pontos de interseccao.

e atribuindo valor 0 as varidveis z; e x2, de (11) e (12), obtemos:

y1 =20
y2 = 49

Portanto, o ponto A(0,0) é um ponto de interseccao vidvel.
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e atribuindo valor 0 as varidveis =1 e yi, de (11) e (12), obtemos:

229 = 20
Txo + yo =49
Resolvendo o sistema obtemos:
T = 10
Y2 = —21

Como yo é negativo, viola uma uma das restricbes do problema, e portanto, o ponto de
intersecgao E(0,10) é inviavel.

e atribuindo valor 0 as varidveis z1 e y2, de (11) e (12), obtemos:

2x9 +y1 =20
Txo =49

Resolvendo o sistema obtemos:

y1==6
ZE2:7

Portanto, o ponto B(0,7) é um ponto de intersecgao viavel.

e atribuindo valor 0 as varidveis y; e y2, de (11) e (12), obtemos:

T, + 2x9 = 20
2x1 + Txo = 49

Resolvendo o sistema obtemos:

1‘1:14
.732:3

Portanto, o ponto C(14,3) é um ponto de intersec¢ao vidvel.

e atribuindo valor 0 as varidveis y; e x2, de (11) e (12), obtemos:

I =20
2x1 +y2 =49

Resolvendo o sistema obtemos:

{1’1:20
y1 =9

Portanto, o ponto D(20,0) é um ponto de intersec¢ao vidvel.
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e atribuindo valor 0 as varidveis z3 e y2, de (11) e (12), obtemos:

x1+y1 =20
2x1 =49
Resolvendo o sistema obtemos:
T, = 24,5
Y1 = _47 5

Como y; € negativo, viola uma uma das restricbes do problema, e portanto, o ponto de
intersecgao E(24.5 , 0) é invidvel.

Substituindo os pontos extremos vidveis na fungao objetivo, Z = 3x1 + 7z, obtemos:

Ponto extremos Valor da Fungao Objetivo

A(0,0) 0
B(0,7) 49
C(14,3) 63
D(20,0) 60

Logo, a solucao étima que maximiza o problema é z; = 14 e o2 = 3. Obtendo para a funcao
objetivo o valor de, Z = 63.

5.1.3 Resolugao pelo Metodo Simplex

Execug¢ao manual do algoritmo

Utilizando Tableu, método que consiste em colocar as informagoes organizadas em tabela, e
reescrevendo as equacoes, adicionando varidveis de folga y; e yo, ndo negativas, temos:

Maximizar
Z =3x1+ Txa+y1 + o

sujeito a
r1+2x9+1y1 =20 (13)

21 + Txo +y2 = 49 (14)
r1 >0
x9 >0
y1 >0
y2 > 0

Portanto, o Tableu inicial é:

Z 1 x2 Y1 y2 O
Z 1 -3 -7 -1 -1

vy 0 1 2 1 0 20

yo 0 2 7 0 1 49




O Tableu, pode ser trabalhado como uma matriz, e o objetivo é encontrar uma matriz identidade
referente as trés primeiras colunas, para entdo extrair desse Tableu os valores de cada uma das
varidveis do problema. A 1ltima coluna da tabela pode ser vista como uma matriz solucao.

Como Zj —¢j > 0, deve-se escolher uma varidvel para entrar na base. Sendo Z3 — c3 a de maior
valor, xo entra na base.

Z x o x2 Y1 Y2
Z 1 -3 -7 -1 -1 0 0

y1 01 2 1 0 2|2

49
w2 0 2 7 0 1 49|%

Como g = 7 é menor do que %8 = 10, a varidvel yo sai da base. Como o valor do pivd é 7,

devemos iguald-lo a um, e posteriormente anular os demais componentes da respectiva coluna.

e atribuindo o valor 1 ao piv6 7 da terceira linha:

Ty X2 Y1 Y2
Z 1 -3 -7 -1 -1 0

yv1 0 1 2 1 0 20

y2 0 2 1 0

NI

e anulando os demais componentes da respectiva coluna:

1 T2 Yi Y2
Z 1 -1 0 -1 0 49

3 2
2 1

Como z; — ¢; =1 é positivo, x1 é candidata a entrar na base.

Z x w2 oy Y2
Z 1 -1 0O -1 0 49

~les
[a=)
=

~No
D

wlfs

y1 0O

x 0 2 1 0 1 7|%

Como % = 14 é menor do que 479 = 24,5, a varidvel y; sai da base. Como o valor do pivo é %

devemos iguald-lo a um, e posteriormente anular os demais componentes da respectiva coluna.

e atribuindo o valor 1 ao pivo % da segunda linha:

18



r1 T2 Yi Y2
Z 1 -1 0 -1 0 49

702
2 1
e anulando os demais componentes da respectiva coluna:
L1 T2 Y1 Y2
Z 2
Z 1 0 0 3 -3 63
zx 01 0 I 2 14
2 1

Concluindo-se entao que a solucao 6tima é:

Z =63
$1:14
To =

Resolugao computacional

O software LINDO 6.1 Educational foi utilizado para exemplificar a solu¢ao do problema pelo

método computacional.
Em um primeiro momento, o modelo do problema é escrito na interface do programa, como

apresentado na Figura 13.

!_"EFiIE Edit Schve Reports Window Help
sl=3CA] = =] evRE xR Blel RABD 2E 2

| Problema de Otimizacdio

Max J=l+7=-
Subject to

¥l+2=s <= 20
2Ed+imd <= 49

2l »= 1
vl =10
End

Figura 13: Langamento problema no Lindo 6.1

Entao, executa-se o comando de resolver no programa, e o mesmo fornece o resultado, como

apresentado na Figura 14.
Conforme observado pela Figura 14, as variaveis que retornam solugao étima sdo 1 = 14 e

x2 = 3. Obtendo para a fung@o objetivo o valor maximo, Z = 63.
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5

5§ File Edit Solve Reports Window Help
Diz(=dlal il=elvRe=(] Ol kaAM BE 2

ILF OPTIMUM FOURD AT STEF 1]

OBJECTIVE FUNCTICOH VALUE

13 6£3.00000
YARTABLE YALUE REDUCED COST
i 14 000000 0.ooooao
2 3.000o000 0.ooooao
Row SLACKE OR SURFLUS DUAT PRICES
23 0.ooooao 2.333333
3 0.ooooao 0.333333
47 14 000000 0.oo0oao
= 3.000o0o0 0.oo0oao
HO. ITERATIOHS= o

RANGES IH WHICH THE BASIS IS UNCHANWGED:
OBJ COEFFICIENT RANGES

VARTABRLE CUREENT ALTOWAETE ALTOWARTE
COEF INCREASE DECREEASE

i1 3.000000 0.500000 1.000000
iz 7.000oa0o 3.500o0o 1.000000

RIGHTHAND SIDE RANGES

ROw CUREENT ALTOWAELE ALTOWAETE
RHS INCREASE DECREASE

2 20 . 000000 4 Loooao &.000000

3 49 . 000000 21.000000 9.000000

4 0.o00o0n 14 000000 INFINITY

) 0.oo0oao J.000o00 INFINITY

Figura 14: Solugao através do software Lindo 6.1

5.1.4 Resultado

Como esperado para todo problema, o resultado da otimizacdo é o mesmo, independente do
método de resolucao. Portanto, a solucao étima do problema apresentado é:

Z =63
1‘1:14
To =3

5.2 Problema de minimizacao de custo de transporte

Desenvolveremos um problema, de autoria propria, com carater mais pratico e que apresente
um maior nimero de varidveis, de forma a evidenciar a importancia da utilizacao de software
computacional na programacao linear.
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Exemplo 5.1 Considere uma indistria que possua 4 fdbricas em diferentes regides e que deve
transportar mercadorias para 9 centros comerciais (cc) localizados em diferentes regioes. Busca-se
a minimizag¢do dos custos com a logistica de fornecimento dos produtos dessa indistria. Sabe-se
que cada wma das fabricas possui uma capacidade produtiva mazrima e que o custo de transporte das

mercadorias varia em cada uma das situagcoes como demonstrado na tabela a seguir:

Fabrica 1 Fabrica 2 Fébrica 3 Fabrica 4  Demanda minima
ccl R$0,97/un  R$ 1,02/un R$ 0,98/un R$ 1,01/un 8500 un
cc2 R$ 0,99/un  R$ 1,00/un  R$ 0,97/un  R$ 1,03/un 9100 un
cc3 R$ 1,03/un R$ 1,05/un R$ 0,96/un R$ 1,02/un 10200 un
ccd R$0,95/un R$ 1,07/un  R$ 0,97/un RS 1,01/un 9700 un
cch R$ 1,05/un  R$1,00/un  R$ 1,03/un RS 1,01/un 11300 un
cchb R$ 1,10/un  R$ 1,12/un  R$ 1,09/un RS 1,07/un 15900 un
cc’ R$ 0,92/un  R$ 0,95/un  R$ 0,93/un  R$ 0,99/un 7200 un
cc8 R$0,97/un  R$ 1,03/un R$ 0,95/un  R$ 1,01/un 9800 un
cc9 R$ 1,01/un R$ 0,98/un R$ 1,02/un RS 0,97/un 10000 un

Capacidade produtiva 22700 un 28200 un 27100 un 29400 un

Da tabela, podemos identificar a demanda minima que cada centro comercial necessita, o custo
de transporte por unidade para o envio de mercadoria de cada fabrica para cada centro comercial.
Podemos identificar ainda, a capacidade produtiva méxima de cada fabrica.

Para resolver o problema, necessita-se primeiramente modelar o problema, para posteriormente
resolveé-lo.

5.2.1 Modelando o problema

Existem 36 diferentes rotas de transportes, saindo de 4 fabricas para chegar em 9 diferentes centros
comerciais. De modo a facilitar a compreensao das variaveis do problema, adotou-se o seguinte:
x; j:quantidade de produtos transportados da fabrica "i”ao centro comercial ”j”. Portanto, como
exemplo 12 ¢ a quantidade de produtos transportados da fabrica 1 para o centro comercial 2.

Apés identificar as 36 vériaveis, pode-se perceber que a fungdo objetivo, é a soma de cada uma
das varidveis com seus respectivos coeficientes, portanto, temos a seguinte fungéo objetivo z:

z = 0.97z11 + 1.02291 4+ 0.98x37 + 1.01x47 + 0.99212 + 1.00z99 + 0.97230 + 1.03240 + 1.03213 +
1.05x93 + 0.96x33 4+ 1.02x43 + 0.95214 + 1.07294 + 0.97234 + 1.01244 + 1.05215 + 1.00z25 4+ 1.03x35 +
1.01z45 4+ 1.10z16 + 1.12296 + 1.09236 + 1.07246 + 0.92217 4+ 0.95297 + 0.93237 + 0.99247 + 0.97218 +
1.03x98 + 0.95x38 + 1.01x48 + 1.01x19 4+ 0.98x99 + 1.02x39 4+ 0.97x49

Além disso, deve-se garantir que a quantidade de produtos que sai de cada fibrica, nao seja
maior do que a capacidade produtiva da mesma, portanto, somando o que cada fabrica envia para
todos os centros comerciais, deve-se obter uma quantidade no maximo igual a quantidade que ela
pode produzir. Tem-se, portanto, as seguintes restrigoes em relacao a capacidade produtiva:

11 + T12 + 213 + T1a + 215 + T16 + 17 + T18 + T19 <= 22700
To1 + Too + Tz + Tog + Tos + Tog + To7 + Tog + Tog <= 28200
31 + T32 + X33 + T34 + X35 + T36 + 37 + T38 + 39 <= 27100

T41 + Tao + T3 + Taqa + Tas + Tag + Ta7 + Tag + Ta9 <= 29400

Deve-se atentar ainda que a quantidade de produtos transportada, assim como a quantidade
produzida, devem sempre ser nao negativas.
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Por fim, deve-se garantir o atendimento da demanda minima de cada centro comercial. Somando
a quantidade de produtos que todas as fabricas enviam para o centro comercial deve-se obter, pelo
menos, a quantidade minima que ele necessita. Portanto, chega-se as seguintes restrigoes:

11 + xo1 + 31 + 41 >= 8500

T12 + x29 + 32 + 40 >= 9100

T13 + To3 + X33 + 143 >= 10200

14 + Toa + X34 + T44 >= 9700

T15 + xo5 + T35 + 45 >= 11300

T16 + Tog + T36 + T4 >= 15900

T17 + xo7 + x37 + 147 >= 7200

r18 + o8 + x38 + x48 >= 9800

T19 + x29 + T39 + T49 >= 10000

Na Figura 15 é apresentada o langamento da modelagem do problema no programa LINDO 6.1.

Eﬁ File Edit Solve Reports Window Help

D|es(= H| S vxezal e xa@d ZEe 2

I Hinimizagio de Custo de Transporte

min 0.97=11 + 1.02=21 + 0.98=x31 + 1.01=41 + 0.99=12 + 1.00=22 + 0.97=32
+ 1.03=42 + 1.03=13 + 1.05=23 + 0.96=33 + 1.02=43 + 0.95=x14 + 1.07=24
+ 0.97=x34 + 1.01=d44 + 1.05x15 + 1.00=25 + 1.03x35 + 1.01=x45 + 1.10=le
+ 1.12=26 + 1.09=36 + 1.07=46 + 0.92=17 + 0.95x27 + 0.93=x37 + 0.99=x47
+ 0.97=18 + 1 .03=28 + 0.95=38 + 1 . 01=48 + 1 . 01=19 + 0.98=29 + 1. 02=39 + 0.97=49

=zubject to

211 + =21 + =31 + =41 = 8500

212 + %22 + =32 + %42 »= 9100

213 + =23 + =33 + =43 = 10200

214 + =24 + =34 + =44 = 9700

215 + =25 + =35 + =45 = 11300

216 + =26 + =36 + =46 = 15900

w17 + =27 + =37 + =47 = 7200

218 + =28 + =38 + =48 = 9300

219 + =29 + =39 + =49 = 10000

211 + =12 + =13 + =14 + =15 + =lb6 + =17 + =18 + =19 <= 22700

221 + %22 + 523 + =224 + =25 + =26 + =27 + =28 + =29 (= 28200

231 + =32 + =33 + =34 + =35 + =3Ib + =37 + =38 + =39 = 27100

241 + =42 + =43 + =44 + =45 + =46 + =47 + =48 + =49 (= 29400

End

Figura 15: Lancamento da Modelagem no LINDO 6.1
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5.2.2 Resolugao do problema

Utiliza-se do método computacional, por meio do programa LINDO 6.1 para resolucao do pro-
blema de otimizacao. O resultado encontrado pode ser visto na Figura 16:

LF OPTIMUM FOUNRD AT STEF 11
OBJECTIVE FURCTICON VALUE

1} 90167 .00
WARTABLE YALUE REDUCED COST
in gtoo.oooooa 0.o000000
i1 0.000000 0.020000
in 0.000000 0.010000
i41 0.000000 0.010000
X1z 0.o00000 0.0z0000
22 2000.000000 0.000000
i3z 7100.000000 0.000000
H42 0.o00000o 0.030000
13 0.o000000 0.070000
23 0.o000000 0.060000
X3z 10200. 000000 0.o000000
H43 0.o000000 0.030000
X14 9700.000000 0.o00000
24 0.000000 0.090000
i34 0.000000 0.020000
H44 0.o000000 0.030000
1% 0.000000 0.080000
H25 11300. 000000 0.o000000
X3t 0.000000 0.0e0000
H45 0.000000 0.010000
Ile 0.o00000 0.060000
26 0.000000 0.050000
H36 0.o00000o 0.050000
Hde 15900. 000000 0.o000000
q17 4t00.000000 0.o000000
€27 2700.000000 0.o00000a
x37 0.000000 0.010000
H47 0.000000 0.040000
X1a 0.o00000 0.0z0000
i2e 0.000000 0.050000
i3a8 9g00.000000 0.000000
i48 0.o00000o 0.030000
H19 0.o000000 0.070000
q29 0.o00000a 0.010000
X39 0.o000000 0.0go0000
H49 10000. 000000 0.00000o

Figura 16: Solucao do exemplo 4.2
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Portanto, a solugao étima do problema, que retorna o menor valor de transporte que atende as
necessidades definidas, é R$ 90.167,00. O que significa que o menor gasto que se pode ter com o
transporte na situacao fornecida, é esse valor.

A solucao fornece ainda algumas informacoes extras que podem ser utilizadas para uma futura
analise. Como por exemplo, 0 modo como os centro comerciais sao abastecidos:

o

O

O

centro

centro

centro

centro

centro

centro

centro

centro

comercial 1 é abastecido exclusivamente pela fabrica 1;
comercial 2 recebe 2000 produtos da fabrica 2 e 7100 da fabrica 3;
comercial 3 é abastecido exclusivamente pela fabrica 3;
comercial 4 é abastecido exclusivamente pela fabrica 1;
comercial 5 é abastecido exclusivamente pela fabrica 2;
comercial 6 é abastecido exclusivamente pela fabrica 4;
comercial 7 recebe 4500 produtos da fabrica 1 e 2700 da fabrica 3;

comercial 8 é abastecido exclusivamente pela fabrica 3;

e 0 centro comercial 9 é abastecido exclusivamente pela fabrica 4.

Pode-se analisar ainda, a quantidade global de que saiu de cada fabrica:

e a fdbrica 1 distribuiu 22.700 produtos, portanto, toda sua producao;

e a fabrica 1 distribuiu 16.000 produtos, portanto, 12.200 produtos a menos do que sua capaci-
dade produtiva;

e a fabrica 1 distribuiu 27.100 produtos, portanto, toda sua produgao.

e afabrica 1 distribuiu 25.900 produtos, portanto, 4.000 produtos a menos do que sua capacidade
produtiva.

6 Curiosidade

A metodologia desenvolvida nesta secao tem como objetivo evidenciar que ao trabalhar com

inequagoes lineares o conjunto de solugoes do problema estd contido em um conjunto convexo.

Lemabrando que conjunto convexo é uma regiao onde, para cada par de pontos pertencentes a
essa regiao, qualquer ponto pertencente ao segmento de reta que os une, estard dentro dessa mesma
regiao. Geometricamente, é representado por uma poligono em que uma reta que ligue dois pontos
desse poligono estard interamente intrinseca a esse poligono.

Com auxilio do GEOGEBRA, utilizaremos algumas imagens para auxiliar nessa compreensao.
Para tal, faremos uso de algumas equacoes:

y1=x+3 (15)

yo=—a+7 (16)
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ys =5z —9 (17)

1
y4:—§$—i—4 (18)

x>0

y=>0

Visando a aplicagao em problemas de Programacao Linear, o intuito é trabalhar com inequacgoes
e analisar as possiveis regioes viaveis. Para tal, a seguir serao representadas todas as possibilidades
de inequacoes baseadas nas Esquagoes (15) a (18). E entao, identificar que quando existe solugao
para o problema, ela esta contida em um poligono convexo.

Considerando as Equagoes (15) a (18) todas como maior ou igual, temos:

y1 >+ 3

y2 = —w+7
y3 > dxr — 9
y42—%x+4

Como apresentado na Figura 17, a solugao pertence a uma regiao ilimitada. Porém é possivel
detectar um poligono convexo se for feita uma andlise com um valor maximo de y.

o

\

Fom
s \{
%y

205
&

¥q

-1 0 1 2 3 4
¥a

Figura 17: Uniao das inequagoes - Representacao grafica

25



Considerando as Esquagoes (15), (16),(17) como maior ou igual, e a (18) como menor ou igual,
temos:

y1=2x+3
Yo > —x+7
y3 = doxr —9

1
y4§—§x+4

Como apresentado na Figura 18, nao ha regiao factivel para a solucao do problema.

Y

Figura 18: Uniao das inequagoes - Representacao grafica

Considerando as Equagoes (15), (16),(18) como maior ou igual, e a (17) como menor ou igual,
temos:

y1 >+ 3
Yo > —x+ 7
y3 <dr —9

1
y42—§x+4
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Como apresentado na Figura 19, a solucao pertence a uma regiao ilimitada. Porém é possivel
detectar um poligono convexo se for feita uma andlise com um valor maximo de y.

Figura 19: Uniao das inequacoes - Representacao grafica

Considerando as Equagoes (15), (17), (18), como maior ou igual, assim como x > 0 e a (16)
como menor ou igual, temos:

y1 >+ 3
P —r+7
y3 > dr —9
1
y4Z—§x+4
x>0

Como apresentado na Figura 20, a solucao pertence a uma regiao factivel limitada. onde é possivel
detectar um poligono convexo.
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Figura 20: Uniao das inequagoes - Representacao grafica

Considerando as Equagoes (16), (17), (18) como maior ou igual e a (15) como menor ou igual,
temos:

y1 <xz+3

Y2 > —x+ 7
y3 > dr —9
y42—%x+4

Como apresentado na Figura 21, a solugao pertence a uma regiao limitada, onde é possivel detectar
um poligono convexo.
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Figura 21: Uniao das inequacoes - Representacao grafica

Atribuindo, de modo andlogo, relacées de maior ou igual e de menor ou igual, para as equagoes
de modo a suprir todas as possibilidades, tem-se sempre um conjunto convexo quando a regiao
factivel.

Na Figura 22 sao apresentados todos os conjuntos convexos possiveis com as equagoes dadas.

Figura 22: Representagao conjuntos convexos

Ao realizar a andlise da possibilidade de se construir um poligono nao convexo delimitado por
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inequagoes lineares, percebe-se que para que o mesmo seja formado deveria descumprir a relagao
estabelecida em algum trecho da inequacao.

Na Figura 23 é apresentado um poligono nao convexo, na qual faremos uma andlise de como a
relacao estabelecida pela inequacao nao é respeitada em alguns pontos para sua construgao.

Figura 23: Representacao poligono nao convexo

Como apresentado na Figura 24, podemos perceber que os pontos P; e P, ndo podem respeitar
ao mesmo tempo a relagao estabelecida pela inequacgao ys, enquanto o primeiro s6 é valido para
relagdo maior ou igual, o segundo é valido para relagao menor ou igual. Portanto, respeitando o que
¢é definido pelas inequacoes lineares, nao é possivel construir o poligono nao convexo representado
na figura.

6.5

Figura 24: Poligono nao convexo
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Na Figura 25 é apresentada situacao analoga, agora analisando em relacao a inequacao yo. Os
pontos P, e P» nao podem respeitar ao mesmo tempo a relagao estabelecida pela inequagao yo,
enquanto o primeiro sé é valido para relacdo menor ou igual, o segundo é valido para relacdo maior
ou igual.

6.5

Figura 25: Poligono nao convexo

Como representado na Figura 26, o poligono nao convexo, em questao, para ser construido
precisou descumprir simultaneamente as relagoes estabelecidas por duas inequagoes do problema.

Figura 26: Poligono nao convexo
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Como as retas formadas pela representacao grafica de uma inequacao linear, baseada em fungoes
de primeiro grau, sao segmentos infinitos, pode-se afirmar que nao é possivel construir um poligono
nao convexo respeitando as relacao estabelecidas por essa inequagoes.

Para que o poligono seja nao convexo, ele necessariamente precisa cruzar a linha de igualdade
da equacao que da origem a inequagao, e ao cruzar essa linha, ele passa de uma regiao de valores
maiores que a igualdade para uma regiao de valores menores do que a igualdade, ou vice-versa.

Com isso, podemos enfatizar que um problema de Programagao Linear, por ser formulado com
inequacoes lineares, se apresentar solucao factivel, a mesma estara contida em um conjunto convexo.

Vale destacar a importancia de compreender bem alguns conceitos matematicos, baseados em
conteudo proveniente do Ensino Médio, que servem de base para a melhor entendimento da Pro-
gramacao Linear.

7 Base aplicavel ao Ensino Médio

Considerando a vasta gama de matérias, provenientes do ensino médio, que sao aplicadas ao longo
do desenvolvimento de problemas de Programacao Linear, destaca-se a importancia de compreender
bem alguns conceitos matematicos que servem de base para um melhor entendimento dos métodos.

Nesta se¢ao, pretende-se desenvolver dois assuntos que podem ser abordados pelos professores,
no ensino médio, que possibilitam apontar para o aluno onde tais contetidos podem ser aplicados no
mundo real. Como exemplo, em casos de problemas de maximizar o lucro ou minimizar as perdas.

7.1 Equacoes de primeiro grau: Retas

Equacao é uma sentenca matematica que envolve uma ou mais incégnitas e contém uma igualdade.
Ao resolvé-las, busca-se encontrar os valores que satisfazem a relagdo de igualdade das relacoes
algébricas. E, quando essas equagoes sao de primeiro grau, o conjunto de solucoes forma uma reta
no plano cartesiano.

Utilizando-se as equagoes (15) a (18) apresentadas na segao anterior, e com auxilio de imagens
geradas no GEOGEBRA, busca-se compreender o comportamento dessas retas.

Na Figura 27 é apresentada a representacao grafica das equagdes no plano cartesiano.

h%

Y4

Ya

Figura 27: Representacao grafica das Equagoes (15) a (18)
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Pode-se perceber que a representacao grafica de todas as equacgoes analisadas formaram retas
no plano cartesiano. Isso se deve ao fato da linearidade das equagtes. Caracteristica das equacoes
de primeiro grau que analisaremos a seguir.

Devido a linearidade, todas as equacoes trabalhadas, de primeiro grau, sao da forma: y = ax+b,
e podemos extrair, portanto, algumas informagoes das representacoes graficas dessas equacgoes.

O valor associado a varidvel b, determina um deslocamento da reta, como exemplificado nas
Figura 28.

A2 2

Figura 28: Representacao grafica das variacbes de b em y = ax + b

Pode-se perceber que o que diferencia as equacoes y1, y2, Y3, ¥4, € 0 valor associado a varidvel
b da equacao caracteristica de primeiro grau y = ax + b. O efeito gerado por esse fato, é uma
translagao da reta que representa graficamente a equagao.

Podemos confirmar a validade de tal afirmacao se analisarmos dados genéricos. Considere:

y1 = x + bl

Yo =T + by

Sendo by = by + ¢, onde ¢ é uma constante real qualquer.
Ao atribuir um valor qualquer para x, nas duas equagoes simultaneamente, teremos que yo serd
sempre maior ou menor do que y; em um valor igual ao médulo de ¢. Como o valor de ¢ é
constante, a distancia de yo para y; serd sempre constante, e igual a c.

Por se tratar de equacoes caracteristicas de primeiro grau, podemos extrair, ainda, a informacao
referente a varidvel a, que representa a proporcao com que y varia em relagdo a x. Ou, em outras
palavras, a inclinacao da reta na representagao grafica. Como representado na Figura 29.
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Figura 29: Representacao grafica das variagoes de a em y = ax + b

Pode-se perceber que o que diferencia as equagoes y1, y2, ¥3, ¥4, ¢ 0 valor associado a variavel a
da equagao caracteristica de primeiro grau y = ax +b. O efeito gerado por esse fato, é uma rotagao
da reta em torno do eixo que representa graficamente a equagao.

Vamos analisar separadamente as seguintes equagoes:

y1=x+3 (19)

y2=2x+3 (20)

Na Equacao (19), tem-se que para cada unidade de variacdo em z, y sofre uma variagdo com a
mesma unidade. Como ¢é apresentado na Figura 30.

o

Figura 30: Representagao grafica das variagoes da Equacao (19)
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Na Equagao (20), tem-se que para cada unidade de variacdo em z, y sofre uma variagao de duas
unidades. Como ¢é apresentado na Figura 31.

/

E

Figura 31: Representagao grafica das variagoes da Equacao (20)
Podemos confirmar a validade de tal afirmagao se analisarmos dados genéricos. Considere:

y1 =ax; +0b

Y2 = axa +b

Sendo x2 = x1 + ¢, onde ¢ é uma constante real qualquer, tem-se.

y2 = a(xy +c)+b

fazendo a distributiva:
Yo =ax1 +ac+b

Sabendo que, y1 = ax1 + b, pode-se substituir, logo:
Y2 =y1 +ac

Portanto, modificar o valor de x em um valor ¢, modifica o valor de y em uma valor ac.
Concluindo, entao, que independente do que for adotado como valor para a e b em uma equagao

de primeiro grau, tem-se sempre uma variagao constante da incégnita y em relacao a incégnita x.

Portanto, pode-se afirmar que a representagao grafica de uma equacao linear, sera sempre uma reta.

7.2 Inequacoes

As restrigoes impostas aos problemas de otimizagao sao representadas por inequagoes ,que assim
como as equagoes, S840 uma sentencas matemadaticas que envolvem uma ou mais incégnitas, porém,
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diferentemente, inequacoes sao desigualdades. Quando uma inequacao é de primeiro grau, seu
conjunto solugao se apresenta em forma de uma area delimitada pela reta no plano cartesiano.

Enquanto, graficamente, os resultados de uma equacao de primeiro grau sao todos os valores
dispostos em uma reta, os resultados que satisfazem uma inequagao de primeiro grau, sao todos os
valores que estao acima ou abaixo de uma reta, podendo incluir ou nao os valores dispostos nessa
reta.

Caso o resultado da inequacdo seja representado por uma expressao maior do que outra (>),
graficamente a solucao estard acima da reta. Se o resultado for representado por uma expressao
menor do que outra (<), a solugao estara abaixo da reta. Em casos que se busque relagoes de maior
ou igual (>) e menor ou igual (<), os valores dispostos na reta sao incluidos na solucao.

Como a inequacao de primeiro grau possui uma reta como elemento delimitador das solucdes,
a analise realizada na subsecao anterior referente as propriedades da reta, também se aplica nessa
subsecao.

Utilizando como exemplo a seguinte equacao de primeiro grau: y = 2z — 3, e 0 GEOGEBRA,
serd apresentada a seguir exemplo da solugao grafica de inequagao de primeiro grau.

Na Figura 32 é apresentada a solugao grafica da equacao, onde apenas os valores dispostos sobre
a reta sao solugao para o problema.

Figura 32: Representacao grafica equagao y=2x-3
Caso a inequacgao seja baseada em uma expressao maior do que a outra, a equagao y = 2x — 3

pode ser reescrita como: y > 2x — 3, e o resultado gréfico dessa inequagao é apresentado na Figura
33. Nesse caso em questao, todos os valores acima da reta sao solucao para o problema.
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Figura 33: Inequacao de primeiro grau (maior)

Caso a inequagao seja baseada em uma expressao menor do que a outra, a equagao y = 2x — 3
pode ser reescrita como: y < 2x—3, e o resultado grafico dessa inequagao é apresentado na Figura34.
Nesse caso em questao, todos os valores acima da reta sao solugao para o problema.

25
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Figura 34: Inequacao de primeiro grau (menor)

37



7.3 Sistemas Lineares

Os problemas de programacao linear, envolvem um conjunto de inequacoes lineares que devem
ser resolvidas simultaneamente, de modo que as variaveis independentes que atendam a uma das
inequagoes, também solucionem as outras. Esse conjunto de inequagoes tem o nome de sistema
linear. O sistema linear também pode ser formado por equactes lineares, como as que dao origem
as inequacoes.

Utilizando como exemplo as seguintes equagoes lineares:

T1 + 229 = 20 (21)
2x1 + Taxg = 49 (22)

Tém se o seguinte sistema linear referente as equagoes (21) e (22):

T1 + 229 = 20
2x1 + Txe = 49

A solucéo do sistema sdo os valores de 1 e x5 que satisfazem as duas equacoes:

xr1 = 14
T = 3
Os sistemas lineares podem ser classificados quanto a solucao como:

e Possivel e determinado: quando admite solugao tinica
e Possivel e indeterminado: quando admite infinitas solugoes.

e Impossivel: quando nao admite solugao.

Portanto, é importante que se tenha conhecimento sobre equacoes de primeiro grau para bali-
sarem o conhecimento das inequagoes e de sistemas lineares, que por sua vez servem de base para
compreensao e estudo da programacao linear.

8 Conclusao

A Programacéo Linear é uma ferramenta de otimizacao eficiente, que auxilia tomadas de decisoes
de forma objetiva.

Em um mundo globalizado, para lidar com a complexidade da expansao econémica, se faz
necessario a utilizagdo de métodos cientificos.

A Programacao Linear ao mesmo tempo que é considerada um dos principais avancgos cientificos
do século XX, permite trabalhar de forma clara e objetiva conceitos matematicos presentes em
grades curriculares de matemaética desde o ensino médio.

Foi apresentado, no presente trabalho, um estudo tedrico a respeito da Programacao Linear,
abordando seus conceitos basicos. Apresentou-se desde a modelagem, até a obtencgao do resultado
de otimizagao.

Visando a importancia do contetido base para resolucao dos problemas, foi abordado em uma
secdo & parte o conteudo referente as equacdes e inequacoes de primeiro grau. Assim como foi
explorada em secao exclusiva a visualizacao grafica que demonstra que a programagao linear trabalha
sempre com poligonos convexos.
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