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RESUMO

VALENTIM, Leonardo Nunes. Programacao Linear no Ensino Médio: uma proposta envol-
vendo contextualizacio, modelagem e tecnologias digitais. 2021. 111 f. Dissertacdo (Mes-
trado) — Colégio Pedro II, Pr6-Reitoria de P6s- Graduagdo, Pesquisa, Extensdo e Cultura,

Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2021.

A Programacao Linear € uma ferramenta muito util para a resolug@o de certos tipos de problemas
que aparecem com frequéncia na industria, economia, logistica, geracao de energia, area da
saude, etc. Tais problemas, como por exemplo o armazenamento € o transporte de vacinas contra
a Covid-19 - que aflige a populacdo mundial em tempos de uma pandemia causada por um
coronavirus - sdo de relevancia para o mundo globalizado no qual a humanidade esté inserida e
podem servir para despertar o interesse dos alunos e dar significado a Matematica praticada no
Ensino Médio. Além disso, a pratica da Programacgdo Linear envolve trabalhar com resolugao
de problemas, modelagem matemadtica e raciocinio computacional. O objetivo deste trabalho
é apresentar uma proposta de introdugdo a Programacao Linear no Ensino Médio utilizando
modelagem e recursos computacionais, em particular, o uso do software de Geometria Dindmica
GeoGebra; da planilha EXCEL e de seu Solver embutido; e da ferramenta online PHPSimplex
para a resolucdo de problemas de Programacgdo Linear. A metodologia empregada é baseada na
revisdo bibliografica do conteido de Programacao Linear a ser desenvolvido neste trabalho e na
apresentacdo das ferramentas digitais utilizadas. As atividades propostas sdo desenvolvidas de

maneira a facilitar a compreensdo do aluno e apresentam situagcdes-problema sobre a Covid-19.

Palavras-chave: Programacao Linear; Ensino Médio; Recursos Computacionais.



ABSTRACT

VALENTIM, Leonardo Nunes. Linear programming in high school: a proposal involving
contextualization, modeling and digital technologies. 2021. 111 f. Dissertagdo (Mestrado) —
Colégio Pedro II, Pr6-Reitoria de P6s- Graduacgdo, Pesquisa, Extensdo e Cultura, Programa de

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2021.

Linear Programming is a very useful tool for solving certain types of problems that frequently
appear in industry, economics, logistics, power generation, health care, etc. Such problems, like
the storage and transport of vaccines against Covid-19 - which afflicts the world population
in times of a pandemic caused by a coronavirus - are of relevance to the globalized world in
which humanity is inserted and can serve to motivate the interest of students and give meaning to
mathematics practiced in high school. In addition, the practice of Linear Programming involves
working with problem solving, mathematical modeling and computational resources. The ob-
jective of this work is to present a proposal for an introduction to Linear Programming in High
School using digital modeling and technologies, in particular, the use of GeoGebra Dynamic Ge-
ometry software; the EXCEL spreadsheet and its built-in solver; and the PHPSimplex online tool
for solving Linear Programming Problems. The methodology used is based on the bibliographic
review of the Linear Programming content to be developed in this work and on the presentation
of the digital tools used. The proposed activities are developed in order to facilitate the student’s

understanding and present problem situations about Covid-19.

Keywords: Linear Programming; High School; Computational Resources.
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1 INTRODUCAO

A Programacdo Linear é um dos ramos da Matematica que mais se desenvolveram nas
ultimas décadas desde a Segunda Guerra Mundial. Um dos fatores que propiciaram isso foi
o advento dos computadores eletronicos digitais, os quais t€ém a capacidade de processar um
grande volume de cdlculos matematicos requeridos em problemas de Programacao Linear tipicos,
muito mais rapidamente do que os seres humanos. Suas aplicacdes ocorrem em diversas dreas
tais como: Economia; logistica militar e industrial; planejamento agricola; Medicina; etc. No
contexto da Programacdo Linear, o termo programacio nao faz referéncia a computacdo, e sim a
planejamento. Assim, a Programacao Linear envolve o planejamento de atividades para obter
um resultado, entre todas as alternativas vidveis, que melhor alcance um objetivo previamente
determinado. Atualmente, é uma ferramenta-padrdo empregada em vdarios setores da sociedade

moderna.

Portanto, dada a relevancia da Programacgdo Linear no século XXI, parece natural que
esta seja introduzida o mais cedo possivel no programa de Matemaética do Ensino Médio, ja que
seu estudo propicia o desenvolvimento de conhecimentos praticos, contextualizados, e que vao

ao encontro das necessidades da vida contemporanea.

Ha varios artigos e Dissertagdes de Mestrado que propdem atividades voltadas para o
Ensino Médio utilizando o método gréfico e usando alguns recursos computacionais, por exemplo,
Brasil (2018). Quanto aos livros didaticos do Ensino Médio, poucos citam a Programacao Linear,
e quando o fazem, ddo apenas um exemplo, como lezzi et al. (2017) que ilustra um problema de
Programacdo Linear, resolvendo-o pelo método gréfico, como uma aplicagdo para desigualdades

lineares.

Conceitos importantes como as igualdades e desigualdades lineares, as quais sdo a base
da Programacdo Linear, sdo tratados na Geometria Analitica abordada no Ensino Médio. Além
disso, a resolu¢do de um Problema de Programacgdo Linear requer a constru¢do de modelos
matematicos e a busca por solucdes, quer sejam através do método geométrico - utilizando
softwares, ou ndo - ou do emprego de ferramentas digitais que utilizam o método Simplex para
resolver algebricamente tal problema. Esta abordagem ocorre em livros do Ensino Superior

como, por exemplo, em Taha (2008) e Belfiore e Favero (2013).

Acrescente-se a isso o fato de que o método gréfico, além de dar uma ideia de como fun-
ciona o algoritmo Simplex, propicia uma conexdo entre as representacdes algébrica e geométrica,

papel este desempenhado pela Geometria Analitica.

Baseando-se nisso, este trabalho tem por objetivo principal apresentar uma proposta que
introduz a Programacao Linear no Ensino Médio de maneira a manté-la em um nivel elementar

com conhecimentos matemadticos adquiridos neste segmento a fim de que o aluno reconheca o
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Problema de Programacao Linear; conheca as técnicas para obter suas solucdes; saiba fazer uso
de recursos computacionais para obté-las; e tenha participag@o ativa e colaborativa durante o

processo de aprendizagem.

Mais especificamente, almeja-se atingir os seguintes objetivos: introduzir problemas de
Programacio Linear no Ensino Médio como uma aplicagio da Geometria Analitica e da Algebra
Linear; propiciar ao aluno a oportunidade de trabalhar com questdes contextualizadas envolvendo
situacOes-problema que surgem no combate a Covid-19; utilizar a modelagem matematica para
construir modelos que representem fielmente as situagdes abordadas; resolver problemas de
Programacao Linear de duas varidveis através do método grafico, utilizando o software de
geometria dindmica GeoGebra, o qual facilita a compreensao do algoritmo Simplex; utilizar
ferramentas digitais tais como o PHPSimplex e o Solver do Excel para obter a solu¢cdo de um
problema de Programacdo Linear de maneira algébrica. E, por tltimo, mas ndo menos importante,
propor uma sequéncia diddtica de atividades de forma que o aluno tenha uma participacao ativa

nas mesmas.

Este trabalho faz, no Capitulo 2, um breve histérico sobre o surgimento e o desenvol-
vimento da Programacao Linear. No Capitulo 3, sdo enunciados alguns conceitos importantes
sobre desigualdades lineares e conjuntos convexos. No Capitulo 4, faz-se uma introdugao a
Programacio Linear caracterizando um Problema de Programacdo Linear e a obtencdo de sua
solucdo através do método grafico e de ferramentas digitais como o Solver do Excel e o PHPSim-
plex. No Capitulo 5, mostra-se o Algoritmo Simplex. No Capitulo 6, apresenta-se a proposta de

atividades para o ensino médio. Por ultimo, no Capitulo 7, serdo feitas as Consideragdes Finais.
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2 ASPECTOS HISTORICOS

A Programacao Linear é uma das ferramentas da Pesquisa Operacional (PO). Embora
o termo “pesquisa’ possa remeter equivocadamente a ideia de um simples questiondrio, o
entedimento adequado € o de que a Pesquisa Operacional (PO) seja uma série de técnicas
com embasamento l6gico-cientifico para tratar questdes de gestdo que auxiliam na tomada de
decisdo. Esta técnica foi muito utilizada durante a Segunda Guerra Mundial, quando os militares
necessitavam mandar alimentos, muni¢des € medicamentos para a drea de manobra, por exemplo,
e precisavam identificar como fazé-lo, levando somente o necessario a fim de economizar com a
logistica, porém sem perder a operacionalidade. Pensando nestes problemas, foi desenvolvida a
Programacdo Linear, mas a partir desta descoberta, a Programacdo Linear estd sendo usada na

industria e na economia, por exemplo, visando sempre otimizar o lucro destas.

A Programacdo Linear nasceu como uma das ramificacdes da Programacdo Matematica,
tendo uma ampla aplicabilidade em diversos problemas, tais como: o planejamento e execucao

da producéo e distribui¢ao de produtos, bem como na logistica em operagdes militares.

Apesar do surgimento e avango da Programacdo Linear ter ocorrido a partir do inicio
dos anos 40 do século XX, ja havia tentativas de otimizar uma fun¢ao linear sujeita a restri¢oes.
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) em seu trabalho sobre sistemas de inequagdes lineares,
publicado em 1826, apresentou uma ideia visando a solucdo de um sistema de desigualdades
lineares. Tal método consistia na eliminacao de varidveis para resolucao de sistema de inequagdes
lineares, que é similar ao método de eliminacdo de Gauss para resolu¢@o de sistemas de equagdes
lineares. Cerca de um século depois, Theodore S. Motzkin (1908-1970) redescobriu o artigo de
Fourier do ano de 1826, intitulado “Solution d’une question particuliere du calcul des inégalités.
(Fourier, 1826)” (Figura 1), segundo Garzén (2014), e ficou conhecido como “Teorema de
sanduiche” de Fourier-Motzkin (ver (MACULAN; FAMPA, 2006)):

Sejam oy, ag, ..., ;. , 1, o, ..., Bs € R.Entdo max{ay, ag, ..., . } < min{fy, fa, ..., Bs}

se, e somente se, a; < 3;, paratodo¢,jecom1 <i<rel <j <s.
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Figura 1 — Calcul des Inequalites, Jean Baptiste Fourier, 1826

SOLUTION D'UNE QUESTION PARTICULIERE

DU

CALCUL DES INEGALITES.

Nouvean Bulletin des Seiences par la Socicté philomathique de Paris,
pe 99; 1826,

La question suivante offre une application du caleul des inégalités
linéaires. Cet exemple, trés simple, est propre 2 donner une premiere
notion des résultats de ce caleul et des constructions qui les repré-
sentent.

On propose de diviser unité en (rois parties, qui peavent étre iné-
gales, mais qui sont assujetfies i cetle condition que Ia plus grande
des trois parties ne doit pas surpasser le produit de la plus petite
par 1 +r; le nombre donné » exprime la limite de 'inégalité. Si ce
nombre était nul, les trois parties devraicnt étre égales, et le probleme
aurait une seule solution. Lorsque la limite donnée a une valeur posi-
tive quelconque, la question est indéterminée; elle a une infinité de
solutions.

Il est tres facile d'exprimer par des inégalités toutes les conditions
de la question, et de résondre ces indgalités par application des regles
générales. On arriveainsi 2 la construction suivante, qui fail connaitre
distinctement toutes les solutions possibles, exprime leur caractere
commun et mesure 'étendue de la question.

La ligne mumn” représente la longueur de unité (fig. 1). Ayant forme
le carré mm'nn, on prolonge indéfiniment le ¢dlé nm” et 'on prend

Fonte: Disponivel em <https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k33707/f223.image>.

Em 1942, Leonid Vitaliyevich Kantorovich criou um algoritimo para solucionar pro-
blema de transporte 6timo, apresentando exemplos para a aplicacdo da programacao linear, tais
como a distribui¢ao de cargas através de veiculos por diversas rotas para atender aos requistos
e restricdes de capacidade das rotas e, assim, diminuindo o custo total, porém tal trabalho
somente se tornou amplamente conhecido por volta de 1950. Assim sendo, segundo Canavarro
(2005), o problema de transporte ganhou representatividade na programacao linear, pois havia a
necessidade de otimizar o deslocamento, ou seja, tornar o transporte mais econdmico enviando
um bem disponivel em quantidades limitadas de determinados locais para outros onde fossem
necessdrios, atentando para a relagdo custo x beneficio. Seguindo esta linha de raciocinio, o
holandés Tjalling Charles Koopmans (1910-1985) utilizou esta teoria na aloca¢do 6tima de

recursos em economia e notoriedade nesta drea. Koopmans e Kantorovich partilharam o prémio
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nobel de economia pela contribuicdo a teoria da utilizacdo 6tima de recursos na economia em
1975.

2

De acordo com Prado (2016), em 1945, Georger Stigler formulou o “problema da dieta
para resolver a seguinte questao: “Qual a alimentacao seria a mais econdmica considerando
a necessidade minima de alguns nutrientes para o corpo humano?”. O desafio foi publicado
no jornal The New York Times e ganhou repercussdo nacional. A solu¢do 6tima foi uma dieta
com custo de US$59,88 por ano, composta por farinha de trigo, figado de porco e repolho.
Stigler levou em conta apenas a circunstancia econdmica e, embora tal dieta ndo fosse vidvel,
percebeu-se que a técnica utilizada para solucionar tal problema poderia ser utilizada em outras

areas, apesar de que nem sempre resultasse na solucao Gtima.

Em 1947, George Bernard Dantzig consolidou a programacao linear através do Método
Simplex, o primeiro algoritmo para a solu¢do de problemas de Programacao Linear. que era
capaz de resolvé-los de forma prética. Embora a ideia por trds do método Simplex seja a
mesma apresentada por Fourier em 1826 (MACULAN; FAMPA, 2006), os resultados tedricos
e computacionais do método Simplex foram exibidos por Dantzig naquele ano. Ao longo dos
anos, com a invencao e desenvolvimento dos computadores, a Programacao Linear conseguiu se
expandir (BERTSIMAS; TSITSIKLIS, 1997).

Atualmente a programacao linear € utilizada em vdrias dreas da sociedade contemporanea
tais como na Economia; na logistica militar e industrial (TAHA, 2008); no planejamento agricola
(LOESCH; HEIN, 2009); na Medicina (HILLIER; LIEBERMAN, 2013); etc.
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3 NOCOES BASICAS

3.1 Sistema de Equacées Lineares: Método de Eliminacao de Gauss Jordan
Considere um sistema de equacdes lineares na forma:

(

a1121 + are + a13T3 + ... + A1 Ty = b1

a21T1 -+ a922X2 + 9373 + ...+ aA9nLyn — bg

ari + amaTe + @m3xs + ... + QGnTn = b,

De acordo com Boldrini et al. (1980), algumas operacdes podem ser feitas sem alterar o

resultado das equacgdes, que sao elas:

» Multiplicar a equagd@o por um escalar, diferente de zero;
 Criar uma nova equagao através da soma/subtragdo de uma equacdo por outra; e

* Permutar equagdes.

Estas transformagdes acima, sdao a base do método de eliminagdo de Gauss. O método de
eliminacao de Gauss - Jordan consiste na solucao do sistema de equagdes pela eliminacdo das
variaveis etapa por etapa, podendo ser dada uma notacdo matricial ao sistema visando sempre
através da eliminagdo das incognitas chegar a matriz triangular (via método da eliminagdo de
Gauss). Essas operacdes, transformacdes, formam um novo sistema, sistema este equivalente ao
anterior o qual possui 0 mesmo conjunto soluc@o do sistema de equacdes inicial. Tal sistema

pode ser representado na forma matricial

aiy @iz 13 ... Ain 1 b1

A21 Q22 G23 ... Q2n T2 by
= b

Al Am2 Am3 - Gmn Tn b,

onde:
11 @12 13 .. A1n

A21 Q22 423 ... Aon

Am1 Am2 Am3 --- Qmn

¢ a matriz dos coeficientes,
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Ty
)
X = )
xn
matriz das incégnitas, e
by
by
B = ]
b
matriz dos termos independentes, com a;;, 1 <7< me 1l < j < n, onde:

AX =B.

A este sistema pode-se associar a seguinte matriz:

a1l a2 @13 ... Aip by

Q91 Q22 G23 ... A2p b

m1 Am2 Am3 .. Qmnp bm

Exemplo. Em uma lanchonete os valores do hamburguer (x), do guarana (y), e do doce (z)

estdo dispostos no sistema abaixo. Calcule estes valores.

x4+ 3y —2z=10
—3r+y+2z=—-11
or — 3y + 2z =21

Resoluc¢iao. Nomeie as linhas do sistema da seguinte maneira:

Linha 1 (L1) - r+3y—2z=10
Linha2 (L2) — —3r+y+2z=-11
Linha3 (L3) - or — 3y + 2z =21
Etapa 1: Eliminando a incégnita x da segunda e da terceira linhas
Ou seja, escolher uma linha como pivo, e esta linha servird para eliminar a varidvel x na

linha 2 e na linha 3. A linha ideal para ser pivo € a linha que tem coeficiente unitario, caso nao

tenha, basta escolher uma destas linhas e multiplicar pelo inverso multiplicativo do coeficiente de
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x, para este coeficiente se tornar unitario. Neste exemplo a primeira linha ja possui o coeficiente

de x unitério, logo serd a linha escolhida.

Linha1(L1) o+ 3y — 2 =10
Linha 2 (L2) — —3r4y+2z=—11 -
Linha 3 (L3) — Su — 3y + 22 = 21

r+3y—2=10
3L1+ L2 0z 4+ 10y — 2z =19
SLI—L3 | 0z 418y — 7z =29
o qual € um sistema equivalente ao sistema inicial.

Etapa 2: Eliminando a incégnita y da terceira Linha

r+3y—z=10
Oz + 10y — 2 =19 -
Oz + 18y — 72 =29

r+3y —2z=10
Oz 4+ 10y — z =19
1 1
1w0l2 = L3 | 024 0y + 262 = 26

Etapa 3: Depois de ter feito as eliminagdes das incognitas de acordo com as etapas 1 e 2, o sistema
tem perfil de escada, e este método de Gauss-Jordan, por causa deste formato de resolucao,

alguns autores o definem como “método de escalonamento”.

A partir da terceira linha, torna se possivel encontrar o valor de z.

26z =26 - z=1.

Passando para a linha 2, tem-se: 10y — z = 19, como z = 1, tem-se: y = 2.

E por fim, passando para a linha 1, tem-se: 4+ 3y — z = 10,como z = 1, y = 2, tem-se:
T =0.

Logo o conjunto solucdo serd: (5; 2; 1).
3.2 Desigualdades Lineares

Pretende-se, nesta se¢do, estudar a representacao geométrica de uma equacao linear e de

um sistema de equacdes lineares no R”, particularmente, no R? e no R?. Iniciar-se-4 o estudo com
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desigualdades lineares no R? devido ao fato que é mais fécil comprender os conceitos abordados
no plano, bem como visualizar suas representacdes geométricas, para entao generaliza-los no
Rn

3.2.1 Desigualdades lineares no R?

Toda equacdo, no R?, do tipo ax + by = ¢, com a, b, c nimeros reais ¢ a € b ambos
nao nulos, representa uma reta no plano. Segundo Lima (2014, p.66), “Toda reta decompde o
plano em duas regides, os quais denominam-se semi-planos. Seja a reta r dada pela equagao
ax + by = ¢, com a, b, c numeros reais. Logo, por esta reta, ficam definidos os semi-planos H~

e H* determinados por ax + by < ce ax + by > ¢, respectivamente.”

H™ ={(z,y) € R% az + by < cte H = {(z,y) € R% az + by > c}.

Ainda de acordo com Lima (2014), para determinar qual dos semi-planos esti sendo
tratado basta definir uma fungio o deR? em R, definida por o(x,y) = ax+by . Areta ax+by = ¢
, é chamada a linha de nivel ¢ desta fungéo ¢. Como ¢(0,0) = a.0 + b.0 = 0, logo a origem esté
no nivel zero de ¢. E tomando o ponto A = (a,b), e ¢(a,b) = a® + b* > 0 serd um ndmero
positivo e igual a c. Logo, quando percorre-se o segmento de reta no sentido de 0 = (0, 0) para o
ponto A = (a, b), os niveis c das retas ax + by = ¢, sendo estes sempre perpendiculares a 0A e

vao crescendo, assim sendo, € possivel determinar qual o semi-plano desejado (Figura 2).

Figura 2 — Semi-planos

Yy
ar +by =c
ar +by < ¢ /
ar +by > ¢
T
0
A(a,b)

Fonte: O autor, 2021.

Como o segmento O A(sentido de 0 para A) estd crescendo em direcdo para baixo da

reta, logo o semi-plano ax + by > ¢, ficard abaixo da reta.
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Na Figura 3, mostra-se como ocorre o crescimento do segmento 0A.

Figura 3 — As setas indicam o crescimento da funcio ¢

ar + by < c

Fonte: O autor, 2021.

Como o segmento O A(sentido de 0 para A) esta crescendo na direcdo superior da reta,

logo o semi-plano ax + by > c ficard acima da reta.
Outra forma de verificagdo do semi-plano desejado sera pelo isolamento de .
Se for, y > ax + by, serd a parte superior a reta ax + by = ¢; R? em R,
Se for, y < ax + by, serd a parte inferior a reta ax + by = c;

Observando que na necessidade de multiplicar uma desigualdade por (—1), o sinal desta

serd invertido, de maior para menor ou vice-versa.

Exemplo 1. Esboce o grifico do conjunto das solu¢des de cada uma das desigualdades

lineares a seguir.
a)2x + 3y > 15
* Primeiro passo: Isolar o y.

y > ”’g%; como o sinal da desigualdade continuou (>), o semi-plano desejado serd o superior a

reta dada.

Outra forma de analisar seria de acordo com a funcdo ¢ de R? em R,pode-se perceber
que o segmento O A cresce no sentido superior da reta dada, logo 2z + 3y > 15, ficard na parte

superior a reta (Figura 4).
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Figura 4 — Exemplo (a), desigualdade linear

\\~s\\ y
A(2,3)
I 2x + 3y > 15
2¢ + 3y < 15 .
\\\\~ x
0 \\\
Fonte: O autor, 2021.
b)dr — 5y > 8

* Primeiro passo: Isolar o y.

-5y > 8 —dr — —y > %(—1) ==y < %*4‘”; como o sinal da desigualdade inverteu

para (<), o semi-plano desejado serd o inferior a reta dada.

Outra forma de analisar seria de acordo com a funcdo ¢ deR? em R, pode-se perceber

que o segmento O A cresce no sentido inferior da reta dada, logo 4 — 5y > 8, ficard na parte

inferior a reta (Figura 5).

Figura 5 — Exemplo (b), desigualdade linear

Fonte: O autor, 2021.
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Num sistema de desigualdades, a solugdo acontecerd no conjunto de pontos, P(z,y),

que satisfacam todas as condi¢des das desigualdades.

Exemplo 2. Resolva o sistema de desigualdades lineares abaixo.

—2r+3y<6
y< —x+2
y=0

Deve-se determinar cada regido, semi-plano, para cada desigualdade linear, e, apds, fazer

a intersecao destes semi-planos (Figura6).

Figura 6 — Exemplo sistema de desigualdades lineares

Fonte: O autor, 2021.

Sendo assim, a solucio do sistema de inequacdes dado serd a regido delimitada pelos os
vértices A(0,2), B(—3,0), C'(2,0) do tridngulo.

De acordo com Lima (2014), os sistemas de desigualdades lineares ocorrem em pro-
blemas de otimizag@o, onde € possivel maximizar e minimizar funcdes lineares, ou seja, sendo

possivel encontrar solugdes Gtimas, conjunto de pontos P(z, y), que atendam a todas as restrigdes
impostas no sistema de modo a otimizar uma func@o dada. A estes problemas de otimizacdes

que atribui-se a programacao linear, objeto de estudo deste trabalho.

3.2.2 Desigualdades lineares no R"

Uma desigualdade linear no R"™ é do tipo ayx1 + asxs + azxs + ... + a,x,< a,, com

todos os coeficientes reais e nao todos nulos simultaneamente.
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Boldrini et al. (1980) mostra que a solu¢@o de um sistema de desigualdades definidas
no R” determina um conjunto denominado de regido poliedral convexa fechada no R" . A
determinacao de tal regido se dard pela transformacao desse sistema de desigualdades lineares
em um sistema de equagdes lineares com n equacgdes. A fim de que se possa verificar se a solugdo
(ponto) fica no interior dessa regido, basta substituir nas desigualdades e verificar se todas as
desigualdades estardo satisfeitas. Os vértices encontrados pelo sistema de equagdes dessa regido
poliedral sdo os extremos dessa regido.

Exemplo 3. Resolva o sistema de desigualdades lineares abaixo.
(

204+y—2205
y+z<4

r—22<8

y=0

\
Logo pela defini¢do acima, deve-se transformar esse sistema de desigualdades em um

sistema de equagdes.
(

2r0+y—2=95
y+z=4
rT—22=28
=0

\
Como a regido em questdo encontra-se no R?, deve-se montar um sistema com trés
equagdes, sendo que o sistema todo possui 4 equacdes. Logo pela combinagdo de 4 escolhe 3,

seria possivel a confecgdo de 4 sistemas de 3 equacdes por 3 varidveis.

2r4+y—2=95
y+z=4 , solug@o (—7,%,—%)
r—22=28
Esta solucdo pertence a regido poliedral convexa, pois satisfaz todas desigualdades do
sistema;
(
y+z=4
x—22=8 ,solucdo (16,0, 4), pertence a regido poliedral convexa;
\ y= 0
(
20 +y—2=95
y+z=4 , solucdo (%, 0,4), pertence a regido poliedral convexa; e
=0
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20 +y—2=5
T —922 =28 , solucdo (%, 0, —13—1), pertence a regido poliedral convexa.
y=20
Logo temos os vértices da regido poliedral convexa limitada, conforme gréifico apresen-

tado na Figura 7.

Figura 7 — Regiao poliedral convexa limitada no R3

[ =

A(—7.23/2.-15/2)

D(2/3.0.—11/3)

Fonte: O autor, 2021.

A solucao do sistema de desigualdades lineares acima serd a regido poliedral convexa

cujos vértices sdo: A(—7, %, —2), B(16,0,4), C(2,0,4), e D(3,0,—4).

3.3 Conjuntos Convexos

Os conceitos e resultados apresentados nesta subsecdo estdo baseados em Boldrini et al.
(1980).

O segmento de extremos A ¢ B, com A e B dois pontos pertencentes ao R", é o conjunto
AB de pontos do R", dado por:

AB={(1-t)A+tB,0 <t <1}.

Observe que se t = 0, o ponto A pertence ao segmento de reta AB , se t = 1 o ponto
B pertence a AB, e, a qualquer ponto P do segmento existe t; € Rtalque 0 < ¢; < le

P=(1-t)A+tB.

IN

Diz-se que um subconjunto C' do R™ é convexo quando para quaisquer dois pontos P; e
P, € C, o segmento P, P, esta contido em C'. Caso P P nao esteja contido em C', diz-se que o

conjunto € nao convexo.

A Figura 8 mostra exemplos de conjuntos convexos € ndo convexos.
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Figura 8 — Exemplos de conjuntos convexos e conjuntos nio convexos do R>

Conjunto Convexo Conjunto N&o Convexo

Fonte: O autor, 2021.

Um conjunto também pode ser limitado ou ndo limitado. A Figura 9 mostra a regido
determinada por um sistema de inequacdes a qual é convexa e limitada no R?, enquanto a Figura

10 mostra uma regido convexa ilimitada no R

Figura 9 — Regido convexa limitada do R?

Y

/

Fonte: O autor, 2021.

Figura 10 — Regifio convexa nio limitada do R?

N Regido Convexa
3 ndo limitada do R?

Fonte: O autor, 2021.
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Ainda de acordo com Boldrini et al. (1980, p.358), “a interse¢do de conjuntos convexos é
um conjunto convexo”. A Figura 11 mostra uma regido poliedral convexa limitada no R?, obtida

pela intersec@o de semi-espagcos convexos.

Figura 11 — Regido poliedral convexa limitada do R?

‘Z

Fonte: O autor, 2021.
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4 INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

O objetivo principal da PO € auxiliar os tomadores de decisdes nas organizagdes com
informagdes que sejam relevantes a tomada de decisdo, tornando - a mais pratica e eficiente.
Este trabalho foca na Programacao Linear (PL), programacao esta que visa resolver problemas
especificos de otimizagao onde a funcao a ser otimizada e as restri¢des dadas, sdo lineares e as
variaveis, ndo negativas. De acordo com Marins (2011), a tarefa da PL consiste na maximizac¢ao
ou minimizacao de uma funcéo linear, denominada funcio objetivo, respeitando-se um sistema
linear de igualdades ou desigualdades, que recebem o nome de restricdes do modelo. O conjunto
de pontos que sdo solugdo do sistema de desigualdades lineares (restri¢des) ¢ denominado regido
vidvel ou factivel (BOLDRINI et al., 1980), onde € possivel encontrar a melhor solu¢ao que

otimize a funcdo objetivo dada.

Ainda que o termo programacdo possa inferir o conceito de programacdo computacional,
a programacao tratada neste trabalho abarca o planejamento de atividades, e o termo linear
é devido a funcao objetivo a ser otimizada, bem como as restricdes impostas nestes tipos de
problemas serem lineares. Ndo existe apenas a Programacgdo Linear, segundo Loesch e Hein
(2009), existem programacao inteira € mista, que nao possui restri¢cdo de as varidveis serem
positivas, pois podem ser inteiras e as funcdes objetivo sdo lineares; Programacao nao-linear,
como o préprio nome, permite que as funcdes e as restri¢des sejam nao lineares; programagao
dindmica € quando envolve etapas sucessivas de decisdo a serem empregadas etapa por etapa;
grafos, arvores e algoritmos € a otimizacio porém em rota, como o problema cléssico do caixeiro
viajante, maximizando as cidades visitadas e minimizando a rota em resumo; e finaliza com a
simulac¢do, que cria simula¢gdes matemadticas para situagdes do acaso para tentar maximizar ou
minimizar os erros. Para maiores detalhes ver Maculan e Fampa (2006), Macambira et al. (2016),
Loesch e Hein (2009), Hillier e Lieberman (2013) e Taha (2008).

4.1 Caracterizacao do Problema de Programacao Linear

Retomando a PL, tem-se que as restricdes sao formadas por desigualdades lineares e
a interse¢do destas desigualdades geram uma regido na qual encontram-se todas as solucdes
vidveis do problema modelado (Figura 12). Pode acontecer destas restricdes ndo gerarem uma

regido, e caso este fato ocorra, o problema estudado ndo terd solugdo 6tima.
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Figura 12 — Regiao Viavel

Y

Solugéo Viavel
no vértice

Solugéo Viavel
na fronteira

Solugéo Viavel
no interior

Regido Viavel

Fonte: O autor, 2021.

Segundo Lachtermacher (2009), as solu¢des podem ser classificadas da seguinte maneira:
* Solugdo: Qualquer especificagdo de valores, dentro do dominio da funcdo-objetivo,

flr1,m0, 25, ) = 121 + CoTa + C3x3 + -+ - + Cpy

para as variaveis de decisdo, independentemente de se tratar de uma escolha desejavel ou

permissivel;

* Solucdo vidvel: E uma solucdo em que todas as restricdes sao satisfeitas; e

* Solucdo 6tima: Uma solucdo vidvel que tem o valor mais favordvel da func¢do-objetivo,
fz1, 29,23, ,xp) = 121 + Coxa + c3x3 + - -+ + ¢y, iSto €, maximiza ou minimiza

a funcao-objetivo, podendo ser tinica ou nao.

A funcdo objetivo na programacdo linear a ser otimizada € do tipo:

Z = f(x1, 29,3, -+ ,Tn) = C1T1 + CoT9 + 323 + - - + CuTp, ONdE €1, Co, - - -, Cpyy SAO

constantes reais, € x1, Ta, ..., T, S20 as varidveis de decisdo do problema.

Podendo ter infinitas restricoes, as restricdes tem as caracteristicas de desigualdades

lineares, ou também chamdas de inequac¢do polinomiais do 1° grau.
a1x1 + asxo+ - - - +ayx, > b; por exemplo, onde ay, as, - - - , a, € b sdo constantes reais;
Pode ser dada a seguinte notagcdo matricial aos Problemas de Programacdo Linear (PPL):

As restri¢oes,



.
a11T1 + a1oTs + a13T3 + ... + a1, < by

a21T1 + 29X + 9373 + ...+ A2n,Tn S b2

ATy 4 AmaTe + Apm3T3 + ... + QppTn S bm

aip 12 @13 ... Ain T by
(21 A2 423 ... A2p T by
& <
Am1 Gm2 Gm3 --- Qmp, Ty bm
Com
T1, T2, T3y .oy Ty > 0

A funcdo objetivo é dada por:

32

n,meN*

Z =c1x1 + g+ cax3+ -+ cpx, & (Cl C2 C3 ... Cn)

Em resumo:
Tomando
a1 @12 a13 ... G1p by
a21 Q22 A23 ... Q2p by
a= , b= ,c=(c1 0.
Am1 Am2 AGm3 - Amn bm
A funcdo a ser otimizada:
n
Z = f(x1, 02,23, , ) = 5 Cill;
i=1
J =cx

Sujeito as restri¢oes:

ar <b

T
T2
'x’ll
xy
X2
Cn)y, T =
xn
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com:

4.2 Modelagem de um Problema de Programacio Linear

A modelagem do problema consiste em identificar, em primeiro lugar, as varidveis de
decisdo, a fun¢ao a ser otimizada (fungdo objetivo) e as restri¢des (desigualdades lineares). Apds
identificd-las, € necessdrio saber como proceder a fim de que se possa obter o 6timo resultado

para a fun¢do objetivo.

Sera seguido um processo de resolu¢do, modelagem, respeitando todas as restricoes do

problema. Loesch e Hein (2009) modelam um problema de PL da seguinte forma:
a) Dividir o problema em outros menores, se possivel;
b) Identificar as varidveis de decisdo, atentando se as variaveis sao inteiras ou reais;

¢) Identificar o objetivo (se é para maximizar ou minimizar, por exemplo, lucro ou custo,

respectivamente);
d) Identificar os fatores restritivos (maquinaria disponivel, matéria prima, etc);
e) Nao esquecer as relacdes entre uma varidvel e outra; e

f) Descartar aspectos que nao compromotem a otimalidade da solu¢do procurada (matéria

prima abundante, por exemplo).

Entdo, de acordo com a modelagem, pode-se dividir este modelo em passos na tentativa

de facilitar o entendimento:

1° Passo: Estabelecer as varidveis de decisao, x1, zo, 23, - - - , . A quantidade de varid-

veis determinard a dimensao a ser trabalhada e os dados do problema;
2° Passo: Definir a expressdo a ser maximizada ou minimizada;

f(x) = a121 + asxs + ... + a(—1)T(n—1) + anZyn; onde aq, as, - - - , a, sdo os coeficientes
da equacao;

3° Passo: Estabelecer as restri¢des, ndo esquecendo as restri¢des triviais na programacao
linear que sdo x1, xo,x3, -+ , T, > 0

As restri¢des, normalmente, sao formadas por desigualdades, inequacdes, mas nao ha
impedimento para que haja igualdades.

ary + bxy > c1, ¢ € uma constante real, por exemplo;

4° Passo: Transpor estas restricdes para o plano cartesiano (no caso de um problema de
dimensao 2), bem como definir a regiio poligonal vidvel ou no caso de dimensdo maior que 2,

definir a regido poliedral convexa; e
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5° Passo: Analisar os vértices desta regido poliedral convexa e definir qual serd a melhor

solugdo.

A resolugado dos problemas de PL, ou seja, o ponto que maximiza ou minimiza a funcio
desejada, encontra-se nos extremos (vértices) da regifio viavel. Adote um ponto Py = (xo, o) €
suponha que este ponto seja interior da regido vidvel, otimizando a fun¢do desejada. Por este
ponto, passard a representacdo da fungdo objetivo e pode ser verificado que esta fungio crescera
ou decrescerd em dire¢do aos vértices ou esta representacdo passard pelo lado do poligono.
Caso passe pelo vértice da regido vidvel, estard provado que o ponto que otimiza esta fungao se
encontra no vértice dessa regido, porém se passar pelos lados, existird uma funcdo que contém
o lado e os vértices da regido vidvel, com o valor da f(z,y) podendo crescer ou decrescer em
direcdo ao vértice. (LIMA, 2014)

4.3 Método grafico para resolver o Problema de Programacio Linear

Dado um Problema de Programacéo Linear (PPL), o método gréfico, para determinar
a solucao do PPL € constituido por duas etapas: determinacdo da regido vidvel do problema
e determinacao da solucdo 6tima entre todas as solugdes vidveis da regido vidvel podem ser
representadas graficamente as restricdes e a fungdo objetivo (uma reta), além de permitir a
visualizacdo dos tipos de solugdes vidveis. Para isso deve-se fazer o grafico de cada restri¢io
em um sistema de n eixos coordenados (n € o nimero de varidveis de decisdo do problema) e
determinar o conjunto interse¢ao de todas as solugdes. Ora, para problemas de duas varidveis isso

¢ factivel, mas a partir de trés varidveis torna-se muito dificil ou impossivel tracar tais gréaficos.

4.3.1 Exemplos de problemas de PL em R? solucionados pelo método gréfico

A seguir, mostrar-se-a o processo do método grafico, resolvendo-se os problemas de PL,

em R?, .

Exemplo 1. Certa empresa fabrica dois produtos P; e . O lucro unitario do produto P;
¢ de R$ 1.000,00 e o lucro unitério de P, é R$ 1.800. Sdo necessarias 20 horas para fabricagdo de
uma unidade de P; e de 30 horas para uma unidade de P». O tempo anual de produ¢do disponivel
¢ de 1200 horas. A demanda esperada para cada produto € de 40 unidades para P; e 30 unidades

para P». Construa o modelo de programagao linear cujo objetivo € maximizar o lucro.

Existe uma relac@o entre os produtos 1 e 2 devido ao tempo maximo de 1200 horas,
considerando que ou se produz um produto ou outro. Esta relagdo com duas varidveis serd
associada a funcdo linear. A fim de proporcionar melhor visualiza¢do no grafico, os valores de
P, sdo associados ao eixo x, e os valores de P, ao eixo y.

* 1° Passo: Verificar quem sdo as varidveis de decisdo, que neste caso, a quantidade de
produtos, denotados por P;(Produto 1) e P»(Produto 2).
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Os dados:
O lucro unitario de P; é de RS 1000,00;
O lucro unitario de P, € de RS 1800,00;
Sao necessarias 20 horas para produzir 1 unidade de P;
Sao necessdrias 30 horas para produzir 1 unidade de P;
O tempo anual de producdo disponivel € de 1200 h;
A demanda esperada para a varidvel P é de 40 unidades; e
A demanda esperada para a variavel P, € de 30 unidades.

Antes de prosseguir, € fundamental destacar que o tempo anual de 1200 horas € o limite,
sendo assim, pode ser que seja utilizado um tempo menor para que se atinja o lucro méximo. De
maneira andloga, deve-se pensar que para os produtos P, P, talvez ndo seja necessdrio produzir

as 40 unidades de P; nem as 30 unidades de Ps.

E para completar esta andlise, algumas questdes também precisam ser ponderadas. A
primeira é que como o objetivo a ser alcangado € o lucro maximo, e o maior lucro € na producio
do P2, logo, bastaria fabricar apenas produtos do tipo 2 para alcancgar esta meta? Vale ressaltar
que, para a producdo deste produto, sdo necessdrias 30 horas de um total de 1200, portanto
poderiam ser fabricados 40 produtos. Com a venda destes produtos seria possivel atingir o lucro
maximo? Ou, ao invés disso, se fabricassem mais do produto 1, cujo tempo de produgdo é menor,
o lucro maximo seria alcancado? Para responder estas e outras perguntas, deve ser utilizada a PL

para chegar ao resultado 6timo.

* 2° Passo: Definir a equacdo que representa o objetivo que se quer maximizar ou minimizar;
L(Py, P,) =1000.P; + 1800.P,

* 3° Passo: Definir as restricoes;

Ry :20.P 4 30.P, < 1200;
Ry 1Py < 40;
Rs P, < 30;
fora as triviais;
Ry P, >0
Rs :P, > 0.

* 4° Passo: Transpor as informacdes das restricdes para os eixos coordenados (Figura 13);
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Figura 13 — Poligono com a regiao viavel do exemplo 1

N

Y

L 4

® ®
E D \

Fonte: O autor, 2021.

Este poligono criado entre os vértices A(0, 30), B(15, 30), C(40, %), D(40,0),e £(0,0)
satisfaz o problema desejado, ou seja, a regido satisfeita por todas as restricdes. Pode-se agora
descobrir qual destas solugdes serd a melhor, ou seja, a melhor combinacdo de vendas, a que

proporciard o melhor lucro com a venda dos produtos dados, Py, P;.
* 5° Passo: Analisar o grafico.

Mesmo reduzindo o problema ao poligono acima, ainda continua com algumas possibilidades de

respostas (combinagdes), entre os vértices deste poligonos.
Sao eles: A = (0,30), B = (15,30),C = (40, %), D = (40,0), E = (0,0)

Lembrando que os valores correspondentes ao eixo x serdo atrelados a P, € os valores

correspondentes ao eixo y serdo atrelados a Ps.
A funcdo a ser maximizada: L(P;, P,) = 1000.P; + 1800.P,
L 4(0,30) = 1000.0 + 1800.30 = 0 + 54000 = R$54.000, 00
Lp(15,30) = 1000.15 + 1800.30 = 15000 + 54000 = R$69.000, 00
L (40, %) = 1000.40 + 1800.% = 40000 + 24000 = R$64.000, 00
Lp(40,0) = 1000.40 + 1800.0 = 40000 + 0 = R$40.000, 00
Lg(0,0) = 1000.0 4+ 1800.0 = 0 + 0 = R$0, 00

Pode-se concluir que a melhor escolha para a fabricacdo dos produtos seria produzir 15

produtos do tipo 1 e 30 do tipo 2, pois geraria um lucro maximo de R$69.000, 00.
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E hé de se pontuar que Ly ndo seria necessdrio calcular, pois ndo estaria vendendo
nenhum produto do tipo 1 nem do tipo 2; e L dependendo dos produtos de tipo 1 e dos produto
de tipo 2, talvez ndo fosse necessario calcular, pois o nimero de produtos do tipo 2 seriam um

ndmero decimal e nao fosse conveniente.

Exemplo 2. (PRADO, 2016) Uma fabrica de computadores produz dois modelos de
computador: x; € 25 . O modelo x; fornece um lucro de R$180,00 e x5 de R$ 300,00. O modelo
x1 requer, na sua produ¢do, um gabinete pequeno e uma unidade de disco. O modelo x, requer
de um gabinete grande e duas unidades de disco. Existem no estoque: 60 unidades do gabinete
pequeno, 50 do gabinete grande e 120 unidades de disco. Como maximizar o lucro desta empresa.

A fungdo a ser maximizada: f(z1,x2) = Z = 180.x1 + 300.2

(

$1§60

.. J T S 50
As restricoes presente no exemplo:

x|+ 21‘2 S 120

L1, T2 2 0

Figura 14 — Poligono com a regiao viavel do Exemplo 2

™
A\B

Y

S

E D

Fonte: O autor, 2021.

O poligono formado pelos os pontos A(0, 50), B(20, 50), C'(60, 30), D(60,0), £(0,0) é
a regido viavel do problema de (PRADO, 2016), a soluciao do exemplo proposto acima de Prado

estara neste poligono.
J(A) =180.0 + 300.50 = R$15000, 00
f(B)
J(@)
f(D)

180.20 + 300.50 = R$18600, 00
180.60 + 300.30 = R$19800, 00

180.60 + 300.0 = R$10800, 00
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f(E) = 180.0 4+ 300.0 = R30, 00

Logo, o lucro maximo na confecgdo sera na venda de 60 produtos do tipo z; e 30

produtos do tipo 9, € o valor obtido nesta venda sera de R$19.800, 00.

Porém este trabalho foca na programacao linear que trabalha com as restricdes e as
fungdes ambas lineares, iniciando com o método grafico de resolu¢do no R2, além do uso
da tecnologia como forma de resolucao. Assim sendo, a ferramenta tecnolégica escolhida foi
o Solver, ferramenta do Software Microsoft Office Excel, que seré visto no Capitulo 4 deste
trabalho.

4.4 Ferramentas digitais para resolver problemas de Programacao Linear

Em geral, os modelos de PL que representam problemas praticos podem conter milhares
de varidveis e restrigdes. Assim, o tnico modo plausivel de resolvé-los € via uso de computadores
(TAHA, 2008). Ha varios softwares populares que podem ser usados para obter a solucdo de um

problema de PL. Entre eles, tem-se:

* 0 Solver do Excel o qual é mais atraente para quem gosta de usar planilhas, e 0 AMPL —

linguagem algébrica de modelagem. Para mais detalhes, veja Taha (2008).
Além destes, Hillier e Lieberman (2013) destacam entre outros:

* 0 LINDO, um otimizador tradicional, e o LINGO, uma popular linguagem de modelagem
algébrica;
* MPL, uma popular linguagem de modelagem algébrica, e seu excelente resolvedor CPLEX,
o otimizador de ponta mais usado.
Vale citar também a ferramenta online:

* PHPSimplex pela sua interface amigével e acesso gratuito online.

Neste trabalho, almeja-se utilizar resolvedores que sejam mais faceis de serem usados e acessados
e, além disso, venham ao encontro de algumas habilidades elencadas em Brasil. Ministério da
Educacio (2018) que espera-se que sejam adquiridas pelos alunos da educacio basica como, por

exemplo, o uso de planilhas eletrOnicas e tecnologias digitais.

Considerando-se o que ja foi mencionado, neste trabalho, opta-se por usar o Solver do
Excel e o PHPSimplex, os quais serdo tratados com mais detalhes a seguir.
4.4.1 Resolu¢do de um PPL com o Solver do Excel

Preliminarmente, vale ressaltar que, conforme o preconizado nos Pardmetros Curriculares
Nacionais (PCN) para o Ensino Médio (BRASIL. Ministério da Educagdo, 2001), em suas
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competéncias e habilidades, deve-se “Aplicar as tecnologias associadas as Ciéncias Naturais na
escola, no trabalho e em outros contextos relevantes para sua vida”. Dessa forma, os problemas
que envolvem a otimiza¢do podem ser utilizados no dia a dia dos alunos, contribuindo para sua
formagdo profissional. Além do mais, o uso da tecnologia como subsidio no processo de ensino-
aprendizagem torna o assunto mais atraente para os alunos quando eles percebem a aplicacio do
conteddo na realidade em que vivem. Além disto, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
(BRASIL. Ministério da Educagao, 2018), que deverd ser implementada em todas as escolas
brasileiras até o final de 2021, propde que “os estudantes utilizem tecnologias, como calculadoras

e planilhas eletronicas, desde os anos iniciais do Ensino Fundamental”.

Neste capitulo, serd aplicado um método de resolucao utizando Software Microsoft Excel,
mais precisamente, o Solver, e com um passo a passo para se chegar ao valor que melhor atenda
a resolucdo de uma expressao, solugdo 6tima, em outras palavras, maximizar ou minimizar a

expressao dada.
i) Apresentacdo do Excel

Serdo apresentados alguns itens a respeito da planilha do Excel (Figura 15).

Figura 15 — Apresentacao do Excel

= - - Pastal - Excel B - &8 X
m Piginalnicial |~ Inserir  LayoutdaPégina  Férmulas  Dados  Revisio  Exibir  PowerPivot @ e £, Compartilhar
- . o= o =. . = B gz22) [ T Bx B X A
Calibri MLURE- O i — -  E¢Quebrar Texto Automaticamente | Geral - = 2] 4 | £2X ] =) 4

B - 3 , » H | m- Z
o NI S- c DA === E= [E MesclareCentralizar - L. g om 4 9 Formatagio Formatar como Estilosde  Inserir Excluir Formatar _ Classificar Localizar e
Condicional~  Tabela~  Célula~ - - - eFiltrar ~ Selecionar -
Area de Transf. ] Fonte ] Alinhamento ] Ndmero ] Estilo Células Edicao ~
4 v f: v
A B D E F G H J K L M N o P Q R T u
4 1
6

Fonte: O autor, 2021.

Aprendizado sobre alguns dos itens da barra de ferramenta da planilha do Excel e como

instalar o Solver.

Chama-se de planilha a pagina aberta no Excel, e os retangulos visiveis, de células,
as quais sdo formadas pelos cruzamentos de colunas e linhas (F4), em que a letra maitscula

representa a coluna; e o numero, a linha, como mostra a Figura 16.
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Figura 16 — Barra de Ferramenta do Microsoft Excel

B

LG Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Férmulas Dados Revisdo Exibir

Fonte: O autor, 2021.

Breve apresentagdo dos itens da barra de ferramenta, Microsoft Office, Excel 2016, que

serd utilizada nesta parte do capitulo.

* Arquivo: abrir arquivo novo ou salvo, salvar arquivo, exportar, - - - ;
* Pagina Inicial: itens de formatag@o, mesclar células, mudar cor de letras - - - ;

* Inserir: modelos de tabelas, modelos de graficos, modelos de imagens, hiperlink, simbolos

matematicos, - - - ;
* Layout de Paginas: configuracdo de paginas como, margens, recuo, plano de fundo, - - - ;
* Férmula: auto soma, média, férmulas pré definidas como, senx, cosz, conta.se, - - -;

* Dados: pode ser tratado os dados externos como tabela, tratar informacdes internas e

externas, filtros, conversao de texto para colunas, Solver;

» Revisao: revisdo de arquivos, revisdo ortografica, seguranca de planilha ou celula, diciona-

rio, idiomas, - - - ;

 Exibir: layout de exibi¢do, adcionar linhas de grade, zoom, - - - ;

Estas sdo algumas das utilidades do Software Excel, que permite criar formulas, graficos, dentre
outras aplicacdoes das mais faceis as mais complexas, como contar palavras dentre outras

fungdes.

A ferramenta utilizada neste trabalho € o Solver do Excel, porém em algumas versdes do
Excel, esta ferramenta ndo estd habilitada. Para habilitd-la, deve-se ir em “arquivo”, em seguida
“opg¢des”, logo apds “suplementos”. No fim da pdgina, havera “gerenciar”, e deve-se clicar em

“suplemento do Excel”, e entdo habilitar o Solver do Excel.
ii) Passo a Passo de resolu¢cdo com o Solver do Excel

O Excel sera utilizado para resolver o problema de PL que foi resolvido por resolugdo grafica
no item 4.2 deste trabalho. A finalidade é checar se chegard ao mesmo resultado do exemplo
anterior. Segundo Rodrigues et al. (2014), é possivel resolver problemas de PL com este software

da seguinte forma:
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Exemplo - Certa empresa fabrica dois produtos z; € x5. O lucro unitdrio do produto x; é
de R$ 1.000,00 e o lucro unitéario de x5 € R$ 1.800. A empresa precisa de 20 horas para fabricar
uma unidade de x; e de 30 horas para fabricar uma unidade de x5. O tempo anual de produgao
disponivel para isso € de 1200 horas. A demanda esperada para cada produto é de 40 unidades
para x; e 30 unidades para z-. Construa o modelo de programacdo linear que objetivo maximizar

o lucro, utilizando a ferramenta Solver do Excel.

A formatacdo nada tem a ver com o resultado, apenas para dispor os dados. Ja a férmula
dard os resultados esperados para cada etapa da criacdo da programacdo. As células que contém
féormulas devem comecgar pelo sinal de igual “ =", para que o programa entenda que ali estd
sendo inserido uma férmula e assim possa calculd-la. Vale destacar que nas férmulas serdao
utilizadas as aspas para dar destaque textual, porém na célula ndo devem ser utilizadas, pois o
Microsoft Excel entenderd que € um texto e assim ndo gerard um resultado mas um texto com

nameros.

Primeiro Passo: Fazer um resumo do problema, coletando os dados que foram apresenta-
dos e as restricoes impostas. Todas as células estdo como texto, e ndo como férmula para ser

calculada, sendo assim, sd@o apenas um resumo do que seré calculado (Figura 17).

Figura 17 — Resumo dos dados do exemplo

A B C
1 Resolu¢ao

Expressdo a ser Maximizada
MAX z =1000.X,+1800.X,

2

3

4

5 Sujeito as restricoes
6 1-  20.X,+30.X,<1200
7

8

9

i X, < 40
I - X, <30
IV - X, 20

10 V- X, 20

Fonte: O autor, 2021.

* ACT: mesclar células Al a C'1, “Resolugao”;
* AC?2: mesclar células A2 a C2, “Expressao a ser maximizada”;
o AC3: mesclar células A3 a C3, “max z = 1000.2; + 1800.25”;

o ACG: mesclar células A6 a C6, “20 x 1 + 30 x x5 < 12007;
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ACT: mesclar células A7 a C7, “x; < 407;
ACS8: mesclar células A8 a AR, “zs < 307
AC9: mesclar células A9 a C9, “x; > 07;

AC'10: mesclar células A10 a C10, “xy > 07

As células AC2 e ACS5 foram pintadas com o fundo verde e azul, respectivamentes, para

destacd-las apenas. Isso ndo alterara os resultados.

Segundo Passo: preparacdo da planilha no preenchimento das células com os dados

iniciais.

Colocar a expressdo a ser maximizada ou minimizada (Figura 18);

L(QTl, l’g) = 1000$1 + 1800(E2

Figura 18 — Dados iniciais do Problema

A B c D E F G H

1 Resolugao Coeficientes das Varidveis
2 | Expressdo a ser Maximizada Xy Xy
3 MAX z =1000.X,+1800.X, 1000 1800
4 Variavel Ideal

5 Sujeito as restrigdes Maximo(1000.X, + 1800X,) = 0

6 1-  20.X;+30.X,< 1200

7 |- X, < 40

8 |- X, €30 X1 : Quantidade de produto 1

9 [IV- X, 20 X2 : Quantidade de produto 2

10 |V - X; 20

Fonte: O autor, 2021.

Formatacdo

Foi inserida a expressdo a ser maximizada (fundo verde) e no quadro serd preenchido

pelos dados como:

(G2 identifica¢do da 1* Variavel;
H?2 identificacdo da 2* Varidvel;
(G3: coeficiente de z1;
H 3: coeficiente de x5;

G4: reservar esta célula para o Solver preencher com o maximo valor de x4, respeitando

as restricoes;
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* H4: reservar esta célula para o Solver preencher com o méaximo valor de x5; respeitando

as restrigOes; e

* (GH5: mesclar as celulas G5 e H5 e juntar, com os maximos valores de x; e x5. Esta

célula serd preenchida com o valor mdximo da expressdo a ser maximizada, por exemplo.

Relebrando que a formatacdo ndo influencia nos resultados.

Foérmula

(G3: preencher com o coeficiente de x, ou seja, 1000.

H 3: preencher com o coeficiente de 2, ou seja, 1800.

G4 e H4: preenchidas pelo Solver no final de todas as formata¢des e férmulas;

G H5: colocar a expressdo a ser maximizada de acordo com as células G4 e H4; =
G3+ G4+ H3x H4, quando o Solver definir o maximo de x; e x», automaticamente, esta

célula serd preenchida pelo maximo da expressdo desejado.

A célula GHb5 indicard o valor de zero, pois ainda ndo se sabe os valores de G4 e H4.

Terceiro passo: inserir as restricdes do problema para serem calculadas (Figura 19).

Figura 19 — Formatacao das restricoes

J K Il M N O
Precisar para o Solver
Restricbes Coeficientes Facilitador de restrigcbes constantes pés sinais
X4 X5 Expressdes com os coef. Constante

(o B o N S B S

Fonte: O autor, 2021.

Formatacgdo

Foi feito um quadro com as restri¢des, a ser preenchido no Solver.

e JO1 : Mesclar J1, K1, L1, M1, N1,01, (apenas para escrever o que serd preenchido
neste quadro);

* JK2 : Escrever “Restricdes”;

e L2, M2 : Preparar esta coluna para os coeficientes das restri¢des, mesclar L2 e M2 ;
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N2 : Preparar esta coluna para o facilitador de restri¢cdes. Serdo postos os coeficientes das
restricoes (inequagdes) para a resolugdo do Solver, a esquerda dos sinais das restri¢des;
O2 : Preparar esta coluna para as constantes das desigualdades, apds sinais das restrigdes;

L3 : Preparar esta coluna para receber os valores dos coeficientes da primeira varidvel nas

restricoes;

M 3 : Preparar esta coluna para receber os valores dos coeficientes da segunda varidvel nas

restri¢oes;

N3 : Preparar esta coluna para receber as expressoes das inequagdes, apenas com oS

coeficientes das varidveis e o valor das variaveis ideais;
O3 : Preparar esta coluna para receber as constantes das restricdes( inequagdes);
JK4 : Mesclar J4 e K4, primeira restri¢ao; [;

L4, M4 : Seré preenchido com os coeficientes da primeira varidvel e a segunda varidvel,

respectivamente, da primeira restri¢do;

N4 : Serd prenchida de acordo com as varidveis de L4, M4, respectivamente, sendo que

multiplicado pelas varidveis ideais, ou seja, G4, H4, respectivamente;

O4 : Preparar esta coluna para ser preenchida com as constantes p6s sinais de desigualda-
des I;

JK5 : Mesclar J5 e K5, segunda restrigao; II;

L5, M5 : Serd preenchido com os coeficientes da primeira varidvel e a segunda varidvel,

respectivamente, da segunda restri¢ao;

N5 : Serd prenchida de acordo com as varidveis de L5, M5, respectivamente, sendo que

multiplicado pelas varidveis ideais, ou seja, G4, H4, respectivamente;

O5 : Preparar esta coluna para ser preenchida com as constantes pds sinais de desigualda-
des II;

JKG6 : Mesclar J6 e K6, terceira restricdo; I11;

L6, M6 : Sera preenchido com os coeficientes da primeira varidvel e a segunda variavel,

respectivamente, da terceira restricao;

N6 : Serd prenchida de acordo com as varidaveis de L6, M6, respectivamente, sendo que

multiplicado pelas varidveis ideais, ou seja, G4, H4, respectivamente;

O6 : Preparar esta coluna para ser preenchida com as constantes pds sinais de desigualda-
des I11;
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Faltam ainda duas restricdes, que seriam x > 0,y > 0, mas estas serdo inseridas diretamente no

Solver, pois existe uma funcao disponivel.

Formula

A Figura 20 abaixo mostra as células das restri¢des com coeficientes.

Figura 20 — Células das Restricoes com os coeficientes - Parte 1

K

IL M

N

Precisar para o Solver

o]

1

2 Restrigbes Coeficientes Facilitador de restricoes constantes pés sinais
3 Xq X5 Expressdes com os coef. Constante

4 | 20 30

5 ] 1 0

6 i 0 1

Fonte: O autor, 2021.

e L4 : Inserir o coeficiente de z; da restri¢ao I “= 207;

e M4 : Inserir o coeficiente de x4 da restrigao I “= 307;

* L5 : Inserir o coeficiente de x; da restricdo Il “= 17

* M5 : Inserir o coeficiente de x5 da restricao I “= 07;

* L6 : Inserir o coeficiente de x; da restricdo III “= 07;

* M6 : Inserir o coeficiente de x5 da restricao III “= 17;

* Asrestricdes IV e V ndo precisam ser incluidas, pois o Solver ja as considera mediante

marcacao de item, o qual serd apresentado futuramente neste trabalho.

A Figura 21 abaixo mostra como ficam todas as células de restri¢des preenchidas com os dados.

Figura 21 — Células das Restricoes com os coeficientes - Parte 2

K

L M

N

Precisar para o Solver

0]

2 Restri¢oes Coeficientes Facilitador de restrigdes constantes pos sinais
3 Xq X, Expressdes com os coef. Constante

4 | 20 30 0 1200

5 1l 0 0 40

6 Il 0 1 0 30

Fonte: O autor, 2021.
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Agora sera uma parte muito importante, nesta etapa acontecera a preparagdo para a

resolucdo do Solver, ou melhor, entregar a solugdo ideal para esta questao.

* N4 : A expressdo que atende a restri¢ao [, “= L4 « G4 + M4 « H4”, na célula N4 = 0,
¢ esperado este valor, pois G4 e H4 sao as células reservadas para o Solver entregar os
valores ideais para as varidveis x; e o, respectivamente, € neste momente estdo vazios, ou

seja, no primeiro momento nulos;

* N5 : A expressdo que atende a restrigdo II, “= L5 x G4 + M5 x H4” na célula, N5 = 0,
também € esperado este valor, pelo mesmo motivo acima, pois G4 ¢ H4 sdo as células re-
servadas para o Solver entregar os valores ideais para as varidveis x; € xo, respectivamente,

e, neste momente estdo vazios, ou seja, no primeiro momento nulos;

* NG : A expressdo que atende a restricao III, “= L6 « G4 + M6« H4” ,na célula, N6 = 0,
este valor também € esperado, pois G4 e H4 sdo as células reservadas para o Solver

entregar os valores ideais para as variaveise x; € xy, respectivamente.

Um questionamento pode vir a surgir em relag@o a restri¢do faltante, que sdo x;, zo > 0; porém

ao utilizar o Solver, pode-se habilitar a funcdo para trabalhar com esta hipotese.

E a dltima coluna serd preenchida com as constantes das restricdes, a saber:

e (O4 : Inserir com a constante da restricdo I “= 1200";
* O5 : Inserir com a constante da restri¢ao Il “= 407; e

* (06 : Inserir com a constante da restricao III “= 30”.

Diante do exposto, serd possivel descobrir os valores ideais para as varidveis de x1, zo,
respectivamente. As células que o Solver ird preecher com estes valores ja foram reservadas,

além de haver as expressoes dependentes desses valores, que sdo as restri¢oes.

Na barra de “Ferramenta”, clique em “Dados”, e em seguida, no Solver e aparecera a janela

conforme mostra a Figura 22:
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Figura 22 — Apresentacao do Solver do Excel

Pardmetros do Solver

(=] E

| Definir Objetivo:

Para: Mix. Min. @ Valor de: 0

=

Alterando Celulas Varigveis:

£l
Sujeito as Restrigdes:
Adicionar
Alterar '
Excluir |
Redefinir Tudo
- | Carregar/Salvar |
¥ Tormar Varidveis Irrestritas Nio Negativas
Sglecionar um GRG Ndo Linear T] |'- Qpgdes ﬂl
Metodo de = | |
Solugio:

Método de Solugdo

Selecione 0 mecanismo GRG Ndo Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares.
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver linearés, Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves.

Ajuga : Resalver | Fechar |

Fonte: O autor, 2021.

A janela do Solver do Excel apresenta algumas fun¢des, como:

“Definir Objeto”: E a célula onde se encontra a expressao a ser maximimizada ou minimi-

zada; No exemplo em questdo, encontra-se na célula GH5;

“Para”: Como o objeto deste estudo é programacao linear, apenas utilizaremos Mdx para
maximizar ou Min para minimizar a expressdo dada. No exemplo em tela, devera ser

marcado Max;

“Alterando células varidveis”: Para escolher a(s) célula(s) onde o Solver preencherd com
o(s) valor(es) ideal(is). Aparecera o simbolo “$”, pois a célula ficard fixa com este valor.

No contexto deste exemplo, encontra- se nas células G4 ¢ H4;

“Sujeito as restrigdes”: Local onde deverao ser preenchidas as restricdes com as opgdes
“Adicionar”, “Alterar”, “Excluir”, por exemplo. Neste caso, entrardo as restri¢des I, II, e
IIT;
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No momento em que for adicionar as restri¢des, aparecerd uma nova janela, como na Figura 23:

Figura 23 — Adicionar as restricoes no Solver do Excel

Adicionar Restrigdo &J
Referéncia de Célula: Restrigao:
| -~ & B
| oK | Adicionar Cancelar

Fonte: O autor, 2021.

Devem-se acrescentar em “Referéncia de célula”, as expressdes que foram criadas na
preparagao do quadro de Restri¢des, tais como,” L7” para restricao I, ” L8 para restricao II,
7 L9” para restri¢ao III. Importante destacar que os sinais dessas desigualdades serdo o de “<=",
tendo em vista que ndo existe um simbolo matematico unico de ” < ” no Solver. Além disso,
o campo “Restri¢do” sera preenchido pelas contantes (os coeficientes) das restri¢des I, II e 111,
respectivamente, e também pelas células onde se encontraram as varidveis x; e x5 através do

simbolo matemadtico “>=0" . Vale lembrar que as varidveis de decisdo devem ser bem definidas.

* “Tornar varidveis irrestritas ndo negativas”: Deve-se habilitar esta fungdo para que as

varidveis sejam todas positivas. No exemplo estudado, esta habilita¢do restringe z1, x5 > 0;

» “Selecionar uma método de resolu¢do”: “GRG ndo Linear”, “LP Simplex” ou “Evolutio-
nary”’; Levando em considera¢do que o objeto deste estudo € a programacgao linear, deve-se,
entdo, habilitar a fun¢io “LP Simplex”.

Assim sendo, os parametros do Solver, para este exercicio, ficario como mostra a Figura 24:
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Figura 24 — Configuracao final do Solver do Excel

Pardmetros do Solver bt

Definir Objetiva: SPS17

|-

(=1

Parai (@) Max. ) Mip. (O valor de:

Alteranda Células Wariaveis;

5G54;5H54

3

Sujeito as Restricdes:

5654 5H == 1

SME4 £ = 5054 Adicionar

CMNEE <= §085

S5MSE <= 5056 Afterar
Excluir

Redefinir Tudao

Carregar/Salvar

Tarnar Varidveis [rrestritas Ndo MNegativas

Selecionar um LP Simplex b
Método de
Solucdo:

Opcoes

WMetodo de Solucgo

Selecione 0 mecanismo GRG Nio Linear para Problemas do Solver suaves e nao lineares.
selecione 0 mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lingares, Jelecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves,

Fonte: O autor, 2021.

O Solver resolverd de acordo com as entradas das restri¢des, encontrando a solugao

6tima, conforme a Figura 25 abaixo:
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Figura 25 - A solucao encontrada do Solver do Excel

Resultados do Solver @
O Solver encontrou uma solugdo de numero inteiro
Resposta

(® Manter Soluc3o do Salver

|

‘ dentro da toleré@ncia. Todas as Restrigdes foram Relatérios
|

| Q Restaurar Valores Originais

|

|

Retornar a Caixa de Didlogo Par@metros do ._) "
2] Solver O Relatorios de Estrutura de Topicos

Cancelar Salvar Cendrio...

O Solver encontrou uma solu¢io de nimero inteiro dentro da toleréncia. Todas as Restrigdes foram
satisfeitas.

E possivel que existam melhores solucBes de numero inteiro. Para ter certeza que o Solver
encontre a melhor solug3o, defina a tolerancia de nimeros inteiros como 0% na caixa de dialogo
de opgdes.

Fonte: O autor, 2021.

A mensagem que aparece na tela , Figura 25 acima, mostra que o Solver do Excel
encontrou a solugdo ideal procurada, com todas as restricdes e condi¢des satisfeitas, e estas
solucdes encontram se nas células F'7, com o valor de xy = 15, e na célula G'7, com o valor de
x9 = 30, ou seja, o par ordenado (15, 30), neste exemplo, o valor ideal que consegue chegar no

valor mdximo da expressdo. E com este par de solu¢do, chega-se no valor mdximo da expressao

desejado.
Figura 26 — Maximizacao do exemplo

E _ F G H
1 Coeficientes das Variaveis
Z %i X,
3 1000 1800
4 Variavel Ideal 15 30
5 Maximo(1000.X, + 1800X,) = 69000

Fonte: O autor, 2021.

Logo, no exemplo em questio, os valores ideais para a expressao sdo x; = 15 e x5 = 30
conforme mostra a Figura 26. J4 o valor maximo da expressao L(z1,xs) = 1000.21 + 1800.z,

de acordo com os valores encontrados, serd L(xy,x2) = 6900 que se encontra na célula GHb5.
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4.4.2 Resolu¢do de um problema de PL. com PHPSimplex

O PHPSimplex é uma ferramenta online ! para a resolugio de problemas de PL, possui
uma interface bem simples e intuitiva. Ele soluciona problemas pelo método Simplex, o método
das Duas Fases, e o método Grifico, e ndo tem limitacdes quanto ao nimero de varidveis
de decisdo ou de restricdes dos problemas. Seu uso € livre e gratuito. Além disso, no site esta

disponivel um manual de ajuda do PHPSimplex onde aprende-se a usar a ferramenta rapidamente.

1

Disponivel em: http://www.phpsimplex.com/
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5 METODO SIMPLEX

Como visto no método gréfico, depois de criada a regido vidvel, a parte a ser analisada
serdo os vértices (extremos) desta regidao. Este método de resolucgao € eficiente para problemas
com duas varidveis, porém com trés variaveis, se torna mais trabalhoso, e acima de trés varidveis
nao ¢é possivel utilizar o método geométrico. Para esta situacao, Dantzig (1963) elaborou um
algoritmo que permite calcular as solugdes vidveis, ou seja, os extremos da regido vidvel, quando
esta existir, para qualquer quantidade de varidveis. Tal algoritmo é conhecido como método
Simplex, o qual utiliza a dlgebra e tdo somente a dlgebra para chegar a valores vidveis. Segundo
Boldrini, et al. (1980, p.374), “o método Simplex nada mais € do que um algoritmo de busca,
isto é, ele comeca num vértice da regido factivel e move-se de um vértice factivel a outro até

encontrar o vértice 6timo”.

5.1 Fundamentacio para o método Simplex

De acordo com o Capitulo 3 deste trabalho, os sistemas de equacgdes lineares podem ser

representados matricialmente:

1121 + A19T9 + @133 + ... + 1Ty = bl

A21T1 + Q29%o + A23T3 + ... + A2, Ty = bo
S Ar =0

| m11 + oo + m3Xs + ... + GmnZn, = b,

mas também podem ser representados da seguinte forma:

a1 a1z 413 ... Aip 1 by
Q21 Qg2 (23 ... Qop To by
Am1 Gm2 m3 --- Amn Tn bm

Tomando:

A= como a matriz com os coeficientes das varidveis de decisio;

x= como o vetor das incégnitas; e

b= como o vetor dos termos independentes.

tem-se um sistema de equagdes com m equacgdes € com n incognitas, com n > m.

Define-se:
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 varidveis bdsicas, as m variaveis escolhidas de A;
* varidveis ndo-bdsicas, as demais varidveis (n — m) escolhidas de A; e

* solucdo bésica, a solugdo do sistema formado pelas colunas correspondentes as varidveis

basicas.

Segundo Boldrini, et al. (1980, p.378), “Dado um conjunto com m equagdes lineares com
m incognitas, B, qualquer submatriz do tipo m X m, ndo singular, formada por m colunas
independentes de A e seja N a submatriz m x (n —m) formada pelas (n —m) colunas restantes,

as que ndo pertencem a B”.
Logo, tem-se:

rB

Ax:b—>[B N] —bo Bag+Nay=b

TN

onde:
B € a matriz basica;
N é a matriz ndo-basica;
x g € a variavel basica; e

xy € a varidvel ndo-basica.
* Variavel de folga(f;)

Para resolver o Problema de Programacgao Linear (PPL) pelo método Simplex deve-se reescreve-
lo na forma padrio, ou seja, em forma de equagdes lineares, e para balancear as desigualdades

lineares utiliza-se varidveis de folga ou de excesso.

De acordo com Marins (2011), qualquer desigualdade pode ser transformada em uma

igualdade equivalente, adicionando novas varidveis nao negativas.
a1r1 + asxy + - -+ + a,x, < b; logo, tem-se:

a1 + asxy + - - - + ayx, + f; = byneste caso, f; é a varidvel de folga.
* Varidvel de excesso (¢;)

Ainda de acordo com Marins (2011), ao subtrair novas varidveis nao negativas, transforma-se

qualquer desigualdade em uma igualdade equivalente.
a1x1 + asxs + - - - + a,x, = b;logo tem-se:
a1r1 + asxy + - - - + a,r, — e; = b; neste caso ¢; € a variavel de excesso.

Serd modelado o exemplo a seguir, do Capitulo 4, extraido de Prado (2016).
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Exemplo 2.(PRADO, 2016) Uma fabrica de computadores produz 2 modelos de compu-
tador: 1 € 9 . O modelo z; fornece um lucro de R$180,00 e x5 de R$ 300,00. O modelo z;
requer, na sua produgdo, um gabinete pequeno e uma unidade de disco. O modelo x5 requer 1
gabinete grande e 2 unidades de disco. Existem no estoque: 60 unidades do gabinete pequeno,

50 do gabinete grande e 120 unidades de disco. Como maximizar o lucro desta empresa?
Representacdo algébrica do PPL.
A fungdo a ser maximizada: f(z1,x3) = Z = 180.x; + 300x
sujeito a:

1 <60

T9 < 50

xr, + 21‘2 S 120

1,22 >0

Preparar para a forma padrao PPL para resolu¢do com a utilizagdo do método Simplex.
Logo as desigualdades lineares ficardo nos moldes de resolucdo para resolugdo pelo
método Simplex, ja inclusa as varidveis de folga e/ou de excesso.

$1+$3:60
$2+$4:50
$1+21’2+£L’5:120

T1,T2,x3,Ty,T5 2 O
e a funcdo a ser maximizada, ficara:

f(l‘l, ZEQ) =/ = 1801‘1 + 3001’2 + 01‘3 + OI‘4 + 01‘5

5.2 Tipos de solu¢ao no método Simplex

De acordo com Boldrini et al. (1980), existem 4 tipos de solucdes:

* Solucdo bésica. Caso todos os componentes de x,, forem nulos, na equacdo B.xp+N.xy =
b, a equacdo se resumird a B.xp = b, em consideracdo a base B. Todas as solugdes desta
equacdo sdo chamadas de solucdes basicas. Em contrapartida, os componentes de z g sao
chamdos de varidveis basicas e os componentes de xz yde varidveis nao-bdsicas. Pelo ponto

de vista geométrico, as solucdes bdsicas serdo os vértives da regido vidvel.

* Solugdo basica degenerada. Caso uma ou mais varidveis basicas nas solu¢cdes bdsicas
forem nulas, esta solug@o € conhecida como solucdo bésica degenerada. Segundo o ponto

de vista geométrico, serdo os vértices onde haverd duas ou mais retas se intersectando.
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Considere
Ax =10

Y

z >0

que representa as restricdes do PPL na forma padrdo.

* Solugdo factivel. Se um vetor x satisfaz todas as restricdes na forma padrao do PPL,
esta solugcdo € chamada de factivel. Bem como, se uma solugdo factivel também for uma
solucdo bdsica, serd considerada por solugdo basica factivel. Por outro lado, se esta solucio

for uma bésica degenerada, esta sera classificada por bésica factivel degenerada.

Considere

T =

0
Suponha uma func¢do objetivo (minimiza-la) f(x); sujeito as restrigdes Az = b; e com os

elementos ndo negativos = > 0.

* Solugdo bésica factivel 6tima. E a solugdo basica factivel que gere o valor 6timo, que no

item acima, minimiza a fungéo objetivo f(x).

5.3 Teorema Fundamental da Programacao Linear

De acordo com Boldrini et al. (1980), dado um PPL na forma padrio a matriz A (a matriz
com os coeficientes das varidveis de deciséo) serd do tipo m X (n + m), onde m nimeros de

equacdes e com n 0 numero de incdgnitas.

* Se existe uma solugdo factivel, existird uma solucao factivel;

* Se existe uma solugdo factivel 6tima, existird uma solugdo basica factivel 6tima.

Ainda de acordo com Boldrini et al. (1980), este teorema junto a relagdo de equivaléncia entre as
solucdes basica factivel e os vértices dos poligons de regido viavel permite afirmar que o nimero
de iteragdes do método Simplex é limitado, pois um sistema que possua m equagdes e (n + m)

incognitas terd no maximo:

n+m (m+n)!

m - m' n'

solucdes bdsicas.
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Como o método Simplex é um algoritmo de busca, move-se de vértice em vértice no
poligono da regido vidvel, sem a necessidade de constru¢ao gréfica, ou seja, move-se de solugdo

basica factivel em solucdo bésica factivel até encontrar a solug¢do bdsica factivel 6tima.

5.4 Algoritmo Simplex

De acordo com Loesch e Hein (2009), com este algoritmo € possivel evitar a exploracao
exaustiva de solugdes bdsicas vidveis, seguindo os principios:

1) Percorrer as solugdes bdsicas factiveis vidveis, presentes nos vértices do poligono;

i1) Melhorar o valor da func¢do objetivo afim que possa incrementar (em caso de maximi-

zar) ou decrementar (caso de minimizar), a cada etapa; e
iii) Utilizar regra de parada que testem as seguintes situagdes:
a) Parar caso tenha encontrado a solucao 6tima;
b) Solugdo € ilimitada; e

¢) Nao exista solucdo viavel.

5.4.1 Implementacdo do Método Simplex

De acordo com Belfiore e Favero (2013), os passos que implementam o algoritmo

Simplex podem ser expressos por:
Inicio: O problema deve estar na forma padrao;
1° Passo: Determinar uma solugdo bésica factivel (SBF) inicial;

Uma solugido bdasica factivel inicial a ser tentada € atribuir zero as varidveis ndo bdsicas

(VNB), esta opcdo nao serd vidvel caso alguma restricdo nao seja satisfeita.

2° Passo: Teste da otimalidade: Uma solugdo bésica factivel serd considerada 6tima, se

nao houver nenhuma solugdo bésica factivel adjacente melhor;

Esta solucdo bésica vidvel serd considerada melhor quando houver um acréscimo de
valor na fun¢do objetivo; e de forma andloga uma solugdo bdsica vidvel adjacente serd considera

pior do que a solugdo bésica atual, se houver um decrescimo no valor da func¢ao objetivo.

A seguir, a Figura 27 apresenta a descri¢do geral do algoritmo Simplex.
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Figura 27 — Descricao geral do algoritmo Simplex

Inicio: O problema deve estar na forma padrdo,
Passo 1: Encontrar uma SBF inicial para o problema de PL
SBF inizial =SBF atual
Passo 2: Verificar se a SBF atual e a solu;do otima do problema de FL
Enquanto = 5BF atual ndo € a solugdo otima do problema de PL faga
Encontrar uma SBF adjacente com melhor valor na fungdo objetiva
5BF adjacente = S5BF atual
Fim enguanto

Fonte: Belfiore; Favero, 2013.

Por outro lado, a Figura 28 ilustra o Fluxograma da descri¢do geral do algoritmo Simplex.

Figura 28 — Fluxograma da descricao geral do algoritmo Simplex

inicio na

forma Padrao

|

Encontrar
uma SBF
inicial

A soluca
so Ejgao Se sim,
factivel

é otima?

& Se nao,

Encontrar uma
SBF
adjacente melhor

Fonte: O autor, 2021.

Ainda de acordo com Belfiore e Favero (2013):
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Deve-se determinar a direcao de incremento para a fungdo objetivo, ou seja, buscar a

melhor solucdo bésica factivel. Para atingir este objetivo, trés passos devem ser tomados:

i) Determinar a varidvel nao bdsica que passard para o conjunto de varidveis basicas. A
escolha da varidvel ndo bdsica que passard para o conjunto das varidveis bédsicas deve ser aquela
que determina um maior incremento, ou seja, a que tiver maior coeficiente positivo na funcao
objetivo (Z);

11) Determinar a variavel bdsica que passard para o conjunto das varidveis ndo basicas. A
escolha da varidvel bdsica que passara para o conjunto das varidveis nao basicas deve ser aquela

que limita o crescimento da varidvel ndo bésica selecionada no passo anterior; e

iii) Resolver o sistema de equagdes recalculando os valores da nova solugdo bésica
factivel adjacente. Antes disso, o sistema de equagdes deve ser convertido para uma forma mais
conveniente, por meio de operagdes algébricas elementares, utilizando o método de eliminacao

de Gauss - Jordan.
Retornando ao exemplo (PRADO, 2016) no inicio deste capitulo.

Uma fébrica de computadores produz 2 modelos de computador: z; € x5 . O modelo 4
fornece um lucro de R$180,00 e x5 de R$ 300,00. O modelo z; requer, na sua produgdo, um
gabinete pequeno e uma unidade de disco. O modelo z» requer 1 gabinete grande e 2 unidades
de disco. Existem no estoque: 60 unidades do gabinete pequeno, 50 do gabinete grande e 120

unidades de disco. Como maximizar o lucro desta empresa?
1° Passo: O PPL devera ser escrito na forma do item 4.1, deste trabalho;
A fung¢@o a ser maximizada: f(z1,x) = Z = 180.21 + 300.24
sujeito a:

1 < 60

To < 50

T+ 225 < 120

1,22 >0

2° Passo: Reescrever as restri¢des, na forma padriao dos PPL;
funcgdo a ser maximizada, ficara:

Z = f(xq1, 22, 23,24, 25) = Z = 18021 + 30022 + 0x3 + Oxy + Ox5
As restri¢des ficardo:

.CE1+333:60
I2+ZL‘4:50
ZE1+2$2+I5:12O
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L1,T2,T3,T4,Ts 2 0
3° Passo: Determinar uma solucao basica factivel (SBF) inicial;

Uma soluc@o bdsica inicial é possivel na atribui¢io dos valores 0 (zero) as varidveis de

decisdo x; € xy, varidveis nio basicas;

Portanto o novo sistema de desigualdades lineares, com as varidveis ndo bdsicas atreladas

ao valor nulo, ficarao:

Pela resolucdo de sistema de equagdes lineares,

0+ z3 =60
O+$4:5O
0+2.0+ x5 =120

T1, Tg, T3, T4, T5 2 0

Logo, pode se concluir que:

x3 = 60; x4 = 50; x5 = 120

Uma solucdo bdsica inicial:

Variaveis Nao Basicas (VNB) - 21 = 0; 25 = 0

Varidveis Bésicas (VB) — x3 = 60; x4 = 50; x5 = 120

Solugdo — {x1, xa, x3, 24, x5} — {0, 0,60, 50,120}

Funcio objetivo —z = 180.0 + 300.0 4- 0.60 4- 0.50 - 0.120 = 0

Esta solucdo € visivel na Figura 14, no Capitulo 4, Subsecdo 4.3.1. Este valor da funcio

objetivo refere-se ao vértice E do poligono.
4° Passo: Teste de Otimalidade
Iteragcdo 1: Determinar uma SBF adjacente melhor.

E notério que esta solucdo ndo serd a 6tima, pois qualquer incremento nas varidveis nao
basicas implicard num incremento da funcao objetivo, visto que os coeficientes dessas varidveis
sdo positivos, sendo assim € possivel encontrar uma solugdo bdsica factivel adjacente melhor,

para isto, serdo necessdarios trés passos:

1) Determinar a varidvel ndo bésica que passard para o conjunto de varidveis basicas
(bases).

De x, e x4, a escolha da retirada da VNB, € aquela que possuir o menor coeficiente na

fung¢do objetivo, ou seja, x;.
Para z; sera atribuido o valor nulo.

ii) Determinar a varidvel basica que passard para o conjunto de varidveis nao bdésicas,
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aquela que limita mais o crescimento da fun¢do objetivo.

1 + x3 = 60 x3 = 60
JI2+I4:5O 1’4:50—I2

%
$1+2.§L’2+SL’5 =120 Ty = 120—21’2
Atentando que todas as varidveis devem ser positivas, logo tem-se:
Ty =50—29—22420-50—29=20—-29 <50
Tr5 = 120 — 229—25 > 0 — 120 — 229 > 0—29 < 60

Como a variavel z, limita mais o crescimento da variavel xo, esta deixara de ser variavel
basica e passard para varidvel ndo bdsica, e a varidvel x5 passard a ser considerada varidvel
bésica.

(VNB) -2, =024 =0

iii) Resolver o sistema de equacdes

$1+Q?3:6O 33'3:60

£EQ+£IB4:5O $2:50
tem-se:

T1 + 229 + x5 = 120 T5 = 20

(VNB) - 21, 24 =0

(VB) = x5 = 50; z3 = 60; x5 = 20

Solugdo — {z1, x9, 3, x4, x5} — {0, 50,60, 0,20}

Funcio Objetivo —z = 180.0 4 300.50 + 0.60 + 0.0 + 0.20 = 15.000, 00

Houve um incremento da solugdo inicial para a atual, ainda de acordo com a Figura
14, no Capitulo 4, Subsecdo 4.3.1. Eeste valor da funcio objetivo refere-se ao vértice A do
poligono, até o sentido de percorrer os vértices € bem definido, neste caso o sentido que estd

sendo percorrido € o hordrio, de acordo com os vértices EABCD.
4° Passo: Teste de Otimalidade
Iteracao 2: Determinar uma SBF adjacente melhor, seguindo os trés passos.

Verificar se a SBF adjacente sera melhor ou ndo, se nao, terminou, e a solucao que
maximiza a funcdo objetivo serdo os (VNB, x;,z,) anterior. Mas caso no valor da funcio

objetivo atual, haja algum incremento, o processo continua.

i) Determinar a varidvel ndo bdsica que passard para o conjunto de varidveis bdsicas
(bases).

De acordo com a iteracao anterior, tem-se:

(VNB)—=x1, 4
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(VB)—xg, 13, 5

E notorio que a Unica varidavel, que possa gerar algum incremento na fungao objetivo, é
a variavel z; que tinha sido posta nas varidveis ndo bdsicas, retorna para a varidvel basica. As
varidveis Bdésicas serd atribuido o valor nulo, que neste caso, serd para a varidvel x, e para a

varidvel que entrard no lugar de ;.

ii) Determinar a varidvel basica que passard para o conjunto de varidveis nio bdésicas,
aquela que limita mais o crescimento da func¢@o objetivo, que neste caso serd a varidvel que

limita o crescimento de x;.

’IJ1+’I'3:60 .’173:60—.751
Ty + x4 = 50 T = 50
Tem - se:
I1+2$2+I5=120 x5:20—x1

como as varidveis precisam ser positivas, temos:
r3=60—2;-223>20-060—27 20—-2; <60
5 =20— 21225 2>20-20—27 2 0—-2; <20

Como quem limita mais a varidvel z; € a variavel x5, ela serd posta no lugar de x, nas

varidveis nao bdsicas, (VNB, x4, x5), que receberam o valor nulo.

ii1) Resolver o sistema de equagdes

331—|—373:6O 333:40

$2+(E4=50 5172:50
Tem-se:

T+ 229 + x5 = 120 z1 = 20

Logo, tem-se:

(VNB) - 24, 25 =0

(VB)— 21 = 20; x5 = 50; x5 =40

Solugdo — {x1, x9, 3, x4, x5} — {20, 50,40,0,0}

Fungao Objetivo —z = 180.20 4 300.50 + 0.40 + 0.0 + 0.0 = 18.600, 00

Houve um incremento da solucdo anterior para a atual, ainda de acordo com a Figura 14,

no Capitulo 4, Subsecao 4.3.1. Este valor da funcdo objetivo refere-se ao vértice B do poligono.
4° Passo: Teste de Otimalidade
Iteracdo 3: Determinar uma SBF adjacente melhor, seguindo os trés passos.

Verificar se a SBF adjacente serd melhor ou ndo, se ndo, terminou, e a solu¢cdo que
maximiza a fun¢do objetivo serdo os (VNB, x1,z5) anterior. Mas caso no valor da fungdo

objetivo atual, haja algum incremento, o processo continua.
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1) Determinar a varidvel ndo basica que passard para o conjunto de varidveis basicas
(bases).

De acordo com a iterac¢do anterior, tem-se:
(VNB)—x4, 5
(VB)—=x1, 22, 3

As varidveis ndo bdsicas sera atribuido o valor nulo, que neste caso, serd para a variavel

x5 que limita o crescimento de z;.

ii) Determinar a varidvel basica que passard para o conjunto de varidveis nao bdésicas,
aquela que limita mais o crescimento da funcdo objetivo, que neste caso serd a varidvel que
limita o crescimento de z;.

LE1+$3:60 $1:60—$3
To+ Xy = 50
%
T + QI‘Q + Iy = ]_20

Como as varidveis precisam ser positivas, e das varidveis z; € zo , quem atingird o valor
maximo serd x; se x3 for nulo, e serd a varidvel escolhida para sair das (VB) para ir para (VNB),

no lugar desta varidvel, x3, entrara z,.
(VNB) —u3, x5
(VB) — X1, T2, T4

iii) Resolver o sistema de equacdes

1+ x3 = 60 r1 =60

$2+3§4:50 $4:20
tem-se:

ZE1+2$2+1‘5:120 ZE2:30

Logo, tem-se:

(VNB) - 23, 5 =0

(VB) - 1 = 60; 29 = 30; 2z, = 20

Solugdo — {z1, 29, 3, x4, x5} — {60, 30,0,20,0}

Funcdo Objetivo —z = 180.60 + 300.30 + 0.40 4 20.0 4+ 0.0 = 19.800

Houve um incremento da solucdo anterior para a atual, ainda de acordo com a Figura 14,

no Capitulo 4, Subse¢do 4.3.1. Este valor da funcdo objetivo refere-se ao vértice C do poligono.
4° Passo: Teste de Otimalidade
Iteracao 4: Determinar uma SBF adjacente melhor, seguindo os trés passos.

1) Determinar a variavel ndo basica que passard para o conjunto de varidveis basicas
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(bases).
De acordo com a iteragdo anterior, tem-se:
(VNB)—-x3, x5
(VB)—=x1, ®2, 74

As varidveis ndo bésicas serd atribuido o valor nulo, que neste caso, serd para a varidvel
x9 , € para x3 que ainda satisfara as condicoes de todas as varidveis de decisao serdo positivas ou

nulas.

ii) Determinar a varidvel basica que passard para o conjunto de varidveis nao bdésicas,
aquela que limita mais o crescimento da funcdo objetivo, que neste caso serd a variavel que

limita o crescimento de z;.
(VNB) — x5, 23
(VB) = x1, 24, x5

1ii) Resolver o sistema de equacoes

371+ZE3:60 561:60

$2+ZC4=50 234:50
tem-se:

$1+2$2+ZL’5=120 I5:60

Logo, tem-se:

(VNB) —» x5, 23 =10

(VB) = 21 = 60; x4 = 50; z5 = 60

Solugdo — {x1, xa, 3, x4, x5} — {60,0,0,50,60}

Fungdo objetivo -z = 180.60 + 300.0 + 0.0 + 0.50 + 0.60 = 10.800

Houve um incremento da solu¢@o anterior para a atual, ainda de acordo com a Figura 14,

Capitulo 4, Subsecao 4.3.1. Este valor da fun¢do objetivo refere-se ao vértice D do poligono.
4° Passo: Teste de Otimalidade
Iteracao 5: Determinar uma SBF adjacente melhor, seguindo os trés passos.

1) Determinar a varidavel ndo basica que passard para o conjunto de varidveis basicas
(bases).

De acordo com a iteracao anterior, tem-se:
(VNB) —x3, x5
(VB) —T1, T2, T4

As varidveis ndo basicas sera atribuido o valor nulo, que neste caso, serd para a variavel

x3 que limita o crescimento de x1, € para x4 que também o crescimento da soma .
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ii) Determinar a varidvel basica que passard para o conjunto de varidveis nio bdésicas,
aquela que limita mais o crescimento da func¢do objetivo, que neste caso serd a varidvel que

limita o crescimento de x;.
(VNB) - x3, 24
(VB) — X1, T2, Ty

111) Resolver o sistema de equacdes

x1+.1'3:60 131:60

To + x4 = 50 Ty = 50
tem-se:

r, + 21‘2 -+ Ty = 120 Ty = —40

Logo, tem-se:

(VNB) » 23, 2z, =0

(VB) = 21 = 60; 2o = 50; x5 = —40

Solugdo — {z1, xq, x3, 24, x5} — {60,50,0,0, —50}

Nao sendo possivel, pois uma das primeiras condi¢des era as varidveis de decisdo serem

positivas, 0 que nao ocorreu com a variavel xs.
4° Passo: Teste de Otimalidade

Pela propria definicao do teste de otimalidade, a qual cita solucdo bdsica factivel serd
considerada 6tima, se ndo houver nenhuma solucio basica factivel adjacente melhor, quando
calculou-se o valor da fung@o objetivo na iteragdo 3 (19.800), e na iteragdo 4 (10.800), jd seria

possivel a parada do teste e definir que o valor que maximiza a fungéo objetivo seria (19.800).

5.5 O Problema do Transporte

Conforme Loesch e Hein (2009), o problema do transporte é uma série de problemas
com as seguintes caracteristicas: existem m fornecedores (podem ser denotados por fontes), cada
um com sua oferta, respectivamente, a; = 1,2, 3, ..., m, € n consumidores, cada um com sua
respectiva demanda, b; = 1,2, 3, ..., n, que deverdo receber as mercadorias dos fornecedores.
Serd dado o valor do custo de transporte por cada item ¢ para cada sumidouro ;. Desta forma,
existem diversas forma de realizar este deslocamento a fim de atender a demanda. Porém,
aplicando a PL € possivel planejar uma rota com menor custo e que atenda a todos os depdsitos
(consumidores). O objetivo € saber a quantidade a ser transportada x;; de cada fonte ¢ para cada

sumidouro ;. Observe o exemplo a seguir extraido de Moreira (2010).

Exemplo. (Adaptado, Moreira, 2010). Existem trés fontes de suprimento de um determi-
nado produto, indicadas por F1, F2 e F3, com as seguintes capacidades mensais de producao,
respectivamente: 10.000 unidades, 15.000 unidades e 5.000 unidades, totalizando 30.000 uni-
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dades disponiveis por més. Essas trés fontes devem suprir as necessidades de quatro armazéns
(consumidores), indicados por D1, D2, D3 e D4, com as seguintes demandas de produto por més:
D1 de 8000 unidades, D2 de 4000 unidades, D3 de 7000 unidades, e D4 de 11000 unidades,

atingindo um total de 30.000 unidades de produto demandadas por més.

Figura 29 - Ilustracido do Problema de Transporte

Fontes Destinos

@ 8.000

p— : - S
o S
— *—.;-di - /_’ﬁ_
" ' ,‘:@ 4.000
. P P
— 7.000

0
|
i 11.000

Fonte: Moreira, 2010, p.146.

\
Y

Pela Figura 29, tem-se que a fonte 1 produz 10.000 unidades, a fabrica 2 produz 15.000
unidades e que a fabrica 3 produz 5.000 unidades. Os depdsitos t€m as seguintes capacidades: D1
de 8.000 unidades, D2 de 4.000 unidades, D3 de 7.000 unidades e D4 de 11.000. E as variaveis
de decisdo 11, £12, 13, L14, To1, ..., T34, referente ao custo unitario do deslocamento, conforme

Tabela 1 abaixo.

Tabela 1 — Custos unitarios de transporte

Custos (z;5) Destinos ()
Fontes (i) 1 2 3
1 13 9 8 12
2 12 9 10 14
3 8 8 9 6

Fonte: O autor, 2021.

Uma melhor representacdo, conforme o quadro mostrado na Figura 30 abaixo.
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Figura 30 — Quadro com os dados do custo unitario do transporte da Fonte para o Destino

D, D, Dy Dy | Suprimento
F (13) | (8) (9) (13) 10.000

I T2 13 T1a

Fy (12) (9) (10) (14) 15.000
I T2 T3 L4

Fy @& 1 ® [ @ | © 5.000
L31 T32 T33 T34

Demanda | 8.000 | 4.000 | 7.000 | 11.000 30.000

Fonte: Moreira, 2010, p.146.

Pode-se concluir que:

A funcgdo objetivo a ser minimizada (custo):

7 = 133;'11 -+ 85612 + 91’13 + 1351314 + 12(1721 + 9$22 + 101’23 + 145])24 + 8:13‘31 + 8.%’32 + 9$33 + 6.’E34
O custo dependera de quantas viagens serdo feitas, considerando o deslocamento fabrica
X depésito.

As restri¢des impostas pelo problema serdo divididas em duas etapas: a primeira com
relacdo as fontes, por conta da capacidade de producdo e a segunda em relagdo a demanda, por

ter sua capacidade especifica e conhecida.
Sujeito as restrigdes

Com relacdo as fontes:

211 + 212 + 213 + 14 < 10.000
L1 + Tog + To3 + To4 < 15.000
T31 + T3 + T33 + T34 S 5.000

Com relacdo a demanda:

(

T11 + 21 + 231 = 8.000
X1 + Tog + T3o = 4.000
13 + 93 + T33 — 7.000

L T14 + Toyg + T34 = 11.000

Para a resolucdo deste problema, serd preciso utilizar o método Simplex ou outro método
computacional, por exemplo o Solver do Excel. Porém como j4 foi mencioado, fica invidvel
a utilizacdo do método grafico com 12 varidveis de decisdo, além das 7 restricdes com esta
quantidade de varidveis. Sendo assim, é possivel observar que sempre terd (m x n) varidveis de

decisdo, e (m + n) restrigdes, onde m é o nimero de fontes, e n o nimero de consumidores.
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5.5.1 Modelando os Problemas de Transportes

De acordo com Lisboa (2002), deseja minimizar o custo com transporte:

m n

VA ZZZ aijxij

i=1 j=1
Sujeito as restri¢oes:

De Fabricacao (fonte), ficando sujeito a m restri¢oes:

n
E zij = F;
j=1

De Dep6sito (sumidouro), ficando sujeito a n restri¢des:

m
> @iy =D,
=1

Para:

r;j > 0parai =1,2,...,mej=12..n;

* a;; = custo unitdrio de distribuic@o entre a fonte 7 e o destino j;

x;; = total a ser distribuido da fonte ¢ até o destino j;

F; =total produzido pela fonte 7; e

D; = total a ser armazenado pelo destino j.

Ainda de acordo com Lisboa (2002), para que os problemas de transporte tenham solugdo, €
necessdrio que esteja balanceado, ou seja, o nimero total armazenado deve ser igual ao nimero

total produzido, definindo-o assim:

O exemplo acima j4 estava balanceado, ou seja, o total produzido pelas fontes era
equivalente a demanda. Mas caso ndo o fosse, ou seja, o nimero total produzido pelas fontes
fosse maior que a demanda, ou vice-versa, deveria-se criar uma fonte ou consumidor ficticio,
respectivamente, a fim que pudesse equilibrar a oferta e a demanda total. Criaria- se um depdsito
ficticio com capacidade = produgdo total - capacidade total, com custo de distribuicao nulo ou

uma fabrica com a capacidade = capacidade total - producao total.
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5.6 Problema da Dieta

De acordo com Loesch e Hein (2009), um dos primeiros problemas a ser resolvido
por Programacgdo Linear foi o problema da dieta, por Jerome cornfield, em 1940, porém sem
utilizar as técnicas de Programacdo Linear, Cornfield chegou a um valor muito préximo ao valor
6timo encontrado por Dantzig e Laderman em 1947. O problema da dieta € caracterizado nio
somente por problemas que envolvam dieta humana, tornou se bastante relevante em numerosas
situacdes, como nas industrias farmacéuticas, industrias de cigarros, industrias téxteis, indudstrias

siderdrgicas, dentre outras.

5.6.1 Modelando o Problema da Dieta

Exemplo. (BELFIORE; FAVERO, 2013) A anemia é uma doenca decorrente de baixos
niveis de hemoglobina no sangue, proteina esta responsavel pelo transporte de oxigénio. Segundo
a hematologista Adriana Ferreira, a “ferropriva” € a anemia mais comum e é causada pela
deficiéncia de ferro no organismo. Para sua prevengdo, deve-se adotar uma dieta rica em ferro,
vitamina A, vitamina B12 e 4cido félico. Esses nutrientes podem ser encontrados em diversos
alimentos, como espinafre, brocolis, agridao, tomate, cenoura, ovo, feijao, grao de bico, soja,
carne, figado e peixe. O quadro, mostrado na Figura 31, apresenta as necessidades didrias de
cada nutriente, a respectiva quantidade em cada um dos alimentos e o preco por alimento. A
fim de prevenir que seus pacientes apresentem esse tipo de anemia, o Hospital Metrdpole esta
estudando uma nova dieta. O objetivo € selecionar os ingredientes, com 0 menor custo possivel,
que fardo parte das duas principais refeicdes didrias (almocgo e jantar), de forma que 100% das
necessidades didrias de cada um desses nutrientes sejam atendidas nas duas refei¢des. Além

disso, o total ingerido nas duas refeicoes ndo pode ultrapassar 1,5 kg.
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Figura 31 — Nutrientes, necessidades diarias e custo por alimento

Porcao de 100 gramas

Ferro Vitamina A Vitamina B12 Acido félico Preco

(mg) (D (mcg) (mg) (R$)
Espinafre 3 7.400 0 0,4 0.30
Brécolis 1,2 138,8 0 0.5 0,20
Agrido 0,2 4.725 0 0,1 0,18
Tomate 0,49 1.130 0 0,25 0,16
Cenoura 1 14.500 0,1 0,005 0,30
Ovo 09 3.215 1 0,05 0,30
Feijao 7.1 0 0 0,056 0,40
Crio de bico 486 41 0 0,4 0,40
Soja 3 1.000 0 0,08 0,45
Carne 1,5 0 3 0,06 0,75
Figado 10 32.000 100 0,38 0,80
Peixe 1,1 140 2,14 0,002 0,85
pSseasades 8 4.500 2 0,4

Fonte: Belfiore e Favero, 2013, p.35.

Belfiore e Favero (2013) modela o problema da seguinte maneira:

* Primeiramente, definem-se as variaveis de decisdo:

r; =quantidade (kg) do alimento, ;7 consumido diariamente, j =1, 2,..., 12.

Logo tem-se:

x1 = quantidade (kg) de espinafre consumido diariamente.

o = quantidade (kg) de brécolis consumido diariamente.

xr3 = quantidade (kg) de agrido consumido diariamente.

212 = quantidade (kg) de peixe consumido diariamente.

A func@o objetivo do modelo que visa otimizar (minimizar) o custo com os alimentos

sera:

2= F(x1,29,...,212) = 3x1 +2x9 + 1,823+ 1, 624 + 35 + 3v6 + 427 + 4xs + 4, by +
7,5x19 + 8111 + 8, bx1o

* Definir as restricdes impostas de acordo com as quantidades minimas de nutrientes e peso

maximo de 1,5 kg (almoco mais jantar).

1) Com relacdo a quantidade minima diéria de ferro:
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30x14+122942x3+4, 924 +1025+9x6+ 7127448, 623+3029+1521904+10021;+11215 >
80

i1) Com relagdo a quantidade minima didria de Vitamina A:

74.00021 +1.38829+47.25023+11.30024+145.00025 +32.15026 +41025+10.000z9 +
320.000z1; + 14.00z12 = 45.000

111) Com relacdo a quantidade minima diéria de Vitamina B12:

x5 + 1026 4+ 30210 + 1.000217 + 21,4215 > 20

iv) Com relacdo a quantidade minima diéria de dcido félico:

dx1 +dxy+ w3+ 2,524 +0,0525 4+ 0, bxg + 0, 5627 + 428 4+ 0, 819 + 0, 6219 + 3, 8711 +
0,02z > 4

v) Com relacdo a quantidade mdxima didria nas refeigdes:

r1+xyt w3ty + 25+ 26+ T7+ 25+ g+ 10+ T11 212 < 1,0

vi) Restri¢des trivias com relacdo as varidveis de decisao:

T1, Tg, T3, T4, T, L6, T7, Ts, To, 10, T11, T12 = 0

Este PPL pode ser escrito na forma:

Min z = 321 + 225 + 1,823 + 1,624 4+ 35 + 3z + 47 + 428 + 4,529 + 7, 5210 +
8x11 + 8, 5219

Sujeito a:

/

30z + 1229 + 223 + 4,924 + 1025 + 926 + 7127 4 48, 628 + 3029+
+15219 + 100217 + 11212 > 80
74.000x1 + 1.388x9 + 47.250x3 + 11.300x4 + 145.000x5 + 32.150x4+
+410xg + 10.000x9 + 320.000211 + 14.00212 > 45.000
x5 + 10x¢ + 30219 + 1.000z11 + 21,4215 = 20
4x1 4+ dxy + 23+ 2,524 + 0,0525 4+ 0, g + 0, 5627 + dag+
+0,8x9 + 0,6x19 + 3,821 +0,02215 > 4

Ty + Xy + X3+ Ty + 05+ 26+ 7+ s + Tg + T10+ 211 + 212 < 1,0

T1, T, T3, Ta, T, Te, L7, T8, Tg, T10, 11, 12 = 0

1<j<12

\

Resolvendo via a ferramenta Solver do Excel, esta ferramenta entrega o resultado 6timo
que seria xo = 0,427 kg de brécolis, x7 = 0,698 kg de feijao, zg = 0,237 kg de grao de bico,
11 = 0,138]{39 de ffgado, Tl = T3 =Ty =5 = Tg = Tg = T190 = T12 — 0Ocomz = 5,70

custo total pelas refeicdes de R$5, 70.
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6 PROPOSTA DE ATIVIDADES

Neste capitulo, é apresentada uma proposta de uma sequéncia diddtica, onde se faz uma
introdu¢do a Programacdo Linear para alunos do Ensino Médio. Considera-se que os alunos

possuam, como pré-requisito, o conhecimento dos seguintes assuntos:

Fungao polinomial do primeiro grau e sua representagdo geométrica no plano cartesiano;

Resolucao de desigualdades lineares do primeiro grau,

Paralelismo entre retas;

O basico de planilhas do Excel; e

O basico do software GeoGebra.

Em relag@o ao material necessario, computador com os softwares Geogebra, planilha do Excel,

Solver do Excel e um editor de textos instalados, além de conexao com a Internet.

Embora, o autor sugira a aplicac@o deste material apds o estudo de desigualdades lineares
no ensino de Geometria Analitica, o docente que usar este material pode escolher qual o melhor

momento para aplicé-lo.

6.1 Atividades

As atividades a seguir, estdo organizadas em diferentes niveis de dificuldades e foram
elaboradas de maneira que o aluno, a0 mesmo tempo que adquire novos conhecimentos, também
pde em pratica conhecimentos ja adquiridos anteriormente, de forma a consolidar o aprendizado.
Os problemas sao contextualizados com uma temadtica em evidéncia atualmente: a pandemia da
Covid-19. O uso de tecnologias, juntamente com a contextualizacdo de algo que esta fazendo
parte do cotidiano de toda a sociedade, propicia uma diversidade nas tarefas, tornando-as
mais envolventes. Com isso, dada uma situa¢ao-problema, almeja-se que o aluno reconheca o
Problema de Programacao Linear, analise-o e avalie o método a utilizar para obter a solugao,

assim como também a prépria solucio obtida.

Os objetivos especificos destas atividades sao:

* Integrar os conhecimentos da educagdo basica (dlgebra e geometria analitica) ao assunto
deste trabalho;

* Identificar os termos da Programacdo Linear;
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* Modelar os Problemas de Programacao Linear, de acordo com o item 4.2 deste trabalho
(modelagem PPL);

» Resolver graficamente os Problemas de Programacdo Linear;

* Resolver os problemas de Problemas de Programacao Linear utilizando recursos digitais
(PHPSimplex e Solver do Excel); e

* Aplicar com a ajuda do aluno, a matemaética de sala de aula para uma aplicagdo com um

assunto atual.

Atividade 1 — Plotando semiplanos e regioes poligonais utilizando o software GeoGebra

Faca o que se pede em cada item a seguir.

a) Plote o grifico da desigualdade 6x + 4y < 24 utilizando o GeoGebra. Verifique a

resposta apresentada.

b) Plote, usando o GeoGebra, no mesmo gréfico, as desigualdades 6x + 4y <24 e x>0
ey > 0.

¢) Resolva geometricamente o sistema de desigualdades abaixo utilizando o GeoGebra

(

6x +4y<24 (1)
r+2y<6 (2)
—x+y<1l (3)
y<2 (4)
x>0 (5)
y=>0 (6)

Atividade 2 — Resolucao pelo método grafico de um Problema de Programacao Linear de

duas variaveis

Resolva, pelo método grafico, o seguinte Problema de Programacdo Linear P, (TAHA,
2008, p.8):

P»: Maximizar z = 5x; + 4,
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Sujeito a
6z + 4x9<24 (7)
x1 + 222<6  (8)
-1+ 22<1  (9)
19<2 (10)
2120 (11)
22>0 (12)

Atividade 3 — Um problema de maximizacao de duas variaveis

Problema 3. Um posto de satde atende o publico para vacinar contra a Covid-19 somente
com agendamento prévio pelo telefone ou WhatsApp. No momento, a prioridade € para idosos
acima de 70 anos e pessoal da saude que trabalha na linha de frente no combate a Covid-19. No
agendamento de um determinado dia, por questdes técnicas, hd somente uma pessoa escalada
para vacinar o publico. Por isso, limitou-se o nimero de atendimentos neste dia a, no maximo,
90 pessoas do grupo de idosos e 100 pessoas do grupo da satde. A funciondria que aplica a
vacina gasta 3 minutos para vacinar uma pessoa do grupo da satide, 4 minutos para vacinar um
idoso e trabalha 8 h por plantao.

a) Quais sdo as varidveis de decisio do problema?
b) Escreva a func¢ao objetivo;
c¢) Descreva as restri¢des de ndo negatividade;

d) Descreva a restricao (desigualdade linear) que exprime a quantidade de minutos que a

funciondria tem disponiveis para o atendimento no total;

e) Descreva a restri¢ao (desigualdade linear) que exprime a quantidade de nimero de

pessoas do grupo de idosos disponiveis para serem atendidos;

f) Descreva a restri¢ao (desigualdade linear) que exprime a quantidade de nimero de

pessoas do grupo da satide disponiveis para serem atendidos;
g) Formule o problema P; de programacao linear.
h) Com o auxilio do GeoGebra, esboce o grafico da regiao viavel do problema;

1) Enumere os pontos extremos (em que duas retas se intersectam) da regido vidvel e os

respectivos valores da funcdo objetivo correspondente.

j) Plote a reta descrita pela funcio objetivo, deslize-a pela regido vidvel. Qual a solucao

6tima que maximiza o nimero de pessoas atendidas? Justifique sua resposta.

k) Outra ferramenta que utiliza o método grafico para resolver um PL ¢ a ferramenta
online PHPSimplex. Para resolver o mesmo Problema P; via esta ferramenta, escolha a opcao

método grifico na janela de entrada dos dados do problema, insira os dados e obtenha a solugao
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do problema.

1) Compare este procedimento com o utilizado no GeoGgebra para resolugao de Ps. Co-

mente as vantagens de se usar cada um dos recursos computacionais, GeoGebra e PHPSimplex.

m) Novamente, utilizando a ferramenta online PHPSimplex, resolva o mesmo Problema,
Ps.

n) A solucio 6tima encontrada via PHPSimplex € a mesma nos dois métodos (método

grafico e método Simplex)?

0) Quantas pessoas de cada grupo devem ser vacinadas para que o total de pessoas

vacinadas seja maximo?

p) Qual o nimero maximo de pessoas que devem ser vacinadas no total?

Atividade 4 — Um problema de minimizacao de duas variaveis

Problema 4

Doses de uma vacina contra a Covid-19 devem ser transportadas de Sao Paulo para o
Rio de Janeiro. A companhia aérea responsavel pelo transporte tem dois tipos de avides, o Aero
1 e 0 Aero 2. O Aero 1 pode transportar no maximo 18 contéineres do tipo A e 12 do tipo B;
e o Aero 2, 15 do tipo A e 20 do tipo B. A quantidade de doses da vacina a ser transportada
estd armazenada em 360 contéineres do tipo A e em 420 do tipo B. A companhia calcula ser
necessario 2.500 litros de combustivel para uma viagem do Aero 1 e 2400 litros com o Aero 2.
Quantas viagens deverao ser feitas com cada tipo de avido para que se utilize a menor quantidade
de combustivel possivel? Qual o valor do custo minimo total? Para resolver este problema, siga

o roteiro estabelecido abaixo e faca o que se pede.
(Considere o prego do litro de combustivel R$ 3,20).
a) Quais sao as varidveis de decisdo do problema?
b) Escreva a funcdo objetivo;
c¢) Descreva as restri¢cdes de ndo negatividade;

d) Descreva a restri¢do (desigualdade) que exprime a quantidade de cont€ineres do tipo

A disponiveis;

e) Descreva a restricao (desigualdade) que exprime a quantidade de cont€ineres do tipo

B disponiveis;
f) Formule o Problema de Programacao Linear.
g) Com o auxilio do GeoGebra, esboce o grifico da regido vidvel do problema;
h) A regido vidvel € limitada?

1) Enumere os pontos extremos (em que duas retas se intersectam) da regiao vidvel e os
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respectivos valores da funcdo objetivo correspondente.

j) Plote a reta descrita pela funcao objetivo, deslize-a pela regido vidvel. Qual a solucao

Otima que minimiza o custo total? Justifique sua resposta.

k) Agora utilizando a ferramenta online PHPSimplex, resolva o mesmo problema, P,

escolhendo a opcdo método gréfico.

1) Novamente, utilizando a ferramenta online PHPSimplex, resolva 0 mesmo problema,

Py, escolhendo a op¢ao método Simplex.

m) Quantas viagens deverao ser feitas com cada tipo de avido para que gaste o minimo

de combustivel possivel?

n) Qual o valor do custo total minimo?

Atividade 5 — Um problema de maximizacao de trés variaveis

Problema 5

A distribuidora Revendex vende dlcool gel, mdscaras cirdrgicas e sabonete liquido
somente em kits. Estes sdo montados na propria distribuidora. A composicao e o valor de venda

de cada kit e a quantidade em estoque de cada produto estdo descritos na Tabela 2 abaixo.

Tabela 2 — Composicao dos Kkits

Produtos Tipo1l Tipo2 Tipo 3 | Quantidade em estoque
Alcool em gel (frasco) 6 9 3 480
Maéscaras cirdrgicas (caixa) 3 4 2 250
Lucro na venda do kit (R$) | 78,00 112,50 52,50

Fonte: O autor, 2021.

a) Quais sdo as variaveis de decisdo do Problema F5?
b) Escreva a fung¢do objetivo;

c¢) Descreva a restri¢do (desigualdade) que exprime a quantidade de frascos de dlcool em

gel disponiveis;

d) Descreva a restri¢ao (desigualdade) que exprime a quantidade de caixas de mdscaras

disponiveis;
e) Descreva as restricdes de ndo negatividade;
f) Formule o Problema de Programacao Linear P;

Para resolver Problemas de PL de trés varidveis, pelo método grafico, a visualizacio

da regido vidvel se torna mais dificil. Observe, na Figura 32, o grafico da regido vidvel para o
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Problema P, obtido pelo método grafico com o auxilio do GeoGebra.

Figura 32 - Figura Atividade 5

A,

L 5
2 € = (0,0,125)
C = (0,0,125)

E = (0.35,55)

D = (70[0,24)

Y

B = (0,53.33,.0) B = (0,53.33,0)
= 5 o,

A = (80,0,0)

Fonte: O autor, 2021.

Analogamente, nos problemas de PL com trés varidveis a solu¢ao 6tima, quando existe e
€ Unica, é um dos pontos extremos (vértices da regido poliedral) da regido vidvel. Baseando-se

neste fato e na Figura 32, responda aos itens a seguir.

g) Enumere os pontos extremos da regido vidvel, mostrada na Figura 32, e os respectivos

valores da funcao objetivo.
h) Qual a solucdo 6tima? E o valor do lucro total maximo?
1) Exiba o modelo do Problema P4 em uma planilha do Excel.
J) Resolva o Problema F; utilizando o Solver do Excel;

k) Agora utilizando a ferramenta online PHPSimplex, resolva o mesmo Problema P,
escolhendo a op¢cao método Simplex/Duas fases na janela de entrada dos dados do Problema.
Compare os dois processos utilizados para a resolu¢do do Problema P4. Comente as vantagens
de se usar cada uma dessas duas ferramentas computacionais na resolu¢io de um Problema de
PL.

1) Qual a quantidade de kits de cada tipo que maximiza o valor total do lucro?
m) Qual o valor maximo do lucro?
Atividade 6 — Um problema de minimizacao com mais de trés variaveis

Esta atividade foi elaborada para ser desenvolvida em grupo.

Problema 5
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A empresa Vidros S.A produz embalagens de vidro para a industria farmacéutica. Ela
possui duas fébricas, localizadas em cidades diferentes, cuja producdo foi direcionada exclu-
sivamente para a producdo de frascos de vacinas contra a Covid-19. Trés laboratérios fizeram
pedidos e compraram toda a producdo de um semestre. Na Tabela 3 abaixo, mostra-se o custo de
remessa de um lote contendo 1 milhao de frascos da Fébrica i, 1 < ¢ < 2, para o Laboratério

7, 1 <1 < 3; aprodugdo de um semestre de cada fébrica e o total de frascos pedidos por cada

laboratorio.
Tabela 3 — Custo de remessa por 1 milhdo de unidades
Laboratério 1  Laboratério 2 Laboratério 3 |  Produgdo
Fébrica 1 3000 4000 3500 100 milhdes
Fébrica 2 2000 4500 3000 125 milhdes
Pedido 75 milhdes 50 milhdes 100 milhdes

Fonte: O autor, 2021.

Quantos frascos de cada fabrica foram atribuidos a cada laboratério de maneira que o

custo total de remessa seja o minimo possivel?
a) Formule o modelo de Programacao Linear para este problema.
b) Exiba o modelo em uma planilha do Excel.

c¢) Use a planilha para verificar se (z1, x2, 3, T4, x5, xg) = (0,0, 100,75,50,0) é uma
solucdo vidvel do Problema F; e, caso possivel, diga qual o custo total de remessa? Quantos

frascos cada fébrica enviou para cada laboratério?
d) Use o Solver do Excel para solucionar P5 pelo método Simplex.
e) Use o PHPSimplex para solucionar P5 pelo método Simplex.

) Qual a solucao 6tima do Problema? Qual o custo total de remessa?
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho de conclusao de curso apresenta aos alunos do Ensino Médio uma
ferramenta da Pesquisa Operacional (PO) que é a Programacdo Linear (PL) a qual permite
resolver problemas especificos de otimizacao e mostrar a estes alunos que a Matematica nao se
aplica tdo somente a sala de aula, mas ela estd presente e € utilizada na vida real. Matematica
esta que comega a ser aprendida no Ensino Fundamental II e conclui-se com tépicos do ensino

médio, como desigualdades lineares e funcao lineares.

Para atingir o objetivo deste trabalho, apresentam-se alguns problemas de programacao
linear, seus respectivos modelos matemadticos e solucdes. Entre estes, apresentam-se o modelo
do problema da dieta e o problema de transporte. Enfatizam-se estes dois modelos, pois eles ndo
se aplicam tao somente a problemas de dieta e de transportes, respectivamente, mas sim a uma
série de problemas como, por exemplo, para fazer um mixer de elementos para produzir uma

liga metalica a qual atribui o modelo do problema da dieta.

Utilizar o método gréfico para os problemas de PL s6 € vidvel com problemas de duas
varidveis. Resolver os problemas de trés varidveis dependendo das restri¢des se torma muito
dificil por este método. A partir de problemas com quatro varidveis se torna impossivel usar o
método gréfico. Portanto, dependendo do nimero de varidveis,torna-se mais vidvel o uso das
ferramentas digitais, como, por exemplo, o Solver do Excel ou o PHP Simplex. Porém, o método
grafico também fornece a ideia do que ocorre na resolucido de um problema de PL via o método
Simplex. Sendo assim, sua introducao como primeiro método para obter uma solu¢do para um

problema de PL € crucial.

Sao apresentadas todas as etapas da resolugdao de um problema de PL mostrando passo
a passo desde a modelagem até a obtencdo da solugdo do mesmo, tanto utilizando o método
grafico quanto ferramentas digitais. A inten¢do nao € fazer um estudo aprofundado de varios
tipos de modelos de PL, mas sim mostrar aos alunos as etapas da resolu¢do de um problema de
PL como: modelar o problema, as varidveis de decisao, definir a fungao objetivo e as restricoes,
construir a regido vidvel, identificando os seus extremos os quais sdo os candidatos a otimizar a
funcao objetivo. Além de conhecer dois modelos cldssicos de PL: o Problema de Transporte € o

Problema da Dieta com mais detalhes.

Espera-se que as atividades propostas, as quais sdo apresentadas em uma sequéncia que
contempla todos os contetidos expostos neste trabalho de forma gradativa, e relacionando-as
a um assunto bem atual, a pandemia da COVID - 19, sejam motivadoras a fim de que os
alunos tenham um participagdo ativa durante a execu¢do das mesmas favorecendo assim o
aprendizado. Conforme capitulo 6, inicia-se com os sistemas de desigualdades lineares, na

sequéncia nomenclaturas dos termos do PPL, e por fim, analisa a fungdo objetivo, chegando
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assim, na solucdo 6tima do PPL de forma gradativa.

Em virtude da pandemia da Covid-19, as atividades propostas ndo puderam ser aplicadas
a um grupo de alunos. Espera-se que em um futuro proximo isto possa ser feito, além de que este
trabalho nao s6 contribua com o aprendizado de Programagdo Linear para os alunos do Ensino
Médio, mas também seja um ponto de partida para incentivar os jovens a adquirirem o gosto

pela pesquisa em Matematica.



80

REFERENCIAS

BELFIORE, P;; FAVERO, L. P. Pesquisa Operacional para Cursos de Engenharia. Rio de
Janeiro: Elsevier, 2013.

BERTSIMAS, D.; TSITSIKLIS, J. N. Introduction to Linear Optimization. Massachusetts:
Athena Scientific, 1997.

BOLDRINTI, J. L. et al. Algebra Linear. 3. ed. Sao Paulo: Harper & Row do Brasil, 1980.

BRASIL, G. Programacao Linear: uma possivel abordagem no Ensino Médio. Dissertacdo
(Mestre em Matematica) — Universidade Federal do Amazonas, Amazonas, 2018.

BRASIL. Ministério da Educacio. Parametros Curriculares Nacionais: Ensino Médio. Brasi-
lia: MEC/SEMTEC, 2001.

BRASIL. Ministério da Educacdo. Base nacional comum curricular: educacdo € a base. Brasi-
lia: MEC/SEB, 2018. Disponivel em: <http://basenacionalcomum.mec.gov.br/images/BNCC_
EI_EF_110518_versaofinal_site.pdf>. Acesso em: 26 nov. 2020.

CANAVARRO, C. Apostila de Programacao Linear: problema de transporte. Portugal: Insti-
tuto Politécnico de Castelo Branco, 2005.

DANTZIG, G. B. Linear Programming and Extensions. Princeton: Princeton University Press,
1963.

GARZON, G. R. Una aplicacién didictica del método de fourier-motzkin a los problemas
de programacion matematica. Epsilon - Revista de Educacion Matematica, v. 31 (1), n. 86,
p. 77-91, 2014. Disponivel em: <https://thales.cica.es/epsilon/sites/thales.cica.es.epsilon/files/
epsilon86.pdf>. Acesso em: 6 ago. 2020.

HILLIER, F. S.; LIEBERMAN, G. J. Introducio a Pesquisa Operacional. 9. ed. Porto Alegre:
AMGH, 2013.

IEZZ1, G. et al. Matematica ciéncia e aplicacoes. 9. ed. Sdo Paulo: Editora Saraiva, 2017.

LACHTERMACHER, G. Pesquisa Operacional na tomada de decisoes. 1. ed. Sdo Paulo:
Pearson, 2009.

LIMA, E. L. Geometria Analitica e Algebra Linear. 1. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2014.

LISBOA, E. F. A. Pesquisa Operacional. Rio de Janeiro: [s.n.], 2002. Disponivel em: <https:
/lericolisboa.eng.br/cursos/apostilas/po/po.pdf>. Acesso em: 28 nov 2020.

LOESCH, C.; HEIN, N. Pesquisa Operacional: fundamentos e modelos. Sao Paulo: Saraiva,
2009.

MACAMBIRA, A. F. U. dos S. et al. Programacao Linear. Jodo Pessoa: Editora da UFPB,
2016.

MACULAN, N.; FAMPA, M. H. C. Otimizacao Linear. Brasilia: EQUnB, 2006.



81

MARINS, F. A. S. Introducido a Pesquisa Operacional. Sdo Paulo: Cultura Académica:
Universidade Estadual Paulista, Pré-Reitoria de Graduacdo, 2011. Disponivel em: <https:

/Iwww.faculdadeparque.edu.br/ebooks/Introducao_pesquisa_operacional.pdf>. Acesso em: 28
nov 2020.

MOREIRA, D. A. Pesquisa Operacional: curso introdutério. 2. ed. Sao Paulo: Cengage Lear-
ning, 2010.

PRADO, D. S. de. Programacao Linear. 7. ed. Belo Horizonte: Ed. Falconi, 2016.

RODRIGUES, L. H. et al. Programacao Linear passo a passo: do entendimento do problema
a interpretacdo da solucao. Sao Leopoldo: Ed.Unisinos, 2014.

TAHA, H. A. Pesquisa Operacional. 8. ed. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2008.



APENDICES



83

APENDICE A — PROGRAMACAO MISTA

Nos exemplos vistos até agora, os modelos foram todos de Programacao Linear, ou seja,
as varidveis poderiam assumir valores reais, desde que satisfizessem as restricdes impostas. Em
alguns situacgdes, precisa-se impor que todas as varidveis assumam valores inteiros, e nestes casos
tem-se um Problema de Programacido Linear Inteira (PLI). Em outras situa¢des, apenas algumas
varidveis precisam ser inteiras, € nestes casos tem-se um problema de Programagao Linear Inteira
Mista (PLIM). Para resolver Problemas de Programacdo Linear Inteira ou Programacgdo Linear

Inteira Mista deve-se usar uma estratégia especial para sua resolugao.
De acordo com Taha (2008, p. 266), esta estratégia se divide em trés etapas:

Etapa 1. Relaxar a regido de solucdes da Programacgdo Linear Inteira (PLI), eliminando
as restri¢oes de integralidade de todas as varidveis inteiras do problema e substituindo qualquer
varidvel bindria y pela faixa continua 0 < y < 1. O resultado da relaxacdo € um problema de PL

normal;
Etapa 2. Resolver o problema de PL e identificar a solu¢do 6tima continua;

Etapa 3. Comegando do ponto 6timo continuo, adcionar restrigdes especiais que modi-
fiquem iterativamente a regido de solug¢des do problema de PL de maneira que, a certa altura,
resultard em um ponto extremo que satisfard as restri¢des de integralidade aplicadas as varidveis

inteiras.

Ainda de acordo com Taha (2008), dois métodos gerais foram criados para gerar as

restri¢des especiais, conforme Etapa 3.
1. O método branch-and-bound (B&B); e

2. O método dos planos de corte.

Algoritmo Branch-and-Bound (B&B)

Este método foi desenvolvido em 1960, por A. Land e G. Doig, segundo Taha (2008),
método este que funciona para resolucdo de problemas mistos e programacao linear inteira (PLI).
Cinco anos ap6s, mais precisamente em 1965, E. Balas desenvolveu o algoritmo aditivo a fim de

resolver problemas PLI com varidveis bindrias puras (varidveis assumindo os valores O e 1).

O método Branch-and-Bound (ramificacio e limitacdo) consiste basicamente em dado
um problema de PLI ou PLIM, sua relaxacdo linear é o problema que possui a mesma fungio

objetivo e as mesmas restri¢des, porém todas as varidveis passam a ser consideradas continuas.
Exemplo

De acordo com Taha (2008, p. 266)



linear.

84

Maximizar z = b5z + 4x9

$1+£E2§5

10z 4+ 625 < 45

Sujeito a:

X1, To inteiras e ndo negativas.

Conforme o préprio termo “branch” (ramificag@o), inicia-se no né 0, que seria a relaxacao

Problema original Problema relaxado (continuo)
Maximizar z = b5z + 4x- Maximizar z = bz + 45
o 1+ 22 <5 o 1+ 22 <5
Sujeito a: Sujeito a:
10z 4+ 622 < 45 10z, 4 625 < 45
T1, To inteiras € nao negativas. r1,2o >0

Parte-se do problema relaxado, levando-se em consideracio que as varidveis de decisdo

agora sdo continuas e, portanto, o problema relaxado pode ser resolvido por qualquer um dos

métodos apresentados neste trabalho. Como este problema tem duas varidaveis de decisdo, serd

realizada uma abordagem gréfica, conforme Figura 62.

Figura 33 - Solucao relaxada

Fonte: O autor, 2021.

A solugdo 6tima relaxada ficard no ponto C'(3,75; 1,25) e terd o valor de z = 23, 75.

Porém esta solu¢@o ndo serd viavel no problema original, visto que as varidves de decisio s
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podem assumir valores inteiros € ndo negativos. A partir deste ponto serd iniciado o método
B&B na regido vidvel, que ficard restrita aos candidatos inteiros para as varidveis de decisao,

conforme Figura 34. Os pontos em destaque serdo denominados pontos inteiros vidveis.

Figura 34 — Possiveis candidatos a solucdes inteiras

~
50
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\ 4 @ 4 4 @ x >
0 1 2 3 4 5

Fonte: O autor, 2021.

Pela limitacdo aplicada por este método, a partir de z; = 3, 75, por eliminacdo, exclui-se
o intervalo 3 < x; < 4 dado para esta varidvel, devido a ndo existir um valor inteiro pertencente
a este, e, pela ramificacao, serd possivel subdividir em dois casos, mutualmente excludentes,
que seriam xy < 3 e xy > 4, para x1,xy € Z,, conforme Figura 35, ou seja, terd um limitante

superior, 1 < 3, e um limitante inferior, xy > 4.

Figura 35 — Ramificacio inicial

@ 2o = 23,75

Fonte: O autor, 2021.
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O primeiro nd, ou né raiz, € a resolucdo do problema relaxado com as varidveis continuas,
x1 = 3,75, x9 = 1,25, zp = 23,75. A partir das novas restricdes, r1 < 3 ou x; > 4, serdo

gerados dois novos valores para a func¢ao objetivo, 21, 29, respectivamente, conforme Figura 36.

Logo tem-se:

Problema z; Problema z,

Maximizar z; = 5x1 + 419 Maximizar z; = b5x1 + 419
T1+ 22 <D Ty +xy <D

Sujeito a:¢ 10z + 629 < 45 Sujeito a:¢ 10z + 6x9 < 45

1 <3 x> 4

x1, To inteiras e ndo negativas. x1, To inteiras e ndo negativas.

Logo para:

Problema z; Problema 2z,

T, =3,T9=2,2 =23 1 =4,19 = 0,83, 2o = 23,33

Figura 36 — Primeira iteracao

¥o

(r1=3,75; 29 = 1,25; 29 = 23, 75)

(scl = 3; To = 2; 21 = 23) (.’171 = 4; To = 07 83a £y = 237 33)

Fonte: O autor, 2021.

A solugdo 6tima do problema relaxado serd sempre melhor ou igual a solucao do
problema original, com as varidveis inteiras e nao negativas. Nos nds subsequentes, algumas
varidveis inteiras que resultaram em valores fraciondrios na solu¢do 6tima do problema relaxado

sdo usadas para novas ramificagdes e serdo gerados dois novos problemas.

Como no né 1 as varidveis de decisdo sdo inteiras, este né ndo gerara mais ramificacgoes,
pois foram atendidas as condicdes iniciais do problema. Se fossem geradas novas ramificagdes a
partir do né 1, estas teriam valores para a funcio objetivo menores ou iguais ao valores da fungdo

objetivo para o n6 1.

Mas no né 2, como a variavel de decisdo x5 ndo resultou em um valor inteiro, esta servira
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como um novo limitante. O n6 2 gerard dois novos valores para a varidvel z,, excluindo-se o
intervalo 0 < z9 < 1, por néo ter valores inteiros. Logo serdo criados os nds 3 e 4, de acordo

com as restricdes ro < 0 e xy > 1, respectivamente, conforme Figura 37.

Figura 37 — Segunda iteracao

©

(r1=3,75;29 = 1,25; 29 = 23, 75)

(r1=3;a0 = 2,21 = 23) (21 =422 =0,83;2, = 23,33)

X2 <0 X2 >1
(1'1 = 3;x2 = 2; 23) Nenhuma solugdo viavel

Fonte: O autor, 2021.

Logo tem-se:

Problema z3 Problema 2z,
Maximizar z3 = bxy + 4o Maximizar z4 = bz + 49

( T+ 29 <5 ( T+ 29 <5

o 10z + 622 < 45 o 10xy + 622 < 45
Sujeito a: Sujeito a:
1 >4 Ty >4

\ x2 <0 To > 1
X1, Ty inteiras € ndo negativas. X1, Ty inteiras e ndo negativas.
Logo para:
Problema z5 Problema z,
r1=4,5,79 =0, 23 =22,5 Nao existe solucdo vidvel

Neste momento j4 seria possivel parar as iteracdes, pois no nd 1 o valor 6timo € z; = 23,

e todas as varidveis sdo inteiras e ndo negativas, e no né 3, onde as varidveis de decisdo sio
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inteiras e nao negativas, tem-se o valor de z3 = 22, 5, e para as futuras ramificagdes, os valores
para a func¢@o objetivo serdo menores ou iguais a 22, 5. Por outro lado, z4, ndo é uma solugao a

ser considerada, pois ndo pertence a regido vidvel original.

A partir de z3, como tem-se a varidvel de decis@o x; ndo inteira, seria necessdria a

realizacdo de mais uma iteracao, conforme Figura 38.

Figura 38 — Terceira iteracao

g0

(r1=3,75;29 = 1,25; 29 = 23, 75)

x124

21® @22

(21 =320 = 2,2 = 23) (1 =432 =0,83;20 = 23, 33)

zg@ @ %

(acl =4,5; x93 = 0; 23 = 22, 5) Nenhuma solugao viavel

()=
(z1 = 4522 = 0; 25 = 20) Nenhuma solugéo viavel

Fonte: O autor, 2021.

Como dito na iterac@o anterior, os valores de z; e zg eram esperados serem menores
ou iguais do que o valor do n6 3, z5. No n6 5 tem-se z; = 20, € no né 6 tem-se um problema

invidvel, e portanto este n6 podera ser desconsiderado.

Pode-se concluir que a solugdo étima encontra-se no né 1, cujo valor é z; = 23. Este

valor € préximo ao valor 6timo continuo no n6 0, zy = 23, 75.

Nos problemas de Programacao Inteira Mista (PIM) pode-se também utilizar o método

B&B para tratar das restri¢des de integralidade e resolver o problema de forma iterativa. Para



maiores detalhes sobre este método e o método dos planos de corte ver Taha (2008).

89
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APENDICE B - MULTIPLAS SOLUCOES

Miiltiplas (infinitas) solucoes étimas

Quando a representacao geométrica da funcdo objetivo, para um valor fixo de z, € paralela
a uma das fronteiras da regido vidvel, onde os valores 6timos sdo atingidos, o segmento de reta
que representa os valores de z nesta regido formard um conjunto de solu¢gdes 6timas, ou seja,
o conjunto solucdo serd constituido precisamente por este segmento de reta. Como em um
segmento de reta existem uma infinidade de pontos, estes serdo todos pontos 6timos, conforme

ilustrado pelo segmento de reta (C — D) da Figura 39.
Exemplo: Seja o seguinte modelo de Programacao Linear:
Max z = b5x1 + Do
Sujeito a:
T+ 22 <60
271 + 1 < 11
1+ 3x2 <15
x1;29 20

Resolvendo graficamente, tem se:

Figura 39 — Solucoes multiplas

v

Fonte: O autor, 2021.



91

APENDICE C — RESOLUCOES DAS ATIVIDADES

Resolugdo da Atividade 1

a) Plote o grafico da desigualdade 6x + 4y<24 utilizando o GeoGebra. A Figura 40

mostra a resposta obtida.

Figura 40 — Resposta do item (a) da Atividade 1

Y

N\ 4

Fonte: O autor, 2021.

A regido colorida € o semiplano cujos pontos satisfazem a desigualdade 6z + 4y<24.

Para verificar que a regido colorida é a regido procurada (semiplano), tome o ponto (0, 0)

que estd localizado abaixo da reta 6 + 4y = 24, entdo tem-se

6x0+4x0<24-0+0<24->0<24
Como 0 € menor ou igual a 24, logo a regido que satisfaz a desigualdade 6x + 4y<24
ficard abaixo da reta 6z + 4y = 24.

b) Plote, usando o GeoGebra, no mesmo grafico, as desigualdades 6z + 4y <24 e x >0
ey > 0.

A regido delimitada pelas desigualdades 6z + 4y <24 ez >0ey > 0 ¢é mostrada na
Figura 41.
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Figura 41 — Resposta do item (b) da Atividade 1

N

Y

Fonte: O autor, 2021.

¢) Resolva geometricamente o sistema de desigualdades abaixo utilizando o GeoGebra.

(60 +4y<21 (1)
T+2<6  (2)
—r+y<1l (3)

y<2 (4)
x>0 (5)
y=>0 (6)

O conjunto solugdo do sistema de desigualdades (1), (2), (3), (4), (5), (6) estd representado
na Figura 42.

Figura 42 — Resposta do item (c) da Atividade 1

N

Y

N

W

Fonte: O autor, 2021.
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Nesta atividade, o aluno podera resolver as desigualdades lineares utilizando o software
GeoGebra como ferramenta didética, e com este aprendizado, serd esperado que o aluno possa
construir a regidao vidvel nos exercicios posteriores e se familiarizar com esta ferramenta didética.
Na regido viavel, o aluno pode verificar o conjunto convexo bem como os seus extremos

(vértices).

Resolugdo da Atividade 2

Maximizar z = f(z1,x9) = by + 4o

Sujeito a:
T+ QCL’QSG (8)
—x + $2§1 (9)
21>0 (11)
29>0 (12)
1° etapa

Determinar a regido vidvel, ou seja, determinar o conjunto dos pontos que satisfazem
todas as restrigoes (7), (8), (9), (10), (11) e (12) do problema. A regiao vidvel € mostrada na
Figura 43.

Figura 43 — Resposta do item (a) da Atividade 2

'y
3
A B
2 . °
' C
[ ]
19F
D
0|E 1 2 3 4 5

Fonte: O autor, 2021.

A regido vidvel é o poligono de vértices A(1,2), B(2,2), C(3,3/2), D(4,0), E£(0,0) e
F(0,1) (Figura 43).
Outra possibilidade seria no soffware GeoGebra nomear o eixo x € o eixo y, de x1 € zo ,

respectivamente.



Figura 44 — Representacao grafica da regiao viavel e das retas r| e 7,

N

N

Y

7

2° etapa

No mesmo grafico da regido vidvel acrescentar as retas paralelas ; e r, pertencentes a

familia de retas 5x{ + 4x9 = ¢,

E possivel ver que as familias de retas 5x; 4+ 422 = ¢, ¢ constante real, serdo sempre

paralelas (Figura 44).

E possivel observar que o ponto, dentro da regido vidvel, que maximiza z,serd um
extremo (vértics) deste poligono, e que pertencerd a familia de retas paralelas a 5z; + 4z, = c.

NN T

Fonte: O autor, 2021.

¢ constante real.

Basta calcular o valor de f(A),f(B), f(C), f(D), f(E), f(F).

Logo, o valor mdximo

Figura 45 abaixo.

FA) =5%1+4%2=13

(
F(B)=5%2+4%2=18
F(C)=5%3+4%1,5=21
F(D)=5%4+4%0=20
f(E)=5%x04+4%x0=0
FF)=5%0+4%1=4

de z, sujeito as restricdes impostas, serd 21, conforme ilustra a
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Figura 45 — Resposta Atividade 2

14

Fonte: O autor, 2021.

Nesta atividade € apresentado ao aluno um exercicio padrao de programacao linear, sem
contextualizacdo, e serd possivel o conhecimento das nomenclaturas dos termos, identificar
a funcdo objetivo, e contruir a regido vidvel, lembrando que na Atividade 1, os alunos ja
aprenderam a construir a regido vidvel. Nesta atividade, bem como em todas de programagao
linear, os alunos praticaram seus conhecimentos de geometria analitica e de algebra linear para
fazer esta atividade, para a determinacao tanto da regido viavel como na determinacdo do valor
6timo da funcao objetico. Nesta atividade, o aluno pode com seus conhecimentos de geometria
linear determinar o valor 6timo da fungao objetivo, sujeito as restricdes do problema, método

este conhecido como método geométrico.
Resolucio da Atividade 3

a) tem-se duas varidveis de decisdo: ora vacina um idoso acima dos 70 anos, e ora vacina

o pessoal da sadde da linha de frente. Logo as variavéis de decisio sdo:
x (quantidade de idosos acima de 70 anos)
y (quantidade de pessoal da saiude que trabalha na linha de frente)

b) A funcdo objetivo depende do tempo de durag¢do da vacinacio de cada uma das pessoas

envolvidas. Logo, tem-se:
flr,y)=z=x+y
¢) A restricao de ndo negatividade serdo:
z>0ey>0

d) A funciondria que aplica as vacinas trabalha no maximo 8h no dia e respeitando o

tempo de vacinacdo de cada pessoa agendada, tem-se:
r+y < 8h,

mas transformando em minutos,
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4x + 3y < 8 % (60) min —4x + 3y < 480
e) Como foram agendados 90 idosos, tem-se:
r <90

f)Como foram agendados 100 pessoas de saude, tem-se:
y < 100

g) Formulagdo do problema

max f(z,y) =z +y

Sujeito a:

4x 4 3y < 480

x <90

y < 100

x>0

y=>0

h) Esbog¢ando o grafico da regido vidvel

A Figura 46 mostra a regiao viavel do problema.

Figura 46 — Resposta do item (h) da Atividade 3
/N
Y

100
80
60
40

20

N\ 4

0 20 40 60 80 100 120:

Fonte: O autor, 2021.

1) Esbocando o gréfico da regido vidvel, destacando-se os extremos, bem como os valores

da fun¢do em cada vértice.
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Figura 47 — Resposta do item (i) da Atividade 3
Ty .

D \.C
1009 .

80

60

20

WV

OlE 20 40 60 80 100 120 ‘

Fonte: O autor, 2021.

Na Figura 47, aregido viavel € limitada pelo poligono de vértices A(90,0), B(90, 40),
C(45,100), D(0, 100), e E(0,0).

Valor da func¢do nos respectivos pontos:
f(A)=904+0=90

f(B) =90+ 40 = 130

f(C) =45+ 100 = 145

f(D) =0+ 100 = 100
f(E)=04+0=0

j) Esbogando o grafico da regido vidvel bem como a fun¢do que otimiza a fungio:
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Figura 48 — Resposta do item (j) da Atividade 3

100¢

80

60

40

20

0 TE 20 40 60 80 T 100 120‘

Fonte: O autor, 2021.

A solug@o 6tima (ponto) que maximiza o atendimento da funciondria é o vértice C'
(Figura 48).

O ideal € colocar um controle deslizante no GeoGebra, na constante da reta, x + y = ¢,

ceR. Isso torna possivel a reta manter a inclinacao e deslizar dentro da regido viavel.
k) Para resolver através do PHPSimplex, acesse e siga os presentes passos:
* acesse: <http://www.phpsimplex.com/pt/>

* clique em: PHP Simplex

A seguinte janela serd aberta, como mostra a Figura 49 :

Figura 49 — Apresentacao do PHPSimplex

PHPSimplex

Meétodo: [ Simplex / Duas Fases Vv |

Quantas variaveis de decis@o tem o problema? :]
Quantas restricdes? [:
Continuar

Fonte: O autor, 2021.
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* Em método, pode se escolher o Método Simplex ou o Método gréfico. pelo item (k) serd
escolhido o método grafico,
* Quantas varidveis de decisdo tem o problema? Duas varidveis de decisdo; e

* Quantas restri¢des existem no problema? sdo cinco restricoes.
Ap6s preenchido e sé continuar.
Abrird uma nova janela, conforme Figura 50 abaixo.

Figura 50 — Pagina com preenchimento dos dados PHPSimplex

Método Grafico

Qual é o objetivo da funcio?

Fungéio: [ %1+ | X
Restricdes:

( )1+ ) %G9

[ )i+ )% 9|

( )1+ )% E9) )
X1, X2=0

Fonte: O autor, 2021.

Preencham as lacunas com os coeficientes, da fun¢do objetivo e das restri¢cdes respectiva-

mentes, conforme ilustra a Figura 51 abaixo.

Figura 51 — Método grafico preenchido com os coeficientes

Método Grafico
Qual ¢ o objetivo da funcéio?
Fungéo: 1 ] X1 +(1 | X2
Restricdes:
(4 X1 +(3 | X2[=w][480
(1 ]X1+[0 | X2[=%][90
[0 ) X1 +[1 ] X2 (=] (100 J

Fonte: O autor, 2021.

Ao clicar em continuar, aparecerd a tela com a solugdo grafica do problema, como é

mostrado na Figura 52 a seguir.
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Figura 52 — Resposta do item (k) da Atividade 3

16 38 56 70 98

Fonte: O autor, 2021.

1) Comparando as resposta do exercicio resolvido pelo GeoGebra e pelo que € possivel
perceber, sdo iguais. O método grafico do PHPSimplex € mais rdpido em processar a resolucio,
mas, por outro lado, a constru¢cdo, no GeoGebra, da regido vidvel, propicia ao aluno poder
participar passo a passo da resolucdo. A reta vermelha representa a fungdo objetivo e no vértice

D, a func¢@o objetivo assume valor médximo sujeito as restricdes do problema.

m) Retornando a Figura 49, deste trabalho, em Métodos, pode-se escolher o método
Simplex ou o método gréfico. Logo, para este item, serd escolhido o método Simplex, bem como,
a quantidade de varidveis de decisao e restri¢des. E depois, seguir o passo a passo da Figura 53,
preenchendo as lacunas com os coeficientes, da fungdo objetivo e das restricdes. Apds, clicar em
continuar. Assim, tem-se a tela conforme ilustrac¢do abaixo (Figura 53).
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Figura 53 — Resposta inicial do item (m) da Atividade 3)
PHPSimplex

Nos passamos o problema para a forma padrdo, adicionando variaveis de excesso, de folga,
e artificiais, onde necessario (mostrar/ocultar detalhes)
» Como a restricdo 1 & do tipo '<' & necessaria a variavel de folga Xs.
» Como a restricdo 2 é do tipo '<' é necessaria a variavel de folga Xa.
s Como a restricdo 3 & do tipo '<' é necessaria a variavel de folga Xs.

MAXIMIZAR: Z=Xi1 +X> MAXIMIZAR: Z=0X1 +0Xo +0X3+ 0 X4 + 0 X5
sujeito a sujeito a

4X1+3X2<480 ll# 4X1+3Xo+1X3=480

1 X1 +0X2<90 1X1i+1X4=90

0X1+1X2<100 0Xi+1Xe+1Xs5=100

X1, X2=0 X1. X2, X3, X4, X520

Fonte: O autor, 2021.

Clique em solugdo direta, e terd o valor mdximo da funcao objetivo, caso o tenha.

Como resultado tem-se X; = 45, Xy = 100 e Z = 145 (Figura54).

Figura 54 — Resposta do item (m) da Atividade 3

Método Simplex

[J Mostrar os resultados como fragdes.
A solucdo otima é Z = 145

X1=45

X2=100

Fonte: O autor, 2021.

n) Como pode ser percebido, independente do método escolhido o resultado deve ser o

mesmo, como de fato foi.
IV. Resposta do problema

0) O méaximo de pessoas a ser vacinado neste dia serdo 45 pessoas idosos e 100 pessoas

da drea de saude.
p) O total de pessoas vacinados serd de 145 pessoas.

Esta atividade foi criada para que o aluno possa fazer a modelagem de um problema
de programacdo linear, conforme item 4.2 deste trabalho, o aluno terda que definir a variavel
de decisdo, as restricdes do problema (efetuando conversao de hora para minutos) e a funcao
objetivo. Depois da identificacdo dos termos PPL, fun¢do objetivo, as restricdes do problema, o

aluno j4 terd conhecimentos para sua resolucio, pela a Atividade 1 e pela a Atividade 2. Nesta
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atividade também serd apresentado ao aluno mais uma ferramenta digital on line, PHPSimplex,
onde os alunos poderdo resolver este problema de maneira dindmica pelo método grafico e pelo

método Simplex.
Resolucio da Atividade 4

a) Sao duas varidveis de decisdo, que dependem da quantidade de voos do Aero 1 (z1) e
do Aero 2 (x9).

b) A funcio objetivo serd:

Z = 2500 * z1 + 2400 * x5

c¢) Restri¢cdes de nao negatividade
1> 0,22 20

d) Com relagd@o ao contéiner A
18 x 21 + 15 *x 9 > 360

e) Cm relacdo ao contéiner B
12 % 21 4 20 % 9 > 420

f) Modelo de PPL

Fungdo objetivo

Z. = 2500 * z1 + 2400 * x4
sujeito a:

18 x x1 + 15 * x5 > 360

12 x 21 + 20 % 29 > 420

1 2022 >0

g) O grafico no GeoGebra

A Figura 55 abaixo mostra a regido vidvel.



Figura 55 — Resposta do item (g) da Atividade 4

50/\
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Y

h) Pela representacdo grafica é possivel verificar que a regido nao € limitada.

A\ 4

10 20 30 40

Fonte: O autor, 2021.
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1) Conforme ilustrado na Figura 56 abaixo, existem 3 pontos de intersecdes entre cada

duas retas que determinam a regido viavel.

Figura 56 — Resposta do item (i) da Atividade 4

50/\

40

30

20

10

Y

G

A\ 4

10 20 30 40

Fonte: O autor, 2021.

Tem-se os pontos, A(0,24), B(5,18),C(35,0):

f(ﬂ?l, 1‘2) = 2500 % T+ 2400 )

F(A) = 2500 % 0 + 2400 * 24 = 57600
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F(B) = 2500 * 5 + 2400 * 18 = 55700
F(C) = 2500 * 35 + 2400 * 0 = 87500

j) Logo a solucido minima ficard no vértice 3, conforme a mostra a Figura 57.

Figura 57 — Resposta do item (j) da Atividade 4

50/\
Y

40

\ L =z
0 10 20 \\30 40

Fonte: O autor, 2021.

A\ 4

Nio existird outra fungdo paralela a f(x) com valor menor que 55700, este serd 0 menor

valor respeitando a regido vidvel.

k) Utilizando a ferramenta on line PHPSimplex, a solucdo gréfica é a apresentada na

Figura 58.
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Figura 58 — Resposta do item (k) da Atividade 4

N\

Y

I \
%
NN _

: : \\\ ; : —

: : T Y 5 -
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n

Fonte: O autor, 2021.

1) Como esperado pelo método Simplex a resposta serd a mesma que no método grafico
(Figura 59).

Figura 59 — Resposta do item (1) da Atividade 4
Método Simplex das Duas Fases

[ Mostrar os resultados como fragdes.

Existe alguma solucdo possivel para o problema.
assim nés podemos passar para a Fase Il para calcular-a.

A solucao 6tima é Z = 55700
X1=5
X2=18

Fonte: O autor, 2021.

m) O resultado 6timo serd 5 voos do AERO 1 e 18 voos do AERO 2 para que haja o

transporte de todo o material e gaste-se 0 minimo possivel de combustivel.

0) O custo minimo com combustivel serd de R$ 55.700,00
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Esta atividade foi criada para que o aluno possa fazer a modelagem de um problema de
programagcdo linear, o aluno terd que definir a varidvel de decisdo, as restricdes do problema
e a funcao objetivo. Depois da identificagcdo dos termos PPL, funcdo objetivo, as restrigcdes do
problema, o aluno j4 terd conhecimentos para sua resolucdo, pela a Atividade 1, pela a Atividade
2, e pela Atividade 3. Nesta atividade o aluno mais uma vez podera utilizar a ferramenta digital
on line, PHPSimplex, podendo assim conferir sua solu¢do de forma dinamica pelo método

grafico e pelo método Simplex.
Resolucio da Atividade 5

a) Tem-se trés varidveis de decisdo que serdo denotadas por: x; - Lucro unitdrio do kit 1,

9 - Lucro unitario do kit 2, e z3 - Lucro unitario do kit 3.
b) A func¢do objetivo do PPL sera:
z="T8xx1+ 112,50 % x5 + 52,50 * 23

c¢) Descreva a restri¢ao (desigualdade) que exprime a quantidade de frascos de dlcool em

gel disponiveis;
6xx1+9*xx9+ 3*xx3 <480

d) Descreva a restricao (desigualdade) que exprime a quantidade de caixas de mdscaras

disponiveis;
3xx1+4xxo+2%xx3 <250
e) Descreva as restricoes de ndo negatividade;
T35 03 2> 0
f) Formule o Problema de Programacao Linear P;
Fungdo objetivo
2 ="T8*xy + 112,50 % x5 + 52,50 * x3
Sujeito a:
6xx1+9%xx9+ 3 %23 <480
3xxy+4*xx9+ 2% 23 <250
x1; X953 2 0
g) Sao os vértices da regido vidvel, conforme a Figura 60, a seguir:
A(80,0,0), B(0,53.33,0),C(0,0,125), D(70,0, 20), e E(0, 35, 55).
2= f(x1, 72, 23) = T8 x 1 + 112,50 % 22 + 52,50 * x3, logo:
f(A) =78 %80+ 112,50 % 0 + 52,5 % 0 = 6.240, 00
f(B) =780+ 112,50 % 53,33 + 52,5 % 0 = 5.999, 62



D = (T0]0.2(
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Y= (0,0,125)

Figura 60 — Figura Atividade 5

A = (80,0,0)

F(C) =78 %0+ 112,50 % 0 + 52, 5 * 125 = 6.662, 50
F(D) =78 %70+ 112,50 % 0 + 52,5 % 20 = 6.510, 00
F(E) =780+ 112,50 * 35 + 52,5 % 55 = 6.825, 00

h) Logo a solugdo 6tima (0, 35, 55); e o lucro maximo é no valor de R$6.825, 00.

B = (0,53.33,0)

Y

Fonte: O autor, 2021.

1) Conforme mostra a Figura 61 abaixo.

Figura 61 — Resposta do item (i) da Atividade 5

B

Resolugdo

Fungdo objetivo

z=78x; +112,50x; + 52,50 x3

Sujeita a Restrigfies

6x7 + 9x; + 3x3 = 480

3x; + 4x; + 2x3 = 250

Xi; X2;x3 20

C

|

B = (0,53.33,0)

I D E F G
Variaveis de Decisdo
x; - Lucro unitario do kit 1
X, - Lucro unitdrio do kit 2
x; - Lucro unitdrio do kit 3 Coeficiente das varidveis
Xy Xz X3
78 112,5 52,5
Solucdo dtima

Valor Maximo de z

Preparar para a utilizagido da ferramenta Solver, com as restri

goes

Facilitador de

Constante Apos

RestricGes Coeficientes das Varidveis el I
Restricdes o sinal
ExpressBes com
X1 Xz X2 . Constantes
os coeficientes
| 6 9 3 0 480
1] 3 4 2 o 250

Fonte: O autor, 2021.
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C =(0,0,125)
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j) Conforme a Figura 62 a seguir.

Figura 62 — Resposta do item (k) da Atividade S

A B C D E F G
1 Resolugéo Variaveis de Decisio
2 Funcfo objetive %, - Lucro unitario do kit 1
2= 78x; + 112,50 x5 + 52,50 x3 X5 - Lucro unitario do kit 2
4 %z - Lucro unitario do kit 3 Coeficiente das varidveis
X Xa X:
5 1 2 3
6 Sujeita a Restrigdes 78 112,5 52,5
7 6x1 + 9x; + 3x3 = 480 Solucdo otima 0 35 55
8 3x1 +4xy + 233 < 250 Valor Maximo de z 6825
9 Xy; Xp;x320
10
11 Preparar para a utilizacio da ferramenta Solver, com as restrigdes
o p Facilitador de Constante Apos
Restricdes Coeficientes das Varidveis i : s
1 Restrigoes o sinal
Expressdes com
Xy Xz X3 - Constantes
12 os coeficientes
14 | 6 9 3 480 480
15 ] 3 4 2 250 250

Fonte: O autor, 2021.

k) Resolvendo pelo PHPSimplex, a resposta € a apresentada na Figura 63.
Figura 63 — Resolucdao no PHPSimplex da Atividade 5

Metodo Simplex

Mostrar os resultados como fracdes.

A solucdo otima ¢ Z = 6825
Xi1=0

[
I
Ly g
th

e
I

Fonte: O autor, 2021.

1) Os kits que maximizam o lucro sdo 0 do tipo I, 35 do tipo II, e 55 do tipo III.
m) O valor maximo do lucro serd R$6.825, 00.

Esta atividade foi criada para que o aluno possa fazer a modelagem de um problema
de programacdo linear, mesmo sendo de trés variaveis, o aluno terd que definir as variaveis de
decisdo, as restricdes do problema e a fun¢do objetivo. Depois da identificagdo dos termos PPL,
fun¢do objetivo, as restricdes do problema, o aluno poderd perceber a dificuldade de se criar
um grafico no R3, mas mesmo assim foi dado o grafico e com os conhecimentos das atividades

anteriores, seria esperado que os mesmo pudessem verificar o valor da fungdo objetivo nos
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extremos da regido poliedral convexa para assim determinar o valor 6timo desta funcio. Nesta
atividade o aluno mais uma vez podera utilizar a ferramenta digital on line, PHPSimplex, podendo
assim conferir sua solu¢do de forma dindmica pelo método grifico e pelo método Simplex. Nesta
atividade ainda, foi apresentado mais uma ferramenta digital o Solver do Excel que permite
através de planilhas do excel calcular as solu¢des 6timas de problemas de programagao linear de

forma dinamica, conforme item 4.4.1, deste trabalho.
Resolucio da Atividade 6
a) Maximizar z
z = 3000x1; + 4000z12 4+ 3500213 + 200022; + 4500293 4+ 3000293
Sujeito a:
11 + 212 + 213 < 100
To1 + Too + Toz < 125
T11 + Top = 7D
T19 + X9 = 50
T13 + T3 = 100
T11; T12; T13; To1; Taz; Tz > 0
b) Explicagdo da formatacao e resolucdo conforme mostra a Figura 64..

Figura 64 — Formatacao da planilha

A B C D E
1 Resolugéo

Funcdo objetivo

j' z = 3000xy; + 4000x15 + +3500x33 + +2000x2; + 4500x22 + +3000x;3

5 Sujeita a Restrigdes

5 %11~ guantidade de frasco em milh3o da F1 para L1

7 | x4 s+ a3 = 100 %13~ guantidade de frasco em milh&o da F1 para L2

o | %21 + 23z + %33 125 ¥13- guantidade de frasco em milh3o da F1 para L3

o

9| x3+x =75 ¥p1 - quantidade de frasco em milh&o da F2 para L1

10| x12 +x32 =50 37 - quantidade de frasco em milh&o da F2 para L2

11 | x13 +x23 = 100 %23~ guantidade de frasco em milh3o da F2 para L3

12 | 3015 005 20920003 X003 %022 0

13 Custo de remessa por 1 milh&o de unidades

14 Laboratdrio 1 (L1) Laboratdrio 2 (L2) Laboratdrio 3 (L3)

15 Fabrica 1 (F1) 3000 (x44) 4000 (x45) 3500 (x53) Produgdo
16 Fabrica 2 (F2) 2000 (%1) 4500 (%) 3000 (%3) 100 milhdes
17 Pedido 75 milhdes 50 milhges 100 milhdes 125 milhdes

Fonte: O autor, 2021.

e a formulagdo, conforme mostra a Figura 65 a seguir.
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Figura 65 — Formulacao da atividade 6
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F G H J K L M N (8] P
Coeficiente das varidveis
X11 X1z X13 Xa1 X22 X23
3000 4000 3500 2000 4500 3000
Solugdo 6tima
Valor Minimo de z 0
Preparar para a utilizagdo da ferramenta Solver, com as restricées
s - — Facilitador de Constante Apds
Restrigoes Coeficientes das Varidveis e .
Restrigdes o sinal
X11 X12 X13 X21 X22 X23 Expressdes com os coeficientes Constantes
| 1 1 1 0 0 0 100
11 0 0 0 1 1 1 125
11 1 0 0 1 0 0 75
v 0 1 0 0 1 0 50
A 0 0 1 0 0 1 100
Fonte: O autor, 2021.
d) Resolver no Excel
z .
A resposta encontrada € a apresentada na Figura 66.
. ~ P
Figura 66 — Resolucdo no Excel da Atividade 6
F G H | J K 1l M N (0] P
Coeficiente das varidveis
K11 K12 X13 a1 X22 Xas
3000 4000 3500 2000 4500 3000
75 0 25 0 50 75
Solugdo otima 762500
Valor Minimo de z
Preparar para a utilizagéo da ferramenta Solver, com as restri¢des
- - B Facilitador de Constante Apds
Restricdes Coeficientes das Varidveis o .
Restri¢Oes o sinal
X11 X1z X13 Xa1 X2z X33 Expressdes com os coeficientes Constantes
| 1 1 1 0 0 0 100 100
1 0 0 0 1 1 1 125 125
1 1 0 0 1 0 0 75 75
v 0 1 0 0 1 0 50 50
\ 0 0 1 0 0 1 100 100

Fonte: O autor, 2021.

e)Resolvendo pelo PHPSimplex, a resposta encontrada € a apresentada na Figura 67.
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Figura 67 — Resolucao no PHPSimplex da Atividade 6

Método Simplex das Duas Fases

() Mostrar os resultados como fragdes.

Existe alguma solucio possivel para o problema. assim nos podemos passar para a Fase II para calcular-a.

A solucdo otima e Z = 762500
X1=175

X2=0

X3=25

X4=0

X5=150

Xe=175

Fonte: O autor, 2021.

f) Conforme Solver do Excel (Figura 66), z11 = 75; 215 = 0; 113 = 25; 291 = 0; x99 =

50; x93 = 75, ficando a um custo total de R$762.500, 00.

A Atividade 6 foi criada para que o aluno possa fazer a modelagem de um Problema de
Programacdo Linear, modelo da dieta, presente no item 5.6 deste trabalho, definir as varidveis de
decisdo, as restricdes do problema e a funcdo objetivo. Esta atividade foi desenvolvida para ser
resolvida em grupo, os alunos modelando esta atividade poderam resolve-la pelas ferramentas

digitais, tanto pelo PHPSimplex como pelo Solver do Excel, de maneira dindmica.



